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R\’esidus d’applications holomorphes entre vari\’et\’es
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Abstract. Let f : Varrow W be a holomorpic map from a complex analytic n-dimensional
manifold V onto a complex analytic q-dimensional manifold W . Assume that the singular
set \Sigma of f is not empty. Then the Chern classes c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)] of the virtual
bundle [TV-f^{-1}(TW)] localize near \Sigma for i=1 , \ldots , q . If \Sigma is compact, then the residue
of c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)] is defined in the homology group H_{2q-2i}(\Sigma) . We compute
these residues under the assumptions that the singular fibres of f are locally isolated
complete intersections and the singular set \Sigma is smooth. If q=1 and V is compact, a
formula due to Fulton compute the cohomology class [c_{n}(V)-(c_{n-1}(V). f^{\star}c_{1}(W))]\wedge

[V] using the s0-called Milnor number. The main result is a generalization of this formula
for all codimension q . We deduce from it a generalization of the Riemann-Hurwitz formula
and give examples for which the residues are not equal to zero.

Key words: classes caract\’eristiques, r\’esidus, holomorphes.

1. Introduction

Consid\’erons une application holomorphe f : V – W d’une vari\’et\’e
analytique complexe V de dimension complexe n sur une vari\’et\’e analytique
complexe W de dimension complexe q , (n\geq q) . On d\’esigne par TV et TW
les fibr\’es tangents holomorphes respectifs de V et W

Supposons que V soit compacte, que W ait pour dimension 1 et que les
singularit\’es de f soient des points isol\’es p_{1} , . , p_{k} . Notons \mu\ell le nombre
de Milnor au point p\ell de l’hypersurface complexe f^{-1}(f(p\ell)) . La formule
suivante est alors due \‘a Fulton [Fu] si f est alg\’ebrique et \‘a [HL] dans le cas
holomorphe:

[c_{n}(V)-(c_{n-1}(V) \vee f^{\star}c_{1}(W))]\wedge[V]=(-1)^{n}\sum_{\ell=1}^{k}\mu\ell .

Fulton l’a d\’emontr\’ee en interpr\’etant \mu\ell comme l’indice de la section df
du fibr\’e f^{-1}(TW)\otimes TV et en appliquant le th\’eor\‘eme de Hopf. Le terme de
gauche dans l’\’egalit\’e pr\’ec\’edente est en effet \’egal, au signe pr\‘es, \‘a la n^{i\grave{e}me}

classe de Chern du fibr\’e f^{-1}(TW)\otimes T^{\star}V
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Si q>1 , le rang du fibr\’e f^{-1}(TW)\otimes T^{\star}V n’est plus \’egal \‘a la dimen-
sion de V et on ne peut plus appliquer le th\’eor\‘eme de Hopf. Mais on peut
aussi remarquer que si q est \’egal \‘a 1, c_{n}(V)-c_{n-1}(V)\vee f^{\star}c_{1}(W) est la
n^{i\grave{e}me} classe de Chern du fibr\’e virtuel [TV-f^{-1}(TW)] dans KU(V) . La
g\’en\’eralisation de ce point de vue permet de d\’efinir des classes de cohomol0-
gie r\’esiduelles en codimension q quelconque.

En effet si f est r\’eguli\‘ere, les classes de Chern c_{j}(T_{\mathcal{F}}) du fibr\’e T_{\mathcal{F}}

tangent au noyau de la diff\’erentielle de f sont \’egales \‘a celles du fibr\’e virtuel
[TV-f^{-1}(TW)] et s’annulent pour j>n-q .

Si f poss\‘ede des singularit\’es, c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)] garde un sens mais
n’est plus n\’ecessairement nulle pour i\geq 1 . On montre que c_{n-q+i}[TV-

f^{-1}(TW)] se localise pr\‘es du lieu singulier de f .
De fagon pr\’ecise, nous montrons d’abord que c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)]

admet un rel\‘evement naturel c_{n-q+i}^{0}[TV-f^{-1}(TW)] dans H^{2n-2q+2i}(V, V-
\Sigma) . Si \Sigma est compact (cette hypoth\‘ese est toujours v\’erifi\’ee si V est com-
pacte), on appellera r\’esidu de c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)] en \Sigma et 1’ on notera
Res (c_{n-q+i}, f)1 ’image de c_{n-q+i}^{0}[TV-f^{-1}(TW)] dans H_{2q-2i}(\Sigma) par la
dualit\’e d’Alexander-Lefschetz.

Lorsque la vari\’et\’e V est compacte, l’image de {\rm Res}(c_{n-q+i}, f) par le
morphisme

H_{2q-2i}(\Sigma)arrow H_{2q-2i}(V)i_{\star}

induite par l’inclusion i : \Sigma
-arrow V de \Sigma dans V est la classe d’homologie

c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)]\wedge[V] .
Nous calculons ensuite ces r\’esidus en supposant les singularit\’es de f

non d\’eg\’en\’er\’ees. Le r\’esultat obtenu permet d’\’etablir, lorsque les vari\’et\’es V
et W sont compactes, des formules du type Riemann-Hurwitz (th\’eor\‘eme
2.4).

Des exemples explicites o\‘u les r\’esidus sont non nuls sont \’etudi\’es.

Je remercie le professeur Daniel Lehmann pour ses pr\’ecieux conseils lors
de l’\’elaboration de ce travail. Je remercie \’egalement les professeurs Jean
Paul Brasselet et Tatsuo Suwa de leurs nombreuses suggestions.

2. Enonc\’e des r\’esultats

Dans toute la suite V et W d\’esignent deux vari\’et\’es analytiques com-
plexes de dimensions complexes respectives n et q , (n\geq q) , TV et TW sont
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les fibr\’es tangents holomorphes respectifs de V et W
Soit f : Varrow W une application holomorphe de V sur W On note

f^{-1}(TW) le fibr\’e image r\’eciproque de TW par f et df_{x} : T_{x}V - f^{-1}(TW)_{x}

la diff\’erentielle de f au point x de V
Supposons que 1’ensemble singulier \Sigma= {x\in V : rang(df_{x})<q}

de f soit non vide et compact. Soit \{\Sigma_{\alpha}\}_{\alpha\in I} l’ensemble des composantes
connexes de \Sigma . Notons i_{\star}^{\alpha} le morphisme induit en homologie par l’inclusion
de \Sigma_{\alpha} dans V

Soit \mathcal{F} le feuilletage singulier d\’efini par les fibres de f .

Th\’eor\‘eme 2.1 (existence de r\’esidus) Pour tout i\geq 1 , il existe une
classe d homologie {\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f) dans H_{2q-2i}(\Sigma_{\alpha}, \mathbb{C}) qui v\’erififie les prO-

pri\’et\’es suivantes:
1. {\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f) ne d\’epend que du comportement de \mathcal{F} au voisinage de

\Sigma_{\alpha} ;
2. si V est compacte, alors

\mathcal{P}_{V}(c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)])=\sum_{\alpha\in I}i_{\star}^{\alpha}({\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)) .

On diva que {\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f) est le r\’esidu de c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)]

en \Sigma_{\alpha} .

II se pose le probl\‘eme de trouver une expression explicite de ces r\’esidus.
Pour cela, on fera les hypoth\‘eses suivantes:

i) les fibres singuli\‘eres de f sont des intersections compl\‘etes locales
ayant des singularit\’es isol\’ees.

ii) \Sigma est compact et le rang de la diff\’erentielle de f en chaque point
de \Sigma est q-1 .

L’hypoth\‘ese i) implique que \Sigma est une sous-vari\’et\’e analytique de V de
dimension q-1 et que le rang de df est q-1 en presque tout point de
\Sigma (voir [Lo]). Pour une application holomorphe g : V - W g\’en\’erique,
l’ensemble \Sigma_{r}=\{x\in V : rang(dg_{x})=r\} est une sous-vari\’et\’e lisse de V
de codimension complexe (n-r)(q-r) . On supposera que f v\’erifie cette
propri\’et\’e. L ’hypoth\‘ese ii ) implique alors:

iii) \Sigma est une sous-vari\’et\’e lisse et compacte de V , de dimension q-1 .
Pour chaque \alpha , posons:

\mathcal{L}_{\alpha}=f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}/df(TV|\Sigma_{\alpha}) .
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\mathcal{L}_{\alpha} est un fibre’ quotient en droites complexes sur \Sigma_{\alpha} .
Soit f_{\Sigma} la restriction de f \‘a \Sigma . Le rang de d(f_{\Sigma}) est q-1 en presque

tout point de \Sigma . Un point \sigma de \Sigma sera dit r\’egulier si d(f_{\Sigma}) est injective
en \sigma .

Soient \sigma un point r\’egulier de \Sigma_{\alpha} , (U, z_{1}, . . , z_{n}) une carte de V, \sigma\in U ,
et (\overline{U}, v_{1}, \ldots, v_{q}) une carte de W, y_{0}=f(\sigma)\in\overline{U}.

, telles que:
1) \forall m=1 , . . ’ n , z_{m}(\sigma)=0 et \Sigma\cap U=\{p\in U/z_{q}(p)= =

z_{n}(p)=0\} ,
2) f(U)\subset\overline{U} et v_{1}\circ f=z_{1} , \ldots , v_{q-1}\circ f=z_{q-1} .

Soit \tau_{\sigma}=\{p\in U/z_{1}(p)= \cdot. =z_{q-1}(p)=0\} . On note f_{\sigma} la restriction de
v_{q}\circ f \‘a \tau_{\sigma} . Posons H =f_{\sigma}^{-1}(v_{q}(y_{0})) :

\circ si n>q , H est une hypersurface de \tau_{\sigma} ayant une singularit\’e isol\’ee en
\sigma . On note \mu_{\alpha} son nombre de Milnor au point \sigma ;

\circ si n=q, H est r\’eduit au point \sigma et on appellera aussi nombre de
Milnor la valeur au point \sigma du symbole r\’esidu de Grothendieck

\mu_{\alpha}=\{\begin{array}{l}d(\frac{\partial f}{\partial z_{q}})\frac{\partial f}{\partial z_{q}}\end{array}\}

\sigma

Lemme 2.2 Le nombre de Milnor \mu_{\alpha} ne d\’epend pas du choix du point
r\’egulier \sigma dans \Sigma_{\alpha} , ni de la transversale \tau_{\sigma} .

Soit \mu_{\alpha} la constante donn\’ee par le lemme 2.2. Si l’on d\’esigne par

p_{\Sigma_{\alpha}} : H^{2q-2i}(\Sigma_{\alpha})arrow H_{2i-2}(\Sigma_{\alpha})

la dualit\’e de Poincar\’e sur \Sigma_{\alpha} , on obtient:

Th\’eor\‘eme 2.3

{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)=(-1)^{n-q+i}\mu_{\alpha}\mathcal{P}\Sigma_{\alpha}((c_{1})^{i-1}(\mathcal{L}_{\alpha}))

Dans le cas particulier o\‘u les vari\’et\’es V et W ont la m\^eme dimension,
T. Izawa a \’etabli (voir [Iz]) une formule liant les nombres de Chern de V
et ceux de W lorsque le lieu singulier de f et les composantes irr\’eductibles
de son image sont lisses. Une g\’en\’eralisation de la formule de Riemann-
Hurwitz due \‘a J.P. Brasselet [Brl], [Br2] et M.H . Schwartz [Sc] donne le
lien entre les classes de Chern de V et celles de W lorsque tous les points
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de \Sigma sont r\’eguliers. Plus g\’en\’eralement, en notant \chi(X) la caract\’eristique
d’Euler-Poincar\’e d’une vari\’et\’e X , on a le r\’esultat suivant:

Th\’eor\‘eme 2.4 Si en plus des hypoth\‘eses du th\’eor\‘eme 2.3, les vari\’et\’e V
et W sont compactes et f est un rev\^etement ramififi\’e \‘a d feuillets (n=q) ,
on a alors:

i) \chi(V)-d\chi(W)=-\sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}c_{n-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}] ;

ii) (c_{i}(V)-f^{\star}c_{i}(W))\wedge[V]

=- \sum_{\alpha}\mu_{\alpha}i_{\star}(p_{\Sigma_{\alpha}}(c_{i-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}])) .

On retrouve, lorsque tous les points de \Sigma sont r\’eguliers, des formules
\’equivalentes \‘a celles donn\’ees dans [Sc].

Corollaire 2.5 Si tous les points de \Sigma sont r\’eguliers, on a, sous les hy-
poth\‘eses du th\’eor\‘eme pr\’ec\’edent:

\chi(V)-d\chi(W)=-\sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\chi(\Sigma_{\alpha}) ;

(c_{i}(V)-f^{\star}c_{i}(W)) \wedge[V]=-\sum_{\alpha}\mu_{\alpha}i_{\star}(p_{\Sigma_{\alpha}}(c_{i-1}(\Sigma_{\alpha}))) .

Th\’eor\‘eme 2.6 Si V et W sont compactes et connexes et n>q , soitf\wedge

une fifibre g\’en\’erique de f . Sous les hypoth\‘eses du lh\’eor\‘eme 2.3, on a :

i) \chi(V)-\chi(’\Gamma)\chi(W)=(-1)^{n-q+1}\sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}c_{q-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}] .

Si de plus tous les points de \Sigma sont r\’eguliers, on a :

ii)
\chi(V)-\chi(’r)\chi(W)=(-1)^{n-q+1}\sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\chi(\Sigma_{\alpha}) .

Signalons un r\’esultat de Yomdin [Yo] analogue au lemme 2.2 pour les
germes d’intersection compl\‘ete h : \mathbb{C}^{n}arrow \mathbb{C}^{k} \‘a singularit\’e isol\’ee. Sa preuve
utilise des m\’ethodes alg\’ebriques. La deuxi\‘eme partie du th\’eor\‘eme 2.6 est
\’egalement \’enonc\’ee dans son article.

Remarques 2.7 Supposons V compacte. Pour i =q, on obtient par
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int\’egration, en appliquant le th\’eor\‘eme 2.2:

c_{n}[TV-f^{-1}(TW)] \wedge[V]=(-1)^{n}\sum_{\alpha\in I}\mu_{\alpha}\langle(c_{1})^{q-1}(Q_{\alpha}), [\Sigma_{\alpha}]\rangle
(E) .

Si \mathcal{L}_{\alpha} est un fibr\’e trivial, {\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)=0 pour i\geq 2 et seul le
r\’esidu {\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+1}, f) peut \^etre non nul.

En particulier si q=1 , l’hypoth\‘ese iii ) signifie que \Sigma est un ensemble
fini \{p_{1}, \ldots,p_{k}\} et la relation (E) se ram\‘ene \‘a la formule de Fulton.

3. Rappels et Notations

3.1. Th\’eorie de Chern-Weil pour les fibr\’es virtuels
Soient E et F deux fibr\’e s vectoriels complexes de base V , de rangs

respectifs n et q .
Consid\’erons le fibr\’e virtuel L=[E-F] . Si c(E)=1+c_{1}(E)+\cdots+c_{n}(E)

(respectivement c(F)=1+c_{1}(F)+\cdot\cdot+c_{q}(F) ) d\’esigne la classe de Chern
totale de E (respectivement de F), la j^{i\grave{e}me} classe de Chern de L est le
coefficient de t^{j} dans le d\’eveloppement formel

(1+ \sum_{\ell=1}^{n}t^{\ell}c_{\ell}(E)) (1+ \sum_{k=1}^{q}t^{k}c_{k}(F))^{-1}

Par exmple si q=1 , alors:

c_{n}[TV-f^{-1}(TW)]=c_{n}(V)-c_{n-1}(V)f^{\star}c_{1}(W) .

Si q=2 :

c_{n}[TV-f^{-1}(TW)]=c_{n}(V)-c_{n-1}(V)f^{\star}c_{1}(W)

+c_{n-2}(V)f^{\star}(c_{1}^{2}(W)-c_{2}(W)) ,
c_{n-1}[TV-f^{-1}(TW)]=c_{n-1}(V)-c_{n-2}(V)f^{\star}c_{1}(W)

+c_{n-2}(V)f^{\star}(c_{1}^{2}(W)-c_{2}(W)) .

Une paire de connexions \nabla

.
=[\nabla’.\nabla’] sur L est la donn\’ee d’une con-

nexion \nabla’ sur E et d’une connexion \nabla’ sur F .
Soit c_{i} le i^{i\grave{e}me} polyn\^ome sym\’etrique homog\‘ene \’el\’ementaire. II est bien

connu que c_{i}(E) est la classe de cohomologie du cocycle c_{i}(\nabla’) , image de c_{i}

par le morphisme de Chern-Weil. La j^{i\grave{e}me} classe de Chern du fibr\’e virtuel
L sera done la classe de cohomologie du coefficient c_{j}(\dot{\nabla}) de t^{j} dans le
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d\’eveloppement formel

(1+ \sum_{\ell=1}^{n}t^{\ell}c_{\ell}(\nabla’)) (1+ \sum_{k=1}^{q}t^{k}c_{k}(\nabla’))-1

Le cocycle c_{j}
(\nabla

.
) s’\’ecrira:

c_{j}
(\nabla

.
)= \sum_{\ell=0}^{j}c\ell(\nabla’)\wedge\psi_{j-}\ell(c_{1}(\nabla’), \ldots, c_{q}(\nabla’)) ,

\psi_{j-\ell} \’etant un polyn\^ome de degr\’e j-\ell en c_{1} , \ldots , c_{q} .

Soient \nabla.0=[\nabla_{0}’, \nabla_{0}’] , \ldots , \dot{\nabla}_{k}=[\nabla_{k}’, \nabla_{k}’]k+1 paires de connexions sur
L . Consid\’erons 1’application \pi : V\cross \mathbb{R}^{k+1}

– V d\’efinie par \pi(x, t)=x .

On munit le fibr\’e virtuel [\pi^{\star}(E)-\pi^{\star}(F)] de la paire \overline{\nabla}

.
=[t_{0}\nabla_{0}’+ +

t_{k}\nabla_{k}’ , t_{0}\nabla_{0}’+ , . +t_{k}\nabla_{k}’ ], avec t= (t_{0}, \ldots, t_{k}) .
Soit \triangle^{k} le k-simplexe standard de \mathbb{R}^{k+1} . On note \pi_{\star} l’int\’egration le

long des fibres de \pi|V\cross\triangle^{k} et [ \frac{k}{2}] la partie enti\‘ere de \frac{k}{2} .
On d\’efinit une forme diff\’erentielle sur V en posant:

c_{j}

(\nabla.0, . _{\eta}\nabla_{k}.)=(-1)^{[\frac{k}{2}]}\pi_{\star}(c_{j}(\nabla.\overline{ })) .

Rappelons que si \partial\triangle^{k} d\’esigne le bord de \triangle^{k} , \iota : \partial\triangle^{k}arrow\triangle^{k} Tinclusion et
d l’op\’erateur de diff\’erentiation ext\’erieure, on a la relation:

\pi_{\star}\circ d+(-1)^{k+1}d\circ\pi_{\star}=\pi_{\star}^{\partial}\circ\iota ,

\pi_{\star}^{\partial} \’etant l’int\’egration le long des fibres de \pi|V\cross\partial\triangle^{k} . De cette relation et
de la formule de Stokes, on d\’eduit l’\’egalit\’e

dc_{j}( \nabla_{0}., \ldots, \nabla_{k}.)=\sum_{m=0}^{k}(-1)^{m}c_{j}(\nabla_{0}., . , _{\nabla_{m-1}}\cdot., \ldots, \nabla_{k}.) .

Remarquons que si F est le fibr\’e vectoriel de rang 0, alors c_{j}(\nabla.0, . , _{\nabla_{k}}\cdot)

coincide avec la diff\’erence it\’er\’ee de Bott [Bo] c_{j}(\nabla_{0}, \ldots.\nabla_{k}) ; celle-ci v\’erifie
la relation

dc_{j} (\nabla_{0} , . ,^{\nabla_{k})}= \sum_{m=0}^{k}(-1)^{m}c_{j}(\nabla_{0}, \ldots, \nabla_{m-1}, \nabla_{m+1} , . ,^{\nabla_{k})} .
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3.2. Int\’egration sur le complexe de Mayer-Vietoris
Les travaux de D. Lehmann [Lel] et [Le2] seront la r\’ef\’erence essentielle

pour cette section.
Soit M une vari\’et\’e C^{\infty} de dimension n , et soit \Sigma une partie ferm\’ee de

M . Soit \mathcal{U}=(U_{0}, U_{1}) un recouvrement ouvert de M, o\‘u U_{0}=M-\Sigma et U_{1}

est un voisinage de \Sigma qui se r\’etracte par d\’eformation sur \Sigma .
Si U est un ouvert de M, on note A^{p}(U) l’espace des p-formes diff\’er-

entielles C^{\infty} sur U \‘a valeurs dans \mathbb{C}, \wedge le produit ext\’erieur. On pose U_{01}=

U_{0}\cap U_{1} et A^{p}(\mathcal{U})=A^{p}(U_{0})\oplus A^{p}(U_{1})\oplus A^{p-1}(U_{01}) .
Le complexe de Mayer-Vietoris (A(\mathcal{U}), D) associ\’e au recouvrement \mathcal{U}

est l’espace vectoriel gradu\’e A(\mathcal{U}) , muni de la diff\’erentielle

D : A^{p}(\mathcal{U})arrow A^{p+1}(\mathcal{U})

(\alpha, \beta, \epsilon)arrow D(\alpha, \beta, \epsilon)=(d\alpha, d\beta, \beta-\alpha-d\epsilon)

et de la multiplication

\vee:A^{p}(\mathcal{U})\cross A^{q}(\mathcal{U})arrow A^{p+q}(\mathcal{U})

((\alpha, \beta, \epsilon), (\alpha’, \beta’, \epsilon’))arrow(\alpha\wedge\alpha’. \beta\wedge\beta’’.\epsilon\wedge\beta’+(-1)^{degr\acute{e}(\alpha)}\alpha\wedge\epsilon’) .

La cohomologie de ce complexe, not\’ee H^{\star}(A(\mathcal{U})) , est la cohomologie de
\check{C}ech-de Rham associ\’e au recouvrement \mathcal{U} . On montre (voir [BT]) que
l’injection

\iota : A^{p}(M)arrow A^{p}(\mathcal{U})

\alphaarrow(\alpha|U_{0}, \alpha|U_{1},0)

induit, d’apr\‘es un th\’eor\‘eme de A.Weil, un isomorphisme en cohomologie

H_{DR}^{p}(M, \mathbb{C})arrow H^{p}(A(\mathcal{U}))[l]1

Cet isomorphisme permet d’identifier les groupes de cohomologie
H_{DR}^{p}(M, \mathbb{C}) et H^{p}(A(\mathcal{U})) .

Soit A^{p}(\mathcal{U}, U_{0}) le noyau de la projection

A^{p}(\mathcal{U})arrow A^{p}(U_{0}) .

Puisqu’on a une suite exacte

0 -arrow A^{p}(\mathcal{U}, U_{0})arrow A^{p}(\mathcal{U}) – A^{p}(U_{0}) -arrow 0 ,

la cohomologie du complexe A^{\star}(\mathcal{U}, U_{0}) est isomorphe \‘a H^{\star}(M, U_{0}) .
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Supposons que M soit compacte, connexe et orient\’ee. Soit I une sous-
vari\’et\’e compacte \‘a bord de M. de dimension n et de bord \partial \mathcal{T} telle que
\Sigma\subset \mathcal{T}\subset U_{1} et \partial \mathcal{T}\cap\Sigma=\emptyset . D ’apr\‘es [Lel] et [Le2], 1’int\’egration

\int_{M} : A^{n}(M)arrow \mathbb{C}

s ’\’etend \‘a A^{n}(\mathcal{U}) en posant:

\int_{M}(\alpha, \beta, \epsilon)=\int_{M-[mathring]_{\mathcal{T}}}\alpha+\int_{\mathcal{T}}\beta-\int_{\partial T}\epsilon .

Si \sigma est un \’el\’ement de A^{n}(\mathcal{U}) tel que D\sigma=0 , \int_{M}\sigma ne d\’epend pas du
choix de \mathcal{T} ; de plus si \sigma=D\tau , \tau\in A^{n-1}(\mathcal{U}) , alors \int_{M}\sigma=0 . Ainsi on a un
isomorphisme

\int_{M} : H^{n}(A(\mathcal{U}))arrow \mathbb{C} .

L ’application

A^{p}(\mathcal{U})\cross A^{n-p}(\mathcal{U})arrow \mathbb{C}

( \sigma, \tau)arrow\int_{M}\sigma\cdot\tau

induit la dualit\’e de Poincar\’e

\mathcal{P}_{l\downarrow I} : H_{DR}^{p}(M, \mathbb{C})\simeq H^{p}(A(\mathcal{U}))arrow\sim(H^{n-p}(A(\mathcal{U})))^{\star}\simeq H_{n-p}(M, \mathbb{C}) .

Si [\sigma]\in H^{p}(A(\mathcal{U})) , P_{M}([\sigma]) est la classe du cycle C d\’efini par \int_{M}\sigma .
\tau=\int_{C}\iota^{\star}\tau pour tout \tau\in A^{n-p}(\mathcal{U}) v\’erifiant D\tau=0 , C \’etant transverse \‘a
\partial \mathcal{T} et \iota d\’esigne inclusion de C dans M .

Si on suppose seulement \Sigma compacte, M ne l’\’etant pas n\’ecessairement,
on peut trouver une sous-vari\’et\’e \mathcal{T} compacte de M, \‘a bord, de dimension
n et de bord \partial \mathcal{T} telle que \Sigma\subset \mathcal{T}\subset U_{1} et \partial \mathcal{T}\cap\Sigma=\emptyset .

Si \alpha=(0, \alpha_{0}, \alpha_{01})\in A^{n}(\mathcal{U}, U_{0}) , 1’int\’egrale

\int_{l1f}\alpha=\int_{\mathcal{T}}\alpha_{1}-\int_{\partial \mathcal{T}}\alpha_{01}

est bien d\’efinie.

Soit \alpha=(0, \alpha_{0}, \alpha_{01})\in A^{p}(\mathcal{U}, U_{0}) et soit \beta=(\beta_{0}, \beta_{1}, \beta_{01})\in A^{n-p}(\mathcal{U}) .
L’\’el\’ement \alpha\cdot\beta=(0, \alpha_{1}\wedge\beta_{1}, \alpha_{01}\wedge\beta_{1}) de A^{n}(\mathcal{U}, U_{0}) ne d\’epend ni de \beta_{0}
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ni de \beta_{01} . On peut done d\’efinir une application bilin\’eaire

A^{p}(\mathcal{U}, U_{0})\cross A^{n-p}(U_{1})arrow \mathbb{C}

((0, \alpha_{0}, \alpha_{01}), \beta_{1})arrow\int_{\mathcal{T}}\alpha_{1}\wedge\beta_{1}-\int_{\partial \mathcal{T}}\alpha_{01}\wedge\beta_{1} .

Puisque U_{1} se r\’etracte par d\’eformation sur \Sigma , le groupe d’homologie
H_{n-p}(\Sigma) est isomorphe \‘a H (Hom ( A^{n-p}(U_{1}) , \mathbb{C} )) et la dualit\’e d’Alexander-
Lefschetz

H^{p}(M, M-\Sigma;\mathbb{C})arrow H_{n-p}(\Sigma, \mathbb{C})

est induite par le morphisme

A^{p}(\mathcal{U}, U_{0}) - Hom (A^{n-p}(U_{1}), \mathbb{C})

(0, \alpha_{0}, \alpha_{01})arrow(\beta_{1}arrow\int_{\mathcal{T}}\alpha_{1}\wedge\beta_{1}-\int_{\partial \mathcal{T}}\alpha_{01}\wedge\beta_{1})

4. Th\’eor\‘eme d’annulation

Soit f : Varrow W une application holomorphe. Supposons que pour tout
point x de V , la diff\’erentielle de f en x soit surjective. Les composantes
connexes des fibres de f d\’efinissent alors sur V un feuilletage holomorphe
\mathcal{F} de dimension n-q. Notons T_{\mathcal{F}} le fibr\’e tangent \‘a ce feuilletage. On a
une suite exacte

0- T_{\mathcal{F}}arrow TVarrow f^{-1}(\iota dfTW)arrow 0 (1),

o\‘u \iota d\’esigne l’inclusion de T_{\mathcal{F}} dans TV
Soit \nabla^{W} une connexion sur f^{-1}(TW) et \nabla^{\mathcal{F}} une connexion sur T_{\mathcal{F}} . On

peut construire une connexion \nabla_{0} sur TV telle que la famille (\nabla^{\mathcal{F}}.\nabla_{0}, \nabla^{W})

soit compatible avec (1), c’est-\‘a-dire v\’erifie les relations

\iota\circ\nabla^{\mathcal{F}}=\nabla_{0}\circ\iota , df\circ\nabla_{0}=\nabla^{W}\circ df .

En effet soit Q un sous-fibr\’e de TV telle que TV=T_{\mathcal{F}}\oplus Q ; la restriction
de df \‘a Q r\’ealise un isomorphisme de Q sur f^{-1}(TW) . Consid\’erons sur
Q la connexion \nabla^{Q}=(df|Q)^{-1}\circ\nabla^{W}\circ(df|Q) . Etant donn\’ee une connexion
quelconque \nabla^{\mathcal{F}} sur T_{\mathcal{F}} , soit \nabla_{0}=\nabla^{\mathcal{F}}\oplus\nabla^{Q} . Le triple (\nabla^{\mathcal{F}}, \nabla_{0}, \nabla^{W}) satisfait
les relations ci-dessus.

On munit le fibr\’e virtuel [TV-f^{-1}(TW)] de la paire \nabla.0=[\nabla_{0}, \nabla^{W}] .
En utilisant un raisonnement analogue \‘a celui de [B-B] , il est facile de
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voir que la compatibilit\’e du triple (\nabla^{\mathcal{F}}, \nabla_{0}, \nabla^{W}) avec la suite exacte (1)

implique que les \’el\’ements c_{j}(\nabla. 0) et c_{j}(\nabla^{\mathcal{F}}) sont \’egaux. Puisque T_{\mathcal{F}} est de
rang n-q, on a done le:

Th\’eor\‘eme 4.1 (th\’eor\‘eme d’annulation) Pour tout j\geq n-q+1 , on a:

c_{j}(\nabla. 0)=0 .

Soit ((\nabla_{\ell}^{\mathcal{F}}, \nabla_{\ell}, \nabla_{\ell}^{W}))_{\ell=0,\ldots,k} une famille de triples compatibles avec la

suite exacte (1). Posons \nabla\ell=[\nabla_{\ell}, \nabla_{\ell}^{W}] . La proposition suivante g\’en\’eralise
le th\’eor\‘eme 4.1.

Proposition 4.2 Pour tout j\geq n-q+1 , on a:

c_{j}(\nabla.0, \ldots.\nabla_{k}.)=0 .

D\’emonstration Consid\’erons les fibr\’es T_{\mathcal{F}}\cross \mathbb{R}^{k+1} , TV\cross \mathbb{R}^{k+1} et
f^{-1}(TW)x\mathbb{R}^{k+1} de base V\cross \mathbb{R}^{k+1} . On a une suite exacte

0arrow T_{\mathcal{F}}\cross \mathbb{R}^{k+1}\iota\crossarrow 1_{R^{k+1}},TV\cross \mathbb{R}^{k+1}

df\cross

arrow 1_{R^{k+1}},f^{-1}(TW)\cross \mathbb{R}^{k+1}arrow 0 (2).

Le triple (\tilde{\nabla}^{\mathcal{F}},\tilde{\nabla},\tilde{\nabla}^{W}) o\‘u \tilde{\nabla}^{\mathcal{F}}=t_{0}\nabla_{0}^{\mathcal{F}}+\cdots+t_{k}\nabla_{k}^{\mathcal{F}},\tilde{\nabla}=t_{0}\nabla_{0}+\cdots+t_{k}\nabla_{k}

et \tilde{\nabla}^{W}=t_{0}\nabla_{0}^{W}+ +t_{k}\nabla_{k:}^{W} est compatible avec (2). Par suite on a, en.
posant \tilde{\nabla}=[\tilde{\nabla},\tilde{\nabla}^{W}] , c_{j}(\tilde{\nabla}^{\mathcal{F}})=c_{j}(\tilde{\nabla}) . D ’o\‘u c_{j}(\tilde{\nabla})=0 si j\geq n-q+1 , ce

qui entra\^ine que c_{j}
(\nabla.0, \ldots, \nabla_{k}.)=\pi_{\star}(c_{j}(\tilde{\nabla}))=0 .

5. Preuve du th\’eor\‘eme d’existence de r\’esidus

Consid\’erons maintenant une application holomorphe f : Varrow W ayant
des singularit\’es. Le lieu singulier de f est l’ensemble \Sigma=\{x\in V :
rang(df_{x})\leq q-1\} .

Supposons que \Sigma soit compact. Cette hypoth\‘ese est \’evidemment

toujours v\’erifi\’ee si la vari\’et\’e V est elle m\^eme compacte. Soit \{\Sigma_{\alpha}\}_{\alpha\in I}

l’ensemble des composantes connexes de \Sigma .
Consid\’erons un recouvrement ouvert \mathcal{U}=(U_{0}, U_{\alpha})_{\alpha\in I} de V qui v\’erifie

les conditions suivantes:
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i) U_{0}=V-\Sigma ,
ii) pour chaque \alpha\in I . U_{\alpha} est un voisinage de \Sigma_{\alpha} qui se r\’etracte par

d\’eformation sur \Sigma_{\alpha} ,
iii) si \alpha\in I et \beta\in I , U_{\alpha}\cap U_{\beta}=\emptyset si \alpha\neq\beta .

On va exprimer les classes de Chern c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)] dans le
complexe de \check{C}ech\cdot . de Rham associ\’e au recouvrement \mathcal{U} .

Notons T_{\mathcal{F}_{0}} le fibr\’e holomorphe tangent au feuilletage d\’efini par la re-
striction de f \‘a U_{0} ; on a une suite exacte

0– T_{\mathcal{F}_{0}}arrow TV|\iota U_{0}arrow f^{-1}(TW)df|U_{0}arrow 0 (3).

Soit \nabla^{W} une connexion fix\’ee sur f^{-1}(TW) et soit \nabla^{\mathcal{F}_{0}} une connexion
sur T\mathcal{F}_{0} . Consid\’erons une connexion \nabla_{0} sur TV|U_{0} telle que le triple
(\nabla^{\mathcal{F}_{0}}, \nabla_{0}, \nabla^{W}) soit compatible avec (3); sur [TV-f^{-1}(TW)]|U_{0} , on
consid\‘ere la paire \nabla.0=[\nabla_{0}, \nabla^{W}] .

Soit \nabla_{\alpha} une connexion sur TV|U_{\alpha} . On munit [TV-f^{-1}(TW)]|U_{\alpha} de
la paire \nabla_{\alpha}.=[\nabla_{\alpha}, \nabla^{W}] .

(0, c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.)Soiti\geq 1.

,
C_{n-q+i(\nabla 0,\nabla_{\alpha}))_{\alpha\in I}estdoncuncocyc1edeA^{2n-2q+2i}(\mathcal{U})}D’ a_{P^{\Gamma\grave{e}s1eth\acute{e}or\grave{e}me4.1.,ona\cdot c}n-q+i(\nabla 0)=0.L\acute{e}1\acute{e}ment}..\cdot.,.

.

D (0, c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.) , c_{n-q+i}(\nabla. 0, \nabla_{\alpha}.))_{\alpha\in I}=0 .

L ’\’egalit\’e pr\’ec\’edente implique que (0, c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.) , c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))_{\alpha\in I}

est aussi un cocyele du complexe A^{2n-2q+2i}(\mathcal{U}, U_{0}) .

Proposition 5.1 La classe de cohomologie relative de (0, c_{n-q+i}(\dot{\nabla}_{\alpha}) ,
c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))_{\alpha\in I} ne d\’epend pas du choix des connexions \nabla^{W} , \nabla_{0} et \nabla_{\alpha} .

D\’emonstration Soient \nabla^{\prime W} , \nabla_{0}’ et \nabla_{\alpha}’ d’autres connexions sur
f^{-1}(TW) , TV|U_{0} et TV|U_{\alpha} respectivement, telles que df\circ\nabla_{0}’=\nabla^{\prime W}\circ df ..
Consid\’erons les paires \nabla_{0}’=[\nabla_{0}’, \nabla^{\prime W}] et \nabla_{\alpha}’=[\nabla_{\alpha}’, \nabla^{\prime W}] ; on a:

c_{n-q+i}(\nabla_{0}’., \nabla_{\alpha}’.)-c_{n-q+i(\nabla 0, \nabla_{\alpha})}.
.

=c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}., \nabla_{\alpha}’.)-c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{0}’.)

-dc_{n-q+i}(\nabla_{0}’., \nabla_{\alpha}., \nabla_{\alpha}’.)-dc_{n-q+i}(\nabla_{0}’., \nabla.0, \nabla_{\alpha}.) .
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La proposition 4.2 entra\^ine que c_{n-q+i}(\nabla_{0}., \nabla_{0}’.)=0 . D’o\‘u:

(o, _{C_{n-q+i(\nabla_{\alpha}’)}}\cdot, c_{n-q+i}(\nabla_{0}’., \nabla_{\alpha}’.))-(0, c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.), c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))

=(0, dc_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}., \nabla_{\alpha}’.) , c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}., \nabla_{\alpha}’.)-dc_{n-q+i}(\nabla_{0}’., \nabla_{\alpha}., \nabla_{\alpha}’.)

-dc_{n-q+i}(\nabla_{0}’., \nabla.0, \nabla_{\alpha}.)) .

On remarque que le dernier terme de l’\’egalit\’e pr\’ec\’edente n’est rien d’autre
que

D(0, c_{n-q+i}(\dot{\nabla}_{\alpha}, \nabla_{\alpha}’.) , C_{n-q+i(\nabla_{0}’,\nabla_{\alpha},\nabla_{\alpha}’)+c_{n-q+i(\nabla_{0}’,\nabla 0,\nabla_{\alpha}))_{\alpha\in I}}}^{\cdot}\cdot.... ,

ce qui ach\‘e-ve la d\’emonstration.
On voit, en utilisant l’isomorphisme

H_{DR}^{2n-2q+2i}(V, \mathbb{C})arrow H^{2n-2q+2i}(A(\mathcal{U}))[l] .

que la classe de cohomologie relative de (0, c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.) , c_{n-q+i}(\nabla.0,\dot{\nabla}_{\alpha}))_{\alpha\in I}

est un rel\‘evement naturel de c_{n-q+i}[TV-f^{-1}(TW)] dans H^{2n-2q+2i}(V, V-
\Sigma) . Cet \’el\’ement de H^{2n-2q+2i}(V, V-\Sigma) sera appel\’e classe de cohomologie
r\’esiduelle. Son image dans H_{2q-2i}(\Sigma) par la dualit\’e d’Alexander-Lefschetz
sera not\’ee {\rm Res}(c_{n-q+i}, f) . On notera {\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f) la composante de
Res(c_{n-q+i}, f) suivant \Sigma_{\alpha} .

Si \mathcal{T}_{\alpha} est une sous-vari\’et\’e compacte \‘a bord de V , de dimension n et de
bord \partial \mathcal{T}_{\alpha} telle que \Sigma_{\alpha}\subset \mathcal{T}_{\alpha}\subset U_{\alpha} et \partial \mathcal{T}_{\alpha}\cap\Sigma_{\alpha}=\emptyset , alors {\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)

est l’\’el\’ement de H_{2q-2i}(\Sigma_{\alpha}) d\’efini par le morphisme

[ \omega]arrow\int_{\mathcal{T}_{\alpha}}c_{n-q+i}(\dot{\nabla}_{\alpha})\wedge\omega-\int_{\partial \mathcal{T}_{\alpha}}c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)\wedge\omega

de H^{2q-2i}(U_{\alpha}) dans \mathbb{C} . Puisque (0, c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.) , c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))_{\alpha\in I} est un
cocycle, l’int\’egrale ci-dessus ne d\’epend pas du choix de \mathcal{T}_{\alpha} , comme on l’a
vu en 3.2.

Si V est compacte, soit (\omega_{0}, \omega_{\alpha}, \omega_{0\alpha}) un cocycle de A^{2q-2i}(\mathcal{U}) .
L ’int\’egrale \int_{V}(0, c_{n-q+i}(\dot{\nabla}_{\alpha}) , c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))_{\alpha\in I}\vee(\omega_{0}, \omega_{\alpha}, \omega_{0\alpha}) est alors
\’egale \‘a la somme \sum_{\alpha}{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)([\omega_{\alpha}]) .

Le th\’eor\‘eme 2.1 est done d\’emontr\’e.
La section suivante est consacr\’ee \‘a la mise en place des outils utilis\’es
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dans la d\’emonstration des autres r\’esultats.

6. Construction de connexions adapt\’ees

Munissons V d’une m\’etrique g ; on note \delta la distance d\’efinie par g sur
V

Soit \Sigma_{\alpha} une composante connexe de \Sigma . Etant donne’ un r\’eel \rho assez
petit, soit U_{\alpha}=\{x\in V/\delta(x, \Sigma_{\alpha})<\rho\} un voisinage tubulaire de \Sigma_{\alpha} . On
d\’esigne par p Tapplication de projection orthogonale p : U_{\alpha} - \Sigma_{\alpha} de U_{\alpha}

sur \Sigma_{\alpha} . Puisque p est une r\’etraction par d\’efor1nation de U_{\alpha} sur \Sigma_{\alpha} , il existe
un isomorphisme

\xi : TV|U_{\alpha}arrow p^{-1}(TV|\Sigma_{\alpha})

dont la restriction \‘a TV|\Sigma_{\alpha} est l’identit\’e.
D ’apr\‘es les hypoth\‘eses, le noyau de la restriction de df \‘a TV|\Sigma_{\alpha} est un

sous-fibre’ K_{\alpha} de TV|\Sigma_{\alpha} de rang n-q+1 . Soit H_{\alpha} un suppl\’ementaire de
K_{\alpha} dans TV|\Sigma_{\alpha} .

Consid\’erons la d\’ecomposition TV|U_{\alpha}=H\oplus K , o\‘u l’on a pos\’e K=
\xi^{-1}(p^{-1}(K_{\alpha})) et H=\xi^{-1}(p^{-1}(H_{\alpha})) . La preuve du th\’eor\‘eme 2.3 utilise le
lemme cl\’e suivant:

Lemme 6.1 Si \rho est assez petit, il existe des connexions \nabla^{W} , \nabla_{\alpha}^{W} , \nabla_{\Sigma}^{W} ,
\nabla_{\alpha} , \nabla_{0} qui v\’erififient les propri\’et\’es suivantes:

1. \nabla^{W} et \nabla_{\Sigma}^{W} sont des connexions sur f^{-1}(TW) et f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha} re-
speclivement, telles que c_{j}(\nabla^{W})|U_{\alpha}=p^{\star}(c_{j}(\nabla_{\Sigma}^{W})) pour tout entier
j\geq 0 ;

2. \nabla_{\alpha} est une connexion sur TV|U_{\alpha} qui pr\’eserve le sous-fifibr\’e H, et telle
que c_{k}(\nabla_{\alpha}) soit une forme diff\’erentielle p -projelable pour tout k ;

3. \nabla_{0} est une connexion sur TV|U_{0} telle que:
i) df\circ\nabla_{0}=\nabla^{W}\circ df ,
ii) \nabla_{0}s=\nabla_{\alpha}s pour toute section s de H au-dessus de U_{0}\cap U_{\alpha} .

Rappelons qu’une m forme diff\’erentielle est dite p-projetable s’il est de
la forme p^{\star}\lambda , avec \lambda\in A^{m}(\Sigma_{\alpha}) .

D\’emonstration du lemme 6.1
1. Soit \gamma la restriction de df \‘a H . Puisque \gamma est injective au-dessus de

\Sigma_{\alpha} , il existe un voisinage U_{\alpha}’ de \Sigma_{\alpha} tel que \gamma reste injective (de rang q-1)
sur U_{\alpha}’ . En choisissant \rho assez petit, on peut supposer qu’on a U_{\alpha}’=U_{\alpha} . Le
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fibr\’e \gamma(H) est un sous-fibr\’e de f^{-1}(TW)|U_{\alpha} (de rang q-1), qu’on notera
F^{1} .

Puisque p est une r\’etraction par d\’eformation, il existe un isomorphisme

\varpi_{1} : F_{1}arrow p^{-1}(F_{\Sigma}^{1}) ,

o\‘u F_{\Sigma}^{1}=F^{1}|\Sigma_{\alpha}=df(TV|\Sigma_{\alpha}) .
Soit F^{2} un suppl\’ementaire de F^{1} dans f^{-1}(TW)|U_{\alpha} . II existe aussi

un isomorphisme

\varpi_{2} : F^{2}arrow p^{-1}(F_{\Sigma}^{2}) ,

avec F_{\Sigma}^{2}=F^{2}|\Sigma_{\alpha} .
Soit \nabla_{\Sigma}^{1} (respectivement \nabla_{\Sigma}^{2} ) une connexion sur F_{\Sigma}^{1} (respectivement sur

F_{\Sigma}^{2}) . On munit respectivement les fibr\’es F^{1} et F^{2} des connexions \nabla^{F^{1}}=

\varpi_{1}^{-1}(p^{\star}\nabla_{\Sigma}^{1}) et \nabla^{F^{2}}=\varpi_{2}^{-1}(p^{\star}\nabla_{\Sigma}^{2}) . En posant \nabla_{\alpha}^{W}=\nabla^{F^{1}}\oplus\nabla^{F^{2}} et \nabla_{\Sigma}^{W}=

\nabla_{\Sigma}^{1}\oplus\nabla_{\Sigma}^{2} , il est facile de voir qu’on a: c_{j}(\nabla_{\alpha}^{W})=p^{\star}(c_{j}(\nabla_{\Sigma}^{W})) , pour tout
entier j . De plus on peut construire une connexion \nabla^{W} sur f^{-1}(TW) qui
coincide avec \nabla_{\alpha}^{W} au voisinage de \Sigma_{\alpha} .

2. Sur H , on consid\‘ere la connexion \nabla^{H}=\gamma^{-1}(\nabla^{F^{1}}) . Les courbures
de \nabla^{F^{1}} et de \nabla^{H} sont \’egales, car \gamma est un isomorphisme; par suite on a:
c_{k}(\nabla^{H})=p^{\star}(c_{k}(\nabla_{\Sigma}^{1})) pour tout entier k .

Soit \nabla^{K_{\Sigma}} une connexion sur K_{\Sigma} ; on pose \nabla^{K}=\xi^{-1}(p^{\star}\nabla^{K_{\Sigma}}) . La
connexion \nabla_{\alpha} d\’efinie sur TV|U_{\alpha} par \nabla_{\alpha}=\nabla^{H}\oplus\nabla^{K} satisfait la condition
2.

3. Posons U_{0\alpha}=U_{0}\cap U_{\alpha} . Soit Q un sous-fibr\’e en droites de TV|U_{0\alpha}

tel que TV|U_{0\alpha}=T_{\mathcal{F}_{0}}\oplus H\oplus Q . Choisissant Q de fa\caon que son image par df
soit \’egale \‘a F^{2}|U_{0\alpha} , on le munit de la connexion \nabla’=(df|Q)^{-1}(\nabla^{F^{2}}) . Etant
donn\’ee une connexion quelconque \nabla^{\mathcal{F}_{0}} sur T_{\mathcal{F}_{0}} , l’\’el\’ement \nabla_{0}^{\alpha}=\nabla^{\mathcal{F}_{0}}\oplus\nabla^{H}\oplus

\nabla’ v\’erifie la propri\’et\’e 3. Maintenant en utilisant une partition de l’unit\’e, on
peut construire une connexion \nabla_{0} qui coincide avec \nabla_{0}^{\alpha} sur un voisinage U’
de \Sigma_{\alpha} . Quitte \‘a choisir de nouveau \rho suffisamment petit, on peut supposer
que U’ est \’egal \‘a U_{\alpha} .

Dans la suite, on se restreindra \‘a l’ouvert U_{\alpha} ; \nabla_{0} , \nabla_{\alpha} , \nabla^{W} d\’esigneront,
sauf mention du contraire, des connexions donn\’ees par le lemme 6.1. On
note \nabla_{0}^{K} et \nabla_{\alpha}^{K} les connexions induites sur K respectivement par \nabla_{0} et \nabla_{\alpha} .
Soit \nabla^{H} la connexion induite par \nabla_{\alpha} sur le sous-fibr\’e H.

On peut faire les remarques suivantes:
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i) comme TV|U_{\alpha}=H\oplus K , f^{-1}(TW)|U_{\alpha}=F^{1}\oplus F^{2} , le fait que H
est isomorphe \‘a F^{1} entra\^ine que [TV-f^{-1}(TW)]|U_{\alpha}=[K-F^{2}] ;

ii) en posant \nabla_{0}^{K}.=[\nabla_{0}^{K}, \nabla^{F^{2}}] et \nabla_{\alpha}^{K}.=[\nabla_{\alpha}^{K}, \nabla^{F^{2}}] , on obtient les re-

lations suivantes, qui d\’ecoulent imm\’ediatement de la construction des con-
nexions \nabla_{\alpha} , \nabla_{0} et \nabla^{W} :

c_{j}(\nabla_{\alpha}.)=c_{j}(\nabla_{\alpha}^{K}.) (1),

c_{j}(\dot{\nabla}0)=c_{j}(\nabla_{0}^{K}.) (2),

c_{j}(\nabla. 0, \nabla_{\alpha}.)=c_{j}(\nabla_{0}^{K}., \nabla_{\alpha}^{K}.) (3).

Soit \omega\in A^{2q-2i}(\Sigma_{\alpha}) telle que d\omega=0 . On pose u=p^{\star}(\omega) .

Lemme 6.2 Pour i\geq 1 , on a :

1. c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}^{K}.)\wedge u=0 ;

2. c_{n-q+i}(\nabla_{0}^{K}., \nabla_{\alpha}^{K}.)\wedge u=(-1)^{i-1}p^{\star}(c_{1}^{i-1}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega)\wedge c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{K}, \nabla_{\alpha}^{K}) .

D\’emonstration du lemme 6.2. La premi\‘ere assertion du lemme est

\’evidente; elle d\’ecoule du fait que la 2n-forme c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}^{K}.)\wedge u est p-projetable
sur \Sigma_{\alpha} .

Pour prouver la deuxi\‘eme partie du lemme, on observe que:

c_{n-q+i}( \nabla_{0}^{K}., \nabla_{\alpha}^{K}.)=[\frac{1+c_{1}(\nabla_{0}^{K},\nabla_{\alpha}^{K})++c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{K},\nabla_{\alpha}^{K})}{1+c_{1}(\nabla^{F^{2}})}]_{n-q+i}

= \sum_{k+\ell=n-q+i}(-1)^{\ell}c_{k}(\nabla_{0}^{K}.\nabla_{\alpha}^{K})c_{1}^{\ell}(\nabla^{F^{2}})
.

Puisque c_{1}(\nabla^{F^{2}})=p^{\star}c_{1}(\nabla_{\Sigma}^{2}) , on a:

c_{n-q+i}(\nabla_{0}^{K}., \nabla_{\alpha}^{K}.)\wedge u

= \sum_{k+\ell=n-q+i}(-1)^{\ell}p^{\star}(c_{1}^{\ell}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega)\wedge c_{k}(\nabla_{0}^{K}, \nabla_{\alpha}^{K})
.

Dans cette somme, seul le terme (-1)^{i-1}p^{\star}(c_{1}^{i-1}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega)\wedge c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{K}, \nabla_{\alpha}^{K})

peut \^etre non nul. En effet:
\circ si k>n-q+1 , c_{k}(\nabla_{0}^{K}, \nabla_{\alpha}^{K}) est alors nul car le fibr\’e K est de rang

n-q+1 .
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\circ si k<n-q+1 , c_{1}^{\ell}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega est une forme diff\’erentielle dont le degr\’e est
strictement sup\’erieur \‘a la dimension r\’eelle de \Sigma_{\alpha} et est par cons\’equent
nulle. D ’o\‘u le r\’esultat.

Pour i=1 , la deuxi\‘eme assertion du lemme 6.2 s’\’ecrit:

c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{K}., \nabla_{\alpha}^{K}.)\wedge u=p^{\star}\omega\wedge c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{K}, \nabla_{\alpha}^{K}) .

En tenant compte des relations (1), (2) et (3) ci-dessus, on peut alors refor-
muler le lemme 6.2 de la mani\‘ere suivante:

lemme 6.2’ Pour i\geq 1 , on a :
1. c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.)\wedge u=0 ;

2. c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)\wedge u=(-1)^{i-1}p^{\star}(c_{1}^{i-1}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega)\wedge c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.) .

7. D\’emonstration du lemme 2.2

Soit r tel que 0<r<\rho . L ’ensemble \mathcal{T}_{\alpha}=\{x\in V/\delta(x, \Sigma_{\alpha})\leq r\}

est une sous-vari\’et\’e compacte de U_{\alpha} , de dimension r\’eelle 2n et de bord
\partial \mathcal{T}_{\alpha}=\{x\in V/\delta(x, \Sigma_{\alpha})=r\} . Pour chaque t\in\Sigma_{\alpha} , on pose F_{t}=p^{-1}(t)\cap \mathcal{T}_{\alpha}

et \partial F_{t}=p^{-1}(t)\cap\partial \mathcal{T}_{\alpha} .
D\’esignons par p_{\star} (respectivement p_{\star}^{\partial} ) l’op\’erateur d’int\’egration le long

des fibres de p|\mathcal{T}_{\alpha} (respectivement p|\partial \mathcal{T}_{\alpha} ).
Consid\’erons la fonction \mu(t)=p_{\star}(c_{n-q+1}(\dot{\nabla}_{\alpha}))(t)-p_{\star}^{\partial}(c_{n-q+1}(\dot{\nabla}0 ,

\nabla_{\alpha}.))(t) . On a:

\mu(t)=\int_{F_{t}}c_{n-q+1(\dot{\nabla}_{\alpha}))-}\int_{\partial F_{t}}c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.) .

Proposition 7.1 \mu est une fonction constante sur \Sigma_{\alpha} .

D\’emonstration Puisque c_{n-q+1}(\dot{\nabla}_{\alpha}) est une forme diff\’erentielle p-
projetable, on a:

p_{\star}(c_{n-q+1}( \dot{\nabla}_{\alpha}))(t)=\int_{F_{t}}c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.)=0 .

D ’autre part, la vari\’et\’e \partial \mathcal{T}_{\alpha} \’etant sans bord, on a, d’apr\‘es les propri\’et\’es de
l’int\’egration le long des fibres rappel\’ees au chapitre I ,

d(p_{\star n-q+1(\nabla 0,\nabla_{\alpha}))}^{\partial_{C}}..=-p_{\star}^{\partial}(dc_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)) .
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Mais dc_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)=c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.)-c_{n-q+1}(\nabla.0) . Par le m\^eme argu-

merit que ci-dessus, on a p_{\star}^{\partial}(c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.))=0 ; de plus c_{n-q+1}(\nabla.0) est nulle
(th\’eor\‘eme d’annulation 4.1).

Finalement on a:

d\mu=-d(p_{\star}^{\partial}c_{n-q+1}(\nabla. 0, \nabla_{\alpha}.))=0 ,

d’o\‘u la fonction \mu prend une valeur constante \mu_{\alpha} sur \Sigma_{\alpha} .
Soit \sigma un point r\’egulier de \Sigma_{\alpha} fix\’e une fois pour toutes. Consid\’erons

une carte (U, z_{1}, . , z_{n}) de V, \sigma\in U et une carte (\overline{U}, v_{1}, \ldots, v_{q}) de W, y_{0}=

f(\sigma)\in\overline{U} telles que:
i) \forall m=1 , . , n , z_{m}(\sigma)=0 et \Sigma_{\alpha}\cap U=\{p\in U/z_{q}(p)=\cdot 1=z_{n}(p)=

0\} ,
ii) f(U)\subset\overline{U} et v_{1}\circ f=z_{1} , \ldots , v_{q-1}\circ f=z_{q-1} .

Soit \tau_{\sigma}=\{p\in U/z_{1}(p)= =z_{q-1}(p)=0\} . On note f_{\sigma} la re-
striction de v_{q}\circ f \‘a \tau_{\sigma} . On va montrer que la constante \mu_{\alpha} donn\’ee par la
proposition 7.1 est, au signe pr\‘es, le nombre de Milnor de l’hypersurface
\mathcal{H}=f_{\sigma}^{-1}(v_{q}(y_{0})) au point \sigma .

Remarquons d’abord que si les ouverts U_{\alpha} et U sont assez petits, on
peut choisir la m\’etrique g de sorte que la fibre p^{-1}(\sigma) coincide avec la
transversale \tau_{\sigma} . Dans ces conditions on a:

\mu_{\alpha}=\int_{F_{\sigma}}c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.)-\int_{\partial F_{\sigma}}c_{n-q+1}(\nabla. 0, \nabla_{\alpha}.)

= \int_{\tau_{\sigma}}
(0, c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.) , c_{n-q+1}(\nabla. 0, \nabla_{\alpha}.)) .

Soit \nabla^{\overline{U}} la connexion sur TW|\overline{U} d\’efinie par \nabla^{\overline{U}}\frac{\partial}{\partial v_{j}}=0 pour j=1 , \ldots , q

et soit \nabla^{\prime W}=f^{\star}\nabla^{\overline{U}} le pull-back de \nabla^{\overline{U}} sur f^{-1}(TW)|U .
Soit E le sous-fibr\’e de TV|U engendr\’e par \{\frac{\partial}{\partial z_{q}} , . . . , \frac{\partial}{\partial z_{n}}\} . Le noyau de

la diff\’erentiel-le de f|U \’etant contenu dans E , il existe une connexion \nabla_{0}’

sur TV|(U-\Sigma_{\alpha}) qui satisfait les conditions suivantes:
a) \nabla_{0}’\frac{\partial}{\partial z_{i}}=0 pour i=1 , \ldots , q-1 ,
b) df\circ\nabla_{0}’=\nabla^{\prime W}\circ df

c) \nabla_{0}’ pr\’eserve le sous-fibr\’e E.
On munit TV|U de la connexion \nabla_{U} triviale relativement \‘a la base de
sections locales \{\frac{\partial}{\partial z_{1}}, . , \frac{\partial}{\partial z_{n}}\} .
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Consid\’erons les paires \nabla_{0}’.=[\nabla_{0}’, \nabla^{\prime W}] et \nabla_{U}.=[\nabla_{U}, \nabla^{\prime W}] . Les cocycles
(o, c_{n-q+1}(\dot{\nabla}_{\alpha}) , c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))|U et (o, c_{n-q+1}(\nabla_{U}.), c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{\prime _{\nabla_{U}))}}.,\cdot sont
cohomologues; par suite les int\’egrales

I_{1}= \int_{\tau_{\sigma}}(0, c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.),
c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))

et

I_{2}= \int_{\tau_{\sigma}}(0, c_{n-q+1(\dot{\nabla}u)}, c_{n-q+1}(\nabla_{0}’.,\dot{\nabla}_{U}))

sont \’egales.

Maintenant Tapplication f_{\sigma} : \tau_{\sigma}arrow \mathbb{C} d\’efinit le r\’esidu {\rm Res}_{\sigma}(c_{n-q+1}, f_{\sigma}) .
On peut calculer ce r\’esidu en utisant les connexions \nabla^{\sigma} et \nabla_{0}^{\sigma} induites
respectivement par \nabla_{U} et \nabla_{0}’ sur T\tau_{\sigma} et T\tau_{\sigma}|(\tau_{\sigma}-\{\sigma\}) . Soit \nabla^{\mathbb{C}} la
connexion triviale sur le fibre’ holomorphe T\mathbb{C} tangent \‘a \mathbb{C} .

Posons \nabla^{\sigma}.=[\nabla^{\sigma}, f_{\sigma}^{\star}\nabla^{\mathbb{C}}],\dot{\nabla}_{0}^{\sigma}=[\nabla_{0}^{\sigma}, f_{\sigma}^{\star}\nabla^{\mathbb{C}}] .

Soit F le sous-fibr\’e de TW|U engendr\’e par \frac{\partial}{\partial z_{q}} . En utilisant le fait que
les connexions \nabla_{0}’ et \nabla_{U} pr\’eservent le fibr\’e T\tau_{\sigma} et que df(T\tau_{\sigma}) est contenue
dans f^{-1}F , on obtient:

c_{n-q+1}(\nabla^{\sigma}.)=\gamma^{\star}c_{n-q+1}(\nabla_{ U}.) ,

c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{\sigma}., \nabla^{\sigma}.))=\gamma^{\star}c_{n-q+1}(\nabla_{0}’., \nabla_{U}.) .

Dans les relations pr\’ec\’edentes, \gamma^{\star} d\’esigne le morphisme induit en cohomol0-
gie par l’inclusion J de \tau_{\sigma} dans U . D ’o\‘u:

\int_{\tau_{\sigma}}(0, c_{n-q+1}(\nabla. u), c_{n-q+1}(\nabla_{0}’., \nabla. u))

= \int_{\tau_{\sigma}}(0, c_{n-q+1}(\nabla^{\sigma}.),
c_{n-q+1}(\nabla_{0}^{\sigma}., \nabla^{\sigma}.))

={\rm Res}_{\sigma}(c_{n-q+1}, f_{\sigma}) .

Le calcul de ce r\’esidu se ram\‘ene, via les coordonn\’ees locales, \‘a celui
du r\’esidu d’ une fonction holomorphe h : \mathbb{C}^{n-q+1}

- \mathbb{C} ayant une singu-
larit\’e isol\’ee en 0. Le lemme suivant montre que {\rm Res}_{\sigma}(c_{n-q+1}, f_{\sigma}) est \’egal \‘a
(-1)^{n-q+1}\mu_{\alpha} .
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Lemme 7.2 Soit h : \mathbb{C}^{m}
–

\mathbb{C} une fonction holomorphe, h(0)=0, qui
poss\‘ede une singularil\’e isol\’ee en 0. Si l ’on note \mu_{0} le nombre de Milnor en
0 de l ’hypersurface h^{-1}(0) , alors: {\rm Res}_{0}(c_{m}, h)=(-1)^{m}\mu_{0} .

D\’emonstratio n ^{1} On d\’esigne respectivement par (z_{1}, . , z_{n}) et x les c0-

ordonn\’ees canoniques sur \mathbb{C}^{m} et C. Soit \nabla_{1} (respectivement \nabla ) la connex-
ion sur T\mathbb{C}^{m} (respectivement T\mathbb{C} ) d\’efinie par \nabla_{1}\frac{\partial}{\partial z_{i}}=0 pour i=1 , \ldots , m
(respectivement \nabla\frac{\partial}{\partial x}=0). On pose \nabla^{c}=h^{\star}\nabla .

Soit \nabla_{0} une connexion sur T(\mathbb{C}^{m}-\{0\}) telle que dh\circ\nabla_{0}=\nabla^{c}\circ dh .

Si on pose \dot{\nabla}_{0}=[\nabla_{0}, \nabla^{c}],\dot{\nabla}_{1}=[\nabla_{1}, \nabla^{c}] , alors on a: {\rm Res}_{0}(c_{m}, h)=- \int_{S}c_{m}

(\dot{\nabla}_{0},\dot{\nabla}_{1}) , o\‘u S= \{z : |\frac{\partial h}{\partial z_{1}}(z)|^{2}+\cdot ‘ +|\frac{\partial h}{\partial z_{m}}(z)|^{2}=m\epsilon^{2}\} est orient\’ee par la
normale sortante.

Consid\’erons le recouvrement ouvert \mathcal{U}’=(U^{i})_{i=1,\ldots,m} de \mathbb{C}^{m}-\{0\} o\‘u
U^{i}= \{z :\frac{\partial h}{\partial z_{i}}(z)\neq 0\} . Pour chaque i , on munit T\mathbb{C}^{m}|U^{i} de la connexion

\nabla^{(i)} donn\’ee par: \nabla^{(i)_{\frac{\partial}{\partial z_{j}}}}=\frac{d(\frac{\partial h}{\partial’z_{j}})}{\frac{\partial h}{\partial z_{i}}}\frac{\partial}{\partial z_{i}} , j=1 , \ldots , m . On a: dh\circ\nabla^{(i)}=

\nabla^{c}\circ dh .

Notant \nabla^{(i)}.=[\nabla^{(i)}, \nabla^{c}] , on a les propri\’et\’es suivantes:

1): c_{m}(\nabla_{0}, \nabla^{(i_{1}) },._{\nabla^{(i_{k})})}=c_{m}(\dot{\nabla}_{0} , \nabla , . . . . \nabla )=0 pour tout en-
. (i_{1}) . (i_{k})

tier k ; . (i_{1}) . (i_{k})

2): c_{m}(\nabla^{(i_{1})}, \ldots.\nabla^{(i_{k})})=c_{m}(\nabla , . \nabla )=0 pour tout entier k ;

3): c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(i_{1}) },,_{\nabla^{(i_{\ell})})}=c_{m}(\nabla_{1}., \nabla , . . . ’ _{\nabla} )=0 , si \ell<m ;
. (i_{1}) . (i_{\ell})

4): c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(1) },. ,_{\nabla^{(m)})}=c_{m}(\nabla_{1}., \nabla , . , _{\nabla} )
. (1) . (m)

=( \frac{\sqrt{-1}}{2\pi})^{m_{\frac{d(\frac{\partial h}{\partial z_{1}})\wedge\cdots\Lambda d(\frac{\partial h}{\partial z_{m}})}{\frac{\partial h}{\partial z_{1}}\frac{\partial h}{\partial z_{m}}}}}\ldots\cdot

On utilisera la m\’ethode de [Le3]. Consid\’erons l’\’el\’ement \tau de A^{2m-2}(\mathcal{U})

d\’efini par:

\tau_{i_{0}}\ldots i_{k}=(-1)^{[\frac{k}{2}]}c_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})},,_{\nabla^{(i_{k})})} .

Puisque les \’el\’ements c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(i)}) et c_{m}(\nabla_{0}, \nabla^{(i)}) sont nuls, on a:

lL’id\’ee de cette d\’emonstration est due \‘a Lehmann et Suwa.
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(D\tau)_{i}=dc_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1}, \nabla^{(i)})

=c_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1})+c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(i)})-c_{m}(\nabla_{0}, \nabla^{(i)})

=c_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1}) .

(D \tau)_{i_{0}\ldots i_{k}}=\sum_{\nu=0}^{k}(-1)^{\nu}\tau_{i_{0}\ldots i_{\nu}\ldots i_{k}}\wedge+(-1)^{k}d\tau_{i_{0}\ldots i_{k}}

=(-1)^{[\frac{k-1}{2}]} \sum_{\nu=0}^{k}(-1)^{lJ}c_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots,\hat{\nabla}^{(i_{\nu})} , . ._{\nabla^{(i_{k})})}

+(-1)^{k}d\tau_{i_{0}\ldots i_{k}} .

(-1)^{k}d\tau_{i_{0}}\ldots i_{k}=(-1)^{[\frac{k+1}{2}]}dc_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots, \nabla^{(i_{k})})

=(-1)^{[\frac{k+1}{2}]}( \sum_{\nu=0}^{k}(-1)^{\nu}c_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})} , . ,_{\hat{\nabla}^{(i_{\nu})}} , ._{\nabla^{(i_{k})})}

+c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots, \nabla^{(i_{k})})-c_{m}(\nabla_{0}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots.’ \nabla^{(i_{k})})) .

Des \’egalit\’es (-1)^{[\frac{k-1}{2}]}+(-1)^{[\frac{k+1}{2}]}=0 et c_{m}(\nabla_{0}, \nabla^{(i_{0}) },\ldots, \nabla^{(i_{k})})=0 , il
r\’esulte:

(D\tau)_{i_{0}\ldots i_{k}}=(-1)^{k+[\frac{k}{2}]}(c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots.\nabla^{(i_{k})})

-c_{m}(\nabla_{0}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots, \nabla^{(i_{k})}))

=(-1)^{k+[\frac{k}{2}]}c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots, \nabla^{(i_{k})}) .

D ’apr\‘es 2), l’\’el\’ement c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(i_{0})}, \ldots, \nabla^{(i_{k})}) est nul si k<m-1 . Finale-
ment on a:

\{\begin{array}{l}(D\tau)_{i}=c_{m}(\nabla_{0},\nabla_{1})(D\tau)_{i_{0}}\ldots i_{k}=0sik<m-1(D\tau)_{1\ldots m}=(-1)^{[\frac{m}{2}]}c_{m}(\nabla_{1},\nabla^{(1)},. ,\nabla^{(m)}).\end{array}

Les traces \Omega_{i} des ouverts U^{(i)} sur S forment un recouvrement de S .
On d\’efinit un syst\‘eme d’alv\’eoles (R^{i})_{i=1,\ldots,m} adapt\’e \‘a ce recouvrement en
posant R^{i}= { z\in\Omega_{i} : | \frac{\partial h}{\partial z_{i}}|(z)\geq|\frac{\partial h}{\partial z_{j}}|(z) si i\neq j }. Notons R l’intersection
des R^{i} . En utilisant le principe d’int\’egration sur le complexe de \check{C}ech-de
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Rham, on obtient:

\int_{S}D\tau=\sum_{i=1}^{m}\int_{R^{i}}c_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1})+(-1)^{[\frac{m}{2}]}\int_{R}c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(1)}, \ldots, \nabla^{(m)})

=0.

On en d\’eduit:

{\rm Res}_{0}(c_{m}, f)=- \int_{S}c_{m}(\nabla_{0}., \nabla_{1}.)

=- \int_{S}c_{m}(\nabla_{0}, \nabla_{1})

=(-1)^{[\frac{m}{2}]} \int_{R}c_{m}(\nabla_{1}, \nabla^{(1)}, \ldots, \nabla^{(m)})

=(-1)^{[\frac{m}{2}]}( \frac{\sqrt{-1}}{2\pi})^{m}\int_{R}\frac{d(\frac{\partial h}{\partial z_{1}})\wedge\cdot\cdot\wedge d(\frac{\partial h}{\partial z_{m}})}{\frac{\partial h}{\partial z_{1}}\frac{\partial h}{\partial z_{m}}}.\cdot

Si l’on consid\‘ere le m-cycle \Gamma= { (z_{1}, \ldots, z_{m})\in \mathbb{C}^{m} : | \frac{\partial h}{\partial z_{1}}|=\cdot . =| \frac{\partial h}{\partial z_{m}}|=

\epsilon\} , orient\’e de fa\caon que la forme d( \arg\frac{\partial h}{\partial z_{1}})\wedge \wedge d(\arg\frac{\partial h}{\partial z_{m}}) soit positive,

on a alors \Gamma=(-1)^{[\frac{m}{2}]}R . Par suite on a:

{\rm Res}_{0}(c_{m}, f)=( \frac{-1}{2\pi\sqrt{-1}})^{m}\int_{\Gamma}\frac{d(\frac{\partial h}{\partial z_{1}})\wedge}{\frac{\partial h}{\partial z_{1}}}

. .
\frac{\wedge d\partial h}{\partial z_{m}}(\frac{\partial h}{\partial z_{m}})

=(-1)^{m}\mu_{0} .

8. D\’emonstration du th\’eor\‘eme 2.3

Soit \omega\in A^{2q-2i}(\Sigma_{\alpha}) telle que d\omega=0 . En posant u=p^{\star}(\omega) , on obtient:

{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)[u]= \int_{\mathcal{T}_{\alpha}}c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.)\wedge u

- \int_{\partial \mathcal{T}_{\alpha}}c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)\wedge u .

D’apr\‘es le lemme 6.2’, c_{n-q+i}(\nabla_{\alpha}.)\wedge u est nulle. De plus,

c_{n-q+i}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)\wedge u=(-1)^{i-1}p^{\star}(c_{1}^{i-1}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega)\wedge c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.) .
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Il en r\’esulte que:

{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)[u]

=(-1)^{i} \int_{\partial \mathcal{T}_{\alpha}}p^{\star}(c_{1}^{i-1}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega)\wedge c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)

=(-1)^{i} \int_{\Sigma_{\alpha}}c_{1}^{i-1}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega\wedge p_{\star}^{\partial}(c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)) .

Puisque \int_{F_{\sigma}}c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.) est nulle, il vient:

p_{\star}^{\partial}(c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))

= \int_{\partial F_{\sigma}}c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)

=-( \int_{F_{\sigma}}c_{n-q+1}(\nabla_{\alpha}.)-\int_{\partial F_{\sigma}}c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.)) .

De la d\’emonstration du lemme 2.2, on d\’eduit que

p_{\star}^{\partial}(c_{n-q+1}(\nabla.0, \nabla_{\alpha}.))=(-1)^{n-q}\mu_{\alpha} ,

d ’o\‘u:

{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)[u]=(-1)^{n-q+i} \mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}c_{1}^{i-1}(\nabla_{\Sigma}^{2})\wedge\omega .

Comme tout cocycle de A^{2q-2i}(U_{\alpha}) est cohomologue \‘a un \’el\’ement de
la forme p^{\star}(\omega) , il r\’esulte de cette \’egalit\’e que:

{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)=(-1)^{n-q+i}\mu_{\alpha}^{p_{\Sigma_{\alpha}}}(c_{1}^{i-1}(F_{\Sigma}^{2})) .

Le fibr\’e F_{\Sigma}^{2} \’etant par constuction isomorphe au fibr\’e \mathcal{L}_{\alpha} normal \‘a
df(TV|\Sigma_{\alpha}) , le th\’eor\‘eme 2.3 est done d\’emontr\’e.

Le probl\‘eme de trouver une expression explicite du r\’esidu {\rm Res}(c_{n-q+i}, f)

reste ouvert si le lieu singulier \Sigma de Tapplication holomorphe f n’est pas
lisse.

9. D\’emonstration des autres r\’esultats

Posons c_{i}=c_{i}[TV-f^{-1}(TW)] , c_{i}’=c_{i}(V) , c_{i}’=f^{\star}c_{i}(W) . De la
relation c(TV)=c[TV-f^{-1}(TW)]c(f^{-1}(TW)) , on d\’eduit que: c_{n}’=c_{n}+

c_{n-1}c_{1}’+c_{n-2}c_{2}’+\cdot\cdot+c_{n-q+1}c_{q-1}’+c_{n-q}c_{q}’ .
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Maintenant dans l’expression c_{n-q}c_{q}’ , seul le terme c_{n-q}’c_{q}’ peut \^etre non
nul pour des raisons de dimension. D’o\‘u

c_{n}’-c_{n-q}’c_{q}’=c_{n}+c_{n-1}c_{1}’+c_{n-2}c_{2}’+ +c_{n-q+1}c_{q-1}’ .

Par int\’egration on obtient:

\chi(V)-\int_{V}c_{n-q}’c_{q}’

= \sum({\rm Res}_{\alpha}(c_{n}, f)+{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-1}, f)(c_{1}’)

\alpha

+{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-2}, f)(c_{2}’)+ +{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+1}, f)(c_{q-1}’)) (\star) .

En appliquant le th\’eor\‘eme 2.3, on obtient:

{\rm Res}_{\alpha}(c_{n-q+i}, f)(c_{q-i}’)

=(-1)^{n-q+i} \mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}(c_{1})^{i-1}(\mathcal{L}_{\alpha}) . \iota^{\star}c_{q-i}(f^{-1}(TW)) ,

\iota^{\star} \’etant le morphisme induit en cohomologie par Pinclusion de \Sigma_{\alpha} dans V
Par cons\’equent, la composante suivant \alpha du terme de droite dans l’\’egalit\’e
(\star) est \’egale \‘a:

(-1)^{n-q+1} \mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}\sum_{i=1}^{q}(-1)^{i-1}c_{1}^{i-1}(\mathcal{L}_{\alpha}) . c_{q-i}(f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}) .

On voit que la somme dans cette int\’egrale est \’egale \‘a c_{q-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-

\mathcal{L}_{\alpha}] .
Si f est un rev\^etement ramifi\’e \‘a d feuillets (n=q) , le terme de droite

dans (\star) est alors \’egal \‘a:

- \sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}c_{n-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}] .

D ’autre part, on a:

\chi(V)-\int_{V}c_{n-q}’c_{q}’=\chi(V)-\int_{V}f^{\star}c_{n}(W)

=\chi(V)-d\chi(W) ,

ce qui prouve i ).
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ii) De la relation c(TV)=c[TV-f^{-1}(TW)]c(f^{-1}(TW)) , on d\’eduit
que:

c_{i}’-c_{i}’=c_{i}+c_{i-1}c_{1}’+c_{i-2}c_{2}’+ \cdot 1+c_{1}c_{i-1}’ .

Si \omega est une 2n-2i forme ferm\’ee, on a done:

\mathcal{P}_{V}(c_{i}(V)-f^{\star}c_{i}(W))[\omega]

={\rm Res}(c_{i}, f)[\omega]+{\rm Res}(c_{i-1}, f)(f^{\star}c_{1}(W). [\omega])

+ +{\rm Res}(c_{1}, f)(f^{\star}c_{i-1}(W)\vee[\omega])

D ’o\‘u, en posant \sigma\eta=P_{V}(c_{i}(V)-f^{\star}c_{i}(W)) , on obtient:

\sigma\eta([\omega])

= \sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}\sum_{j=1}^{i}(-1)^{j}d_{1}^{-1}(\mathcal{L}_{\alpha})\vee i^{\star}(c_{i-j}(f^{-1}(TW))\vee[\omega]) .

=- \sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}c_{i-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}] . [i^{\star}\omega] .

ii) en r\’esulte.

Le corollaire 2.5 d\’ecoule du fait que, si tous les points de \Sigma sont
r\’eguliers, on a une suite exacte

0arrow T\Sigma_{\alpha}arrow f^{-1}(TW)df|\Sigma_{\alpha}arrow \mathcal{L}_{\alpha}arrow 0 .

Les classes de Chern c_{i}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}] et c_{i}(T\Sigma_{\alpha}) sont done \’egales.
Supposons maintenant n>q , V et W compactes et connexes. Posons

S=f(\Sigma) , W_{0}=W-S et V_{0}=V-f^{(-1)}(S) . L’ouvert W_{0} est connexe
et dense dans W Soit f_{0} la restriction de f \‘a V_{0} . Puisque les fibres de f_{0}

sont compactes, cette application est, d’apr\‘es un th\’eor\‘eme de C. Ehresmann
[Eh], une fibration (diff\’erentiable) localement triviale.

Notons f_{0\star} l’int\’egration le long des fibres de f_{0} . Soit \nabla_{w} une connexion
sur TW ; posons \nabla^{W}=f^{\star}\nabla_{w} . Consid\’erons sur TV une connexion \nabla qui,
loin de \Sigma , v\’erifie la propri\’et\’e df\circ\nabla=\nabla^{W}\circ df . On a:

\int_{V}c_{n-q}(V)f^{\star}c_{q}(W)=\int_{V}c_{n-q}(\nabla)f^{\star}c_{q}(\nabla_{w})

= \int_{V_{0}}c_{n-q}(\nabla)f^{\star}c_{q}(\nabla_{w})
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= \int_{W_{0}}(f_{0\star}(c_{n-q}(\nabla)))c_{q}(\nabla_{w}) .

Maintenant on a: d(f_{0\star}(c_{n-q}(\nabla))=f_{0\star}(dc_{n-q}(\nabla))=0 . La fonction
f_{0\star}(c_{n-q}(\nabla)) est done constante sur V_{0} . Soit \wedge r une fibre g\’en\’erique de f .
Le fait que \nabla pr\’eserve, loin de \Sigma , le fibr\’e tangent aux fibres de f . entra\^ine

que f_{0\star}(c_{n-q}(\nabla))=\chi(’\Gamma) . Il en r\’esulte:

\int_{V}c_{n-q}(V)f^{\star}c_{q}(W)=\chi(1)\chi(W) .

On d\’eduit alors de la relation

\chi(V)-\int_{V}c_{n-q}(V)f^{\star}c_{q}(W)

=(-1)^{n-q+1} \sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}c_{q-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}]

\’etablie ci-dessus l’\’egalit\’e:

\chi(V)-\chi(1)\chi(W)

=(-1)^{n-q+1} \sum_{\alpha}\mu_{\alpha}\int_{\Sigma_{\alpha}}c_{q-1}[f^{-1}(TW)|\Sigma_{\alpha}-\mathcal{L}_{\alpha}] .

Le reste de la preuve se fait de la m\^eme mani\‘ere que pour le corollaire.

10. Exemples

10.1. Exemple 1
Soit M=\mathbb{C}P^{q+1}\cross \mathbb{C}P^{q} . On notera ([X_{0}, \ldots, X_{q+1}], [A_{0}, . . ’ A_{q}]) un

point de M . Soit V la sous-vari\’et\’e de M d\’efinie par les relations

X_{0}^{2}+ \cdot . +X_{q+1}^{2}=0 ,

A_{0}X_{0}+ +A_{q}X_{q}=0 .

Consid\’erons Tapplication

f : Varrow \mathbb{C}P^{q}

([X_{0}, \ldots, X_{q+1}], [A_{0}, . , A_{q}])arrow[A_{0}, \ldots, A_{q}] .

Le lieu singulier de f est \Sigma= \{([A_{0}, . , A_{q}], [A_{0}, \ldots , A_{q}, 0]) \in V\} .
C’est une sous-vari\’et\’e lisse de V de dimension complexe q-1 . L’image de
\Sigma est la sous-vari\’et\’e S=\{[A_{0}, \ldots, A_{q}]/A_{0}^{2}+ +A_{q}^{2}=0\} de \mathbb{C}P^{q} . La
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restriction f_{\Sigma} de f \‘a \Sigma est un plongement injectif de \Sigma dans \mathbb{C}P^{q} . Done
df(TV|\Sigma)=f_{\Sigma}^{-1}(TS) , TS \’etant le fibr\’e holomorphe tangent \‘a S . On en
d\’eduit que f_{\Sigma}^{-1}(T\mathbb{C}P^{q})/df(TV|\Sigma) est isomorphe \‘a f_{\Sigma}^{-1}(\nu_{S}) , o\‘u \nu_{S} est le
fibre’ normal \‘a S . Soit L le dual du fibr\’e tautologique en droites complexes
sur \mathbb{C}P^{q} . On a: \nu_{S}=L^{\otimes 2}|S .

Consid\’erons l’ouvert \Omega=\{m\in M/X_{0}\neq 0, A_{0}\neq 0\} de M. En posant
x_{i}= \frac{X_{i}}{X_{0}} et a_{j}= \frac{A_{j}}{A_{0}} pour i=1 , \ldots , q+1 , j=1 , . , q , on obtient un
syst\‘eme de coordonn\’ees (x_{1}, \ldots , x_{q+1}, a_{1}, . , a_{q}) sur \Omega . Les \’equations de
V s’\’ecrivent dans ces coordonn\’ees

1+x_{1}^{2}+ +x_{q+1}^{2}=0 ,

1+a_{1}x_{1}+ +a_{q}x_{q}=0 .

Le point m_{0}= ([1, i, 0, \ldots, 0], [1, i, 0, \cdot\cdot, 0]) appartient \‘a \Sigma . Dans un voisi-
nage U de m_{0} dans V, x_{2} , \ldots , x_{q+1} , a_{2} , \ldots , a_{q} vont d\’efinir un syst\‘eme de
coordonn\’ees et L’application f s’\’ecrit dans les coordonn\’ees (x_{2} , . , x_{q+1} ,
a_{2} , , a_{q}) , (a_{1}, \ldots, a_{q}) :

(x_{2}, . , x_{q+1}, a_{2}, \ldots, a_{q}) – (f_{2}(x_{2}, \ldots, x_{q+1}, a_{2}, . , a_{q}), a_{2}, \ldots, a_{q}) ,

avec
f_{2}(x_{2}, , x_{q+1}, a_{2}, \ldots, a_{q})=-\frac{1+a_{2}x_{2}\cdots+a_{q}x_{q}}{i\sqrt{1+x_{2q+1}^{2}+\cdot\cdot+x^{2}}}

.

La trace de \Sigma sur U est l’ensemble des points m\in U tels que:

x_{2}(m)-a_{2}(m)=0 , \ldots , x_{q}(m)-a_{q}(m)=0 , x_{q+1}=0 .

En posant u_{2}=x_{2}-a_{2} , . , u_{q}=x_{q}-a_{q} , u_{q+1}=x_{q+1} , on obtient un
nouveau syst\‘eme de coordonn\’ees sur U dans lequel \Sigma\cap U est d\’efini par les
\’equations u_{2}=0 , . , u_{q+1}=0 . L’application f s’\’ecrit alors:
(u_{2}, \ldots, u_{q+1}, a_{2}, \ldots, a_{q})arrow(f_{1} (u_{2}, \ldots, u_{q+1}, a_{2}, . , a_{q}), a_{2}, \ldots, a_{q}) avec

f_{1}(u_{2}, \ldots, u_{q+1}, a_{2}, \ldots, a_{q})=-\frac{1+\sum_{\ell=2}^{q}a_{\ell}(u_{\ell}+a\ell)}{i\sqrt{1+\sum_{\ell_{-}^{-2}}^{q}(u\ell+a\ell)^{2}+u_{q+1}^{2}}}
.

Soit \underline{\tau}_{m_{0}}=\{m\in U/a_{2}(m)=0, . , a_{q}(m)=0\} la transversale \‘a \Sigma en m_{0} et
soit f : \tau_{m0}

–
\mathbb{C} la restriction de a_{1}\circ f \‘a \tau_{m0} . Le point m_{0} est dans \overline{f}^{-1}(i) .

Pour calculer le nombre de Milnor de Thypersurface \overline{f}^{-1}(i) au point
m_{0} , consid\’erons 1’expression h : (u_{2}, , u_{q+1}) arrow\frac{-1}{i\sqrt{1+u_{2}^{2}+\cdots+u_{q}^{2}+u_{q+1}^{2}}} de \overline{f}

dans les coordonn\’ees (u_{2}, . , u_{q+1}) . Puisque le d\’eterminant de la matrice
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( \frac{\partial^{2}h}{\partial u_{k}\partial u_{l}}(0)) est \’egal \‘a -i , (0, \ldots, 0) est une singularit\’e quadratique de h .

Par cons\’equent le nombre de Milnor de \overline{f}^{-1}(i) au point m_{0} qui est, par
d\’efinition, celui de h^{-1}(i) au point (0, \ldots, 0) , est \’egal \‘a 1. En appliquant le
th\’eor\‘eme 2.3, on obtient:

{\rm Res}(c_{n-q+1}, f)=(-1)^{q}[\Sigma] ,
{\rm Res}(c_{n-q+i}, f)=(-1)^{q-1+i}\mathcal{P}\Sigma(f_{\Sigma}^{\star}(c_{1}^{i-1}(L^{\otimes 2}|S))) .

On a en particulier:

\langle c_{2q-1} [TV-f\star(TW)], [V]\rangle ={\rm Res}(c_{2q-1}, f)

=- \int_{S}c_{1}^{q-1}(L^{\otimes 2}|S)

=- \int_{\mathbb{C}P^{q}}c_{1}^{q}(L^{\otimes 2})

=-2^{q}

10.2. Exemple 2
Soit V l’hypersurface (lisse) de \mathbb{C}P^{q+1} d’\’equation X_{0}^{r}+ +X_{q+1}^{r}=

0 , et soit f Papplication de V dans \mathbb{C}P^{q} d\’efinie par f([X_{0}, \ldots, X_{q+1}])=

[X_{0}, , X_{q}] .
L ’ensemble \Sigma=(X_{q+1}=0) est le lieu singulier de f et f(\Sigma) est la sous-

vari\’et\’e S=(A_{0}^{r}+\cdot\cdot+A_{q}^{r}=0) . Comme dans l’exemple 1., la restriction f_{\Sigma}

de f \‘a \Sigma est un biholomorphisme de \Sigma sur S ; ainsi f_{\Sigma}^{-1}(T\mathbb{C}P^{q})/df(TV|\Sigma)

est isomorphe \‘a f_{\Sigma}^{-1}(\nu_{S}) , o\‘u l/s est le fibr\’e normal \‘a S. Soit L le dual du
fibr\’e tautologique en droites complexes sur \mathbb{C}P^{q} . On a: \nu_{S}=L^{\otimes r}|S .

Sur 1’ouvert \{[X_{0}, \ldots, X_{q+1}]\in \mathbb{C}P^{q+1}/X_{0}\neq 0\} de \mathbb{C}P^{q+1} , on a les
fonctions coordonn\’ees x_{i}= \frac{X}{X_{0}} , i=1 , , q+1 . Dans ces coordonn\’ees
U\cap V a pour \’equation: 1+x_{1}^{r}+ +x_{q+1}^{r}=0 .

Les fonctions x_{2} , \cdots , x_{q+1} d\’efinissent un syst\‘eme de coordonn\’ees sur un
voisinage U du point m_{0}=[1, e^{\frac{i\pi}{r}}, 0, . , 0] dans V La trace de \Sigma sur U
est 1’ensemble \{m\in U/x_{q+1}(m)=0\} .

En posant a_{i}=\vec{A_{0}}A pour i=1 , . , q , on obtient un syst\‘eme de coor-
donn\’ees sur le voisinage ouvert \overline{U}_{A_{0}}=\{[A_{0}, . , A_{q}]\in \mathbb{C}P^{q}/A_{0}\neq 0\} de
f(m_{0}) .

Dans les coordonn\’ees ci-dessus, f s’\’ecrit:

(x_{2}, \ldots, x_{q+1})arrow((-1-x_{2}^{r}- -x_{q+1}^{r})^{\frac{1}{r}}, x_{2}, \ldots, x_{q}) .
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Sur la transversale \tau_{m_{0}}=\{m\in U/x_{2}(m)=0, \ldots, x_{q}(m)=0\} , x_{q+1} est
une fonction coordonn\’ee, et la fonction a_{1}\circ f|\tau_{m_{0}} s’\’ecrit:

v : x_{q+1}arrow(-1-x_{q+1}^{r})^{\frac{1}{r}} .

En appliquant le th\’eor\‘eme 2.3 on obtient, pour tout j\geq 1 ,:

{\rm Res}(c_{j}, f)=(-1)^{j}\mu 0\mathcal{P}\Sigma(f_{\Sigma}^{\star}(c_{1}^{?}.(-1L^{\otimes r}|S))) ,

avec \mu 0=\frac{1}{2\pi i}\int_{|x_{q+1}|=\epsilon}\frac{d(\frac{dv}{dx_{q+1}})}{\frac{dv}{dx_{q+1}}}=r-1 .

En particulier, on a:

{\rm Res}(c_{q}, f)=(-1)^{q}(r-1) \int_{\Sigma}(f_{\Sigma}^{\star}(c_{1}^{q-1}(L^{\otimes r}|S)))

=(-1)^{q}(r-1) \int_{S}c_{1}^{q-1}(L^{\otimes r}|S)

=(-1)^{q}(r-1) \int_{\mathbb{C}P^{q}}c_{1}^{q}(L^{\otimes r})

=(-1)^{q}r^{q}(r-1) .
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