
Michigan Math. J. 48 (2000)

L’algèbre de Cohomologie du Complément,
dans un Espace Affine, d’une Famille Finie

de Sous-espaces Affines

P. Del igne, M. Gore sky, & R. MacPherson

This paper is dedicated to W. Fulton in admiration for his mathematical
achievements and his broad influence on the field of algebraic geometry

0. Introduction

SoitX le complément dans un espace affine réelV d’un ensemble localement fini
E de sous-espaces affines propres deV. Les plats deE sontV et les intersec-
tions non vides d’éléments deE. Dans [GM] (partIII), Goresky et MacPherson
appliquent la théorie de Morse à une fonction “distance àv0 ∈ V ” pour (a) dé-
composer l’homologie deX en facteurs indexés par les plats et (b) donner une
description combinatorie de chaque facteur. Au §1, nous retrouvons ces résultats
par des techniques faisceautiques. Elles mettent en évidence de quoi dépend la
décomposition de [GM], et s’appliquent aussi à la détermination de la cohomolo-
gie `-adique du complément d’une famille finie de sous-espaces affines dans un
espace affine sur un corps algébriquement clos.

Par dualité, ces résultats en homologie se transposent en cohomologie. PourE

fini, on a une décomposition indexée par les plats

H ∗(X) =
⊕

h∗(A). (0.1)

Soit coor(A) leZ-module libre de rang1, de bases±e les coorientations deA dans
V, et mettons-le en degré codim(A): on a

coor(A) = H ∗A(V,Z). (0.2)

Le facteur directh∗(A) est le produit tensoriel de coor(A) par un groupe ne dépen-
dant que de la combinatoire de l’arrangement, i.e., que de l’ensembleA+ des plats,
ordonné par inclusion. La décomposition (0.1) dépend du choix pour chaque plat
A d’un point

xA ∈A0 := A−
⋃
{plats plus petits}.

Seule importe la composante connexe deA0 où se trouvexA. En particulier, si
l’hypothèse de connexité (CONN) suivante est vérifiée, la décomposition (0.1) ne
dépend d’aucun choix.

Si un platB est contenu dans un platA,
A = B ou dim(A)− dim(B) ≥ 2. (CONN)
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Au §4.2, sous l’hypothèse (CONN), nous calculons le cup produit deH ∗(X),
en terme de la décomposition (0.1). Le point essentiel est que la composante
h(A)⊗h(B)→ h(C) du cup produit ne peut être non nulle que pourC = A∩B,
l’intersection étant transverse. Nous le montrons en interprétant le cup produit
comme le produit externe suivi d’une restriction à la diagonaleX→ X×X, et en
traitant cette restriction comme un cas particulier d’un morphisme de restriction
H ∗(X)→ H ∗(X ′), pourX ′ = V ′ ∩X la trace deX sur un sous-espace affine.

Sous l’hypothèse (CONN), il résulte de ce calcul que l’algèbre de cohomologie
H ∗(X) ne dépend à isomorphisme unique près que des données (a) à (d) suivantes:

(a) l’ensembleA+ des plats, ordonné par inclusion;
(b) la fonctionA 7→ codim(A);
(c) pour chaque platA, leZ-module libre de rang 1 coor(A);
(d) pourC = inf (A,B) et codim(C) = codim(A) + codim(B) (i.e., pour

une intersection transverseC = A ∩ B), l’isomorphisme naturel de
coor(A)⊗ coor(B) avec coor(C).

M. de Longueville et C. Schultz ont indépendamment déterminé l’algèbre de
cohomologie entière du complément d’un arrangement central vérifiant (CONN)
[dS]. Voir aussi [FZ].

Remerciements. Notre intérêt a été attiré sur ces questions par le preprint [Y]
de Yuzvinsky. Dans le cas des arrangements complexes, Yuzvinsky détermine à
isomorphisme près, à l’aide des résultats de Morgan [M], l’algèbre de cohomolo-
gie rationnelle du complément d’un arrangement.

1. Décomposition de la Cohomologie

1.1. Nous prendrons la notation de stratification au sens faible suivant: unestrat-
ification d’un espace topologiqueT, indexée par un ensemble ordonné finiI, est
une décomposition indexée parI deT en parties non vides disjointesSi, lesstrates,
telle que pour touti dansI la réunionTi := ⋃j≤i Sj soit fermée. LesTi sont les
strates fermées.Noter quei ≤ j si et seulement siTi ⊂ Tj, et que lesTi détermi-
nent lesSi par

Si = Ti −
⋃
j<i

Tj . (1.1.1)

Soit ϕ l’application deT dansI valanti surSi. Si I est muni de la topologie
pour laquelle l’adhérence d’un pointi est l’intervalle

[·, i ] := {j | j ≤ i},
dire que lesTi sont fermés équivaut à dire que l’applicationϕ est continue.

1.2. On notera encoreI la catégorie d’objets les éléments deI, avec une flèche
dei à j pouri ≤ j.

Chaque pointi de l’espace topologiqueI a un plus petit voisinage: l’intervalle
[i, ·] := {j | i ≤ j}. PourF un faisceau surI, la fibreFi deF en i coïncide
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donc avecF([i, ·]). Pouri ≤ j, la restriction de [i, ·] à [j, ·] est un morphisme
deFi dansFj, et cette construction identifie faisceaux de groupes abéliens surI

et foncteurs deI dans(Ab).
Si I a un plus petit élément 0, le foncteur0(I,F ) = F0 est exact et lesH i

supérieurs sont nuls. SiI a un plus grand élément 1, tout faisceau constant est
flasque et sesH i supérieurs sont donc nuls: l’espaceI estacyclique,i.e., sa co-
homologie à coefficients constants est celle d’un point.

Autre Preuve.Calculant la cohomologie par la résolution flasque canonique, on
vérifie que la cohomologie à coefficients constants deI coïncide avec celle de
l’espace classifiant|I | de la catégorieI. En particulier, elle est la même pourI
et pourI muni de l’ordre opposé, et on a déjà vu que toutI ayant un plus petit
élément est acyclique.

Lemma de Dévissage 1.3. SoitC une classe de faisceaux surI. SiC contient le
faisceau0, contient tout faisceau constant sur un fermé[·, i] prolongé par0 sur
I et si pour toute suite exacte courte0→ F1 → F2 → F3 → 0 de faisceaux
sur I, si deux desFi sont dansC, le troisiène l’est aussi, alorsC contient tous les
faisceaux surI.

Preuve.On procède par récurrence sur le nombre d’éléments deI. Pouri : J ↪→
I un fermé deI distinct deI, appliquant l’hypothèse de récurrence à la classe
des faisceaux surJ tels quei!F soit dansC, on voit que tout faisceaux de sup-
port 6= I est dansC. Si I est vide, le lemme est clair. Sinon, soientx un élément
maximal deI et j l’inclusion de{x} dansI. Prenant pourF1 (resp.F2, F3) un
faisceau constant sur{x} (resp. [·, x], [·, x[) prolongé par zéro, on voit que pour
tout groupe abélien3, j!3 est dansC. PourF surI, on conclut en observant que
le support deF/j!j

∗F est contenu dans le ferméI − {x}.
Proposition 1.4. Si les strates fermées sont acycliques, alors, pour tout faisceau
F sur I, on a

H ∗(I ,F ) ∼−→H ∗(T, ϕ∗F ). (1.4.1)

Preuve.SiF est un faisceau constant sur un fermé [·, i], prolongé par zéro surI,
ϕ∗F est constant surTi, prolongé par zéro surT, et (1.4.1) résulte de ce que [·, i]
etTi sont acycliques.

Le cas général en résulte par dévissage: pour 0→ F1→ F2→ F3→ 0 une
suite exacte courte de faisceaux surI, les deux membres de (1.4.1) donnent lieu à
suite exacte longue de cohomologie, et si (1.4.1) est un isomorphisme pour deux
desFi , il l’est donc aussi pour le troisième. On conclut par 1.3.

Remarque 1.5. Si|I | est l’espace classifiant de la catégorieI, on définit une ap-
plication continue de|I | dansI en envoyant l’intérieur du simplexe [i0, . . . , in]
(i0 < i1 < · · · < in) sur in. Par cette application, l’image inverse de [·, i] est
|[·, i]|, un cône de sommeti. L’hypothèse de 1.4 est donc vérifiée et prenant pour
F un faisceau constant, on retrouve queI et |I | ont même cohomologie.
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1.6. SupposonsT localement compact, séparé et dénombrable à l’infini, et que
les strates ferméesTi sont des variétés (sans bord) acycliques. Etant acyclique,Ti
est orientable et connexe.

Pour toute variété orientable et connexeV, notons or(V ) le Z-module gradué
libre de rang un, purement en degré dim(V ), de générateurs±e correspondant
aux deux orientations deV. Pour tout groupe abélien3 et tout pointx ∈V,

3⊗ or(V ) = H ∗{x}(V,3) ∼−→H dim(V )
c (V,3), (1.6.1)

et, siV est acyclique, la dualité de Poincaré donne

3⊗ or(V ) ∼−→H ∗c (V,3). (1.6.2)

Ecrivons simplement ori pour or(Ti).
Choisissons dans chaque strateSi un pointxi. Pour tout faisceauF surI, on

dispose d’une image inverse en cohomologie à support

ϕ∗ : H ∗{i}([i, ·],F )→ H ∗Si

(⋃
i≤j
Sj, ϕ

∗F
)
. (1.6.3)

Noter queUi :=⋃i≤j Sj est un ouvert deS, et queSi est fermé dansUi. On dis-
pose d’un cup-produit

H ∗Si (Ui, ϕ
∗F )⊗H ∗{xi }(Si,Z) −→ H ∗{xi }(Ui, ϕ

∗F ). (1.6.4)

Dans le langage des catégories dérivées,H ∗Si (Ui, ϕ
∗F ) est un Hom∗, dansD(Ui),

deZSi dansϕ∗F, H ∗{xi }(Si,Z) est un Hom∗ deZ{xi } dansZSi , et le cup-produit
est simplement la composition. Le composé

H ∗Si (Ui, ϕ
∗F )⊗ ori −−→

1.6.4
H ∗{xi }(Ui, ϕ

∗F ) −→ H ∗c (Ui, ϕ
∗F ) (1.6.5)

ne dépend que de la composante connexe deSi dans laquelle se trouvexi. On a
en effet une factorisation via le produit tensoriel parH ∗Si (Ui, ϕ

∗F ) du morphisme

ori = H ∗{xi }(Si,Z) −→ H ∗c (Si,Z).

Composant (1.6.3) et (1.6.5), on obtient des morphismes

H{i}([i, ·],F )⊗ ori −→ H ∗c (Ui, ϕ
∗F ) (1.6.6)

qui, composés avecH ∗c (Ui, ϕ
∗F ) −→ H ∗c (T, ϕ

∗F ), donnent⊕
i

H ∗{i}([i, ·],F )⊗ ori −→ H ∗c (T, ϕ
∗F ). (1.6.7)

Théorème 1.7. Avec les hypothèses et notations de 1.6, le morphisme(1.6.7)est
un isomorphisme.

Preuve.Pour 0→ F1→ F2→ F3→ 0 une suite exacte courte, les deux mem-
bres de (1.6.7) donnent lieu à une suite exacte longue de cohomologie. Appliquant
1.3, on se ramène à vérifier (1.7.1)pourF = 3[·,i] : le faisceau constant3 sur un
fermé [·, i], prolongé par 0 surI.
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CalculonsH ∗{j}([j, ·],3[·,i]). Si j n’est pas≤ i, 3[·,i] est nul sur [j, ·] et on
trouve 0. Supposons quej ≤ i. On dispose d’une suite exacte longue

−→ H ∗{j}([j, ·],3[·,i]) −→ H ∗([j, ·],3[·,i]) −→ H ∗(]j, ·],3[·,i]) −→∥∥ ∥∥ ∥∥
−→ H ∗{j}([j, i],3) −→ H ∗([j, i],3) −→ H ∗(]j, i],3) −→ .

Pourj < i, tant [j, i] que ]j, i] sont acycliques, etH ∗{j}([j, i],3) = 0. Pouri =
j, ]j, k] = φ, [j, i] = {j}, etH ∗{j}({j},3) = 3 en degré 0. L’application (1.6.7)
se réduit donc à l’isomorphisme (1.6.2) pourTi.

Corollaire 1.8. Avec les hypothèses et notations de 1.6, supposons queI ait un
plus grand élément1 et soitS1 la strate correspondante. Soientj1 l’inclusion de
{1} dansI etj1!3 le faisceau constant3 sur l’ouvert{1}, prolongé par zéro surI.
Alors, le choix d’une composante connexe de chaqueSi définit un isomorphisme⊕

i

H ∗{i}([i,1], j1!3)⊗ ori ∼−→H ∗c (S1,3). (1.8.1)

Preuve.Soit j l’inclusion deS1 dansT . L’image inverse dej1!3 surT estj!3:
le faisceau constant3 surS1, prolongé par 0 surT . On a

H ∗c (S1,3)
∼−→H ∗c (T, j!3)

et 1.8 résulte de 1.7 appliqué àj1!3.

Construction 1.9. SoientI un ensemble ordonné fini ayant un plus grand élé-
ment1et j1 l’inclusion de l’ouvert{1} dansI. On a

H ∗{i}([i,1], j1!3) =
{
3 en degré0 si i = 1,

H̃ ∗−2(]i,1[,3) sinon.

Si ]i,1[ est vide, la cohomologie réduitẽH ∗ est3 en degré−1.

Construction. Le casi = 1 est clair. Supposons quei < 1 et posonsF :=
j1!3. LesHp([i,1],F ) sont alors tous nuls. Sip > 0 parce que [i,1] a un plus
petit élément, sip = 0 parce queF([i,1]) = Fi = 0. La suite exact longue

−→ H ∗{i}([i,1], ·) −→ H ∗([i,1], ·) −→ H ∗(]i,1], ·) −→
se réduit donc pourF à un isomorphisme

∂ : Hp(]i,1],F ) ∼−→H
p+1
{i} ([i,1],F ). (1.9.1)

Soit3]i,1[ le faisceau constant3 sur le fermé ]i,1[ de ]i,1], prolongé par zéro
sur ]i,1]. L’espace ]i,1] étant acyclique (car ]i,1] a un plus grand élément), la suite
exacte longue de cohomologie défine par la suite exacte courte
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0−→ F −→ 3 −→ 3]i,1[ −→ 0

de faisceaux sur ]i,1] se réduit à un isomorphisme

∂ : H̃p(]i,1[,3) ∼−→Hp+1(]i,1],F ). (1.9.2)

L’isomorphisme de 1.9 est le composé (1.9.1)B(1.9.2).

1.10. Variantes. Homologie et cohomologie deS1.

Si V est une variété orientée purement de dimensionn, le cap-produit avec la
classe fondamentale est un isomorphisme de la cohomologie à support compact
deV avec l’homologie deV :

H i
c(V,3)

∼−→Hn−i(V,3).

Sous les hypothèses de 1.8, et à une renumérotation et à un twist par or(T ) près,
(1.8.1) calcule donc aussi l’homologie deS1.

Le résultats obtenus en cohomologie à support compact ou, ce qui revient ici au
même, en homologie, fournissent par dualité (entre homologie et cohomologie, ou
de Poincaré entre cohomologie et cohomologie à support compact) des résultats
analogues en cohomologie.

Pour la cohomologie à coefficients dans un corpsk, on a simplement

H i = Homk(Hi, k)

(resp.H i = Homk(H
n−i
c , k)), et ces espaces vectoriels sont dans notre cas de di-

mension finie. Le même énoncé vaut pourk = Z/NZ. Pour3 fini, deQ/Z-dual
3′, on a de même

H i(·,3′) = Hom(Hi(·,3),Q/Z)
(resp.H i(·,3′) = Hom(H n−i

c (·,3),Q/Z)). Plus généralement, on peut utiliser
la dualité de Pontrjagin, à valeurs dansR/Z.

Une autre méthode, pour3 de type fini surZ, est de travailler systématique-
ment dans les catégories dérivées, prenant pour coefficient3 un objet deDb(Z) à
cohomologie de type; fini surZ. Si3′ est le dualRHom(3,Z) de3, on a encore

R0(S1,3
′) = Hom(R0c(S1,3),Z)⊗ or(T ).

Notation. Nous noteronsh∗c(i) les groupesH ∗{i}([i,1],F )⊗ ori qui apparais-
sent dans la décomposition (1.8.1) deH ∗c (S1,3). Les facteurs des décompositions
correspondantes deH∗(S1,3) etH ∗(S1,3) seront notésh∗(i) eth∗(i).

Le Z-module gradué libre de rang un de coorientation deTi dansT, noté
coor(Ti), ou simplement coori est défini par

or(Ti)⊗ coor(Ti ) ∼−→or(T ).

Par dualité, on déduit de 1.8 et 1.9 que

h∗(i) =
{
3 en degré zéro pouri = 1,

H̃∗(]i,1[,3)[2] ⊗ coori sinon.
(1.10.1)
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En seconde ligne, on identifie “degré homologiquep” à “degré cohomologique
−p”: pour i 6= 1,

hp(i) = H̃codim(Ti )−p−2(]i,1[,3)⊗ coori .

Exemple 1.11. SoientV dénoter un espace affine réel etA un ensemble fini de
sous-espaces affinesA 6= φ, V deV, tel que si l’intersection de deux éléments de
A est non vide, cette intersection est dansA; soit

A+ := A ∪ {V } et X := V −
⋃
A.

Nous appelleronsA+ (resp.A) l’ensemble desplats (resp.plats propres) de
l’arrangementA. Les plats sont les strates fermées d’une stratification deV, in-
dexée par l’ensembleA+ ordonné par inclusion. On noteϕ : V → A+ l’applica-
tion correspondante. On notera parfoisA0 la strate correspondant au platA:

A0 := ϕ−1(A) = A−
⋃
{plats plus petit} (1.11.1)

(cf. 1.1.1).
Les plats sont des variété acycliques. Appliquons 1.8: le choix dans chaque

strateA0 d’un pointxA définit un isomorphisme

H ∗c (X,3) =
⊕
A

h∗c(A) (somme sur les plats), (1.11.2)

avech∗c(A) = H ∗{A}([A,V ], jV !3)⊗ or(A), jV étant l’inclusion de{V } dansA+.
Dans [GM], Goresky et MacPherson obtiennent une telle décomposition de

l’homologie deX en appliquant la théorie de Morse à une fonction “distance à
v0 ∈V ”. La structure Euclidienne deV et le pointv0 sont choisis génériquement,
au sens que:

(a) pour chaque platA, le point critique surA de la fonction distanced(v0, ·),
i.e., le piedxA de la perpendiculaire abaissée dev0 surA, est dansA0;

(b) les valeurs critiquesd(v0, xA) sont distinctes.

Noter que pour le platV, xV = v0.

SoitB(r) la boule ouverte de centrev0 et de rayonr. Munissons-la de la strati-
fication induitepar celle deV, de strates fermées les traces surB(r) des plats qui
rencontrentB(r). Les hypothèse de 1.8 sont encore vérifées. Si le platA recontre
B(r), tout platB ⊃ A rencontre égalementB(r), et le groupeh∗c(A) est le même
pourB(r) et pourV. Le diagramme⊕

A∩B(r) 6=φ
hc(A) −→

⊕
A

hc(A)y∼ y
Hc(X ∩ B(r),3) −→ Hc(X,3)

(1.11.3)

est commutatif. OrientonsV, et identifions homologie et cohomologie à support
compact comme en1.10. Quandr, croissant, passe une valeur critiquerA :=
d(v0, xA), le groupe de Morse (en homologie) qui mesure le changement de
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H∗(B(rA− ε),3) àH∗(B(rA+ ε),3) est, d’après(1.11.3), le groupeh(A). Notre
définition de l’application

h(A) −→ H ∗c (X ∩ B(rA + ε),3) −→ H ∗c (X,3)

correspondant au choix dexA comme point marqué dansA0 est inspirée par la
preuve, dans [GM], de ce que la fonction de Morsed(v0, ·) est parfaite. La dé-
composition selon les plats deH∗(X,3) implicite dans [GM] coïncide donc avec la
décomposition(1.11.1) deH ∗c (X,3), pour le choix desxA comme points marqués.

Exemple 1.12. SiT est un ouvert convexe deRn etE un ensemble fini de traces
surT de sous-espaces affines, les intersections

⋂
F pourF ⊂ E qui sont non

vides sont les strates fermées d’une stratification deT vérifiant les hypothèses de
1.8. Plus généralement, on peut prendre pourT une partie convexe d’unespace à
courbure négative et pourE un ensemble de sous-espaces totalement géodésiques.

Exemple 1.13. Dans les exemples 1.11 et1.12,l’ensemble ordonnéI indexant les
strates est tel que sii et j dansI admettent un minorant, ils admettent une borne
inférieure inf(i, j). Ce n’est pas nécessairement le cas dans les applications de
1.8. Exemple:

A

B

où les strates fermées sont le disque ouvert, les deux courbesA etB et chacun des
deux points d’intersection.

Exemple 1.14. Notre démonstration de 1.8 est faisceautique. Elle n’utilise pas
la théorie de Morse. Elle s’applique donc en cohomologie`-adique. La seule dif-
férence est que pourV une variété algébrique lisse et connexe de dimensionn

sur un corps algébriquement closk, le groupe or(V ) de 1.6 est à remplacer par le
module de TateZ`(−n) placé en degré 2n.

SoientV un espace affine surk, A un ensemble fini de sous-espaces affines, et
A+ etX comme en 1.11. On a⊕

H ∗{A}([A,V ], jV !Z`)(−dimA)[−2 dimA] ∼−→H ∗c (X,Z`). (1.14.1)

Noter que lesA0 étant ici connexes,(1.14.1) nedépend pas du choix de points mar-
qués dans les strates.

Si k = C, la même décomposition vaut en théorie de Hodge mixte: dans la
décomposition(1.11.2) deH ∗c (X,Z), le facteurh∗c(A) est purement de type de
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Hodge(dimC(A),dimC(A)). Dualement,h∗(A) est purement de type de Hodge
(codim(A), codim(A)).

Dans le cas complexe, le cup produit est compatible à la structure de Hodge
mixte. En géométrie algébrique, l’arrangementApeut être défini sur un sous-corps
k0 dek de type fini sur son sous-corps premier, le groupe de Galois Gal(k̄0/k0)

agit sur la cohomologie et le cup-produit est compatible à l’action de Galois. Sous
les hypothèses ci-dessus et en cohomologie rationnelle (resp.Q`-cohomologie),
la composanteh∗(A) ⊗ h∗(B) → h∗(C) du cup produit ne peut donc être non
nulle que pour codim(C) = codim(A)+ codim(B).

2. Fonctorialité en l’Arrangement

2.1. SoientV, A, A+ := A ∪ {V }, X := V −⋃A, etϕ : V → A+ comme en
1.11. SoitA′ ⊂ A vérifiant les mêmes hypothèses queA et notons par un′ les ob-
jets correspondants. La stratification deV définie parA raffine celle définie par
A′: si α : A+ → A′+ attache à un plat deA le plus petit plat deA′ le contenant,
le diagramme

V
ϕ↙ ↘ϕ ′

A+ α−−→ A′+
est commutatif. Noter que si les ensembles ordonnésA+ etA′+ sont vus comme
des catégories,α est l’adjoint à gauche de l’inclusion incl deA′+ dansA+. En
effet,

α(A) ⊂ A′ ⇐⇒ A ⊂ incl(A′).

Marquons chaque platA deA+ par un pointxA ∈A0 (notation(1.11.1)), et mar-
quonsA′ dansA′+ parxA′ := xincl(A). Ces points définissent des décomposition
(1.11.2) deH ∗c (X,3) etH ∗c (X

′,3).

Notation. Ci-dessous, si un platA deA+ est dansA′+, nous le noteronsA′

quand il doit être considéré comme un élément deA′+. Par exemple, l’intervalle
[A,V ] deA′+ sera noté [A′,V ], etA′0 estA−⋃{plats deA′ plus petit}.
L’inclusion deX dansX ′ induit un morphisme

H ∗c (X,3) −→ H ∗c (X
′,3). (2.1.1)

Proposition 2.2. SoitA un plat deA+.
(i) SiA n’est pas un plat deA′+, (2.1.1)est nul surh∗c(A).

(ii) SiA est un plat deA′+: A = incl(A′), le morphisme(2.1.1)envoieh∗c(A)
dansh∗c(A

′). Le morphisme induit par(2.1.1)de h∗c(A) dansh∗c(A
′) est le

tordu paror(A) de

incl∗ : H{A}([A,V ], jV !3)→ H ∗{A′ }([A
′,V ], j ′V !3). (2.2.1)

Noter que incl−1(A) est réduit à{A′ }, et quej ′V !3 est l’image inverse sur [A′,V ]
dej ′V !3, de sorte que (2.2.1) est défini. L’inclusion deX (resp.X ′) dansV sera
notéejX (resp.jX ′).
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Preuve de(ii ). Dans la définition du morphismeh∗c(A
′)→ H ∗c (X

′,3), on inter-
prèteH ∗c (X

′,3) commeH ∗c (V, jX ′!3) et on prend le cup produit d’un élément
de

orA = H ∗{xA}(ϕ ′−1(A′),Z)

par une classe dansH ∗A′(ϕ
′−1([A′,V ]), jX ′!3). Puisqu’on en prend le produit avec

une classe à support dansxA, elle n’importe que par sa restriction à un voisinage de
xA. Prenons pour voisinage l’ouvertU := ϕ−1([A,V ]): le morphisme duh∗c(A

′)
dansH ∗c (X

′,3) est déduit de

ϕ ′∗ : H ∗{A′ }([A
′,V ], j ′V !3)→ HA0(U, jX ′!3).

Notons encoreα la restriction [A,V ] → [A′,V ] deα à [A,V ]. L’image inverse
deA′ dans [A,V ] est réduite àA, etα induit

α∗ : H ∗{A′ }([A
′,V ], j ′V !3)→ H{A}([A,V ], α∗j ′V !3). (2.2.2)

Le morphismeα∗ est un isomorphisme: par la suite exacte longue de cohomologie
à support, il suffit de vérifier que pour tout faisceauF sur [A′,V ], on a

H ∗([A′,V ],F ) ∼−→H ∗([A,V ], α∗F ),
H ∗(]A′,V ],F ) ∼−→H ∗(]A,V ], α∗F ).

C’est une application de 1.4, pourα vu comme une stratification de [A,V ] ou
]A,V ]: l’image inverse de [·, x] est [·, incl(x)], acyclique comme ayant un plus
grand élément.

Considérons le diagramme commutatif

H ∗{A}([A,V ], jV !3) −→ H ∗{A}([A,V ], α∗j ′V !3)
∼←− H ∗{A′ }([A

′,V ], j ′V !3)y y ↙
Hϕ−1(A)(U, jX!3) −→ Hϕ−1(A)(U, jX ′!3).

(2.2.3)

Il définit un diagramme commutatif

h∗c(A) −→ h∗c(A
′)y y

H ∗c (X,3) −→ H ∗c (X
′,3)

de première ligne le tordu par or(A) de la première ligne de (2.2.3). Le comparé
α B incl est l’identité deA′+, et le diagramme commutatif

H ∗{A}([A,V ], jV !3) −→ H ∗{A}([A,V ], α∗j ′V !3)
∼←− H ∗{A′ }([A

′,V ], j ′V !3)

↖ incl
x incl ��

H ∗{A′ }([A
′,V ], j ′V !3)

montre que cette première ligne coïncide avec l’image inverse par incl utilisée dans
l’énoncé (ii).
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Preuve de(i ) si
⋃A =⋃A′. Sous l’hypothèse que

⋃A =⋃A′, on aX = X ′.
Nous montrerons plus précisément queh∗c(A) = 0 si le platA deA+ n’est pas
dansA′+. C’est clair sur l’interprétation(1.10) deh∗c(A) comme groupe de Morse:
le “point critique” correspondant àA est superflu, son passage ne correspondant
pas à un changement de la topologie deX ′ ∩B(r). Autre preuve:l’image inverse
deV parα: [A,V ] → [A′,V ] est réduite àV et par (2.2.2),h∗c(A)→ h∗c(A

′) est
un isomorphisme. Du diagramme commutatif⊕

A
h∗c(A) −→

⊕
A′
h∗c(A

′)

∼↘ ↙∼
H ∗c (X,3)

résulte alors queh∗c(A) = 0 pourA dansA et non dansA′.
Preuve de(i ) siA 6= V etA 6⊂⋃A′. On aϕ−1(A) ⊂ X ′. Le diagramme

H ∗{A}([A,V ], jV !3)⊗ or(A) −→ H ∗{A}([A,V ],3)⊗ or(A)y y
Hc(X,3) −→ H ∗c (X

′,3)
est commutatif etH ∗{A}([A,V ],3) = 0, [A,V ], et ]A,V ] étant tous deux acy-
cliques.

Preuve de(i ), Cas Général. SoitA′′ l’ensemble des plats deA contenus dans⋃A′. On aA′ ⊂ A′′ ⊂ A et il suffet de traiter séparément des inclusions deA′
dansA′′ et deA′′ dansA, toutes deux conséquences des cas déjà traités.

2.3. Supposons que l’arrangementA vérifie l’hypothèse de connexité (CONN)
de l’introduction. SoientA un plat,xA un point de la strateA0 correspondante et
U une boule ouverte de centrexA, assez petite pour ne recontrer d’autres plats que
ceux qui contiennentA. Comme on l’a vu en1.12, onpeut appliquer 1.8 àU,muni
de la stratification induite parA, indexée par [A,V ]. L’inclusion deU−⋃[A,V ]
dansV −⋃[A,V ] est une équivalence d’homotopie et, par 2.2, on a un diagamme
commutatif⊕

B∈[A,V ]

hc(B) −→
⊕

hc(B) −→
⊕

B∈[A,V ]

hc(B)y y y
H ∗c (U −

⋃
[A,V ],3) −→ H ∗c (X,3) −→ H ∗c (V −

⋃
[A,V ],3).

(2.3.1)

Le morphisme composé en seconde ligne est un isomorphisme, faisant de
H ∗c (U −

⋃
[A,V ]) un facteur direct deH ∗c (X,3), et l’idempotent correspon-

dantpA s’identifie par 2.2 à la projection de
⊕

B∈A+ h(B) sur la somme partielle⊕
B∈[A,V ] h(B). Les idempotentspA (A ∈ A+) définis par la seconde ligne de

(2.3.1) commutent donc entre eux. Ils permettent de retrouver le décomposition
deH ∗c (X,3) indexée par les plats. La décomposition duale deH ∗(X,3) peut de
même être reconstruite à partir des idempotents définis par
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H ∗
(
V −

⋃
[A,V ],3

) −→ H ∗(X,3) −→ H ∗
(
U −

⋃
[A,V ],3

)
,

de composé un isomorphisme.

3. Restriction à un Sous-espace Linéaire

3.1. Reprenons les notationsV,A,A+, X, etϕ : V → A+ de 1.11. SoientV ′ un
sous-espace affine deV non contenu dans

⋃A, A′ l’ensemble des intersections
non vides deV ′ avec un platA∈A, etX ′ := V ′ −⋃A′ = X ∩ V ′. Choisissons
une coorientation deV ′ dansV. Elle définit un morphisme de Gysin

H ∗c (X
′,3) −→ H ∗c (X,3). (3.1.1)

Théorème 3.2. Supposons que(V,A) et (V ′,A′) vérifient l’hypothèse de con-
nexitéCONN. Alors, pourA dansA etA′ dansA′, la composante

h∗c(A
′) −→ h∗c(A) (3.2.1)

du morphisme(3.1.1),dans les décompositions(1.11.1),ne peut être non nulle que
siA′ = A∩V ′ et que l’intersection deA etV ′ est transverse. Dans ce cas, le choix
de la coorientation deV ′ dansV définit un isomorphismeε : or(A′) ∼−→or(A),
l’application “trace surV ′” : α : [A,V ] → [A′,V ′ ] est injective, et(3.2.1)est le
produit tensoriel deε avec

α∗ : H ∗{A′ }([A
′,V ′ ], jV ′!3)→ H ∗{A}([A,V ], jV !3). (3.2.2)

SoientA dansA,AA := [A,V ] ⊂ A, XA := V −⋃AA,A′A l’ensemble des in-
tersections non vides deV ′ avec un platB ∈AA etX ′A = V ′ −

⋃A′A = V ′ ∩XA.
Le groupeh∗c(A) est le même pour(V,A) et pour(V,AA). Le diagramme

H ∗c (X
′,3) −→ H ∗c (X,3) −→ h∗c(A)y y y

H ∗c (X
′
A,3) −→ H ∗c (XA,3) −→ h∗c(A)

est commutatif. Pour le carré de droite, appliquer 2.2. La première flèche verticale
a été calculée en 2.2. Il reste à calculer la flèche composée en deuxième ligne. En
d’autre termes, pour calculerH ∗c (X

′,3) → h∗c(A), nous nous sommes ramenés
au cas oùA est le plus petit élément deA.
Lemma 3.3. SiA est le plus petit élément deA et que l’intersection deA etV ′

est vide ou n’est pas transverse, l’application composéeH ∗c (X
′) → H ∗c (X) →

h(A) est nulle.

Preuve.Choisissons une structure Euclidienne. SiA et V ′ sont disjoint, pourε
assez petit, l’ensembleU des points deV à distance< ε deV ′ est disjoint deA.
Le morphisme de Gysin se factorise parH ∗c (U ∩ X ′,3). Appliquant (1.8) àU,
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muni de la stratification induite par celle deV, on voit queH ∗c (U∩X,3) s’envoie
dans

⊕
B∩U 6=φ h(B) ⊂ H ∗c (X,3), donc a une projection nulle surh(A).

SiA rencontreV ′ et que l’intersection est non transverse, il existe un hyperplan
H contenantAetV ′. SoitU un des deux demi-espaces définis parH. L’application
deH ∗c (X

′,3) dansH ∗c (X,3) se factorise alors parH ∗c (U ∩ X). C’est clair si,
appliquant1.10, onremplaceH ∗c par l’homologieH∗, le morphisme de Gysin de-
venant une image directe en homologie. En effet,X ′ est au bord deU, dans une
partie de la frontière deU, à savoirH ∩X, où l’adhérencēU deU est une variété
à bord. Ceci permet de pousser tout cycle tracé surX ′ dans l’intérieur deU.

Comme précédemment, l’image deH ∗c (U ∩X) dansH ∗c (X) est contenue dans
la somme desh∗c(B) pourB ∩ U 6= φ, donc a une projection nulle surh(A).

3.4. Reste à traiter du cas oùA est le plus petit élément deV, oùA ∩ V ′ 6= φ
et où l’intersection deA etV ′ est transverse. Pour des espaces affinesV1 etV2,

un systèmeA1 de plats deV1 et un point 0 deV2, (V,V
′,A) est isomorphe à

(V1×V2,V1× {0}, {B ×V2 | B ∈A1}). SiX1= V1−
⋃A1, on aX = X1×V2,

X ′ = X1× {0}, le morphisme de Gysin est l’ isomorphisme de Künneth

H ∗c (X1,3)⊗H dimV2
c (V2,Z) ∼−→H ∗c (X,3).

Il envoie isomorphiquement chaqueh∗c(B1) surh∗c(B1× V2), par l’application in-
diquée en 3.2.

3.5. Considérons dualement le morphisme de restriction

H ∗(X,3) −→ H ∗(X ′,3). (3.5.1)

En terme des décomposition1.10indexée parA (resp.A′) H ∗(X,3) = ⊕
h∗(A)

(resp.H ∗(X,3) =⊕h∗(A′ )), 3.2 implique par dualité que les seules composantes
non nulles du morphisme de restriction (3.5.1) sont les

hA −→ hA′

pourA′ = A∩X ′, l’intersection étant transverse, et ils sont déduits par dualité de
(3.2.2).

4. Application au Cup-Produit

4.1. Soient(V1,A1) et (V2,A2) vérifiant les hypothèses de(1.11) etV l’espace
affineV1× V2. On reprend les notations de 1.11 pourV1 etV2 ainsi que pourV
muni de la stratification produit, de strates (resp. strates fermées) les produits de
strates (resp. strates fermées) deV1 etV2. PourV1 (resp.V2), ces notations seront
affectées d’un indice1 (resp. 2). L’ensemble ordonnéA+ s’identifie naturellement
au produit des ensembles ordonnésA+1 etA+2 et le diagramme

V V1× V2yϕ yϕ1×ϕ2

A+ A+1 ×A+2
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est commutatif. On suppose chaque strateA0 deVi munie d’un point marquéxA,
et on marque la strateA0 × B0 deV1× V2 par le point(xA, xB).

Prenons comme coefficients3 un anneau commutatif. La cohomologie deX =
X1×X2 est donnée par la formule de Künneth, qu’il nous sera commode d’écrire
dans la catégorie dérivée. Seul importe le cas3 = Z, le cas général s’en dé-

duisant par une extension des scalaires
L⊗
Z
3 (produit tensoriel dérivé). Avec les

notations et sous les hypothèses de 1.6, l’isomorphisme (1.6.7) se précise en un
isomorphisme dans la catégorie dérivée⊕

i

R0{i}([i, ·],F )⊗ ori ∼−→R0c(T, ϕ
∗F ). (4.1.1)

La définition de la flèche est la même qu’en 1.6, et qu’elle soit un isomorphisme
résulte de 1.7.

Cas particulier: pourVi (i = 1,2),⊕
R0{A}([A,Vi ], jVi !3)⊗ or(A) ∼−→R0c(Xi,3) (4.1.2)

et de même pourV. Un avantage de la catégorie dérivée est que les formules de
Künneth prennent la forme simple que la cohomologie d’un produit est le pro-
duit tensoriel dérivé des cohomologies des facteurs. Les morphismes (4.1.2) sont
compatibles aux trois formules de Künneth suivantes: pour les [Ai,Vi ],

R0{A1}([A1,V1], jV1!3)
L⊗R0{A2}([A2,V2], jV2!3)

∼−→R0{A1×A2}([A1× A2,V ], jV !3); (4.1.3)

pour lesAi, or(A1)⊗ or(A2)
∼−→or(A1× A2) et pourX1×X2. Le diagramme

(R0{A1}([A1,V1], jV1!3)⊗ or(A1))
L⊗
3

(R0{A2}([A2,V2], jV2!3)⊗ or(A2)) −→ R0c(X1,3)
L⊗
3

R0c(X2,3)

↓∼ ↓∼
R0{A1×A2}([A1× A2,V ], jV !3)⊗ or(A1 × A2) −→ 0c(X,3)

(4.1.4)

est commutatif. La décomposition (4.1.2) deR0c(X,3) est donc simplement le
produit tensoriel dérivé des décompositions (4.1.2) des facteursR0c(Xi,3) (i =
1,2). Passons au dual, notéD(· · · ) := RHom3(· · · ,3). Sous des hypothèses de
finitude vérifées ici, c’est dans la catégorie dérivée une opération involutive com-
mutant au produit tensoriel, et la dualité de Poincaré dit queR0(Xi,3) est le dual
deR0c(Xi,3), tordu par or(Vi):

R0(Xi,3) = D(R0c(Xi,3))⊗ or(Vi).

De même pourX.
L’isomorphisme (4.1.2) se dualise donc en un isomorphisme

R0(Xi,3)
∼−→

⊕
D(R0{A}([Ai,Vi ], jVi !3))⊗ coor(A)
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et, par compatibilité entre formule de Künneth et dualité de Poincaré, le dia-
gramme

R0(X1,3)
L
⊗
3

R0(X2,3) −→ (D(R0{Ai }([Ai,Vi ], jV 1!3))⊗ coor(A1))⊗ (D(R0{A2}([A2,V2], jV2!3))⊗ coor(A2))

↓ ↓
R0(X,3) −→ D(R0{A1×A2}([A1 × A2,V ], jV !3))⊗ coor(A1 × A2))

est commutatif. L’isomorphisme en seconde colonne, est le produit tensoriel d’un
isomorphisme coor(A1× A2) = coor(A1) ⊗ coor(A2) avec l’isomorphisme dé-
duit par dualité de (4.1.3).

4.2. Soit maintenant(V,A) comme en 1.11 et supposons vérifée l’hypothèse de
connexité (CONN) de l’introduction. On appliquera 4.1 àV × V. Le cup-produit
en cohomologie est le composé du produit externe déduit de l’isomorphisme étudié
en 4.1,

R0(X,3)
L⊗R0(X,3) ∼−→R0(X ×X,3)

et de la restriction à la diagonale

1∗ : H ∗(X ×X,3) −→ H ∗(X,3).

Celle-ci est la restriction au sous-espace diagonalV deV ×V ; c’est un cas parti-
culier de (3.5.1). D’après (4.1.4), le produit externe envoieh∗c(A1)⊗ h∗c(A2) dans
h∗c(A1×A2). QueA1×A2 coupe transversalement la diagonale équivaut à ce que
A1 etA2 se coupent transversalement dansV. D’après 3.5, les seules composantes
non nulles du cup-produit sont donc les composantes

h∗(A)⊗ h∗(B) −→ h∗(C) (4.2.1)

pourC = A∩B, cette intersection étant transverse. Dans ce cas, (4.2.1) est déduit
du dual de l’isomorphisme (4.1.3) et du dual de

α∗ : R0{C}([C,V ], jV !3)→ R0{(A,B)}([A,V ] × [B,V ], j(V,V )!3)

pourα : [A,V ] × [B,V ] → [C,V ] l’intersection.

Remarque 4.3. SoientV un espace affine surk algébriquement clos etA,A+, X
comme en1.14. Les arguments utilisés en 2.2 se transposent tels quels au cas de
la cohomologiè -adique. Par contre, 3.3 pose problème. En conséquences nos
arguments ne déterminent pas le cup-produit en cohomologie`-adique. Nous con-
jecturons qu’il reste donné par les mêmes formules 4.2.
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