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0. Introduction

Soit X le complément dans un espace affine féel'un ensemble localement fini
E de sous-espaces affines propresidé.es platsde E sontV et les intersec-
tions non vides d’éléments d&. Dans [GM] (partlll), Goresky et MacPherson
appliquent la théorie de Morse a une fonction “distaneg & V" pour (a) dé-
composer 'homologie d& en facteurs indexés par les plats et (b) donner une
description combinatorie de chaque facteur. Au 81, nous retrouvons ces résultats
par des techniques faisceautiques. Elles mettent en évidence de quoi dépend la
décomposition de [GM], et s’appliquent aussi a la détermination de la cohomolo-
gie ¢-adique du complément d’une famille finie de sous-espaces affines dans un
espace affine sur un corps algébriquement clos.

Par dualité, ces résultats en homologie se transposent en cohomologid& Pour
fini, on a une décomposition indexée par les plats

H*(X) = P n(A). (0.1)

Soit cool(A) le Z-module libre de rang 1, de bases les coorientations d& dans
V, et mettons-le en degré codim): on a

coor(A) = H;(V, Z). (0.2)

Le facteur direct:*(A) est le produit tensoriel de coot) par un groupe ne dépen-
dant que de la combinatoire de I'arrangement, i.e., que de I'ensefrildes plats,
ordonné par inclusion. La décomposition (0.1) dépend du choix pour chaque plat
A d’un point

xpeA’i=A— U{plats plus petits

Seule importe la composante connexeAfeoll se trouver,. En particulier, si
I'hypothése de connexité (CONN) suivante est vérifiée, la décomposition (0.1) ne
dépend d’aucun choix.

Si un platB est contenu dans un plat,

A = B ou dim(A) —dim(B) > 2. (CONN)
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Au 84.2, sous I'hypothése (CONN), nous calculons le cup produlf 4ex),
en terme de la décomposition (0.1). Le point essentiel est que la composante
h(A) ® h(B) — h(C) du cup produit ne peut étre non nulle que p6u= AN B,
l'intersection étant transverse. Nous le montrons en interprétant le cup produit
comme le produit externe suivi d’une restriction a la diagoXale- X x X, eten
traitant cette restriction comme un cas particulier d’'un morphisme de restriction
H*(X) > H*(X'), pourX’ = V' N X latrace deX sur un sous-espace affine.

Sous I'hypothése (CONN), il résulte de ce calcul que I'algébre de cohomologie
H*(X) ne dépend aisomorphisme unique prés que des données (a) a (d) suivantes:

(a) 'ensembled™ des plats, ordonné par inclusion;

(b) lafonctionA — codim(A);

(c) pour chaque plat, le Z-module libre de rang 1 cood);

(d) pourC = inf(A, B) et codimC) = codim(A) + codim(B) (i.e., pour
une intersection transvers€ = A N B), lisomorphisme naturel de
Ccoor(A) ® coor(B) avec coo(C).

M. de Longueville et C. Schultz ont indépendamment déterminé I'algébre de
cohomologie entiere du complément d’un arrangement central vérifiant (CONN)
[dS]. Voir aussi [FZ].

REMERCIEMENTS. Notre intérét a été attiré sur ces questions par le preprint [Y]
de Yuzvinsky. Dans le cas des arrangements complexes, Yuzvinsky détermine a
isomorphisme pres, a I'aide des résultats de Morgan [M], I'algébre de cohomolo-
gie rationnelle du complément d’un arrangement.

1. Décomposition de la Cohomologie

1.1. Nous prendrons la notation de stratification au sens faible suivanstrate
ification d’'un espace topologiquE, indexée par un ensemble ordonné finest
une décomposition indexée padeT en parties non vides disjoint8s lesstrates,
telle que pour tout dans!/ la réunion?; := [ J,_; S; soit fermée. Led; sont les
strates fermeedNoter quei < j si et seulement &; C 7;, et que lesl; détermi-
nent less; par

Si=T, -1 (11.2)

J<i
Soit ¢ I'application deT dans/ valanti surS;. Si I est muni de la topologie

pour laquelle I'adhérence d’un poinest l'intervalle

[Lil={jlJj =i},
dire que ledl; sont fermés équivaut a dire que 'applicatiprst continue.
1.2. On notera encorkla catégorie d'objets les éléments Heavec une fleche
dei aj pouri < j.
Chaque point de I'espace topologiquEa un plus petit voisinage: I'intervalle
[i,-]:={j | i < j}. PourF un faisceau suf, la fibre 7; de F eni coincide
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donc avecF([i, -]). Pouri < j, larestriction def, -] a [/, -] est un morphisme
de F; dansF;, et cette construction identifie faisceaux de groupes abéliens sur
et foncteurs dé dans(Ab).

Si I a un plus petit élément 0, le fonctell(/, F) = Fo est exact et legl’
supérieurs sont nuls. Sia un plus grand élément 1, tout faisceau constant est
flasque et se&l’ supérieurs sont donc nuls: I'espatestacyclique,i.e., sa co-
homologie a coefficients constants est celle d'un point.

Autre Preuve.Calculant la cohomologie par la résolution flasque canonique, on
vérifie que la cohomologie a coefficients constantd dmincide avec celle de
I'espace classifiant/| de la catégorid. En particulier, elle est la méme polir

et pour! muni de I'ordre opposé, et on a déja vu que tbutyant un plus petit
élément est acyclique.

LEMMA DE DEVISSAGE 1.3.  SoitC une classe de faisceaux surSiC contient le
faisceau, contient tout faisceau constant sur un ferfné] prolongé par0 sur

I et si pour toute suite exacte coulle—> F; — F, — F3 — 0 de faisceaux
sur I, si deux desF; sont dang’, le troisieéne 'est aussi, alor€ contient tous les
faisceaux sui.

Preuve.On procéde par récurrence sur le nombre d’éléments Beuri: J —

I un fermé del distinct del, appliquant I'nypothése de récurrence a la classe
des faisceaux suf tels quei, F soit dansC, on voit que tout faisceaux de sup-
port# I estdan€. Si I estvide, le lemme est clair. Sinon, soienmin élément
maximal del et j I'inclusion de{x} dansl. Prenant pourF; (resp.F2, F3) un
faisceau constant sy} (resp. [, x], [-, x[) prolongé par zéro, on voit que pour
tout groupe abélien, ji A est dang”. PourF surl, on conclut en observant que
le support deF /i j*F est contenu dans le fernié— {x}. O

ProrosiTiON 1.4.  Siles strates fermées sont acycliques, alors, pour tout faisceau
Fsurl,ona
H*(I,F) = H*T, ¢*F). (1.41)

Preuve.Si F est un faisceau constant sur un fermé][ prolongé par zéro sur,
@*F est constant suF;, prolongé par zéro suf, et (1.4.1) résulte de ce que{]
et T; sont acycliques.

Le cas général en résulte par dévissage: powr F; — F, — F3 — 0 une
suite exacte courte de faisceaux gules deux membres de (1.4.1) donnent lieu a
suite exacte longue de cohomologie, et si (1.4.1) est un isomorphisme pour deux
desF;, il I'est donc aussi pour le troisieme. On conclut par 1.3. O

REMARQUE 1.5. Si|/| est'espace classifiant de la catégdrien définit une ap-
plication continue de/| dans/ en envoyant l'intérieur du simplexe| ..., i,]

(ip < i1 < --- < I,) Suri,. Par cette application, I'image inverse dei] est

[, i]], un cone de sommeét L'hypothése de 1.4 est donc vérifiée et prenant pour
F un faisceau constant, on retrouve dquet|/| ont méme cohomologie.
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1.6. Supposong localement compact, séparé et dénombrable & I'infini, et que
les strates fermée® sont des variétés (sans bord) acycliques. Etant acycligue,
est orientable et connexe.

Pour toute variété orientable et connékenotons orV) le Z-module gradué
libre de rang un, purement en degré di, de générateurse correspondant
aux deux orientations dé Pour tout groupe abélien et tout pointx € V,

A®or(V) = H(V,A) = HI™V(V, A), (1.6.1)
et, siV est acyclique, la dualité de Poincaré donne
A®or(V) = HXV,A). (1.6.2)

Ecrivons simplement @pour on7;).
Choisissons dans chaque strateun pointx;. Pour tout faiscealF sur/, on
dispose d’'une image inverse en cohomologie a support

¢ Hiy ([ 1. F) — H ( s w*f>- (16.3)
i<j

Noter queU; := [J,; S; estun ouvert d&, et ques; est fermé dan#;. On dis-
pose d’un cup-produit

H (U, ¢*F) ® H{', (51, Z) — H}, (Ui, 9" F). (1.6.4)

Dans le langage des catégories derivéEs(U;, ¢*F ) est un Homi, dansD (U;),
deZs, dansg*F, H{\ ,(S;, Z) est un Hom de Z,,, dansZs,, et le cup-produit
est simplement la composition. Le composé

H (Ui, 9" F)®or; —> H[' (U, 9" F) — H} (Ui, 9" F) (1.6.5)
! 16.4 !
ne dépend que de la composante connexg; dians laquelle se trouvg. On a
en effet une factorisation via le produit tensoriel p&I (U;, ¢*F ) du morphisme
or; = Hi (S, Z) — H}(S:, 7).

Composant (1.6.3) et (1.6.5), on obtient des morphismes

Hyy([i, -], F)®or, — HX(U;, 9" F) (1.6.6)
qui, composeés aveld *(U;, ¢*F) — HX(T, *F), donnent
@ Hy (i 1. F) @ or, — HX(T. ¢ F). (L.6.7)

l

THEOREME 1.7. Avec les hypothéses et notations de 1.6, le morph{si®&)est
un isomorphisme.

Preuve.Pour 0— F; — F, — F3 — 0 une suite exacte courte, les deux mem-
bres de (1.6.7) donnent lieu & une suite exacte longue de cohomologie. Appliquant
1.3, on se raméne a vérifier (1) pour F = A[. ;1: le faisceau constant sur un

fermé [, i], prolongé par O sufr.
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CalculonsH ([ j, -], Ar.ip)- Sij n'est pas< i, Ap; estnulsurf, ]eton
trouve 0. Supposons qye< i. On dispose d’une suite exacte longue
— H(J. ] Ay — H*(J, L Ary) — H*AJ L Apig) —

Pourj < i, tant[j, i] que]j, ] sont acycliques, e’ ([ j, i]. A) = 0. Pouri =
J1iskl = ¢, [j.i] = {j} etH,{j}, A) = A endegré 0. L'application (1.6.7)
se réduit donc a l'isomorphisme (1.6.2) pdur O

CoroLLAIRE 1.8. Avec les hypothéses et notations de 1.6, supposonsajtien
plus grand élémert et soitS; la strate correspondante. Soieptl'inclusion de
{1} dansI et j1, A le faisceau constamt sur I'ouvert{1}, prolongé par zéro suf.
Alors, le choix d’'une composante connexe de chawfinit un isomorphisme

P Hi;y([i. 10, juh) ® or; => H(S1, A). (1.8.1)

l

Preuve.Soit j I'inclusion de S; dansT. L'image inverse dei; A surT estjiA:
le faisceau constamt surS;, prolonge par 0 suf. On a

H*(S1, A) => HXT, jiA)

et 1.8 résulte de 1.7 appliquéjaA. O

ConsTRUCTION 1.9. Soient/ un ensemble ordonné fini ayant un plus grand élé-
mentl et j; I'inclusion de I'ouvert{1} dans/. On a
A endegréd  sii=1

H{’;}([i, 1, juA) = { ﬁ*fz(]i,l[, A) sinon.

Si i, 1] est vide, la cohomologie réduifé* estA en degré-1.

ConsTRUCTION. Le casi = 1 est clair. Supposons que< 1 et posonsF =
JuA. Les HP([i, 1], F) sont alors tous nuls. $i > 0 parce quei[ 1] a un plus
petit élément, sp = 0 parce queF ([i, 1]) = F; = 0. La suite exact longue

— H{’f}([i, 1, — H*([i,1],) — H*(Qi,1],") —
se réduit donc pouf a un isomorphisme
9 HP(1i, 1], F) = H (0,10, F). (1.9.1)

Soit Ay qf le faisceau constamt sur le fermé §, 1[ de J, 1], prolongé par zéro
sur ], 1]. L'espace, 1] étant acyclique (cai ]1] a un plus grand élément), la suite
exacte longue de cohomologie défine par la suite exacte courte
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O—->F—=>A—>Ay—0
de faisceaux sut ]1] se réduit a un isomorphisme
a: HP()i, 1], A) => H"*Y(i, 1], F). (1.9.2)
L'isomorphisme de 1.9 est le composé (1.9(1)9.2).

1.10. VarianTEs. Homologie et cohomologie dy.

Si V est une variété orientée purement de dimenside cap-produit avec la
classe fondamentale est un isomorphisme de la cohomologie a support compact
deV avec I'homologie d&/:

H(V,A) = H,_(V, A).

Sous les hypothéses de 1.8, et a une renumérotation et a un twis{ papogs,
(1.8.1) calcule donc aussi I’homologie g

Le résultats obtenus en cohomologie a support compact ou, ce qui revient ici au
méme, en homologie, fournissent par dualité (entre homologie et cohomologie, ou
de Poincaré entre cohomologie et cohomologie a support compact) des résultats
analogues en cohomologie.

Pour la cohomologie a coefficients dans un carpsn a simplement

H' = Hom(H;, k)

(resp.H' = Hom(H"~', k)), et ces espaces vectoriels sont dans notre cas de di-
mension finie. Le méme énoncé vaut péut Z/NZ. PourA fini, de Q/Z-dual
A, on ade méme

H'(-, N) = Hom(H;(-, A), Q/Z)

(resp.H'(-, A') = Hom(H"'(-, A), Q/Z)). Plus généralement, on peut utiliser
la dualité de Pontrjagin, a valeurs dahsZ.

Une autre méthode, pour de type fini surzZ, est de travailler systématique-
ment dans les catégories dérivées, prenant pour coeffigiantobjet deD?(Z) a
cohomologie de type; fini s#. Si A’ estle duaR Hom(A, Z) de A, on a encore

RT(S1, A') = HOM(RT (81, A), Z) ® or(T).

NotatioN.  Nous noteron#; (i) les groupedi;, ([i, 1], 7) ® or; qui apparais-
sent dans la décomposition (1.8.1)H&(S1, A). Les facteurs des décompositions
correspondantes dg, (51, A) et H*(S1, A) seront noté&, (i) eth*(i).

Le Z-module gradué libre de rang un de coorientationTdelans T, noté
coor(T;), ou simplement cogrest défini par

or(T;) ® coor(T;) = or(T).
Par dualité, on déduit de 1.8 et 1.9 que

A en degré zéro poui =
h*() = { g P L (1.10.0)

H.(i, 1, A)[2] ® coor;  sinon.
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En seconde ligne, on identifie “degré homologiqiiea “degré cohomologique
—p"pouri # 1,
h?(i) = Heodimr,)—p-2(1i, 1, A) ® coor,.

ExempLE 1.11. SoienfV dénoter un espace affine réel&un ensemble fini de
sous-espaces affinds# ¢, V deV, tel que si I'intersection de deux éléments de
A est non vide, cette intersection est dahssoit

AT = AU{V} et X::V—UA.

Nous appelleronst™ (resp..A) 'ensemble dewplats (resp.plats propre$ de
'arrangementA. Les plats sont les strates fermées d’une stratificatio, de-
dexée par 'ensembld* ordonné par inclusion. On noie V — A™ I'applica-
tion correspondante. On notera parfdfsla strate correspondant au pat

A= HA)=A - U{plats plus petit (1.11.1)
(cf. 1.1.2).

Les plats sont des variété acycliques. Appliquons 1.8: le choix dans chaque
strateA® d’un pointx 4 définit un isomorphisme

HI(X,A) = @ hX(A) (somme sur les plats), (1.12.2)
A

avechi(A) = Hj,,([A, V], jyiA) ® or(A), jy étantl'inclusion dgV} dansA™.

Dans [GM], Goresky et MacPherson obtiennent une telle décomposition de
I'hnomologie deX en appliquant la théorie de Morse a une fonction “distance a
vg € V". La structure Euclidienne d¥ et le pointvy sont choisis génériqguement,
au sens que:

(a) pour chaque plat, le point critique surA de la fonction distancé(vo, -),
i.e., le piedr, de la perpendiculaire abaisséewdesur A, est dansA?;

(b) les valeurs critiqueg(vo, x4) sont distinctes.

Noter que pour le plaY, xy = vo.

Soit B(r) la boule ouverte de centig et de rayonr. Munissons-la de la strati-
ficationinduite par celle deV, de strates fermées les traces Bur) des plats qui
rencontrentB(r). Les hypothése de 1.8 sont encore vérifées. Silefplaicontre
B(r), tout platB > A rencontre égalemeti(r), et le groupei’(A) est le méme
pour B(r) et pourV. Le diagramme

P rd) — Phea)
A

ANB(N#¢

lN l (1.11.3)

H.(XNB(r),A) — H(X,A)
est commutatif. Orientong, et identifions homologie et cohomologie & support
compact comme eth.10. Quandr, croissant, passe une valeur critigue :=
d(vo, x4), le groupe de Morse (en homologie) qui mesure le changement de



128 P. DELIGNE, M. GORESKY, & R. MACPHERSON

H.(B(ry—¢), A)aH,(B(ra+¢), A) est, d’apreg¢1.113), le groupé:(A). Notre
définition de I'application

h(A) — H*(X N B(ra +¢), A) — H*(X, A)

correspondant au choix de, comme point marqué dam® est inspirée par la
preuve, dans [GM], de ce que la fonction de Madgeo, -) est parfaite. La dé-
composition selonles plats @& (X, A) implicite dans [GM] coincide donc avec la
décompositiorfl.11.1) deH *(X, A), pour le choix des, comme points marques.

ExempLE 1.12. SiT est un ouvert convexe d&' et E un ensembile fini de traces
surT de sous-espaces affines, les intersectfons pour F C E qui sont non
vides sont les strates fermées d’une stratificatiol dérifiant les hypothéses de

1.8. Plus généralement, on peut prendre goune partie covexe d’unespace a
courbure négative et podr un ensemble de sous-espaces totalement géodésiques.

ExempLE 1.13. Dans les exemples 1.11%¥12 I'ensemble ordonné indexant les
strates est tel que siet j dans/ admettent un minorant, ils admettent une borne
inférieure inf(i, j). Ce n’est pas nécessairement le cas dans les applications de
1.8. Exemple:

<X

ou les strates fermées sont le disque ouvert, les deux codrbies et chacun des
deux points d’intersection.

ExempLE 1.14. Notre démonstration de 1.8 est faisceautique. Elle n'utilise pas
la théorie de Morse. Elle s’applique donc en cohomoldggelique. La seule dif-
férence est que pour une variété algébrique lisse et connexe de dimension
sur un corps algébriquement closle groupe o¢V) de 1.6 est a remplacer par le
module de Tat&,(—n) placé en degré2

SoientV un espace affine st .A un ensemble fini de sous-espaces affines, et
AT etX commeenlll. Ona

P Hiy (A V], inZo(—dim A)[-2dimA] => HX(X, Z,). (114.1)

Noter que lesA® étant ici connexe€1.14.1) nedépend pas du choix de points mar-
gués dans les strates.

Sik = C, la méme décomposition vaut en théorie de Hodge mixte: dans la
décomposition1.11.2) deH*(X, Z), le facteurk’(A) est purement de type de
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Hodge(dimc(A), dimc(A)). Dualement*(A) est purement de type de Hodge
(codim(A), codim(A)).

Dans le cas complexe, le cup produit est compatible a la structure de Hodge
mixte. Engéométrie algébrique, 'arrangemdrgeut étre défini sur un sous-corps
ko dek de type fini sur son sous-corps premier, le groupe de Galoi& &ab)
agit sur la conomologie et le cup-produit est compatible a I'action de Galois. Sous
les hypotheses ci-dessus et en cohomologie rationnelle @spohomologie),
la composanté*(A) ® h*(B) — h*(C) du cup produit ne peut donc étre non
nulle que pour codiriC) = codim(A) + codim(B).

2. Fonctorialité en IArrangement

21. SoientV, A, AT = AU{V}, X =V —JA, etyp: V — A" comme en
1.11. Soit4d’ C A vérifiant les mémes hypothéses gdiet notons par uhles ob-
jets correspondants. La stratification dedéfinie parA raffine celle définie par
A':sia: AT — AT attache a un plat dd le plus petit plat ded’ le contenant,
le diagramme
V ’
‘/"/ \(ﬂ
At S oAt
est commutatif. Noter que si les ensembles ordodiéet . A'+ sont vus comme
des catégoriesy est I'adjoint a gauche de l'inclusion incl d&'*+ dansA*. En
effet,
a(A) c A < A Cincl(4)).

Marquons chaque plat de A* par un pointr, € A (notation(1.11.1)), et mar-

quonsA’ dansA't parxa = xinci(a). Ces points définissent des décomposition
(L11.2) deH (X, A) et H¥*(X', A).

NotatioN. Ci-dessous, si un plat de At est dans4’", nous le noterongt’
quand il doit étre considéré comme un élémentie. Par exemple, I'intervalle
[A,V]de A" seranotéf’, V], et A’ estA — | J{plats deA’ plus petit.

L'inclusion deX dansX’ induit un morphisme
HXX,A) — HXX', A). (2.1.1)

PROPOSITION 2.2. S0itA un plat deA™.

(i) SiA n'estpasun platded'*, (2.1.1)est nul suri’(A).

(i) SiA estun platded't: A = incl(A’), le morphisme2.1.1)envoiei*(A)
danshf(A’). Le morphisme induit pa¢2.1.1)de #*(A) dansh}(A") est le
tordu paror(A) de

incl*: Hy([A, V], jniA) — Hiyy([A V] i A). (2.2.2)

Noter que inct(A) est réduit §A'}, et queji, A est l'image inverse suf, V]
de ji, A, de sorte que (2.2.1) est défini. Linclusion #e(resp.X’) dansV sera
notéejx (resp.jx/).
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Preuve dgii). Dans la définition du morphismigi(4’) — H*(X’, A), on inter-
préte H*(X’', A) commeH*(V, jxnA) et on prend le cup produit d'un élément
de

ory = H, (¢ %A, Z)

par une classe dais}, (¢’ ~X([A’, V]), jx1A). Puisqu’on en prend le produit avec
une classe a support dang elle n'importe que par sarestriction a un voisinage de
x4. Prenons pour voisinage I'ouveit := ¢~1([A, V]): le morphisme du*(A’)
dansH*(X', A) est déduit de

@™ Hiy,([A, V], jinA) — Hyo(U, jxnA).

Notons encore la restriction A, V] — [A’, V] dea a[A, V]. Limage inverse
de A’ dans A, V] est réduite &, eta induit

ot Hiy ([A, V], jinA) — Ha([A, V], &%, A). (2.2.2)

Le morphismex* est un isomorphisme: par la suite exacte longue de cohomologie
a support, il suffit de vérifier que pour tout faisceisur [A’, V], on a

H*([A,V],F) = H*([A, V], a"F),
H*(JA,V],F) = H*(JA, V], a*F).

C’est une application de 1.4, pourvu comme une stratification det[ V] ou
]A, V]: limage inverse de-[ x] est [, incl(x)], acycligue comme ayant un plus
grand élément.

Considérons le diagramme commutatif

H{Z}([A» V1], jviA) — H{Z}([A’ V1, Ol*j(,!A) <~ H{Zr}([A/, V1, j(/!A)

i ! v (2.2.3)

Hyan(WU, jxiA)  — Hyan)(U, jxnA).
Il définit un diagramme commutatif
h*(A) —  hiA)

! !

HXX,A) — HXX',A)

de premiere ligne le tordu par @f) de la premiére ligne de (2.2.3). Le comparé
a oincl est I'identité ded’*, et le diagramme commutatif

R incl T"‘C' /4
H{Z/}([A/’ V]5 J\//IA)

montre que cette premiere ligne coincide avec I'image inverse par incl utilisée dans
I'énoncé (ii).
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Preuve ddi) si| JA = | JA'. Sous I'hypothése qug) A =|JA,onaX = X'.
Nous montrerons plus précisément diféA) = O si le platA de A" n'est pas
dansA't. C’estclair sur l'interprétatiolil.10) deh*(A) comme groupe de Morse:

le “point critique” correspondant A est superflu, son passage ne correspondant
pas a un changement de la topologieXden B(r). Autre preuve:l'image inverse
deV para: [A, V] — [A, V] estréduite & et par (2.2.2)h%(A) — h’(A’) est

un isomorphisme. Du diagramme commutatif

Priay —  Phia
A A’

~\¢  ~
HX(X, A)
résulte alors qué’(A) = 0 pourA dansA et non dans4'.

Preuve dei)siA # V etA ¢ [ JA. Onap~Y(A) Cc X'. Le diagramme
Hiy([A, V], jyiA) ® or(A) — H, ([A, V], A) ® or(A)

! !

H (X, A) — HX(X', A)
est commutatif et/ ([A, V], A) = 0, [A, V], et]A, V] étant tous deux acy-
cliques.

Preuve de(i), Cas Général. Soit A” I'ensemble des plats dd contenus dans
JA. OnaAd c A" C Aetil suffet de traiter séparément des inclusionsdde
dansA” et deA” dansA, toutes deux conséquences des cas déja traités.[]

2.3. Supposons que I'arrangemetwérifie I'nypothése de connexité (CONN)

de 'introduction. Soien# un plat,x, un point de la stratd® correspondante et

U une boule ouverte de centrg, assez petite pour ne recontrer d’autres plats que
ceux qui contiennerd. Comme on I'a vu ed.12, onpeut appliquer 1.8 &, muni

de la stratification induite pad, indexée par4, V]. LinclusiondeU —J[A, V]
dansV —J[A, V]estune équivalence d’homotopie et, par 2.2, on a un diagamme
commutatif

D r®  — PhB — D h®

Be[A,V] Be[A,V]
l l l (2.3.1

HXU —-U[A,V],A) — HXX,A) — HXV —-UIA, V], A).
Le morphisme composé en seconde ligne est un isomorphisme, faisant de
H*(U — UI[A, V]) un facteur direct dg4*(X, A), et I'idempotent correspon-
dantp, s'identifie par 2.2 a la projection d@ ;. 4+ 1(B) sur la somme partielle
EBBE[A,V] h(B). Les idempotentp, (A € A™) définis par la seconde ligne de
(2.3.1) commutent donc entre eux. lls permettent de retrouver le décomposition
de H*(X, A) indexée par les plats. La décomposition dualéfdéX, A) peut de
méme étre reconstruite a partir des idempotents définis par
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H*(V = JIA.V]. A) > H*(X, A) — H*(U = [ J[A. V]. A).

de composé un isomorphisme.

3. Restriction a un Sous-espace Linéaire

3.1. Reprenons les notatiolis A, A*, X, etp: V — At de 1.11. Soien¥’ un
sous-espace affine denon contenu danis) A, A’ 'ensemble des intersections
non vides d&/’ avecunplad e 4, etX' := V' — [ J A" = X N V'. Choisissons
une coorientation d&’ dansV. Elle définit un morphisme de Gysin

H*(X', A) — H*(X, A). (3.1.1)

THEOREME 3.2. Supposons qué/, A) et (V’, A’) vérifient I'hypothése de con-
nexittCONN. Alors, pourA dansA et A’ dansA’, la composante

h*(A") — h*(A) (3.2.1)

du morphismé3.1.1),dans les décompositioifk11.1) ,ne peut étre non nulle que
SiA’ = ANV’ etque l'intersection dd etV’ esttransverse. Dans ce cas, le choix
de la coorientation d&/’ dansV définit un isomorphisme: or(A’) => or(A),
'application “trace surV'": «: [A, V] — [A’, V'] est injective, e{3.2.1)est le
produit tensoriel de avec

o H{Z/}([A/v V/]a jV’!A) - H{ikA}([A» V]v ]V'A) (322)

SoientA dansA, A, :=[A, V] C A, X4 :=V —J A, A, 'ensemble des in-
tersections nonvides d& avecunplaB e Ay etX, =V —JA, = V' NX4.
Le groupen’(A) est le méme pouiV, A) et pour(V, A4). Le diagramme

HXX',A) — H*X,A) — h*(A)

! ! !

HX(X), A) — HXXa, A) — hi(A)

est commutatif. Pour le carré de droite, appliquer 2.2. La premiére fleche verticale
a été calculée en 2.2. Il reste a calculer la fleche composée en deuxiéme ligne. En
d’autre termes, pour calculéf*(X’, A) — h*(A), nous nous sommes ramenes

au cas oW est le plus petit élément dé.

LEmMa 3.3. Si A est le plus petit élément dé et que l'intersection det et V'
est vide ou n’est pas transverse, I'application compagéex’) — HX(X) —
h(A) est nulle.

Preuve.Choisissons une structure Euclidienne.ASet V'’ sont disjoint, poue
assez petit, 'ensemblg des points d& a distance< ¢ de V' est disjoint deA.
Le morphisme de Gysin se factorise @@f(U N X', A). Appliquant (1.8) &U,
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muni de la stratification induite par celle fieon voit queH *(U N X, A) s’envoie
dans@mu#(p h(B) C HX(X, A), donc a une projection nulle su(A).

Si A rencontreV’ et que I'intersection est non transverse, il existe un hyperplan
H contenanti etV’. SoitU un des deux demi-espaces définisfat application
de HX(X', A) dansH}(X, A) se factorise alors pail *(U N X). C’est clair si,
appliquantl.10, onremplaceH * par 'homologieH,., le morphisme de Gysin de-
venant une image directe en homologie. En effgtest au bord dé/, dans une
partie de la frontiére d&, & savoirH N X, ol I'adhérencd/ deU est une variété
a bord. Ceci permet de pousser tout cycle tracésutans l'intérieur ddJ.

Comme précédemment, I'image 86 (U N X) dansH*(X) est contenue dans
la somme des’(B) pourBN U # ¢, donc a une projection nulle sucA). O

3.4. Reste a traiter du cas dlest le plus petit élément dé cuA NV’ £ ¢

et ou l'intersection ded et V' est transverse. Pour des espaces affifiest V5,

un systémed; de plats deV; et un point 0 deV,, (V,V’, A) est isomorphe a

(V1 x Vo, Vi x {0}, {BxVy|B EA]_}). Si X1=Vi— UA]_, onaX = X; x Vy,

X’ = X1 x {0}, le morphisme de Gysin est I'isomorphisme de Kiinneth
H*(X1, N) @ HI™V2(V,, Z) = HX(X, A).

Il envoie isomorphiquement chagh(B1) surk’(B1 x V), par I'application in-
diquée en 3.2.
3.5. Considérons dualement le morphisme de restriction

H*(X,A) — H*(X', A). (3.5.1)
En terme des décompositidriOindexée patd (resp.A’) H*(X, A) = EBh’(“A)
(resp.H*(X,A) =P hisn), 3.2 implique par dualité que les seules composantes
non nulles du morphisme de restriction (3.5.1) sont les

]’lA — hA/

pourA’ = AN X', 'intersection étant transverse, et ils sont déduits par dualité de
(3.2.2).

4. Application au Cup-Produit

4.1. Soient(Vy, A;) et(Va, A») vérifiant les hypothéses d&.11) etV I'espace

affine V1 x V,. On reprend les notations de 1.11 pdgyret V, ainsi que pouV

muni de la stratification produit, de strates (resp. strates fermées) les produits de
strates (resp. strates fermées)dest V,. PourV; (resp.V,), ces notations seront
affectées d’unindice 1 (resp. 2). L'ensemble ordadriés’identifie naturellement

au produit des ensembles ordonv&set. A} et le diagramme

V — VixV,

lw lwlxwz
At — A7 x A
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est commutatif. On suppose chaque stegtele V; munie d’un point marqué,,
et on marque la straté® x B® de Vy x V5 par le point(x4, x3).
Prenons comme coefficientsun anneau commutatif. La cohomologiexie=
X3 x X, estdonnée par la formule de Kiinneth, qu’il nous sera commode d’écrire
dans la catégorie dérivée. Seul importe le sas= Z, le cas général s’en dé-

. . L . . L
duisant par une extension des scala®eA (produit tensoriel dérivé). Avec les
Z

notations et sous les hypothéses de 1.6, I'ilsomorphisme (1.6.7) se précise en un
isomorphisme dans la catégorie dérivée

@ RU ([, 1. F) ® o, <> RTU(T, ¢ F). (4.1.1)

La définition de la fleche est la méme qu’en 1.6, et qu’elle soit un isomorphisme
résulte de 1.7.
Cas patrticulier: pouv; (i =1, 2),
B Ry ([A. Vi, jvaA) ® OF(A) => RT(X;, A) (4.12)

et de méme pouv. Un avantage de la catégorie dérivée est que les formules de
Kiinneth prennent la forme simple que la cohomologie d’un produit est le pro-
duit tensoriel dérivé des cohomologies des facteurs. Les morphismes (4.1.2) sont
compatibles aux trois formules de Kiinneth suivantes: pourdgsi{],

L
RT3 ([A1 V], jvu A) @ RT (a4 ([A2, V2], jvaA)
- Rr[AlXAZ}([Al X AZa V]5 JVIA)7 (413)
pour lesA;, or(A1) ® or(Az) => or(A; x Ap) et pourX; x X,. Le diagramme

(RT{a ([As Vil it ) © OF(AD) & (RT ) ([A2: Vel i ) @ 0F(42) = RT.(Xa A) S RT, (Xa. &)
I~ I~
RTU(a;x 45 ([A1 X A2, V], jyiA) ® Or(Ay x A3) — (X, A)

(4.1.4)
est commutatif. La décomposition (4.1.2) BE€.(X, A) est donc simplement le
produit tensoriel dérivé des décompositions (4.1.2) des facfiyreX;, A) (i =
1,2). Passons au dual, nofd- - -) := RHom,(--- , A). Sous des hypothéses de
finitude vérifées ici, c’est dans la catégorie dérivée une opération involutive com-
mutant au produit tensoriel, et la dualité de Poincaré ditRDeX;, A) estle dual
de RT.(X;, A), tordu par o(V;):

RI(X;, A) = D(RIc(X;, A)) ® or(V;).
De méme pouk.
Lisomorphisme (4.1.2) se dualise donc en un isomorphisme

RT(Xi, A) = €D D(RT(4)([Ai, V], jviA)) © cOON(A)
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et, par compatibilité entre formule de Kiinneth et dualité de Poincaré, le dia-
gramme

L
RT(X1, A) ® RT(X2, A) — (D(RTa,)([A;, Vi]. jyuA)) ® COOM(A1)) ® (D(RT'(a,)([A2, V2], jvt A)) ® COON(A2))
A

\ 1
RI(X, A) — D(RT(a;x 45) ([A1 X A2, V], jy1A)) ® COON(A1 X A2))

est commutatif. Lisomorphisme en seconde colonne, est le produit tensoriel d’un
isomorphisme codqrd; x Az) = COOrNA;) ® COOr(A,) avec I'isomorphisme dé-
duit par dualité de (4.1.3).

4.2. Soit maintenantV, A) comme en 1.11 et supposons vérifée I'hypothése de
connexité (CONN) de I'introduction. On appliquera 4.¥ & V. Le cup-produit

en cohomologie estle composé du produit externe déduit de I'isomorphisme étudié
en4.l,

L
RI(X,A)® RT(X,A) = RT'(X x X, A)
et de la restriction a la diagonale
AN H* (X x X, A) — H*(X, A).

Celle-ci est la restriction au sous-espace diagbhaé V x V; c’est un cas parti-
culier de (3.5.1). D’'aprés (4.1.4), le produit externe envigiiel1) ® h*(A) dans
h¥(A1 x Az). QueA; x A coupe transversalement la diagonale équivaut a ce que
Aj et A, se coupent transversalement d&n®’apres 3.5, les seules composantes
non nulles du cup-produit sont donc les composantes

h*(A) ® h*(B) — h*(C) (4.23)

pourC = AN B, cette intersection étant transverse. Dans ce cas, (4.2.1) est déduit
du dual de I'isomorphisme (4.1.3) et du dual de

a*: RTcy([C, V], jyia) = RTya, 5y ([A, V] x [B, V], jv.vpA)
poura: [A, V] x [B,V] — [C, V] l'intersection.

REMARQUE4.3. Soien¥ un espace affine skmlgébriguementclos et, A*, X
comme erl.14. Les aguments utilisés en 2.2 se transposent tels quels au cas de
la cohomologief-adique. Par contre, 3.3 pose probleme. En conséquences nos
arguments ne déterminent pas le cup-produit en cohomdleggiéque. Nous con-
jecturons qu'il reste donné par les mémes formules 4.2.
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