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Fibrés Affines

ARISTIDE TSEMO

Introduction

On étudie les applications affines entre variétés affines, en particulier les fibrés
affines: ce sont les applications affines surjectives. La classification des applica-
tions affines est envisageable si on suppose que les fibres sont au moins homéo-
morphes entre elles. C’est par exemple le cas si I'espace source de I'application
est une variété affine compacte. Voici un exemple qui montre que la situation peut
étre beaucoup plus compliquée. Considérons une surjectii{ dansR?, sur
chaque fibre de la surjection, enlevons un sous-ensemble, on obtient ainsi une
application affine, telle que les structures topologiques de deux fibres distinctes
peuvent étre trés différentes. Il est donc difficile d’aborder le probléme de classi-
fication dans toute sa généralité, car on ne peut pas préciser les données a partir
desquelles se fera la classification. Dans les cas que nous considérons, les fibres
d’'un fibré affine sont des variétés différentiables, deux a deux homéomaorphes,
dont les structures affines peuvent étre différentes bien qu’elles aient la méme
holonomie linéaire.

Sile second groupe d’homotopie de la base d’un fibré affine a espace total com-
pact est nul (c’est le cas si elle est compléte), la suite exacte de Serre montre que
le groupe fondamental de I'espace tata{M ), est une extension de celui de la
baser,(B), par celui de la fibrery(F).

PosonsR”*+! = R™ @ R/, et notons Af{R™, R) le sous-groupe des automor-
phismes affines d&”*! dont la partie linéaire fix&', ets la surjection canonique
deR™+ dansR”. Il existe une applications’: Aff (R”, R!) — Aff (R"), y —
s'(y)(x) := s(y (x,0)). Notons Aff; (R™, R") le sous-groupe de AfRR™, R') qui
se projette suR™ en l'identité.

On en déduit le probléeme algébrique suivant analogue au notre: étant donnés
deux groupesri(B) et m1(F), deux représentations affines respectivement de
71(B) dans Aff(R™), et der1(F) dans Aff (R™, R!). Classifier tous les dia-
grammes commutatifs suivants

1 — m1(F) —_— (M) — m(B) — 1

| l l

1 — Aff;(R™" R) —> Aff (R™ R!) —> Aff (R") — 1,
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ou la premiére suite horizontale est exacte, sous la relation d’équivalence suivante:
Soient 1— m(F) — m1(M;) — m1(B) — 1, i = {1, 2} deux suites exactes as-
sociées a deux diagrammes du type précédent. Ces diagrammes sont équivalents
si et seulement si les extensions sont isomorphes et il existe une transformation
affine de Aff(R”, R!) qui conjugue la représentation(M,) — Aff (R”, R!) en

la représentation; (M) — Aff (R™, RY).

La donnée d’un fibré affine induit une déformation de la structure affine d’'une
fibre paramétrée par la base. SoiEnin groupe de type fini, & un espace vec-
toriel muni d’une action linéaire dE. L'approche de ce probléme pose celui de
déterminer la structure de I'ensemble (ou d’un de ses ouverts (voir [G3, p. 178]))
des orbites des éléments #&(T, E) sous I'action d’un groupe de gauge. Des
hypothéses faites sur la structure de cet espace des modules par exemple, qu'il est
une variété algébrique rendant algébrique la projectio®/&@, E) sur lui, en-
traine que les fibres sont des variétés affines isomorphes entre elles si la base est
une variété affine compacte et compléte.

On démontre aussi que les fibres d’un fibré affine dont I'espace total est une vari-
été affine compacte et compléte, et le groupe fondamental d’une fibre est nilpotent
sont isomorphes entre elles.

On classifie les fibrés affines a espace total compact dont la développante est
injective et tels que le fibré relevé sur le revétement universel de la base est un pro-
duit affine, plus généralement, on classifie les fibrés affines & espace total compact
et complet. Les invariants déterminés dans le premier cas sont plus intrinseques a
la géométrie affine que ceux du second cas.

Dans [T5] on donne une nouvelle classification des fibrés affines a espace total
compact et complet en utilisant la théorie des gerbes.

Une question importante est de savoir dans quelle mesure la classe d’isomor-
phisme d'un fibré affine peut déterminer celle de son espace total en tant que vari-
été affine. Soieny; et f, deux fibrés affines d’espace total compact (de méme
dimension) au-dessus d’'une méme b@sevs). On suppose queB, Vi) ne peut
avoir de feuilletage affine a feuilles compactes, et en outre que la dimension des
fibres def; et f, est strictement inférieure a celle Bell est facile de prouver que
tout isomorphisme affine entre les espaces totghde 1>, est un isomorphisme
de fibrés affines. Les classes d’isomorphismes de ces fibrés affines, déterminent
les classes d’isomorphismes de leurs espaces total en tant que variétés affines. Les
variétés affines de dimension 3 dont le groupe fondamental n’est pas polycyclique,
et les variétés de Hopf ne peuvent avoir de feuilletages affines a feuilles compactes.

1. Généralités

Une variété affiné M, V,,) de dimensiom:, est une variété différentiable, de
dimensionn, munie d’'une connexiorV,, dont les tenseurs de courbure et de
torsion sont nuls. La connexiovy, définit surM un atlas (affine) dont les fonc-
tions de transitions sont des restrictions d’éléments deR&ff. Soient(M, Vi)

et (M’, V) deux variétés affines dont les structures affines sont respectivement
définies par les atlas affingg;, ¢;) et (U_/, ¢]f,).
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Une application différentiablg, de (M, Vy,) dans(M’, Vy,), est affine si et
seulement squ’ o flu o ¢; L est affine. On note ApM, Vy,), (M', V) I'en-
semble des applications affines ¥, Vi,) dans(M’, V,,), et Aff (M, Vy,) I'en-
semble des automorphismes affinegtie Vvy,).

La structure affine deM, Vj,) se reléve sur son revétement univergelen une
structure affing M, @M) pour laquelle la projection revétememi; : (M, @M) —
(M, V) est une application affine. La structure affine deest définie par un
difféomorphisme local affin®,,: (M, V;;) — (R", Vo), 0l Vg est la connexion
standard d&®" définie par

VxY = DY(X);
X, Y sont deux champs de vecteursRIg et DY la différentielle dey.

La développante donne lieu & une représentatign Aff (M, Vy,) — Aff (R")
définie par le diagramme commutatif suivant:

(M, Vy) == (M,Vy)

o
RA Am(g) R",

ol g est un élément de A, @M). La restriction ded ;, au groupe fondamental
m1(M), de M, est la représentation d’holonontigy. La partie linéaird.(hy,), de
hy, estla représentation d’holonomie Iinéaire((zle, V).

SO|tf un eIementde Ap@M Vi), (M',V,,)), f se reléve en une application
afflnef M,V ) — M/, V/ ). Soit U un ouvert connexe d&f, sur lequel la
restriction de Ia developpante est injectivey| fw) o flu o Dy | pyy 0y €St Une

application afflne deDy, (U) — R, qui se prolonge en une application affine
fi: R" > R". Celle-ci vérifie

Dy o f = fio Dy.
L'application f donne lieu & un morphisme de groupés 71(M) — m1(M’)
défini par la relation d’équivariance

for=rFof.
On en déduit un morphismg; : hy (w1 (M)) — hy (r1(M')) tel que

Siocy = fa(y)o f1 (0.1)
si iy est injective. L'applicationf; transformeD,; (M) en un sous-ensemble de
Dy (M),

QuEsTION. Etant donnéeg, et f; telles quefy envoieDy, (M) dansDy, (M),
et frohy(y) = fr(hy(y)) o f1. A quelles conditions peut-on reconstruif®

La réponse a la question précédente est positiyg,siest injective.
L'exemple suivant montre que si on se donfiet f, vérifiant (0.1), il n'existe
pas toujours d’applicatiotf.
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MunissonsT 2 de la structure affine de Sullivan et Thurston [STh, p. 22].
Limage de la développante eBf = Vect(ey, e, e3) privé des axes de coor-
données, et I'holonomie est engendrée par deux applications diagonales dans ces
axes de coordonnées ayant des valeurs propres strictement positives. Le quotient
de Veciey, e2) — {Re; U Rey} par la restriction de I’holonomie est la réunion de
4 tores. On peut choisir pouf; la projection deR3 sur Veciey, ;) paralléle-
ment a Vecfes}, et f; la restriction de I'nolonomie a Ve@iy, e;). Il n'existe pas
d’application /' correspondante. Dans ce cAsn’est pas définie sur I'image de
la développante de la structure affineTfe

DErFINITION. (1) On appelle fibration affine une application affine surjective.

(2) Un isomorphisme affine entre deux fibrés affines de méme base est un iso-
morphisme affine entre leur espace total qui se projette sur leur base en une trans-
formation affine, autrement dit un isomorphisme qui envoie une fibre sur une fibre.

(3) Un feuilletage affine sur une variété affiod, V,,) de dimensiom, est un
feuilletage deV dont le relevé suM est I'image réciproque pab,, de la restric-
tion & Dy, (M) d’un feuilletage par sous-espaces affines paralléléde

REMARQUE. Le produit fibré de deux fibrés affines est un fibré affine.

ProrosiTiON 1.1 [T4]. Soit f une application affine, de source la variété affine
compacte et connex@/, Vi), alors la distributioanf ={vel,M/df(v) =

0} définit surM un feuilletageF/, dont les feuilles sont les fibres d’une fibration
affine.

La base de la fibration affine de la proposition précédente n’est pas forcément
'image de I'application. Si la source dg est compacte, I'image dg¢ est une
sous-variété affine avec éventuellement des points de self-intersections.

ProposiTiION 1.2.  Supposons qué est compacte, alors I'image ¢ea des points
de self-intersections si et seulement si la fonction qui a un paiet f (M ), asso-
cie le cardinal des composantes connexes de I'image réciproquéode /' n’est

pas constante.

Preuve.Supposons qug (M) a un point de self-intersection Le pointy est
contenu dans un ouvert de carte affirie tel que I'ensemble des points de self-
intersections dé/’ est une sous-variété affine. Sejtun élément d’'une com-
posante connex€;, de f ~X(y). Il existe un ouvert connex&; de M contenant
C;, tel quef(U;) estinclu dand’, et les ensembldg; sont deux a deux disjoints.
Choisissons un ouveWtinclu dansv’ tel quef ~1(V) estinclu dans I'union defs; .
Ceci est possible caif est compacte. Puisqueest un point de self-intersection,
il existe au moing, j tels que ding f(U;) N f(U;)) < dim f(U;). Les ensembles
FHfW) = fFWU) nV)et fHfWU) — f(U)) N V) sont disjoints. On en
déduit que pour tout point de( f(U;) — f(U;)) NV, le cardinal des composantes
connexes dg ~X(y;), est strictement inférieur a celui de celles fiet(y).

Pour tout pointy de f(M), on va notem,, le cardinal des composantes con-
nexes de I'image réciproque depar f. Supposons maintenant que la fonction
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y — n, n'est pas constante, ¢{M) n'a pas de point de self-intersection. SBit
I'ensemble des pointsde f(M), tels quen, est maximal. SZ ne contient pas
un point de self-intersection, alo# est ouvert dang'(M). Or Z est fermé car
M est compact. On en déduit q@e= f(M). Donc la fonctiorz — n, est con-
stante. Iy a contradiction. O

Un classique théoréme d’Ehresmann (voir [Gb]), affirme que toute submersion de

source une variété différentiable compacte est une fibration différentiable locale-

menttriviale. Une fibration affine d’espace total compdcest donc une fibration

localement triviale pour la structure différentiable. On nbtea fibre type. Dans

la suite, on supposera qyfeest localement triviale pour la structure différentiable.

Le feuilletageZ” se reléve suM, en un feuilletage? /. Ce dernier est le relevé

par Dy, d'un feuilletageD,, (F/) deRr" par des sous-espaces affines paralléles.
EcrivonsR” = R™” @ R/, ouR™ est un supplémentaire de la directidh des

feuilles deDy, (F7). Pour tout élément demy(M),

hM(V) = (Ay(x) + ay, By(y) + Cy(x) + dy)

Comme le feuilletage”/ n’a pas d’holonomie, pour tout élémeptde m1(F),
ona

hu(y) = (x, By (y) + Cy(x) +dy).

On en déduit que I'holonomie linéaire d’une fibre ne dépend pas de celle-ci.
Pour tout élément deRR™, I'application

mi(F) —> R!
y = C,(x)+d,

est un 1-cocycle pour I'action de I'holonomie linéaire d’une fibre. Notdn$ sa
classe de cohomologie. Onendéduitl’existence d’une application affiké —
HY(71(F), R") qui ax associe (x), H*(w1(F), R!) est lex groupe de cohomolo-
gie demy(F) relatif & I'action de I’holonomie linéaire d'une fibre. Si la base est
compléte, alors I'image deest un sous-espace affine.

Si les fibres sont compactes et complétes, alors I'image dst contenue
dans la sous-variété algébriqie de H(w1(F),R"), définie parL = {c €
HY(71(F), RY/Alc # 0} (voir [FGH, Thm. 2.2]).

Il existe une variété affinéM, v,,) compacte, incompléte, et de dimension 3,
telle queA3cy, # 0 (voir [G1]).

L'exemple suivant largement inspiré de [FGH, pp. 510-511], montre que deux
fibres distinctes d’un fibré affine dont les fibres sont compactes peuvent étre des
variétés affines qui ne sont pas isomorphes. Sait réel, considérons le sous-
groupeG/,, de Aff(R®), dont tout élémeng est de la forme

Suvrs(X,,2) = (€¥x +uz, y + st +vz,e'z),

out,u,v € R. Le groupeG, préserve le demi-espade de R défini parz > 0.
Il contient un sous-groupe cocompdagt. Le quotient deH par G, est une vari-
été affine compact@/,. Si s désigne un réel non nul/; n'est pas radiante,
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alors queMy I'est. Donc les variétés affine®, et My ne sont pas isomorphes
(voir [FGH]). On peut supposer qué, est I'image deGg par I'application
8s: Go = Gy, &uuv.1.0 = &uuv:s- COnsidérons maintenant la variété affine
de dimension 4, quotient d& x H par I'action deG, définie parg, ,;.o(s, y) =

(s, gs(gu.v.r,0)(»)), la projection déR x H — R, passe au quotient en une pro-
jection deM surRR, on obtient ainsi un fibré affine au-dessusialont les fibres
ne sont pas isomorphes entre elles.

SoitR*% I'ensemble des réels strictement positifs. Construisons maintenant un
fibré affine au-dessus d&,, dont les fibres sont des tores munis de structures
affines deux & deux distinctes.

Soients un élément d&*,, et¢, I'application polynomiale d&?, définie par
¢s(x,y) = (x + 1y2,y). Conjuguons le group&, engendré paf ,(x,y) =
(x +1y)etlr(x,y) = (x,y +s5) pard,.

On obtient le group&, engendré par

bsli st = lus,
et
Iy = ¢slo(9)Hx,y) = (x + 2y +5,y +5).

Soients ets’ deux réels positifs non nuls, gt ,- I'application deR? définie par
gs,s/(xs y) = (x’ ST/ )

En conjuguant par f, ; = ¢y g5 s¢s -, on obtientl/,. Remarquons qug
n'est pas affine si est différent de’. Si les tores affineg;, et 7,,, quotients de
R2 par/, etI',, étaient affinement isomorphes, il existerait une transformation
affine A,/ ; qui conjuguerail’;, enT. La partie linéairel (A, ) de cette trans-
formation serait de la forme

L(Av) = (‘5 z>

car la partie linéaire du conjugué dg, par A, est celle dé; . En effet sans
restreindre la généralité, on peut supposerigyeest conjugué ey ., puisqu'il
existe un automorphisme affine @iequi transforme,  en (/5 )™

On en déduit que =1, carly ; est conjugué eh , parA,. ;. Il en résulte que
la seconde coordonnée du conjugué e par A, ; ests’ car elle ne peut étre
négative. Ceci n'est pas possiblessst différent de’. Les quotients d&? par
I'/ etT"/, sont des variétés affines qui ne sont pas isomorphesssidistinct da’.

Considérons maintenant les transformations affineR'dex R? définies par
vilx,y,2) =(x,y+1Lz)etyxx,y,2) =(x,y+2z+x,z+x).

Le quotient deR*, x R? par le groupe engendré pgys ety,, est I'espace total
d'un fibré affine au-dessus @&, , dont les fibres ont des structures affines deux a
deux distinctes.

Plus tard (Proposition 4.1) on verra que sila base d’un fibré affine dont les fibres
sont munies d’une structure affine compléte du tore de dimension 2 distincte de la
structure riemannienne plate est compléte, alors toutes les fibres sont isomorphes
entre elles.
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QuesTiON. Les fibres d’une fibration affine sont-elles isomorphes entre elles si
I'espace total est compact?

Supposons que les fibres sont complétes, et saigmt x; deux points de la
base(B, V). Les fibres au-dessus dg, etx;, sontisomorphes, si et seulement si
leurs holonomies respectives sont conjuguées par une application affine. Les fibres
d’un fibré affine sont deux a deux affinement isomorphes, si le groupe des auto-
morphismes affines qui préserve la fibration se projette sur la base en un groupe
qui agit transitivement su celle-ci.

REMARQUE. Dans[G1], il estdonné des exemples de structures de variétés affines
sur une variété différentiable qui sont topologiqguement équivalentes sans étre dif-
férentiablement équivalentes.

De la suite exacte d’homotopie associée a une fibration, on déduit la suite courte
suivante:mp(B) — mi(F) — mi(M) — w1(B) — 1 Simy(B) = 1 (c'estle cas
si la base est complétey; (M) est une extension de(B) parmi(F).

ProrosiTiON 1.3.  Supposons que les fibres flsont compactes, et I'espace total
durelevéf, de f sur B, a un feuilletage transverse aux fibres, alors I'application
g: m(F) — m(M), de la suite exacte d’homotopie est injective.

Preuve.S'il existe un feuilletage transverse, aux fibres flealors d'aprés un
théoréme d’Ehresmann (voir [Gb]), est une suspension différentiable car ses
fibres sont compactes. Il en résulte q;ﬂest un produit différentiable, cdt est
simplement connexe, et par suitg( F') s'injecte dansr(M). O

On déduit quer1(M), est une extension de(B) parm1(F), sous les conditions
de la proposition précédente.

Si la développante de I'espace total est injectivgM ) est une extension de
m1(B) parm1(F) car dans ce casy(F) estle noyau de larestriction de la représen-
tation d’holonomie de I'espace totalR".

2. Adhérence de Zariski et Structures des Fibres

Dans ce paragraphe, on va déterminer différentes conditions, sous lesquelles les
fibres d’un fibré affine sont deux a deux isomorphes. La majorité de ces condi-
tions s’expriment en fonction d’adhérences de Zariski.

ProrosiTioN 2.1. Soit f un fibré affine de base une variété affine compacte et
compléete(B, V). Si f a une fibre radiante, toutes ses fibres sont radiantes. De
plus si les fibres sont compactes, alors leurs structures affines sont isomorphes.

Preuve.S’il existe une fibre radiante, alors il existe un paigtde R™ tel que
r(xo) = 0. On ar(y(xp)) = 0, pour tout élémeny de m1(B). L'ensemble
{y(x0), y € m1(B)} engendre I'espace affii®” (voir [FGH, Thm. 2.2]). On en
déduit quer = 0O, carr est une application affine. Supposons que les fibres sont
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compactes. Quitte a conjuguer I'holonomie de la fibre au-dessus d’unxypdnt

B par une translation,, on peut supposer que les fibres ont méme holonomie.
L'applicationx — 1, peut étre choisie continue sur un ouvert contenamn en
déduitde [G3, p. 178] que les fibres au-dessus des points d’un voisinagéxi

sont isomorphes entre elles, et par suite que toutes les fibres sont isomorphes en-
tre elles. O

Le groupe Af(M, @M) est muni d’une topologie de Zariski définie par les fonc-
tions P o Ay, ou P est une fonction polynomiale de AfR").

ProrosITION 2.2. Soit f un fibré affine d’espace total la variété affiod, Vy,),

si w1(F) est normal dansZ(w1(M)), I'adhérence de Zariski deri(M) dans
Aff (M, V,;) alors pour tous points, ety de M appartenant & la méme orbite de
Z(m1(M)), les fibres def (py (X)) et f(pyu () sont affinement isomorphes.

Preuve.Tout élémeng de Z(71(M)) laisse stableF/. On en déduit qug induit
un isomorphisme entrf);f et]—'g-fj), et par suite un isomorphisme entre les fibres
respectives au-dessus fiep,, (X)) et f(pp(g(x))) carg normaliseri(F). O

REMARQUE. Laproposition précédente estvraiggiF') est central dans, (M ).
En effet, I'application AfiM, V;;) — Aff (M, V), y > y ooy Lol estun
élément der,(F) est algébrique, comme elle est constantengd ), elle I'est
aussi sur son adhérence de Zariski.

CoroLLAIRE 2.3. Si (M, Vy,) est compacte et compléte,sef(F) normal dans
Z(m1(M)), alors toutes les fibres dg¢ sont affinement isomorphes entre elles.

Preuve.On sait queZ (1 (M)) agit transitivement [GH2, Thm. 2.6]. O

Du corollaire précédent on déduit que si I'espace total d’un fibré affine est le tore
de dimensiom, T" muni d’une structure affine compléte, toutes ses fibres sont
isomorphes. Ceci n'est pas tout a fait gratuit car Bey il existe des structures
affines complétes, qui ont la méme holonomie linéaire sans étre isomorphes (voir
paragraphe 1).

THEOREME 2.4. Supposons que l'adhérence de Zariski de I'holonomie de
I'espace total(M, V) d'un fibré affine agisse transitivement siif, 7,(B) =

1, et ses fibres sont des variétés affines compactes et complétes ayant un groupe
fondamental nilpotent, alors toutes les fibres sontisomorphes en tant que variétés
affines.

Preuve. Soientx un pointdeR™, y un élémentde1(B), ety unélémentdea1(M)
au-dessus de. Le élément induit par conjugaison un automorphismedér’),
®,. Pour tout pointy deR™, la restriction dery(F) ay x R/, est conjuguée a la
restriction dery(F) ax x R! par un automorphisme polynomia},, (voir [FG,
Thm.7.1,Prop. 8.3]) induisan®; surm1(F). Les coefficients de 'automorphisme
P, sont des fonctions polynomiales gecarwi(F) est nilpotent (voir [FG]);
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P;.5(x) Peut étre choisi affine, égaaquitte a remplacep;,, par Pj,, P};;J;(x))?.
Ceci impligue que les coefficients des monomes de degrés supérieurs ou égals a
2, deP;,,, s'annulent ery (x). lls s’annulent aussi e®;,,(,), ol g est un élé-
ment deZ () la cloture de Zariski du groupe engendré pacar ces coefficients
sont des fonctions polynomiales deOn en déduit que les fibres au-dessus des
points depg(Z(y)x) sontisomorphes a la fibre au-dessus dee grouperi(B)
estengendré par un nombre fini d’élémemts, .., y,. Le groupeZ engendré par
Z(m1(F)P1), Z(w(F)y2), ..., Z(w(F)yp,) est Zariski fermé (voir [B, p. 190]),
en répétant I'argument précédent, on déduit que les fibrgsz@&x) sont iso-
morphes entre elles. Il en résulte que toutes les fibres sont isomorphes entre elles,
car Z contient I'adhérence de Zariski de I'holonomie de I'espace total qui agit
transitivement suR”. U

Lensemble ApgR”, R!) est muni d’une structure dey(F) module défini par
y(D) = B, D. Pour tout elémeny; de 1(B), considérons I'applicatiokc,
m(F) = App(R™, R"), y — C,(hp(y1)) —C, estunl-cocycle pour la structure
den1(F) module précédente.

ProposiTION 2.5.  Supposons que pour tout élémerder1(B), la classe de co-
homologigkc,], dekc,, est nulle etZ (r1(B)) agit transitivement surR™, alors
toutes les fibres sont isomorphes entre elles.

Preuve.Si [kc,] est nulle, alors pour tout élémeptde i (B), r(y)(x) = r(x),
I'application Aff(R™) — HY(my(F),R!), g — r(g(x)) — r(x) est algébrique
et s'annulle surry(B), elle s'annulle aussi sur sa cloture de Zariski. Comme
Z(71(B)) agit transitivement, on en déduit quest une constante. Dans ce cas
le fibré affine a des trivialisations locales affines (voir paragraphe 4). O

3. Déformation des Structures Affines a
Holonomie Linéaire Fixée

Considérongs, le sous-groupe du groupe des automorphismes, (&) vérifi-
ant: pour tout élémeng € G, il existe une application linéaire inversible deR’
telle que

L(hp)(8(y)) = By o L(hp)(y) o B,™. (3.1)

Soit B; une autre application linéaire vérifiant (3.1). L'application linéaire de
B, o B;~' commute avec 'holonomie linéaire, est déterminée modulo les élé-
ments du groupe AUL (1)) des automorphismes linéaires qui commutent avec
L(hp). Lensemble{B,, g € G} sera appelé groupe de gauge des structures affines
de F dont I'holonomie linéaire est (hr).

L'application: g — B, est une représentation de groupes modulo les éléments
de Aut(L(hr)).

A tout 1-cocyclec de L(hr) et tout élémeniB, de G, on associe le 1-cocycle
g*c défini parg*c(y) = By(c(g7Y(y)). On définit ainsi une action d& sur
HY(m(F), RY.
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L'ensembleE(F, L(hr)), des classes d’équivalences des structures affinBs de
a holonomie linéaire égalela(hr), est le quotient d’un ouvert dd*(w1(F), R')
par I'action deG.

ProrosiTioN 3.1. S'il existe une structure algébrique d& F, L(hr)) rendant
algébrique la projection canoniquede H(71(F), R') dansE(F, L(hr)), et si
I'adhérence de Zariski de I'nolonomie @B, V) agit transitivement suR™, alors
toutes les fibres sont isomorphes en tant que variétés affines.

Preuve. Soientx un pointdeR™, et Z (w1(B)) I'adhérence de Zariski dg; (1(B))

dans Aff(R™). L'application Z(sw1(B)) — E(F, L(hp)), y — t(r(y(x)) est al-
gébrique, car est algébrique. Cette application est constante, car elle est con-
stante surr1(B) qui est Zariski dense dam&1(B)). On en déduit que toutes les
fibres sont isomorphes canr1(B)) agit transitivement suR™. O

REMARQUE. Les fibres d’un fibré affine dont la base est compacte et compléte,
et E(F, L(hr)) est munie d’une structure algébrique rendant algébrique la pro-
jection deH(w1(F), R!) sur lui, sont isomorphes car 'adhérence de Zariski de
hg(mr1(B)) dans Aff(R™) agit transitivement suR™.

ETUDE LOCALE DE E(F, L(hr)). Pourdéterminer’I'espace tangent’en un point
de E(F, L(hr)), il faut étudier les déformations de ses éléments a holonomie
linéaire fixée. Dans la suite de cette partie on va supposeF st compacte et
I'image de son holonomie est discréte. Ceci entraine (voir [G3]) que I'ensemble
des représentations d’holonomies des structures affinésatd un ouvert dans
I'ensemble des représentationsméF ) dans Aff(R?).

Soient: I'holonomie d’une structure affine dedont la partie linéaire edt(hr),
eth, une famille & un paramétre de représentations,dg) dans Aff(R!), a par-
ties linéaires égales A(hy) telles quehg = h. Il existe une application affine
u(x) deR! pour tout élément dew.(F), telle qu'on a:

hi(x) = exp(tu(x) + 0(t?)) h(x).

Posonsu = (B(x), b(x)), 0(r3) = (L(0(t?)(x), a(0(t?)(x)), et h(x) =
(Ay, a,), la partie linéaire de, (x) est exgtB(x) + L(0(t?)(x))A, = A,. En
dérivant par rapport & on obtient que

exp(tB(x) + L(0()))(B(x) + L(O'(t*)(x))A, =0,

et par suiteB(x) = 0 etL(0(t%)) = 0.
Ecrivons maintenant le fait quk, est une représentation: onha(xy) =
h:(x)h,(y), ceci est équivalent a

(A Ay, A(ay) + ay + th(xy) + ta(0(t?))(xy))
= (As, ax + tb(x) +1a(0(t3)) (x)) (A, ay + th(y) + ta(0(t%))())

et par suite on déduit que I'applicatian(F) — R’, x — b(x) est un 1-cocycle
pourL(hr).
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L'espace tangent a un élément de I'ensemble des représentationgdelans
Aff (R!), apartie linéaire égalelXhr), s'identifie al'ensembl&(71(F), L(hr))
des 1-cocycles de;(F) pour la représentatioh(hr).

Déterminons maintenant la structure de I'espace tangent’ d’'un élément de
E(F, L(hr)). Pour ce faire considérons une déformatigrtriviale deh a par-
tie linéaireL(hr). |l existe une courbe a un paramegede transformations du
groupe de gauge, telle qig(x) = g, h(x)g;.

L'applicationg, est associée a l'identité car on a supposé que I'image de I'ho-
lonomie est discréte. Posogs= exp(ru + 0(t?)), u = (C, ¢).

Comme la partie linéaire dig (x) est celle dé:(x), C commute aved.(hr).
En dérivant exp—(u + 0(z2)))h(x) exp(tu + 0(¢?)) par rapport &, on obtient
(0, =C(ay) — ¢ + Ax(c)).

“L'espace tangent” deE(m1(F), L(hr)) en h S’identifie au quotientl,, de
ZYw1(F), L(hr)) par 'ensemble des — (—C(a,) —c+ A.(c)), Ou au quotient
de H'(m1(F), L(hp)) par{x — [C(a.)]).

ProposiTion 3.2 (Rigidité). SiT;, , 'espace tangent en la fibre passant par
est nul, alors toutes les fibres sont isomorphes entre elles.

Preuve.En effet 'ensemble des élémentsie B tels que la fibre au-dessus de
est isomorphe a celle au-dessusrgeest un fermé. STy, = 0, il est aussi un
ouvert, d’ou le résultat. O

Donnons maintenant des exemplesiié, L(hr)).
Si F estune variété compacte munie d’une métrique plate, d’apres les théoremes
de BieberbachE(F, L(hr)) est un point.

ProrosiTION 3.3.  Si(F, Vr) est une variété affine compacte, radiante, telle que
m1(F) est nilpotent, alorsE(F, L(hr)) st un point.

Preuve.En effet siz1(M) est nilpotent d’aprés [FGH] toute structure affine
voisine de celle définie parr est radiante, il résulte de [G3] qu’elle lui est iso-
morphe, car quitte a conjuguer par une translation “assez petite”, on peut supposer
gu’elles ont mémes holonomies. O

Considérons maintenant le tafé muni d’une structure affine compléte distincte
de la structure riemannienne plate standard. Elle s’obtient en conjuguant le groupe
[y : (s, 7 € R) engendré payy ;(x, y) = (x + s, y) et

yz,t(-x9 )’) = (xs y+t)

par une application polynomialg. (x, y) = (x + ry2, y), r € R, on obtient le
grouperl’, ; , engendré par

ars(x,y) = (x +5,¥) €t ap,,(x,y) = (x+2rty+rt? y+1).

Sion étudie les déformations de la structure plate en fixant I'holonomie linéaire,
alorsrt estune constante oy ; , S'écritalorsx, ; (x, y) = (x+2ay+at, y+1).
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Le réela étant donné, pour tout couple ') de réels non nuls, un automor-
phisme polynomial qui conjugui. ; , enl,. s estf’ = ¢nme_,;;, OUm est
Pautomorphisme d&? définit parm (x, y) = (Yx, L'y). Ona

, s’ st —s't t
flx.y) = (—x +a(—2 )yz —y>
s st

ProposITION 3.4, Les variétés affines quotientsBérespectivement pdr, Jtosit
et sont affinement isomorphes si et seulement’sk st = 0.

Preuve.Supposons que’ — s’t # 0 et les structures affines définies pay; ;. ;
etl,, s sontisomorphes, alors il existe une application affigui conjugue
Laje s €NTay s, La partie linéaire deB’ est triangulaire supérieure car elle
préserve le groupe engendrée la partie linéairede,. Aussi sans restreindre

la généralité on peut supposer gBéconjuguew ; enay ;. L'automorphisme

g = B’ o f’ est un automorphisme polynomial qui normalig, ,, I'action in-

duite fixanta; 5, et quitte & remplaceg par son carré, on peut supposer qu'il
existe un élément deZ tel queg(ez ;) = a2+ poa 5. Lautomorphisme de
groupe résultant de I'action d& surl’,/, , , peut s’exprimer sous la forme de la
matriceC’ = (). L'automorphismeC deR? dont la matrice est; »%/"), nor-
malisely,; ;,, etinduitC’ surly s ; C~ e commute aved, ;. Il est montré

dans [T2] que I'ensemble des automorphismes polynomiaux qui commute avec
I'holonomie d’une variété affine compacte et compléte agit librement. Or on sait
gue I'ensemble des automorphismes affines qui commute avec I'holonomie d’'une
structure affine compléte du tore agit transitivement car une structure affine com-
pléte deT'?, se reléve en une structure associativRélesous-jacente a sa structure

de groupe commutatif. Il en résulte qde’ est affine. ly a contradiction. [

Commes etr ne sont pas nuls, on en déduit que I'ensemble des orbites des représen-
tations affines du tor@?, dont la partie linéaire est I'nolonomie linéaire d’une
structure affine (fixée) compléte distincte de la structure plate standard sous I'action
du groupe de gauge est le projectif réel privé de deux points. On remarque que la
projection deH(71(F), L(hr)) — {0} dans le projectif réel est algébrique. On en
déduit une proposition, qui donne un critere, pour que les fibres d’un fibré affine
isomorphes a des tores munis de structures affines complétes soient isomorphes.

ProrosiTION 3.5.  Soitf un fibré affine dont les fibres sont des tores munies d'une
structure affine compléte, alorsZ(nl(B)) 'adhérence de Zariski de,(B) dans

Aff (B, V; ») agit transivement suDg (B), alors toutes les fibres sont isomorphes
entre eIIes

Preuve.Si L(hr) est la représentation triviale, le résultat provient du fait que
E(T?, L(hp)) estun point. Lapplication’: Z(71(M)) — E(T?, L(hr)) qui &

g associe la classe d’équivalencerdgxo) dansE(T?, L(hr)) est algébrique on
conclut grace a (3.1). O
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L'ensemble Hondl', L) des représentations d’un groupelans un groupe de Lie

L est étudié par plusieurs auteurs, notamment lor§ogs le groupe fondamental
d’une surface compacte. Biest de présentation fini, Haifi L) a une structure
de variété algébrique sur laquelleagit en composant une représentation par un
automorphisme intérieur, le quotient HOR L)/L de Hom(T, L) parL n'est pas

en général une variété algébrique [G3].

Dans I'étude de I'espace de Teichmuller d’une surfaide genre; > 1, on est
amené a considérer les représentations,(&) dans PSI2, R).

Supposons qué’ soit compacte. L'ensemble des représentations d’holono-
mies des structures affines #es’identifie & un ouvert de Hotm1(F), Aff (R'))
[G3], et 'ensemble des structures affines Feau quotient de cet ouvert par
Aff (R)). SiHom(my(F), Aff (R?))/Aff (R!) est une munie d’une structure de vari-
été algébrique rendant algébrique la projection de HaiF), Aff (R')) dans
Hom(m(F), Aff (RY))/Aff (RY), alors toutes les fibres d’un fibré affine dont les
fibres sont difffomorphes & et de base compacte et compléte sont isomorphes
entre elles.

Soit Ad(m1(F)): m1(F) — aff(R!), lacompostion de I'nolonomie et de la rep-
résentation adjointe de AfR!), H%((F), aff(R")) est 'ensemble des champs
affines de(F, V). Les éléments déf'(w(F), aff(R’)) dont le cup produit est
nul sont les éléments tangents a Han(F), Aff (R))/Aff (R?) (voir [G2]), il ne
nous est pas connu si les groupes de cohomologies supdtétrs(F), aff(R!))
ont une interprétation géométrique.

4. Fibrés Affines Affinement Localement Triviaux

DErINITIONS.  On dira qu’un fibré affine est un fibré affine trivial, s'il est le pro-
duit affine de sa base par une de ses fibres.

On dira qu'un fibré affine est affinement localement trivial (f.a.l.t.), si et seule-
ment si son relevé sur le revétement universel de sa base est un fibré affine trivial.

REMARQUE. Si le fibré affinef est un f.a.l.t. alors il existe un systeme de co-
ordonnées affines telles que pour tout élémede 71(M) préservant une fibre,
hu(y)(x,y) = (x, B,(y) + d,); ceci équivaut a dire que est constante. Ré-
ciproguement si le groupe des transformations affines du revétement universel de
la base agit transitivement sur celle-ciet 0, le fibré affine est un f.a.l.t.

Dans la suite de cette partie, on supposera que la développante de I'espace total
est injective et 0 appartient a son image.

ProrosiTioN 4.1.  Soit f un fibré affine d’espace total une variété affine com-
pléte, dont I'holonomie linéaire des fibres est celle d’'une structure compléete du
tore 72 distincte de la structure riemannienne plate, alofsest un f.a.l.t.

Preuve.EcrivonsR” = R” x R?, I'holonomie de la structure affine des fibres de
f est engendrée par deux élément®t y, de la forme:
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v1(z, x,y) = (2, x + ry + oa(2), y + B1(2)),
y2(z, x,y) = (2, x + @2(2), y + B2(2)).

Ou, z et(x, y) désignent respectivement des élémenR@tR?, a1, a2, B1, B2
des formes affines dR” etr un réel non nul. Comme; ety, commutent, on a:

rviov2 = (2, x +a2(2) +r(y + B2(2)) + 01(2), y + B1(2) + B2(2))
égal a

y2oy1=(z,x +ry+ai1(z) +a2z), y + B1(z) + B2(2)).
On en déduit ques(z) + rB2(z) + a1(z) = a1(z) + a2(z). Ceci implique que
B2(z) = 0. Comme I'action de/, surR” est libre, on en déduit que, est une
constante,. Aussipi(z) ne peut s’annuler en un poigg, sinon la fibre au-dessus

de f(zo) ne serait pas compacte. On en déduit uest une constantq.
Conjuguons maintenant par

1
Pz, x,y) = (Z, X,y — ;al(z)),
4 1
¢ (z,x,y) = (z, x,y+ ;051(1))2

ptoyrop =y
¢ toyrop(z,x,y) = (z,x +ry,y +b1). O

La proposition précédente n’est pas valable si on ne suppose pas que la base est
complete comme le montre le paragraphe 1.

Soient(F, Vr) et(B, V) deux variétés affines compactes, on va classifier tous
les fibrés affines affinement localement triviaux de k@sév/p) et de fibre(F, Vi)
tels que la développante de I'espace total est injective.

Soit(M, Vy,) 'espace total d’un tel fibré. On sait que(F) est un sous-groupe
normal derr1(M), c’est le noyau de la restriction dg; aR™. Considérong et
y1 deux éléments quelconqueszgF) et der(M), on a:

hu(y)(x,y) = (x, B,(y) +d,)
et

Ry (v (x, y) = (Ay (X)) +ay,, By () + Cyy (x) +dyy),

ou A,, désigne un automorphisme &', B,, B,, des automorphismes d¥,
C,, une application linéaire d&” dansR’, a,, un élément d®™, etd,, d,, des
éléments d&r’.

ha(yD) 7 (x, y) = (AL H(x) — A K(ay,),

B,X(y) — B, d,,) — B,'C,, (A} }(x) — A} Xay,))).
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Ecrivons quér, (r1(F)) est un sous-groupe normal dg (1(M)), on a
ha(yi®) o haa(v) © hur(y1) (x, y)
= (x. B,'B,B,,(y) + B,B,C,,(x) + B,'B,(dy,)

1
+ B, }(d,) — B,'C,,(x) — B, X(d,,))
Ceci implique que . N
B,'B,C,,(x) — B, 7Cy,(x) =0,
et par suiteC,, (x) € Ho(w1(F), RY).

L'espace vectoriel ApplidR™, Ho(w1(F), R!)), des applications linéaires de
R™ dansHO(m(F), R"), est muni d’une structure de;(B) module a gauche
définie pary;(D) = B,, o D, et d’une structure de1(B) module & droite définie
pary;(D) = Do A,,. Oly; estun élément de;(M) au-dessus dg;.

NotonsTr la composante connexe de I'ensemble des transformations affines
de (F, Vr) qui se relévent suR’ en des translations. L'application linéaire de
HO%my(F),R") t = B,,t induit sur ApplifR™, Tr) une structure de+(B) mod-
ule a gauche. La structure de module a droite de ApRlih H(r1(F), RY)),
induit sur ApplinR"™, Tx) une structure de1(B) module a droite. SolZ.r1(B)
I'algébre de groupe de;(B). L'espace vectoriel AppliR™, Tr) est donc muni
d’une structure d&r1(B) bi-module.

Considérons l'applicatiof’: w1(B) — Applin(R™, Tr), y; — pr(C,,), OU
pr(C,,(x)) estl'élément dd induitparC,, (x). Vérifions queC’ est bien définie:
Pour tout élémeng (x, y) = (x, B,(y) +d,) deri(F), ona

yoyi(x,y) = (Ayl(x) +ay, ByByl(,V) + Bycyl(x) + By(dyl) + dy),

commecC,, (x) € HO%m(F),RY, on en déduit qu€’ est bien définie.
Soitya(x,y) = (A4,,(x) +ay,, By,(y) + C,,(x) +d,,) un autre élément de
hy (m1(M)),

yioya(x,y)
= (AnAyz(x) + Ay (ay,) +ay,
By By, (9) + By, Cry (x) + By (dy;) + Cpy (Ay, (x) + @y,) +dyyy).

Soienty; etys5, les images respectives geety, dansri(B). OnaC’(yjoys) =
pr(B,,Cy,(x)+ C, A,,(x)), On en déduit qu€’ se prolonge en 1-cocycte de
Zm1(B) module pour la cohomologie de Hochschild définit par les actions a droite
et a gauche précédentes. Noto@} $a classe de cohomologie.

L'application de

CJ: m1(B) x m(B) — T,
()/1, )/2) = pF(Cyl(Ayz) - Cyl))
est un 2-cocycle pour I'action a gauchesti€B).

ProposITION 4.2. Supposons que la classe de cohomologie de Hochsfatijld
associée &, qu’on vient de définir s’annulle, alorg est affinement isomorphe a
un fibré affine plat.
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Preuve.Supposons que(]] = 0, alors il existe une applicatio®’ appartenant
a Applin(R™, Tr) telle queC’(y;) = B,, D’ — D'A,,. On en déduit que,, =
B,,oD—DoA,,+E,ouD etE sontdes éléments de AppliR”, HO%m1(F), RY),
tels quepr(D) = D’ et E(x) se projette en I'application identité d& Comme
hy (1(F)) est discret car la développante @, Vy,) est injective, il en résulte
queE = 0. En conjuguant I'holonomie deV, Vy,) par(x, y) — (x, y + D(x)),
on en déduit qug’ est isomorphe a fibré affine plat. O

La donnée de(] ne détermine pas complétement la classe d’isomorphisme du fi-
bré affinef, car elle suppose la connaissance de l'actiomd®) surTr. Pour
tout élémenty; de w1(B), I'application (x, y) +— (x, By,(y) + d,,) normalise
hy (1(F)), elle définit donc un élément(y;) de Aff(F, V).
Ona

()8 (i o 7s) = (Clyvp = C)(C N8 (1) © ()8 (7).

On dira queg est compatible avec I'action dg(B).

Soit Aff(F, V¢)/Tr le quotient de AffF, Vp) par Tr, g(y;) Se projette sur
Aff (F, Vp)/Tr eng(y;). L'applicationy; — g(y7) est une représentation.

Réciproquement, si on se donne une représentgtion(B) — Aff (F, Vr)/
T, pour tout élémen& de wr1(B), considérons un élémegia) de Aff(F, Vi)
au-dessus dg(«). Lapplication Tr — T, t — g(a) ot o g(a)™ ne dépend
gue deg(a). On en déduit une représentatiof(B) — Aut(Tr), r —> By(1).
L'espace vectoriel AppliR™, Tr) est muni d’une structure d&rr1(B) bimodule,
la structure de module & gauche est définie(parC)(x) = B,C(x), et celle de
module a droite est définie p&f - «)(x) = C(L(hg(x))(x)). Si de plus on se
donne un 1-cocycle de Hochschiftipour cette structure de bimodule, telle que
I'application deg: 71(B) — Aff (F, V) au-dessus dg vérifie

szloazg(al o 0[2) = (CalaZ - Cal)cleg(al) o azg(aZ)a

on définit un fibré affine, en quotientd®t x (F, V) par I'action der;(B) définie
para(x, y) = (a - x, Cu(x)g(a) - (¥)).

Soient (F, V), (B, V) deux variétés affines ef; f> deux f.a.l.t. de base
(B, V) et de fibre(F, V). A f1 et f, on associe des représentatiginset g
den(B) — Aff (F,Vr)/Tr, induisant des structures der;(B) bimodules sur
Applin(R™, Tr), deux1-cocycle€, C, pourlacohomologie de Hochschild de ces
structures de bimodules, et enfin deux applicatigng.: 71(B) — Aff (F, Vi)
au-dessus dg etgo telles queC;, , gi(axop) = (Ci, (B)—Ci,) Ci, gi(a) Cizgi(B),
ie{l,2}.

THEOREME 4.3. Soientf; et f, deux fibrés affines isomorphes, alors il existe
un automorphisme affine d&, V) qui se reléve SuB x (F, Vg) en un auto-
morphisme qui préserve les fibres fle= B x (F, Vi), conjugue la représenta-
tion g; eng, et transformg C;] en[C>]. Réciroquement, s'il existe un automor-
phisme affine deB, V) qui se reléve en un automorphisme feréservant ses
fibres, conjuguang; en g,, envoyan{C;] en[C,], alors il existe unl-cocycle
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c € HY(my(B), HO(m(F), RY) tel que le fibré affine dont I'nolonomie est définie
par r1(M): y — c(y)hy,(y) estisomorphe &>.

On aura besoin du lemme suivant.

LEMME 4.4. SoientC: R” — HO9m(F), R') une application linéaire, et =
(B,d) (respk’ = (A, a)) un élémentd&/ (r1(F)) (resp.N(mr1(B))) le normalisa-
teur derry(F) (resp.mi(B)) dansAff (F, V;) (resp Aff (B, V;)) lautomorphisme
ke: (x,y) = (A(x) +a, k(y) + C(z)) conjuguehy, en un groupér, , il induit
une nouvelle représentation de(B) dansTr. La classe de cohomologfi€;] est
transformeée en une clasp€;] pour cette représentation qui ne dépend pas.de

Preuve. Soity un élément dé , (71(M)), posons

y(x,y) = (Ay(x) +a,, By()’) + Cy(x) + dy)v
ona

kK 'yk, = (K 4A,(x), )k,
B YB,B(y) + B,C(2) + B,(d) + C,(K'(x)) + d, —d — C(2))).
La nouvelle représentation dg(B) dansT est induite par
h':y — B7BiB.
Le cocycle défini pac, est transforme en celui défini par
(C)):(x) = B7'C,(A(x)). O

Preuve du Théoréme 4.%oientf; et f> deux fibrés affines isomorphes d’espaces
total (M1, Viy,) et(M2, Viy,). Il existe un automorphisme affirtede I'espace total
de f1 respectant les feuilles d& tel que la restriction det,; (k) aR™ normalise
hp(m1(B)), et conjuguéry, enhy,. Posons

Ay (k) (x,y) = (A(x) +a, B(y) + C(x) + d).

Pour tout élément deR™ tel qu'il existey dansR! vérifiant(z, y) € Dy (M),
'automorphismeA ; (k,) qui(x, y) = (x, B(y)+ C(z) +d) normalise I'holono-
mie de(F, Vr), Ay (k,) définit un élémenk, de Aff(F, Vr) qui se projette sur
Aff (F, Vr)/Tr en un élémeng ne dépendant pas de g conjugueg; en g, et
transforme 1] en [C5].

Réciproquement, supposons que les représentaticets, soient conjuguées
par un automorphismgedeR™ x (F, Vr) laissant stable 'ensemble des fibres de
B x (F, Vr) et dont la restriction &™ se restreint SuB en un automorphisme
gui normaliser1(B) (on a supposé quB,, est injective). Supposons de plus, que
g transforme 1] en [C3].

Conjuguong; parg, on obtient une applicatiogy : w1(B) — Aff (F, Vp) telle
que pour tout élement dew1(B), on ag;(y) = E(x)g2(y). OUE: R™ — Ty
est une application affine. Comme€,] est transformée en(f,] par g, quitte a
conjuguerg; par une applicationix, y) — (x, y + C(x)), ouC: R" — Tp est
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linéaire, on peut supposer qiikest une constante L'application £ : 71(B) —
Tr est unri(B) 1-cocycle. O

REMARQUE. Etant donné un fibré affine affinement localement trivial au-dessus
de(B, Vp) de fibre typg F, Vr) dont la partie linéaire coincide avec celle/gg,,
sa classe d’isomorphisme est déterminée par I'orbite @®ir théoréme précé-
dent) sous l'action du sous-groupe des automorphismes affines de I'espace total
qui préserve les fibres de ce fibré.

Pour classifier les fibrés affines affinement localement triviaux de(#asé;)
et de fibre(F, Vr), il faut classifier:

(a) Les classes de conjugaisons des représentationsBle— Aff (F, Vr)/ Tk,
cet ensemble peut avoir une structure compliquée (voir [G3]).

(b) Unereprésentationda(B) — Aff (F, Vr)/ Tr étantdonnée, classifier: les or-
bites des 1-cocycles de HochschildZie,(B) a valeurs dans AppliiR™, Tr)
sous l'action deV(w1(B)) x Aff (F, Vr).

(c) Une représentation da(B) — Aff (F, Vr)/ Tr et un 1-cocycle étant donnés,
classifier les applications compatibles avec I'action de;(B).

ProrosiTioNn 4.5. Considérons un fibré affine caractérisé parB, et C,
les fibrés caractérisés pay’, B, (B, ne varie pa¥ sont de la forme’'(y) =
c(y)g(y), ol c(y) € HYZm(B), App(R™, Tr)). L'action a droite demry(B)
sur Applin(R™, Tr) est induite par la composition a droite avec I’holonomie de
(B, V) et non par la composition avec son holonomie linéaire.

Preuve.On ag/(y) = c(y)g(y), ol c(y) est un élément de AgR, Tr). En
écrivant le fait que

c(¥1¥2) Cyroy,8 (Y10 ¥2) = (Cyy + c(y1)) (har,(¥2))
= (Cyy +c(y))e(y1) Cy8(y1) o c(¥2) Cyr8(v2),
on obtient que:(y1y2) = B,,c(y2) + c(y1)y2 d'ol le résultat. O

REMARQUE. Les cocycles de Hochschild utilisés au résultat précédent sont des
applications affines contrairement a ceux utilisés plus tét qui sont des applications
linéaires.

On va faire correspondre a nos 1-cocyles de Hochschild des 1-cocycles de groupes.
A la représentationr1(B) — Aut(H%m1(F), R")), on peut associer un fibré

plat BH qui est le quotient d& x HO(w1(F), R') par I'action der1(B) définie

par(x, y) — (y(x), B,(y)). Il existe surQ (B, HO%m1(F),RY), 'ensemble des

formes définie suB et & valeurs danBH °, une dérivationi; associée a la struc-

ture plate deBH°. LensemblePBH?°, des 1-formeg/; paralléles est un faisceau

localement constant au dessusRlell s’'identifie donc a un fibré vectoriel au-

dessus d&, qui est le quotient dé x Applin(R”, HO(m1(F), R")) par I'action

dery(B) définie par(x, D) > (y(x). B, DA}Y.
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Il existe surQ2 (B, PBH®) une dérivationd, définie par la structure plate de
PBHC. NotonsB’: m1(B) — Aut(Applin(R™, H % m1(F), R")) la représenta-
tion définie pary (D) = ByDA;l. Les 1-cocycles pour cette représentation sont
les applicationsC’: w1(B) — Applin(R”, H (i (F), RY)) vérifiant C;m =
BMC)/,ZA;} + C,,. Atout B 1-cocycle de group€’, on peut associer ém1(B)
1-cocycle de Hochschild défini parC, = C/A,. L'applicationC’ — C est
un isomorphisme d’espace vectoriel qui passe au quotient en un isomorphisme en
cohomologie.

Supposons quB est contractible. Les théorémes d’isomorphismes de de Rham
(voir [Br]) montrent que H(s1(B), Applin(R™, R")) est isomorphe &H*(B,
PBH®, d). Donc aC’ associé a un fibré affine de bag®, Vi) et de fibre type
(F, V) correspond un élément de HX(B, PBH®, d»). Aussi I'ensemble des
1-formesd, fermées définies suB et a valeurs dan®BH° est isomorphe a la
somme de 'ensembl@?(B, BH°) des 2-formes symétriquels fermées (c’est &
dire d, paralléles), avec celles de I'ensemble des 2-formes altethdemmées a
valeurs dang °(my(F), R!). Donc aC il correspond une deux forme alternée
ferméeD, et une forme symétrique parall&¥. Le groupeH2(B, BH®), est iso-
morphe aH?(1(B), Ho(w1(F), R!)) car B est contractible. Donc il correspond
ala classe d® un élément p] de H2(my(B), Ho(m1(F), R')).

On le théoréme suivant.

THEOREME 4.6. Soientf; et f, deux fibrés affines affinement localement triviaux
au-dessus déB, Vi) de fibre type(F, Vr). Supposons qué soit contractible.
A f1 et f, on associe les représentatiogs, g2: 71(B) — Aff (F,Vp)/Tr et
deux élément§D1], [D;] et D;, D), appartenant respectivement B2 (w1(B),
HO%my(F),R")) et a Q2(B, BHY) telles queda(D;) = da(D,) = 0 comme
ci-dessus.
Alors si f1 et f, sontisomorphes, il existe un automorphisme affineRJé/y)
se relevant en un automorphisme affine du fibré affine tri(\ﬁ’aI@B) x (F, Vg)
deAff (F, V) qui conjugueg; engs et transformg[D1], D;) en([D2], D5).
Réciproquement gj; et g, sont conjuguées par un automorphisme affine de
(B, V) x (F,Vr) (se projettant sur(B, Vz)) qui transforme([D1], D;) en
([D3], DY), alors il existe un élément € H(w1(B), H(m1(F), Tr)) tel que
le fibré affine défini pag’(y) = c(y)g1(y) estisomorphe &>.

ProposITION 4.7.  Supposons que I'espace total d'un fibré afffhsoit une vari-

été affing M, V);) compacte et compléte@im H(m1(F), R) = 1, alors f estun

f.a.l.t. Sion suppose de plus que la b&BeV;) est le toreT” muni de sa struc-
ture riemannienne plate, etim H'(wr1(M), R") = 1 alors f est un fibré affine
plat.

Preuve.L'applicationr est constante, sinon elle s’annullerait en un peiet la
fibre au-dessus dgy (x) serait radiante, ceci n'est pas possible car une variété
affine compacte et compléte ne peut étre radiante. On en dédyitegiein f.a.l.t.
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Si la base est le torB” muni de sa structure riemannienne plate standard, pour
toutx deR™, y — C,(x) estun 1-cocycle pour I'action de(B). Notons [C, (x)]
sa classe de cohomologie. La suite exacte de Hochschild—Serre prouve que le
groupeH(y(B), HO(m1(F), R")) s'injecte dansd(r1(M), R"), 'obstruction
radiante de(M, V,) ne peut coincider avec un élément de la droite engendrée
par [C, (x)] (s'il est non nul), car I'action affine d’une variété affine compacte et
compléte est irréductible. On en déduit qag (x)] est nul, et par suitg est iso-
morphe a un fibré affine plat. O

ProrosITION 4.8.  Soientf; et f, deux fibrés affines d’espace total compacts re-
spectifs(M1, Vi) et (M2, Vi,), de méme bas@B, V). On suppose en outre que
(B, V) ne peut pas étre muni d'un feuilletage affine a feuilles compactes non
trivial et qu’il existe une fibreFy de f> qui ne peut pas étre I'espace total d’'un
fibré affine de baséB, V), alors tout isomorphisme entre les variétés affines
(M1, Viy,) et (M2, Viy,) est un isomorphisme entre les fibrés affifiest f>.

Preuve. Soit g un isomorphisme entré\,, Vy,) et (M1, Vi), fi(g(Fo)) n'est

pasB car Fp n'est pas I'espace total d’un fibré affine au-dessugRié/z). Les
images des fibres dg par f1 o g définissent sutB, Vi) un feuilletage affine a
feuilles compactes. Les feuilles de ce feuilletage affine sont forcément des points.
On en déduit que envoie les fibres d¢, sur celles def;. O

ProposiTION 4.9.  Supposons que I'espace totd, V,,) d’un fibré affinef, soit
une variété affine compacte et compléte, alsifS M, Vy,)o la composante con-
nexe deAff (M, Vy,) préservef.

Preuve.Pour tout élémeng de Aff(M, Vy)o, il existe un élémeng de Aff(R")
au-dessus de, qui commute aveg(M). Soit 0 I'origine deR”. Le sous-groupe

m1(F) demy(M) qui laisse stableF{, laisse stable (FJ) = ]f‘gfé’);l, car g com-

mute aveer; (M), on en déduit qu'il laisse stab.lé{gfl. On sait que I'action affine
A A -1
demy(F) surF] et FJ*  estirréductible (voir [FGH, Thm. 2.2]). On en déduit
A A -1
gue les deux sous-espaces vectoﬂt"ﬁset]-‘ofg coincident. O

ARITHMETICITE DE CERTAINES CLASSES D’ ISOMORPHISMES DES VARIETES AFFINES.
Considérons la variété de Hopf de dimensioi3; c’est le quotient d&R3 — {0}
par une homothétie de rapport strictement positif distinct de 1. Cette variété affine
n'a pas de feuilletage affine a feuilles compactes. On va déterminer une classe de
fibrés affines plats deux a deux non isomorphes, dont la base de chaque élément
estH; et la fibre le tore de dimension 2 munie de sa structure riemannienne plate.
En vertu de la Proposition 4.8, la classe d’isomorphisme d’un tel fibré affine plat
détermine celle de son espace total.

Le groupe des transformations affinesztfe Aff (72) estisomorphe au produit
semi-direct deT'? par G2, Z). Soienty le générateur de1(Hs) et B; un élé-
ment de GI2, Z) qui détermine une représentatiBn de m;(H3) dans Aff(T?).
Soite: mi(Hs) — T2, y ¢y, un 1-cocycle pour I'action d8,. L'application
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mi(Hz) — Aff(T?), y — ¢, B, est une représentation qui définit un fibré affine
plat au-dessus dH3. Siles valeurs propres d& sont différentes de 1, alors][
estnul et le fibré estisomorphe a celui définit par Si les valeurs propres d#
sont 1, considérons une base(dg ¢,) deR? telle queB;(el) = ey, le cocyclec;
définit parci(y) = e, n'est pas trivial. Soit, un autre cocycle, si le fibré qu'il
définit estisomorphe a celui définit par alors il existe un élémerd de Aff(T2)
tel queD[c;] = [c2], car tout automorphisme affine d&; se reléve sur I'espace
total, le fibré étant plat. Sion choisit(y) = he, ouh est un réel non algébrique,
on obtient des fibrés affines non isomorphes et par suite des variétés affines qui ne
sont pas isomorphes. Etudions maintenant une situation plus générale.

A toute applicatiorC : R® — R2, on peut associer un 1-cocycle de Hochschild
deZm(H®). Ce cocycle détermine un fibré affine en faisant le quotiefi@te
{0} x R?, par le groupe engendré pag(T?) (I'action denry(T?) se fait par des
translations qui se projettent en I'identité &i— {0}), et le groupe engendré par
l'application (x, y) — (Ax, B,(y) + C(x)), olx ety désignent respectivement
des éléments d&® — {0} etR2. Ce cocycle est un cobord si et seulement s'il existe
une application affin® de App(R3, R?) telle queC = B, D — DA = (B, —A)D.
ChoisisongC surjective, et supposons gaieest une valeur propre dg,, alors le
cocycleC’ n'est pas exact cal est surjective.

Si on fixe,A et B, la classe d’isomorphisme du fibré affine obtenu est déter-
minée par I'image de(’] par GI(R3®) x GI(2, Z). Ceci implique que les fibrés
affines déterminés par léssont deux a deux isomorphes.

5. Le Cas Général

Soit f un fibré affine d’espace totéaM, V,,) et de basé€B, Vg). On suppose ici

que(M, Vy,) est compacte et compléte, on a vu que dans cea$) est une ex-

tension dery(B) parm1(F). On va aborder la classification des fibrés affines dans

le cas général en utilisant la classification des extensions de groupes.
Rappelons la classification des extensions de groupes (voir [Mc, pp. 124-137]).

SoientAulrr1(F)) le groupe des automorphismesdéF'), Int(z1(F)) le groupe

des automorphismes intérieurst€F ), et Out(1(F)) le quotient de Autmy(F))

par Int(zr1(F)). Pourtout élément der (M), I’applicationif: 71(F) = m(F),

o — yowaoy Lpasse au quotient en une représentation,(B) — Out(w1(F)).
Soientu: w1(B) — m1(M) unesectiontelleque(l) =1, v: m1(B) x11(B) —

w1(M) définie parw(x, y) = u(x)u(y)u(xy)tetp(x) e ®(x). En appliquant la

relation d'associativité a(x)u(y)u(z), on obtient que

(Y, Dv(x, yz2) = v(x, y)v(xy, 2). (5.1)

De plus
¢(x)¢()/) = iv(x,y)d)(xy)' (52)
SoientK le centre dery(B), K est muni d'une structure de;(B) module.

Fixons®, et supposons qu'il existe une extensiomdéB) parmi(F). La donnée
d’un 2-cocyclew den1(B) a valeurs dan& permet de définir une extension de



480 ARISTIDE TSEMO

m1(B) parmi(F) en posantxy, y1)(x2, y2) = (x1(¢1(y1) (x2))w(y1, y2), y1y2)-
Ou x1, x, sont des éléments de (F) et y;, y, des éléments de,(B). Pour
® fixée, les classes d’équivalences d’extensiongd®) par 71(F) sont don-
nées parH?(m1(B), K) s'il existe au moins une extension. La donnéedde
seul n'implique pas I'existence d’une extensionst€B) par w1(F) associée a
®. L'obstruction a I'existence d’une telle extension est donnée par une famille
d’éléments deg13(1(B), K).

La classification des fibrés affines dans le cas général va se faire en fonction des
données suivantes:
(i) la base(B, Vp);
(i) la structure différentiable de la fibr& et une représentation d’holonomie

linéaire d’une de ses structures affines.

Etantdonnée une extensiop(M ) derr1(B) parmyi(F), qui est le groupe fonda-
mental de I'espace total d’un fibré affine de baBeVy) dont I’holonomie linéaire
des fibres esk (hr), on a vu que pour tout élémente 71(M),

hy(P)(x,y) = (Ay(x) +ay, By(y) + Cp(x) +d,).
Ona
Cyy=B,Cp +C,(A,).

EnmunissantApplidR™, R!) d’une structure de(M ) module a gauche définie

par
]/(C) = ByC’
et d’une structure de;(M) module a droite définie par
Cy=CA,,

on remarque qué€ est un 1- Zmw1(M) cocycle pour I’homologie de Hochschild
définie par ses actions.
L'application

D: m(M) — R/,
y —d,

est un 1-cocycle pour I'action a gauchest€M ).
Le fibré affinef est affinement isomorphe a un fibré affine, affinement locale-
ment trivial si la restriction d€ am1(F) a une classe de cohomologie nulle.
Réciprogquement si on se donne une représent&jode 71(M) dans G(R')
dont la restriction &1(F) coincide aved.(hr), un 1-cocycleC pour I’homologie
de Hochschild précédente et ur-1r1(M) cocycleD pour I’ action a gauche de
m1(M) tels que pour tout élémentdeR™, la représentation

71(F) — Aff (R)
y = (L(hp)(y), C(x) +d,)

définit une structure affine compléte de alors on peut définir de maniére évi-
dente une action affine dg (M) surR", dont I'espace quotient est I'espace total
d’un fibré affine au-dessus d8, Vs).
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Le quotient deR” par 71(F) définit un fibré affine au-dessus @& qu’on
note f.

THEOREME 5.1. Soientf; (i € {1, 2}) deux fibrés affines de ba¢s, V), dont

les fibres sont difféomorphes et ont méme holonomie linéaire, et le groupe fon-
damental de leur espace total respectif estM ), alors f; est isomorphe &

si et seulement s'il existe un isomorphisme enfiret f, au-dessus d’un auto-
morphisme dé€B, Vz), dont un relevé suR” conjugue I'holonomie linéaire de
(M1, Vi) en(Mz, Vy,), transforme Cq] en[C3], et[D1] en[D3].

Preuve.Supposons qug estisomorphe &, alors il existe une application affine
k qui conjuguéiy, enhy, en se projetant SR™ en un élément d&/(r1(B)). k
conjugue ausst , (w1(F)) enhy, (r1(F)) ce qui entraine qugfl est isomorphe
a f». Bien entendu, 1] et [D1] sont respectivement transformés €n] et [D,].

Réciproquement s'il existe un isomorphisme enfieet /> au-dessus d’un
élément deN(1(B)), dont un relevé suR” conjugue I'holonomie linéaire de
(M1, Vi) en celle de(M,, Viy,) et transforme €] (resp. [D1]) en [C2] (resp.
[D3]), alors ce relevé conjugug,, enh,, modulo une transformation affine de
la forme(x, y) — (x,y + E(x) + e). O

Soient(B, Vi) une variété affine compacte et compléeteFatne variété différen-
tiable compacte munie d’une structure affine compléete dont I'holonomie linéaire
estL(hp).

Pour classifier les fibrés affines d’espace total complet au-dessbs Ug) de
fibre difféomorphe & dont I'holonomie linéaire est (i) il faut:

(i) Classifier les extensions dg(B) parmi(F).

(i) Une telle extension deri(M) étant donnée, classifier les représentations
linéaires der1(M) dans G(R”, R") muni d'unZm1(M)) 1-cocycle de Hoch-
schildC e Aff (R™, R"), etd’unmy(M) 1-cocycle de group® a valeurs dans
R! tels que la représentation

m1(F) — Aff (RY),
y = (L(hp)(y), C(x) + D(y))
définisse une structure affine.

Les invariants utilisés pour la classification dans la situation générale sont plus
extrinseques a la géométrie affines que ceux utilisés dans le cas des fibrés affines
affinement localement triviaux.

Etant donnée une extension caractérisé@pd&finissant un fibré affine, quelles
sont les autres extensions déterminéesipdonnant lieu a des fibrés affines? On
va aborder la classification des fibrés affines de bBs&p) et de relevéf donné.

Considéronsti(M) une extension der;(B) par w1(F), et supposons gu'il
existe un fibré affinef, tel que le groupe fondamental de son espace total soit
m1(M). L'applicationiy, (y) se projette suR”/m1(F) en un automorphisme affine
ha(y)). Lapplicationry(B) — Aut(f), ¥’ — hyu(y') est une représentation.
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Soit f/ un autre fibré affine de bag®, Vi) tel que f = f'. Posonsiy (y) =
hy(y) o g(y). Lapplicationg(y) se projette suf en un automorphisme se pro-
jettant en lidentité suR™. Pour tout élémeny de w1(B), considérons’ (y)
I'application de Autmy(F)) — Aut(mwi(F)), o > hy(y)ahy ()™

En écrivant le fait qué,, est une représentation, on obtient

g(r1y2) = i)2(g(r)g(r2). (5.3)

Réciproquement la donnée d’une applicatipnzi(B) — Aut(f) vérifiant
(5. 3) permet de définir un fibré affine au-dessusBlgV;) en faisant le quotient
def par le groupe engendré pari; (v) = hy(y)g(y).

Spécialisons maintenant au cas iduest fixée,g(y) commute aveer;(F)
puisque la fibre est compactsy ) appartient & la composante connexe de(yit
La restriction dez(y) a une fibre def appartient & la composante connexe de son
groupe de transformations affines voir [T3]). On a

g(y1g(y2) = g(y1y2). (5.4)

Réciproquement la donnée d’une représentationi(B) — Aut(f) telle que
g(y) appartient & composante connexe de@ytdétermine un fibré affing’
au-dessus deB, Vp) tel queiy = iy

Exprimons maintenant de maniére plus géométrique I'applicatitorsque
I'espace total du fibré affine est compact et complet. Nof(@g = r(x) — r(0).
Fixons la basé&B, V) et I'holonomie de la structure affine de la fibre au-dessus
de PB (0).

Soity un élément der;(M). Ecrivons

hy(y)(x,y) = (Ay(x) +ay, B,(y) + Cy(x) +dy).

L'élémenty induit par conjugaison un automorphisgedes,(F). L'application
B, estun élément du groupe de gauge de I'nolonomie linéaire d’une fibre associé
ag,. Siy appartient &1(F), g, laisse invariant (x) pour tout élement deR™.

La représentation de; (M) dans le groupe des automorphismes de

Gl(HY(m1(F), RH™F))

des automorphismes d&'(x1(F),R), y + g,, passe au quotient en une
représentatio : m1(B) — GI(HY(m1(F), R)™)) 1l en résulte un fibré plat
Hpr au-dessus dB, qui est le quotient d&™” x HY(w1(F), R!) par I'action de
m1(B) définie pary (x, y) = (y(x), §,(y))-

Le fibré Hgr est munie d’'une connexion plate canonidg, a laquelle est as-
sociée la dérivée covarianigr. L'applicationR peut étre vue comme une 1-forme
dpr paralléle.

Réciproquement, considérons une représentgtidar,(B) dans

Gl(H (m(F), R)™5),
telle que pour touty appartenant a1(B), il existe B, appartenant au groupe

de gauge de I'holonomie linéaire d’une fibre, dont l'action coincide gyed.a
représentatiog définit au-dessus dB un fibré platHpy.
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Pour se donner un fibré affine au-dessus(8eVz) dont la structure dif-
férentiable des fibres est, et leur holonomie linéaire egt(kr), donnons nous
d’abord une 1-formelzr paralleleR” a valeurs dandizr. La donnée derR”
est équivalente a celle d'un 0-cobord de groupede 71(B) a valeurs dans
Applin(R™, HY(1(F), RH) ™)) pour la structure der1(B) module définie par
y(D) = g, DL(hg)(y ™).

Cette représentation détermine un fibré pfg;. de fibre type

Applin(R™, HY(1(F), RY)).
A Hpg. on peut associer la dérivatiat,.. Le fibré Hy, est isomorphe au fais-
ceau localement constant des 1-forrdgs paralléles. Considérons un élément
R de Applinf(R™, R") au-dessus d&’. Supposons en outre que le 1-cocycle de
groupey +— R(y)(x) + r(y)(0) défini une structure affine deé. Le quotient
deR” par I'action der1(F) défini pour tout élémeng de z1(F) par (x, y) —
(x, B,(y») + R(y)(x) +r(y)(0), estun fibré affine au-dessuské tel que pour

tout élément/; dew1(B) etx deR™, la fibre au-dessus dez (x) est isomorphe a
celle au-dessus dez (y (x)).
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