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SUR UNE PROPRIETE DE PRESERVATION

JEAN DRABBE

1. Introduction. Une formule d'un langage du premier ordre est dite
positive si elle peut etre construite £ partir des formules atomiques £
Γaide de la conjonction, de la disjonction, de quantifications universelles et
de quantifications existentielles. Une formule est dite negative si elle est
la negation d'une formule positive. Nous utiliserons la terminologie de [1]
(&. une traduction prέs) et la convention de nous limiter a la consideration
de structures et de langages du premier ordre. Nous nous proposons
d'etudier le probleme suivant:

Quand une formule a-t-elle la propriete d'έtre valide dans un produit
sous-direct de structures chaque fois qu'elle est valide dans au moins une
composante de ce produit sous-direct?

Nous montrerons que les formules rόpondant au probleme sont les
formules έquivalentes a une formule negative et les thέordmes logiques.

2. Un premier theoreme. Nous pouvons convenir de ne pas prendre en
consideration les sous-produits directs d'un ensemble vide de structures.
Remarquons que les formules negatives repondent au probleme car si ~ P
(oύ P est positive) n'est pas valide dans un produit sous-direct, alors ~P
n'est valide dans aucune de ses composantes (voir [2], chapitre 5, exercices
7 et 8). Notons K une theorie du premier ordre et K* la theorie du premier
ordre dont les axiomes sont les formules negatives demontrables dans K et
les theoremes logiques de K.

Th£orέme 1. Une structure % est un modele de Kf si et seulement si il
existe une extension elementaire %' de % qui est un produit sous-direct de
structures dont I'une au moins est un modele de K.

Demonstration: Supposons que % est un modele de Kf. Nous devons
prouver qu'il existe une extension elementaire %' de % satisfaisant a la
condition indiquee (Γautre partie de Γdnonce est triviale, en vertu de la
remarque precedente).

Montrons qu'il existe un homomorphisme positif (voir la definition
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dans [2], chapitre 5, exercices 5 et 6) de % dans un modέle de K. II suffit
de verifier que toute disjonction de formules negatives qui est un thέorέme
de Kest valide dans %. Ceci est trivial car % est un module άeK\ II en
rέsulte qu'il existe une extension elementaire %' de % et un module & de K
tels que SB est image homomorphe de H' (voir [2], chapitre 5, exercice 6).
Soit/ un epimorphisme de %' sur 8. L'application g: %' —> I ' X δ , dέfinie
par: ga = (a, fa) est un isomorphisme de flf sur un produit sous-direct de
I ' et 8. Le thέoreme est ainsi demontre.

Remarque: On ne peut remplacer la condition nέcessaire et suffisante de
ce theoreme par "% est un produit sous-direct de structures dont l'une au
moins est un modele de K". Ceci rέsulte du fait qu'il existe une classe
elementaire S de structures telle que la classe des produits sous-directs
de structures dont Γune au moins est dans S n'est pas elementaire.

3. Solution du probleme. Nous allons prouver le

Theordme 2. Une formule a la propriέtέ d'έtre valide dans un produit
sous-direct de structures chaque fois qu9elle est valide dans une com-
posante au moins de ce produit sous ̂ direct si et seulement si elle est
equivalente a une formule negative ou ά un theoreme logique.

Demonstration: La condition est evidemment suffisante. Supposons que la
formule F reponde au problέme. Soit K la theorie dont le seul axiome non
logique est F. Formons K' comme prdcedemment. Tout modέle de K' est
un modele de K (en vertu du theoreme 1). Done, les theories K et K1 sont
equivalentes. On en deduit aisement le theoreme.
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