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EIN NICHTKONSTRUKTIVER BEWEIS DES ERSTEN ε-THEOREMS

WILHELM K. ESSLER

Kaplan hat in [3] (S. 931) als Hilfssatz das erste ε-Theorem von Hubert
und Bernays ([2], S. 18 ff.) benutzt. Da er in seinen wissenschaftstheoreti-
schen Theoremen nirgendwo eine finitare, sondern stets die klassische
zweiwertige Logik verwendet, erscheint es sinnvoll, nach einer kurzen
nichtkonstruktiven Beweis dieses Hilfssatzes zu sue hen, der ohne Umstande
in wissenschaftstheoretischen Untersuchungen aufgefϋhrt werden kann. Im
folgenden wird ein derartiger Beweis erbracht.

Als Objektsprache wird eine Sprache der engeren Quantorenlogik ver-
wendet. Dabei ist "v" das Adjunktionszeichen und ''V" der Existenz-
quantor. Eine Interpretation J dieser Sprache ist eine nacheindeutige
Relation, deren Vorbereich die Gesamtheit der Variablen und der nicht -
logischen Konstanten ist und deren Nachbereich eine Gesamtheit bildet, die
aus Dingen, Klassen von Dingen und Klassen von geordnetenr-Tupeln von
Dingen (r > 1) besteht, wobei den Gegenstandsausdrϋcken durch J Dinge,
den Eigenschaftsausdrucken Klassen von Dingen und den r-stelligen
Beziehungsausdriicken Klassen von geordneten r-Tupeln von Dingen zuge-
ordnet werden.

Der Wahrheitsbegriff wird als dreistelliger Relationsausdruck verwen-
det und hat die Form "Der Satz φ ist bei der Interpretation J ϋber dem
Gegenstandsbereich B wahr". (Manchmal wϋrde es ausreichen, ihn als
zweistelligen Relationsausdruck zwischen Satz en und Interpretationen
anzugeben, wenn der Gegenstandsbereich B der Nachbereich der Relation J
ist, falls deren Vorbereich auf die Gegenstandsausdrύcke beschrankt wird;
da die Gesamtheit der Gegenstandsausdrϋcke als nicht leer vorausgesetzt
wird, ist damit automatisch auch B nicht leer.) Der Wahrheitsbegriff sei
definitorisch oder axiomatisch so eingefuhrt, daβ die beiden folgenden
Satze gelt en:

Der Satz φ v ψ ist bei J uber B wahr genau dann, wenn φ bei J liber B
wahr ist oder ψ bei J uber B wahr ist.

Der Satz Vξ 0(ξ) ist bei J uber B wahr genau dann, wenn es eine Inter-
pretation K uber B gibt, die sich von J hδchstens bezuglich des Ausdrucks
ξ unterscheidet, so daβ 0(ξ)bei K uber B wahr ist.
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Der Begriff der logischen Folgerung (abgekίίrzt durch "f+-") sei in der
ϋblichen Weise eingefϋhrt: Aus einer Gesamtheit G von Satzen folgt logisch
der Satz φ (G H- φ) genau dann, wenn φ dei alien Interpretationen J
bezϋglich jedes Gegenstandsbereichs B wahr ist, bei denen auch jeder Satz
aus G wahr ist. Der Begriff der Ableitbarkeit (abgekίirzt durch "\-") sei
relativ auf den Kalkίίl des naturlichen Schlieβens definiert; daβ aus einer
Gesamtheit G von Satzen die Aussage φ ableitbar ist (daβ G f- φ), besagt
demnach, daβ φ aus den Satzen von G mittels gewisser Regelanwendungen
erzeugbar ist (vgl. [1], S. 49 und S. 121f.). Fur die engere Quantorenlogik
gilt der folgende Endlichkeitssatz (vgl. z.B. [1], S. 291):

Wenn G H- φ, dann gibt es eine endliche Teilklasse ^von G, so daβ F H- φ.

Im folgenden darf daher stets ohne Einschrankung der Allgemeinheit
angenommen werden, daβ G endlich ist. Ben'όtigt wird allerdings nur die
sich daraus ergebende Folgerung, daβ in den Satzen aus G und in φ
zusammen nur endlich viele Gegenstandsausdrucke (Konstanten oder Vari-
ablen) frei vorkommen. Das erste ε-Theorem wird nun in der folgenden
Form bewiesen:

#x, . . . , # „ seien die Gegenstandsausdrucke, die in V|ψ(ξ)oder in den Satzen
aus G frei vorkommen, weder in 0(ξ) noch in einem Satz aus G komrae ein
Quantor vor, und aus </>(ξ) entstehe durch freie Umbenennung von ξ zu
al9. ..,an jeder der Satze φ (ax),..., φ(an). Dann gilt:

(a) Wenn G H- Vξ0(ξ), dann G H- φiaj v . . . vφ(an).
(b) Wenn G \- Vξ0(ξ), dann G μ φ(aj v . . . vφ(an).

Beweis: Die Voraussetzungen des Satzes seien erfullt.

(a) Angenommen, es gilt nicht: G H- φ(ay) v . . . vφ(an)y dann gibt es eine
Interpretation (ίίber einem gewissen Bereich), bei der alle Satze aus G wahr
sind, bei der jedoch 0(ύ?i) v . . . vφ(an) falsch ist; J sei eine derartige Inter-
pretation iiber einem solchen Bereich B. Zu zeigen ist, daβ es dann eine
Interpretation Jr ίίber einem Bereich Bf gibt, bei der ebenfalls alle Satze
aus G wahr sind und bei der Vξ0(ξ) falsch ist.

B' sei die Klasse jener Dinge aus B, die den Ausdrucken al9... ,an auf
Grund von J zugeordnet sind. Jr sei die auf Bf beschrankte Interpretation J ,
womit folgendes gemeint ist: Jr ist bezuglich der Ausdrίicke aly..., an mit
J identisch, ordnet den ubrigen Gegenstandsausdrilcken Dinge aus B' zu,
ordnet den Eigenschaftsausdrucken die Durchschnitte aus Br mit jenen
Klassen zu, die ihnen Jzuordnet, und ordnet den r-stelligen Beziehungsaus-
drucken die auf Bf beschrankten Klassen von geordneten r-Tupeln zu, die
ihnen durch J zugeordnet werden.

Bei dieser Interpretation J ' uber B' sind alle Satze aus G wahr und ist
φ(ax)v . . .vφ(αw) falsch. Denn da in diesen Aussagen nach Voraussetzung
keine Quantoren vorkommen, sind sie aussagenlogische Funktionen der in
ihnen vorkommenden atomaren Satze. Diese erhalten jedoch durch J ' d e n
gleichen Wahrheitswert wie durch J, da Jf den Gegenstandsausdriicken, die
in ihnen vorkommen, die gleichen Dinge zuordnet wie J und da sich die
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Klassen von Dingen bzw. die Klassen von geordneten r-Tupeln von Dingen,
die den darin vorkommenden Eigenschafts—bzw. r-stelligen Beziehungs-
ausdrϋcken durch J' zugeordnet werden, nicht bezϋglich der Dinge aus Bf

von jenen unterscheiden, die ihnen auf Grund von J zukommen. Da nun
φ(ax) v . . . v φ( a) bei Jf uber B' falsch ist und Bf keine weiteren als die den
Ausdrϋcken alf...9an durch Jf zugeordneten Dinge enthalt, ist0(ξ) bei
jeder Interpretation K iiber Br falsch, die sich von J' hόchstens bezίiglich ξ
unterscheidet. Folglich ist auch Vξ0(ξ)bei Jf uber Br falsch, was zu zeigen
war.

(b) Diese Teilbehauptung ergibt sich aus (a) auf Grund der Vollstandig-
keit und Korrektheit des Kalkuls des naturlichen Schlieβens (vgl. z.B. [1],
S.269-290).

Der Beweis fύr die Erweiterung des ersten ε-Theorems (vgl. [2], 5.32),
verlauft ganz analog, nur daβ hier bei r Existenzquantoren nr Adjunktions-
glieder verwendet werden mϋssen.
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