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LES PROPRIETES DU FONCTEUR NICOD PAR RAPPORT
A LA RECIPROCITE ET CONJUNCTION. I

EUGEN MIHAILESCU

Dans cet article, nous conside*rons le foncteur introduit par Nicod,
comme foncteur definissent pour tous les foncteurs du calcul propositionnel
bivalent, que nous notons par: Dpq = non p oύ non q. Ce foncteur satisfait
la matrice:

D I 0 I 1
0 1 1

1 1 0

et peut etre de*fini encore: Dpq = RIKpq oύ R satisfait la matrice:

R I 0 I 1

0 0 1

1 1 0

En vertu de cette definition, nous donnerons une forme normale simple
pour toute forme construite a Γaide seulement de ce foncteur. Notons
S(D) Γensemble de toutes les formes construites avec D.

Les notations utilise. Nous employons les notations suivants:

(1) Si "F" est un foncteur, alors: Fn = F . . . F

n
m

(2) Π Pi = p ι p 2 . . . p m
I - 1

(3) Π F * «(&,/>,. . .pm)h
ft/ί

" m

signifie chaque forme qu'est obtenue de la forme Fh a(p1, p2 . . . ph)
considerant touts les combinaisons des m lettres pu p2 . . . pm prise h a h

(4) a ~ β = a est equipolente avec β
m

(5) Σ) hi = hx + h2 + . . . + hm
i- l
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Theoreme 1. Tonte forme

ot^Dn'ιpιp2...pn

admet la forme nor male

Hγ(D) = Rn~llpnRpnPn-J<*PnPn-Ypn-2 - ̂ " " ' A A - I A ^ ' ^ l A A />„

Nous demontrerons ce theoreme par la methode de recurrence:

1. Dpλp2 ~ Λ i / ί ί ^

lPi/Dp1p2,p2/p3*2

2. DDpxp2p3 - RlKKp1p2p3 - RlKRlKp1p2p3 ~ RlRKlp3K
2pλp2p3

~R2iρ3κ
2pγp2p3

parce que:

et done:

5- DDp&pt-tflpalfpJtPs

3p1/Dp1p2,p2/p3,p3/p4*4

1. DDDp,p2p3p4 ~ R2lpAK
2Kpγp2p3pA - R2ipJ^RlKp^p^R2lp4KRlKp3p4

~ R2 lp^RKlKp3p^K3pλp2p3pA

~RlpiKp4p3K
3p1p2p3p4

parce que:

KlKp3p4 ~ A'/)3/>4 ~Kp4p3

et done:

5. DDDpγp2p3pA - Λ 3 J/>4KpAp3K
2pAp3p2pγ

Nous supposons le theoreme vrai pour w variables propositionelles.

^. Dn-lpYp2p3.. .A, ~ Rn-ιiρnκρn^ρn.2.. ./f""3AA-iA-2 • .

ρ^ι~ιPnPv-i' AAA

Pour demontrer le theoreme pour w + 1 variables propositionnelles nous

faisons la substitution:

£/V^AΛ, V / V A/AH-1 * ?

7. D%p2p3...pr?pn+ι

~ Rn~ιiρn+1κρn+ιρnκ
2ρn+ιρnρn_ι.. ./^""'A+iAA-i. p5p4i<"~ιDPip2p3 . .

Λ/Aί-f i

~R"~1lpn+iKpn+ιpnK
2pn+ιpnpn-1 . . •K"-3ptι+1pnpn.1 . . . p*KKpφ2Krι-2p3P4 . . .

AAfi

~R"-1iρn+1κρn+1ρ,iκ
2ρn+1ρnρn-1.. .K"-3pn+lpf/pv-i .

P.KRlKP^K^Pv+lPvPn-l PzB?~llPn + lKPn+lPnl?Pn + lPnPn-l ' ' '

κ"~3P>!+iPrA-ι p4Rκn<t2'2ρ3ρ4... A + Λ f t
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ρtl+1R
niρt!+ιKpn+1ρr!κ

2A+1AA;-i κrl-3ρrιΛιρn.. .£ 4^"~ 2;ViAA-i

et done le theoreme se maintient pour n + 1 variables propositionnelles,

e'est-a-dire il est demontre.

Theoreme 2. Toute forme du type:

a= Dp1Dp2Dp3...Dpt!_2Dp^1ptί

admel la forme Jiormale:

N2(Z>) - Rv~ιlpιKpφ2K
2pφ2Pz. . .Krί'3pφ2. . .pn-2Kn~1Pip2> >P»-2p,i-iPt,

Nous demontrons le theoreme par la methode de recurrence:

8. Dpxp2 ~ RlKpφ2

8pjKp2ps*9
9. DpγDp2p3 ~ RlKpγKp2p3 - RlKKp2p3p, ~ R-,lKlpγK

2pγp2p3R
2ipxK

2'pφ2p3

parce que:

et done:

i α DpλDp2p3 - RlpγKpγp2p3

10p3/Dp3p4* 11

11. DpγDp2DP 3p4 ^ R2ipγ Kpγp2 Kp3p4 ~ i?2 //>! KKp3p4 Kpφ2

~R2lpγKRlKp3pΛ Kpxpi

~R2lpγ KKlKpφ2K
3pιp2p3p4

-R^p^tp^I^PΛPspA

parce que:

KlKpγp2 - Kpφ2

Supposons le theoreme vrai pour n variables propositionnelles:

12. Dp, Dp2 Dp3.. . Dp,,-2 Dp,,.φt!

-R^'lp, Kpγp2K
2pγp2p3 . . .Kn'3p1p2p3 . . . A -2 Krl'ιpφ2p3 . . ./>„-!/>„

Dans la formule 12 nous faisons la substitution:

12pn/Dpupn+ι*13

13. Dp, Dp2 Dp3... Dpn-2 Dpn. ι Dp,,ptι+1

"R^^PiKpiP^pMs. . .Kt'~3p1p2p3 .pn-*Kn~lpιp2 Φ»-ιDpvpv,γ

- R1l'ιΠ<PιP2K
2PlP2P3.. . / ί w " 3 AΛ A-2^/vAA + iA"" 2 AA . ./>w-i

- R^'lKp^I^P^Ps. K"~2Pip2 .^w-2 KRlKpJ>,,+iK"~2PιP2 Λ;-i
~ R"~ιiκpιp2κ

2pφ2p3... κ"~3Pφ2P3.. φn-2RKiκn-2ρxp2...
pn-lK"pιp2 . . φn-ιPrφn^l

~ R vipγ κpγp2κ
2pγp2ρ3... κ»-3ργρ2ρ3... Pn-2κn.2pγp2... Pn-.K"P,P2P3 . . .

ΛιΛ +1

Done, notre theoreme se maintient pour n+\ variables propositionnelles,

e 'e s t-a-d i re il est demontre.



530 EUGEN MIHAILESCU

Les formes normales N^Z)) et N2(Z)) sont des formes fondamentales
pour etablir les formes normales correspondantes d'une forme Nicod quel-
conque, parce que ces formes font partie d'un des groupes suivants:

Groupe A

a = DaιDa2Da3. . . Dav-2Dav-ιav

«Λ = Dp\Dph

2. . .Dpϊ^Dp^.iPί (fc = 1, 2 . . .y)

G r o u p e B
1711 m 2 mχι

a = D'-' Dmi-1 Π pJD"12'1 Π p) . . . Dn"-1 tip]'
i - 1 i = l /' - 1 z

Groupe C

a = D'"1a1a2a3. . .av.γav

ah = Ώp\Dp\.. Όph

mh.2Dph

mh-,ph

mh (h=l,2...v)

Groupe D

α = . D D l ) l l - 1 Π / > J Z ) Z ) W 2 - 1 Π / ) ? . . . D D ^ " 1 " 1 Π p)'1 D1"'"1!! PΪ
i-1 »= i , = i / = i

Pour etablir la forme normale generale, nous avons donne quatre
formes normales correspondantes aux Groupes A-D. Nous demontrerons
ces quatre formes pour etablir la forme normale pour une forme generale
de Γensemble S(D).

Theoreme 3. Si

aeS{D)

est une forme du Groupe A, alors il admet la forme normale:

N,(Z» = .RIJ! (pyw... (pιr)p i[Π (κpipiκ2pipipϊ... κmi-*pipi...

\ I f ' h "'I'3 I h \Ί Γ ' h mk'3

ίiI.,^
1ίίίί-ίi>'+ι ΠΠ Π U ί ϋ Π Π Π

7 J L ^ = 2 f e = l ιk--0 \ j = Q ' / J | _ / ι = 2fe=l tk-0
/mk-* ih \ / w y " 3 ij m/(l,2) x

π /ίwΠ/»;'+1 π π K'^-^UPU, Π ^".^

( 3 mi~3 ij w/(l ?253) \ I' w / " 3

Π Π ^ / + W w ( 1 ' 2 ' 3 ) Π ^ + 1 Π pί{1>2>3))...Π Π i f ί / + B - ( 1 ' 2 " "
/'y w / ( l 2 . . ./ ) / m l m2 v

/Γ'^ ^-'Π />;Π .̂..Π/,;
/ • = i ' 7 = 1 ; /-I V J

oύ nous avons

/ 7 h.+h-l

W = Σ Σ m, + y - 1 et aw = Σ M
y = i / = i «= l



LES P R O P R I E T E S DU F O N C T E U R NICOD 531

et oύ

s i j = 1, a l o r s />zwα j2.../,) = m2 + »h + + >«Λ

s i / = 2, a l o r s mUd 2 . . h) = ; ; z i + }H3 + }n\ + + Mh

s i j = h, a l o r s nιu{x 2...H) = n ι ι + }}h + • • + nιh-2 + >>*/*-1
W / ( 1 , 2 . . . Λ ) W 2 ' " 3 w/j

s i ;= 1, alors Π /^(1<2-A>= Π ^ Π ^ . . .Γΐ ^
w / ( l , 2 . . . / O m\ m3 mfr

s i ; = 2, alors Tΐ Z) ! ' 1 ' 2 -* 1 = Π/>iΠ/> t

3 . . .Γΐ/>*

w/(l 2 h) ml m2 mh-2 w/ί-i

si./-/,, alors Π ^ 1 '»-*> =Π />̂ Π /,J. . . Π p>Γ Π />?"'

Nous demontrerons le lemme suivant:
i ' 2 rh + l

(F) K R iί qι R II q? . . .R 11 q^+i
' = 1 ' 2 = 1 ?7; + l = 1

-R'^- ^ii π . . . π ' /fW2...^1

? 1 = 1 ; 2 = 1 / / ^ ^ 1

Nous demontrerons le lemme par la methode de recurrence: pour // - 1
nous avons:

Ί r x *2Z ι

...(κq\R'*-lqW2...<l?)

\ 7 2"- 1 / \ ?2 = L /

Ί ? 2

~ i? 1 1 1 1 Λr/i ί72

if'1 ' 2 z !

Ί '2

' l '^" 1 TT TT r- ' ! r2
~ i? 1 1 1 1 A^! q2 .

7 ^ 1 ; 2 = 1

et done le lemme est vrai pour h = 1. Nous supposons que le lemme est
vrai pour // - 1, e'est-a-dire

κh-ιRlι-ιU ^ 1 / ? ' 2 " 1 ! ! q 2\..Rh'xY[ q >>

^R ^-"'-ιn Π . . .Π/ί 1 -,; 1 ^.. .?; 1

ί i = 1 12'- ι 1h^ l
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Nous demontrerons que le lemme est valable pour h.

v\ v2 ι>3 vh vh+l

KhRn-1 Π qΐR"2-1 Π ^R"3-1 Π q?. . .R^ Π q'h

h Rvh^1 Π q$?
ι Ί = l ί'2=l ί 3 ^ l ι'A=l ί / l + l z l

-^Λ'^1-1 π ^t^*-^"1"1 π qW"2'1 i i ? ; 2 / r i π <7s3 •
ί/ll=l U = 1 * 2 = 1 ί '3= 1

- A U,»*-«'••' Π ,''«"•' ί ϊ , ? . . . « " " Π ?;'
' 1 = 1 * ' 2 = 1 Z ' Λ = 1

= ω2

oύ

LL\ - n . 1 1 <?/,fi
/Λ+i=L

Mais d'apres l'hypothese, nous avons:

ω2 -Kω^1'112'-'11'1!! Π . . . Π ^ - ^ S 1 ' 2 . . . ^ 1 ^ ^ ^

/ i = i i 2 = i ' A = 1

OU

ω3=Λii'iί iA" iri ri . . . ί i^-^'V 2 . . .?^
/'l= 1 / 2 = 1 /^ = 1

et done:

Kω.ω^KR^1'1 Π q[h+1ω3 - Rh+l~l Kql^ω3Kq2

h+ιω,
' Λ + i = 1

^WΛ'" '-*-ιΠ fί ...Π^ί^..ΛU
\ ^ l / 2 = 1 /A = l /

~ (R1 I'2-"'-1 TΪ ri... Π /cVί1^2.. .<?;,* d+i) ( Λ 1 1 ' 2 - 1 * " 1 Π Π ...
\ / - 1 = 1 ' 2 = 1 'Ά = 1 ' \ / - 1 = 1 l # 2 = 1

π π ^i^...^^1)
' Λ = 1 ' Λ + i = 1 7

et done le lemme reste valable pour h, e'est-a-dire il est demontre. Nous
demontrerons maintenant le theoreme. La forme:

a = DaγDa2. . .Dav_2Dav.γaυ

admet, d'apres le Theoreme 2, la forme normale:
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a ~ Rv~ίlKaιa2K
2aιa2a3.. .K'"3a1a2.. .a,,_2K'"ιa1a2.. .a,,

~R i^rt iρικρ1ρ2κ ρ1ρ2ρ3.. .a ργρ2.. ,ρmij \κ\κ

lpιKp1p2K p1p2p3...K PiP2p3-- • Pmι-zK P\p2 Pmι)

(Rl2-ίip\κp\plκ*p\plpl...κm^p\plpl.. .pl^κm^ιp\pl.. .pl2)]

[κ2(Rmiip\κp\p\κ2p\p\p\.. .κmι'*p\p\.. .pι

mι.2.. .pι

mι.2κ'"1-1

P\ρ\ρ\ • • -Pi) (R'2~ιipϊκp\plκ3'p\plpl.. .κm2-3p\pt. ..Pl2.2

K-'-'PIPI.. .pm2) (R^iplKplplK'plplpl. .κm3'3p\pl.. .pl,3.2

κm3-kp\pl.. .pl3)]... [κh-i(Rm^ip\κp\plκ*p\p\pl...κm^p\p2...

P^K^pϊpl.. .pl.) ... {Rh-ιip\κp\p^p\ph

2p\.. .K'^pΊpl..

PΪh-,κmh-χp\ph

2.. ./,*A)] . . . [κ"-1(Rmί-1ip\κp[p2κ
2p\p2p

ί

3...κ
mi'1

iρ\κp\p\κ*p\p2p\.. .RK'-^plpi.. .pl3-2κ
mi-3p\p2. ..plrll)...

(R '- 1 ip[κp[p 2κ> p'ip'ift.. .κ""-3 p[p'2.. .pl,,,-2K""-lp[p'2. ..p<m)]
= O)

Nous utilisons le lemme et nous avons les formules suivantes:

φ171^ ip\κp{p2κ
2p\p2pl..κ"ll-3p\p2...pmι_2κ'"1-1p[p2...pl,1)

(Rm2-ιip\κp\plκ*p\ptpl.. .κm^p\p\.. .Pl2-2κ™*-ιp\pl.. .pQ

2

~ Rm™-1 ip\p\Tl (κp 1piκ*p 1pip'a...κ""'3p'1pl...p'Ml-2κ
mi-1pipi

\3-i) 1 = 1 x

TT π (κ'^+iu P]+ιn pύ Π K^-'U PU
w 2 \ ~ | Γ / W 2 ~ 3 f'2 Wl \Ί / mi n'2 \

P1^)j[(π-'2 +''ψ0^ IΠ,;)](^--'Π^Π^
ικ2(R

mι-1 ip\κp\p\κ2 plplpl. ..κm^p\p\.. .p^K"1'1 P\PI .. .p1^)

(R'"2-1 ip\κp\p\κ2p\p\p\.. .κ'"2-3p\pl.. .pm^κ12'1 p\p\.. .pl2)

{Rm3-ιip\κp\plκ2p\plpl.. .κm3-*p\p\.. .pl^K^-'pίpl.. .pl3)

~Rmιm2m3-ιp\p\p\\ Π (κpipiκ3pipip ...κmί-ίpipL.. .p!,,,-2κ""-1

(o ) /
V 2 / \ \ - | r mι~3 n/2-3 m3-3 ι\ i2 / 3

M . . . J Π π nκii+"^+tUp}+ιnPi+ιnP%
7 J L Π = 0 12=0 t3-0 j ^ Ό ' . O / j ' - 0 '

(' W l - 3 / L W 2 OT3 v / w 2 - 3 / 2 w 3 \

1 1 ^ I I p j + i i Y pj i i pjjK I I A : 1 1 pj+1ii p )

( w3-3 / 3 >»2 \ Ί / W l W 2 W 3 \

'•3-0 i-o ' r ι ' / ] \ i-1 ' / = ' ' r1 I
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A ' V 1 it>\κp\P\κ*P\PlP\ • -κ"n'3p\t>\ •. •Pi1-2κ'"1'1plpl .. .pι

mι)

(Λ'"2"1 iplitfpltfplplpl.. .Km*'3p\pl.. .PI^K"2'1 p\p\.. .pi)

(R'"3''ip\κp\p3

2κ
2P\PIP\. . .K"3'3P\PI. . .ρl3-zκ'"3'1 pXpl.. .pl3)

(fi'"4"1 ip\κp\piκ*p\plpt.. .κ'"*-3p\pt .Pl^κm^p\p\.. .pi)

- RH'"m~ι 1P\P\P\P\ [ ( Π Kp piK'plpip',.. .κm -Λpipί...A',,,)j

[ wλ-3 w 2-3 w 3-3 w 4 -3 1 ιλ ι2 h \

1 1 1 1 1 1 1 1 [K 1 1 p M l i p +1 l l / > + 1 1
/ ! = 0 / 2 - 0 / 3 = 0 ; 4 = 0 \ /^O ; /=O ; ; = 0 ; /

\ / w 1 - 3 7 w 2 w 3 w 4 \ / w 2 ~ 3 ' 2

Π / < :Ί-»2--'3+«4 Π / , ; + 1 Π/,f Π/,? Π/,I ( Π ^ ^ " 3 ' ^ Π
wi W3 '"4 \ / ' " 3 " 3 »3 w l W 2 '"4 \

,;,, I I Λ Π , ? Π , ; ) ( U K- •«" Π,;., Π Λ Π/,; Π P ; )

(ϊfl ί"* '-'-ΠA;,,Π t;Πι, u)(κ """ -ftP;ft
\ !Λ 0 /-() / I 7 /"-I j-l/ \ / - I / -1

En generalement:

Pi) (a"2" iρiκρΐplκ2pϊρlρl • • • κm2~3ρ'\ρl.. .pi,2-ίκ""ι~ip\pi.. .pi)

. ..(R"><-1 ipϊκp'lpίκίpllpllpl..κmh-3p'ίpl. .pί^K^pXpl.. .pth)

~ Λ ""- w *- 1 ιp\p\ . . ./;(' Î Π {KplplK'pίPlPί . ••K""'3p'ιp!i . . ./>if_2

Λ-""-1^/^...<)] f"π h ' . . . ( A - ' ^ -̂1*-1 Π /,;+1 Π^ + 1 . . .
. v / J L / ! - ( ) /-,=() \ / = 0 ' 7 = 0

A-*-^ *«π^,ii,:f,πΛ>...Πrf)]...[lπ

(«"*-*•••-'--'i;,,Π,,;. ,Π/,;. "π /.;-)]

(/c"""-+ ^-1Π/,:Π/,;...Π/>f)

Nous utilisons pour la forme a cette formule et nous avons:

a ~ R* Π I \p{κp[p 2i*P'xPLPΪ • • •κ'" 'Λp[pί.. .p[pί.. •p;,,,κ"""plpl

2 •..
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)
Ί Γ w l~ 3 m2~3 I i\ 12 \ /m3~3

V-i + l\\ Π Π ( Kll+ί2+lT\ hl Tί H2 )l 17 ^ ' l + ' 2 + ' 3 + 211 11 Λ l l / > / + 1 l l / > + 1 Π 1 1 /f
i\ 12 *3 \ /Wj-2 ra2-3 mh~3 i\ '2

Π / > } + 1 Π ^ + 1 Π / > ϋ . . . ( Π Π ... Π *i + + *- ι Π/>} + 1 Π
/ = 0 / + ;=0 / + ;=0 ' / \ ί! = 0 ι2=0 ^=0 /=0 7 /=0

ih \ ml~3 m2~3 mV~3 h '2

fi W ίlίL-ί!*"*™ - π ^ . π ^ . -
iv \- |Γ w l " 3 U W2 W 2 " 3 «2 W l \ / m Γ 3

y=o 7 / J L ύ = o y=o 7 y=i ί'2=o / = o ; i = i / \ t j = o
i\ «2 W 3 W2-3 ί-2 OT1 m3 OT3-3

Π Λ ' + 1 Π ^ Π ^ Π /f / 2 + " i + " s Π^ + 1 Π/,;Πί? Π κia+mi+m*
y = o y

 ; = i 7 y = i 7 , 2 = o / = o 1 y = i 7 , = i 7

 f 3 = o
Z3 wi w 2 v w 1 -3 l i ^2 OT^ ^ 2 " 3

Up^UP;Upή...U κ ̂ +-^U P)+ίU...Up^U
7 = 0 7 7 = 1 7 7 = 1 V ί 1 = θ 7 = 0 7 7 = 0 7 = 1 ' 12--O

«2 «2 "»3 w/j w/j-3

^,2+,1+,3+...+^π 2 + i Π l Π . β π / , / . . . Π κih+m*+ ~+mh->
; = 1 7 7=0 7 7 = 1 / = 1 1 ^ = 0

/'Λ w i wΛ-i \η Γ w i " 3 / h m2

Π Π / > ; . . . Π /^H ... Π (/c f ι+-a+ + " " Π ^ + 1 Π ^ . . .
,=o y = i ; , = i ' / J L ίi=o \ /=o / + 7 = 1 '

mh~3 ih

 W l »>h-l

. />• . . . 1 1 tf l l / > / + i 1 1 / > , - . . . 1 1 Λ + i

Π p^...T\P;... Π ̂ + - + - - Π / > ; - 1 Π / - ; . . . Π /,;-)
y=o ' y = i ; ι r = o y=o ' y=i 7 ; = i / J

(
OT1 W 2 \ / w l >"2 w 3 v

7 = 1 / / - I I / \ 7 = 1 / y = i 7 7 = 1 7

Ϊ ^ ^ Π /,; ...Up j
7,1 / , = i / /

ou nous avons

W = Σ ) Σ w , + y - l
/=1 /=1

Cette formule on peut la restreindre et ainsi nous avons: N3(D).

(A suivre)
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