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UBER KONGRUENZEN HOHERER OPERATIONEN

GUNTHER FREI-IMFELD

1* Im Anschluss an die Arbeit [1] stellt sich die natlirliche Frage, wann
die Kongruenz xx = a modulo m mit m und a als ganze, teilerfremde Zahlen
lδsbar ist. Diese Frage l£βt sich mit Hilfe einfacher elementarzahlen-
theoretischer Hilfsmittel beantworten. Das Hauptresultat bildet der Satz 4.

2 Beginnen wir mit einem Resultat, das sich unmittelbar aus der Tatsache
ergibt, daβ in be = a (mod m) die Basis b modulo m und der Exponent e
modulo ψ(m) [oder modulo einem Teller von ψ(m)] bestimmt ist, wobei
ψ(m) die verallgemeinerte Eulersche Funktion darstellt, d.h. ψ(m) ist der
kleinste Exponent e, derart daβ be = 1 (mod m) fur alle zu m teilerfremden b
gilt. ψ(m) ist gleich der Eulerschen Funktion φ{m), falls m Primitivwurzeln
zuiaβt, d.h. falls m gleich einer der Zahlen 1, 2, 4, pa, 2pa ist, wo p eine
ungerade Primzahl und a eine natlirliche Zahl bedeutet; sonst ist ψ(m) ein
echter Teller von φ(m). Es seien nun durchwegs m, a und rbeliebige ganze
Zahlen, wobei stets a und r als zu m teilerfremd angenommen seien. Die
Ordnung von r modulo m sei h. NatUrlich ist h ein Teiler von ψ(m).

It Ύϊl
Ferner sei s = -. -τ und σ = ~. -r, wo (m, k) der g.g.T. von m und h

(m, h) (m, h)
bedeute. Ist [m, h] das k.g.V. von m und h, so hat man also [m, h] =

mh ,
— = ms = σh.

(m, lit)

Nun haben wir den

Satz 1 (i) Die simultanen Kongruenzen
xx = a (mod m)
x = r (mod m)

sind genau dann ΪGsbar, wenn
a = rr+t*"(mod m) ist, mit 0 ^ u < s;
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(ii) Die Lϋsung ist dann eindeutig modulo [m, h] - ms.

Beweis: (i) Ist a = rr+mu (mod m) mit 0 ̂  u < s, dann folgt a = (r + muf+mu)

(mod m), also sind die Kongruenzen lδsbar. Ist umgekehrt xx = a (mod m)
und x = r (mod m) lbsbar fur ein x = t, dann ist t = r + my fur ein y e Z,
wobei y in die Form y = u + sz, mit ze Z und 0 ̂  u < s, gesetzt werden
kann. So mit ist

a = tt={r + myΫr+my)^ r

r+murzms= r

r+murzσh= rr+mu{moό m).

(ii) Sind tx und t2 zwei Lbsungen mit

tγ = r + m (&i + zγs) flir ein uγ mit 0 ̂  uλ < s und ein zλ e Z,

und

ί2 = r + m (u2 + z2s) fur ein M2 mit 0 ̂  u2 < s und ein £2 e Z,

dann folgt aus α = rr+7WMl Ξ r

r+OTM2 (mocj m^ ^ a β m M i Ξ m ^ 2 (mocj ^ u n c j n a c n

Division mit (m, /?), daβ σ^i = σu2 (mod s) sein muβ. Wegen (σ, s) = 1 ergibt

sich daraus ^x = u2, also ist ίx = t2 (mod ms).

Bemerkung: Die r r + W t t(mod m) mit O^w < s sind alle inkongruent modulo
m, wie aus dem Beweis hervorgeht.

3 Gem£β dem chinesischen Restsatz kann die Lόsung der beiden simultanen
Kongruenzen modulo m in Satz 1 auf ein System von Lδsungen von
paarweisen simultanen Kongruenzen modulo den Primpotenzteilern von m
zurϋckgefϋhrt werden. Fur die Lδsbarkeit dieser Kongruenzen werden wir
in Satz 4 befriedigende Kriterien finden. Zunachst benδtigen wir den
folgenden

Hilfssatz 2 Ist p eine Primzahl und r eine nicht durch p teilbare ganze Zahl
der Ordnung h modulo p, dann gilt

rpn = 1 (mod pγ+1) fur jedes γ = 0, 1, 2, . . . .

Beweis: mit vollsttadiger Induktion nach γ.

No) rh= 1 (mod p) gemaβ Voraussetzung.

N-> N + 1) Gilt die Behauptung fur alle β mit 0 ̂ β ^γ, also speziell rpΎh =

1 (mod pγ+1), dann ist rpn = 1 + yp?+1 fur ein ye Z.

Somit ist rpy+ιh = (1 + yp^ι)p ^ 1 (mod pγ+2).

Weiter benδtigen wir den

Satz 3 £ s sei p eine beliebige Primzahl und r und t zwei nicht durch p
teilbare ganze Zahlen. Ferner sei h die Ordnung von r modulo p. Dann
folgt aus t= r (mod p) und t φ r (mod pah) daβ tι φ rr (mod pa) ist.

Beweis: Den Beweis flihren wir mit vollsttodiger Induktion nach a.

No) a) Im Falle a = 1 seien t und r so beschaffen, daβ t = r (mod p) aber
tφr (mod ph) gelte, wobei zunachst h ̂  2 vorausgesetzt sei. Dann gibt es
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ein z e Z und ein / mit 1 ̂  / < h, so daβ t = r + p (f + zh) ist, und man
hat

tt = rr+Pf^ rr^P)f Ξ rrrf φ γr ^ p )

wegen des Satzes von Fermat und weil/ Φ 0 sein muβ, wegen t Φ r (mod ph).
Ferner muβ gemaβ Voraussetzung r Φ 1 (mod p) sein, weil sonst h = 1 ware.

b) Ist nun aber h = 1, dann wird die Voraussetzung falsch, also ist die
Aussage des Satzes in diesem Falle ebenfalls richtig.

N -* N + 1) Die Behauptung gelte jetzt fur alle a mit 1 ̂  a < y. Setzen wir
o: = γ + 1 mit y ^ 1, dann gilt die Voraussetzung / = r (mod p) und tφr
(mod pγ+1h). Wir unterscheiden zwei Falle:

a) Ist ί ψ r (mod />y/z) dann ist nach Induktionsvoraussetzung t* φ rr (mod pY)
also aixcht'φr'(mod pγ+1).

b) Ist t = r (mod £y/?), dann gibt es ganze Zahlen c und z, so daβ t = r +
pγhc + pY+1hz und c φ 0 (mod /?) ist. Dann muβ auch he Φ 0 (mod /?) sein.
Wegen Hilfssatz 2 hat man jetzt

tl^{r+pyhc)r (moόpv'1).

Entwickelt man die rechte Seite, so hat man wegen r φ 0 (mod p) und γ ^ 1:

f' = r r + r> yAc = r r ( l + //zc) ^ r r (mod /) y + 1 ),

weil he φ 0 (mod />) ist.

4 Jetzt konnen wir das folgende Hauptresultat herleiten.

Satz 4 Es set p eine beliebige Primzahl und a und r zwei nicht durch p
teilbare ganze Zahlen. Ferner set h die Ordnung von r modulo p.

(i) Dann sind die simultanen Kongruenzen

xx = a (mod pa), (a ̂  1) und x = r (mod p)

genau dann lό'sbar, wenn eine der zwei folgenden άquiυalenten Bedingungen

erfuΊlt ist:

(1) a ist —-— - ter Potenzrest modulo pa.

(2) a^'lh^ l(mod/>e).

(ii) Die Lϋsung ist dann eindeutig modulo pah.

Beweis: (i) Daβ die Bedingungen (1) und (2) gleichwertig sind, folgt aus
p - 1

dem verallgemeinerten Eulerschen Kriterium, wonach a genau dann —-—-

ter Potenzrest modulo pa ist, wenn ad = 1 (mod pa) ist, wobei

d <£(£) *«-iA
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ist. Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt jetzt sofort, denn ist x = t
eine Lδsung der beiden Kongruenzen, dann ist nach Hilfssatz 2

aVa-1* Ξ {tι)Pa-ιh Ξ ψa'lhγ ^ 1 (mod/).

Daβ die Bedingungen auch hinreichend sind folgt so: Es sei tu= r + up mit
0 ^ u^pa~1h. Dann sind nach Satz 3 die tlu fur die pa~ιh verschiedenen
Werte von u alle inkongruent modulo pa. Nach dem Vorangehenden sind die

t^ allesamt —-—-te Potenzreste modulo pa. Nun gibt es aber genau
lit

φ(pa) „ , p - 1
— £ — r = p h solche £~τ—-te, inkongruente Potenzreste modulo p, denn

h
pa besitzt eine Primitivzahl. Damit stellen die t]? mit 0 ^ u^ pa~ιh alle

—7—-ten Potenzreste modulo pa je genau einmal dar.

Also sind die Bedingungen hinreichend, und gleichzeitig ist auch (ii)
bewiesen.

Wir wollen noch den Spezialfall, wor - g eine Primitivzahl modulo p ist,
besonders vermerken:

Satz 5 Ist a eine beliebige ganze Zahl, die nicht durch die Primzahl p
teilbar ist, und ist g eine Primitivzahl modulo p, dann sind die simultanen
Kongruenzen

xx = a (mod pa), (a ^ 1) und x = g (mod p)

stets eindeutig modulo pa(p - 1) lό'sbar.
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