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UN ESTUDIO DE LA LOGICA ALGEBRAICA DESDE EL PUNTO
DE VISTA DE LA TEORLA DE CATEGORIAS

LUIS M. LAITA

Summary

In this paper a model is provided for the bivalued propositional calculus
and for Halmos' monadic and polyadic logics, by means of a preorder
category which has unions, intersections, nul and conul objects, and a
contravariant functor defined on it.

The set of propositions and of propositional functions are structured as
categories the arrows of which are the implication functors. Quantifiers
and logical constants are shown to be special functors. Implications, impli-
cations among implications and so on, are described respectively as
arrows, functors, natural transformations, etc., so that logical formuli are
studied as constructs of the theory of categories. An extension to the study
of cylindric algebras is suggested at the end.

The paper is an extract of the more important points of a Ph.D. Thesis
in Mathematics accepted by the Department of Mathematics of Universidad
Complutense of Madrid, in August 1974. The author is indebted to Pro-
fessors N. Cuesta and V. Munoz of Salamanca and A. Dou of Madrid who
first introduced him to the field of logic, and especially to Professor
P. Abellanas of Madrid University, director of the dissertation, for his
suggestions and advise, and to Professor B. Sobociήski of Notre Dame
University, under whose constant supervision he has worked for the last six
years. The dissertation was done under a Grant provided by the Foundation
Juan March of Spain.

Se presentan a continuaciόn unas sugerencias para la formulaciόn de
un modelo de la lόgica bivalente en el lenguaje de la teorίa de categorίas.

En la introducciόn se describen las "R-categorίas7' cuyos grafos
corresponden a retίculos con objetos inicial y final, y se prueban de forma
diferente a la usual, algunas relaciones importantes de la teorίa de
retίculos. Ello sugiere indirectamente, un metodo para hallar tautologίas.
En la secciόn 2, se construye una categorίa especial, a la que se denomina
"(p-categorίa", u n instrumento basico usado a lo largo de todo el trabajo.
En las secciones 3 y 4 se traducen al lenguaje de las categorίas, los
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conceptos m&s importantes de las lόgicas mon&dica y poli&dica de Halmos;
cuantificadores, constantes y operadores de sustituciόn resultan ser unos
funtores especiales sobre <ρ-categorίas. Un interesante modelo para la
lόgica bivalente aparece en la secciόn 5; implicaciones, implicaciones
entre implicaciones, etc., quedan reducidas a flechas, funtores, transfor-
maciones naturales, etc. Finalmente, se presenta una extension de la
teorίa a las Algebras cilίndricas de dimension dos.*

1 Introducciδn

Definiciόn 1.1 Categoria Preorden es una categorίa en la que dados dos
cualesquiera de sus objetos a y b, el morfismo [a, b] contiene como m&ximo
una sola flecha, ([1], p. 11).

Definiciόn 1.2 Categoria Orden Parcial es una categorίa preorden en la
que los ύnicos elementos inversibles son las identidades.

Definiciόn 1.3 Categorίa R es una categorίa orden parcial que tiene uniones
e intersecciones parciales y objetos nulo y conulo. Si solo existen uniones
y objeto conulo o intersecciones y objeto nulo, llamamos a las estructuras
correspondientes Categorίa R-V y Categorίa R-Λ.

A partir de aquί, denotaremos con los sίmbolos 0, 1, R, R-V, R-Λ, el
objeto nulo, conulo, la categorίa R y las categorίas R-V y R-Λ respectiva-
mente. A su vez UN(α, b) o a v b representaran la union de a y b; INT(<z, b) o
aΛb (indistintamente) representaran la intersecciόn de a y b.

L e m a 1.1 Las flechas a—>byaΛb—>avb coinciden en R.

Prueba: por aplicaciόn de las definiciones de union e intersecciόn.

Lema 1.2 Dadas las variables x, y, z, que representan objetos de R, las
siguientes flechas son morfismos de R;

(i) (xAy)v(xΛz)-* x*(yv z)
(ii) xv(y ΛZ) -* (xvy)*(xv z)
(iii) (x*y) V(XΛZ) V (y*z) -* (xvy)* (xv Z)Λ {yvz)
(iv) (XA y) v (XΛZ) —* ΛΓΛ (3; v (XΛZ)).

Prueba: como ilustraciόn, probamos (i). La prueba de los restantes puntos
es similar.
De las definiciones de union e intersecciόn en R, resulta el siguiente
esquema v&lido en dicha categorίa:

*E1 trabajo contiene los puntos mas importantes de una Tesis Doctoral presen-
tada el dίa 20 de agosto de 1974 en el Departamento de Matematicas de la Universi-
dad Complutense de Madrid. El autor agradece el apoyo prestado por los Profesores
V. Munoz, N. Cuesta y A. Dou, quienes le introdujeron en el campo de la lόgica
simbόlica; debe asί mismo un especial reconocimiento a los Profesores P. Abe-
lianas, director de la tesis, y B. Sobociήski, consejero infatigable, por su constante
ayuda. La realizaciόn del trabajo ha sido posible gracias a una beca de estudios
concedida al autor por la Fundaciόn Juan March, de Espana.
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(xΛy)v(xΛz) J I ^ s .

- ^ x Λ (y v z) yS

De la existencia de las flechas 1, l f , 2, 2', y de la definiciόn de union
resulta: ((x Λ 3;) v (x Λ Z) —> x) e R. (I)

De XΛy -* y —> yv z, XΛZ -* z -+ yvz, de la transitividad que resulta de la
composiciόn ordinaria de flechas de una categorίa, y de la definiciόn de
union, obtenemos: ((ΛΓΛ 3;) v (x Λ Z) -* (y v z)) e R. (II)

Pero Λ: Λ(3; v z) es la intersecciόn de x con (3; v^); por tanto: de (I), (II), y de
la definiciόn de intersecciόn resulta:

((x Λ3>) V(Λ Λ^) —» Λ:Λ(3; vz)) € R. Q.F.D.

Definiciόn 1.4 R ̂ 5 distributiva en Λ, v si y solo si cada una de las flechas
(i), (ii), (iii) del Lema 1.2 es inversible.

Teorema 1.1 R es distributiva en v, Λ si y solo si

((x V3;) Λ z —• x v{y AZ)) e R.

Prueba: consideremos el esquema v&lido

χ*y y*z XAZ

\ ^ ^ \ ^ ^ X y/χv (y AZ) X. ^ ^ /

\ / ^ / ^ ^ ^ ^ (#V3;)A(#V£) ^ S < C /

Xyy y v z xM z

Si la categorίa es distributiva, de la Definiciόn 1.4 obtenemos: ((#V3>)Λ
(Λ: v z) <r> x v (3; Λ z)) e R. Por la propiedad transitiva, tambien ({x vy) Λ Z —>
ΛΓV^)€R. Obtenemos entonces el siguiente subdiagarama vSlido en la
categorίa R:

(x v y) Λ z

/^ (x v y) Λ (x v # ) \ .
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y ya que (xvy) Λ(XV z) es la intersecciόn de sus factores, se sigue: ((xv y) Λ
z —* (x v 3;) Λ {x v z)) e R, que de acuerdo con la suposiciόn de distributividad
cambia a (x v 3;) Λ Z —» x v (3; Λ Z) . Supongamos ahora ((x v 3;) Λ Z -* # V (3; Λ Z)) e
R, y probemos la distributividad. Cambiando 3; por z se tiene ((xvz)λy —>
ΛΓ v (# Λ3;)) e R. Resulta entonces el siguiente esquema v£lido:

x Ay

Sy A(XV Z) ^ V ^

\x v (y Λ (x v z)) ^ \ ./^I \ . ^N.

>^ &r xv(yΛz) \ \

*V3> χvZ

Por tanto: ((ΛΓ V (3; Λ (X V *)) —* x v (3; Λ Z)) e R. Por otro lado, cambiando £ por
A: v z en la misma flecha, se obtiene ((x v 3;) Λ (X V ̂ ) -* x v (3; Λ (X V ̂ )) e R. De
las dos relaciones anteriores se sigue: ((xvy) A(XVZ) -* xv(y ΛZ)) eR. Por
tanto, por el Teorema 1.1 (ii), ((xvy)* (x v z) <r->x v (y Λ z)) e R. Q.F.D.

2 φ-categorίas En esta secciδn se describe una categorίa R distributiva
especial sobre la cual se construiri en secciones sucesivas una teorίa de
la lόgica en t&rminos de la teorίa de categorίas. La descripciόn es
Msicamente una extension de la construcciόn de G. Gratzer ([2], pp. 58 y
ss) de un retίculo booleano a partir de un semirretίculo seudocomple-
mentado.

Definiciδn 2.1 f es una funciόn de objetos en una categorίa R-V que cumple
las siguientes condiciones:

(i) av1a= 1

(ii) ff a = 1,

para todo objeto a de la categorίa.

Lema 2.1 Si a -* b e R-V, entoncesiav b = 1.

Prueba: por definiciόn de union, definiciόn de elemento conulo, aplicaciόn
de Lema 1.1, y Definiciόn 2.1

Interesa ahora considerar una categorίa C en la que el lema anterior
sea Vcίlido en las dos direcciones, ya que no debe perderse de vista que lo
que aquί se busca es la construcciόn de un modelo para la implicaciόn
lόgica, en donde a =$> b = lavb = v. Sea ese el caso, la definiciόn dada para
f sugiere una extension interesante; de ser una involuciόn, resulta que para
un dado δ e C , ffδ = b. De la condiciόn a —> beC, se obtiene ίavb = 1, es
decir fa vff b = ff b vf a = 1, que se traduce a afirmar f b —»f a e C. Pero que f
transforme a —• b en ίb-*ia sugiere definir f como un funtor contra-
variante en C. Cambiando f por φ definimos:
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Definiciόn 2.2 φ es un funtor contravariante endomόrfico en una categorίa
R-V que cumple las condiciones:

(i) a = φφa
(ii) as/φa = 1
(iii) φa v b = 1 si y solo si a -* b e R -V.

Definiciόn 2.3 φ-categorίa es una categorίa R, distributiva en v, Λ, y con
el funtor φ definido en ella.

Teorema 2.1 φ determina en una categorίa R-V una φ-categorίa C.

Prueba: (i) C tiene objeto nulo. En efecto, 1 e R-V, entonces φl e R-V, pero
por definiciόn de objeto conulo, x -> 1 existe para todo objeto x e R-V, es
decir; φl-> φxeR-V, lo cual afirma la existencia de un objeto φl que
precede a todos los objetos φx, que son a su vez todos los objetos de la
categorίa. ^1 es por tanto el objeto nulo 0.

(ii) Las leyes de De Morgan son validas en C. En efecto, dadas las flechas
φa —» φx, φb —* φx de C el siguiente esquema es esquema de C:

φa v φb ~Hi^ Ψx

φb^^^^

Aplicando el funtor contravariante φ obtenemos (recordar φφa = a):

^ ^ φ(φa v <^6)<^^r>- x

Este ultimo esquema muestra en primer lugar que φ(φavφb) es un objeto
de C por haber sido obtenido aplicando φ a un objeto de C, y en segundo
lugar, que dicho objeto cumple con la definiciόn de intersecciόn de los
objetos ay b. En efecto, φ(φavφb) precede inmediatamente a a y b; no
puede haber otro objeto x tal que φ(φa v φb) -» x e R-V porque x (todo x) se
ha obtenido mediante φφx; al estar φx situado "despues" de φavφb,
necesariamente x debe estar situado "antes" de φ(φavφb). Obtenemos
entonces a *b = φ(φav φb); de modo parecido puede obtenerse avb =
φ(φa^φb). Las dos relaciones obtenidas expresan las formulas de De
Morgan si por "complemento" de un objeto a entendemos el objeto φa.

Es interesante hacer notar que de esta forma se obtienen las leyes de
De Morgan sin presuponer la distributividad de las operaciones v y Λ .
Indirectamente se obtiene adem^s una segunda condiciόn necesaria para la
prueba del teorema: que C tiene intersecciones parciales.

(iii) C es distributiva en las operaciones v, Λ. En efecto, el siguiente
esquema es valido en C:
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XAV Z X .

\ 7> ^ / \
\ζ __->#v(;yΛ£)

3>Λ2^-V

y por tanto tambiέn lo es el subdiagrama:

X A Z * ^ ^ ^

^ ^ x v(y ΛZ)

x Ay-^

En lo que resta de prueba se sigue a Gratzer, aunque usando las formulas
de De Morgan demostradas en (ii).

Aplicando la definiciόn de φ resulta del esquema anterior φ(x A Z) V (X V (3; Λ
z)) = I, φ(y Az)v(xv(y AZ)) = 1. De las leyes de De Morgan; (φxvφz)v
(xv(yAz)) = 1, (φy v φz) v (x v (y A z)) = 1, y de la definiciόn de φ se obtiene
el esquema v^lido:

j t ^ £ VΛ V (y AZ)

Aplicando la definicion de union, resulta de dicho esquema; xvy —* φzvxv
(3JΛ2). Aplicando la definiciόn de φ de nuevo, resulta sucesivamente
φ(xvy) v φz\ιX\ι (yAz) = 1, (xvy) AZ -* xv(y AZ). La ultima relaciόn, de
acuerdo con el Teorema 1.1, prueba la distributividad. Q.F.D.

Corolario 2.1 Un retίculo booleano es isomorfo al grafo en el que una
φ-categorίa es libre.

Corolario 2.2 Un algebra de Boole es un rettculo complementado en el que
la complementacϊon es seudocomplementacibn (caracterizaciόn de Hunting-
ton de las Algebras de Boole).

Prueba: basta aplicar la definiciόn de categorίa libre en un determinado
grafo, y considerar que la definiciόn dada para el funtor φ corresponde al
concepto de seudocomplementaciόn.

3 Lbgica Monadica de Halmos ([3], pp. 20-25, 37-51, 60-64 y 76-82).

Teorema 3.1 El conjunto de las proposiciones cerradas de una teorίa
adquiere la estructura de una φ-categorίa si:

(i) la flecha de la categorίa es la implicacibn lbgica,
(ii) dadas las proposiciones p, qfr,.. ., INT(£, q) =p "y" q,
(iii) las identidades son p —> p, q —• q, r —> r, etc.,
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(iv) la ley de composition es (q —» r) (p —* q) = (/>—» r),
(v) el objeto conulo es pv Ίp = 1.

Prueba: la expresiόn "p implica q" es lόgicamente equivalente a afirmar
"no-p o q es verdadero", es decir p =#> q = Ίpvq= v. Sustituyendo la
flecha implicaciόn por la de una categorίa, la conectiva "o" por la
operaciόn de union, y v por el objeto conulo 1, y aplicando el resultado del
Teorema 2.1, obtenemos nuestro teorema.

Es inter esante hacer no tar que estructurar un conjunto de proposi-
ciones en forma de categorίa es algo "natural". En efecto, la implicaciόn
lόgica es una flecha, la transitividad de la implicaciόn corresponde a la
composiciόn de morfismos en la categorίa; an cuanto a las conectivas " o " ,
"y", es f&cil ver que dadas dos proposiciones p, q, la proposiciόn "p y q"
implica a p y a q, y si otra proposiciόn r implica a p y a q, necesariamente
implica a tζp y q": ello corresponde a la definiciόn de intersecciόn.

Teorema 3.2 Dado un universo C de objetos, C adquίere la estructura de
una φ-categorίa si

(i) La flecha es la relation de inclusion "<z"9

(ii) INT(A, B) =A ΠB (A, B subconjuntos de C),
(iii) Las identidades son A c A, B c B, etc.,
(iv) La ley de composition es B c C Ά c B = A C C ,
(v) El objeto nulo es 0.

Prueba: sabemos {(A c B" = "A n Comply = 0 " , y por otro lado A n
ComplA = 0. Como en el caso anterior, basta aplicar el Teorema 2.1.

En lo que queda de secciόn los sίmbolos (C, —•) y (C, c ) denotar&n
respectivamente las categorίas descritas en los Teoremas 3.1 y 3.2.
Cuando no haya peligro de confusion ambas vendr&n representadas por el
sίmbolo C.

Definiciόn 3.1 Dada una categorίa discreta X y una φ-categorίa de
proposiciones cerradas, definimos funcibn proposicional de una variable
como cada una de las funciones objeto de los funtores de una sola flecha
entre la categorίa X y la categorίa (C, —»).

Si X representa el conjunto de objetos de los que la teorίa trata, cada
funciόn proposicional manda cada uno de esos objetos a un objeto de C; por
ejemplo, manda " 4 " sobre "4 es un mύltiplo de 2" si la funciόn proposi-
cional en cuestiόn es "x es un mύltiplo de 2". Al mismo tiempo envia la
categorίa X sobre un objeto de (C, c). Si los sίmbolos F1 ? F2, F3, . . . etc.
representan funciones proposicionales, denotaremos mediante FxX, F2X,
F3X . . . etc. y Fi#, F2x, F3Λ: . . . etc. respectivamente, los objetos de (C, c)
y de (C, —0 correspondientes a esas funciones. Nόtese que para Fl9 FiX es
un subconjunto del conjunto de objetos C, y F ^ es un objeto de C (co-
rrespondiente a un xe X).

Teorema 3.3 El conjunto P de las funciones proposicionales de una
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variable adquiere la estructura de una φ-categorίa mediante el sίguiente
conjunto de definicίones:

(i) F ! - F 2 = FxXCFaXίFx, F2eP; FXX, F2Xe(C,c)),
(ii) F3 = INTίFi, F2) s F3X = FXX n F2X,
(iii) FO s FX = 0,
(iv) F2 - F3 Fi -> F2 = Fx - F3 s F2X c F3X. F :X c F2X = FXX c F3X.

Prueba: La definiciδn dada estructura P como una categorίa isomorfa a la
φ-categorίa (C, c) (Teorema 3.2).

En consecuencia, FχvF2 es la funciόn que corresponde a FXX u F2X, y
el objeto conulo es la funciόn que manda X sobre C. Llamaremos a la
categorίa de las funciones proposicionales de una variable (P, -*). Puede
verse que la flecha de esa categorίa corresponde al sentido intuitivo de la
implicaciόn entre funciones proposicionales.

Lema 3.1 (C, —>) es isomorfa a una subcategoria de (P, —>).

Prueba: considerando entre los objetos de P aquellas funciones que son
constantes, es decir las que mandan X sobre un objeto de (C, -*), dichas
funciones forman una subcategoria de (P, -*). Por otro lado dicha sub-
categoria es isomorfa a la categorίa (C, —»).

Definiciόn 3.2 Maximo V (Mtnimo Λ) de un subconjunto del conjunto de
objetos de la categorίa (C, —>) es la UN (INT) de los objetos de dicho
conjunto (En lo que sigue supondremos que la ^-categorίa tiene uniones e
intersecciones).

Definiciόn 3.2 Cuantificadores: 3 es una funciόn P — {Mάximos de (C, -•)},
V es una funciόn P — {Mίnimos de (C, —>)}, tales que:

(i) 3 y V son biyectivas,

(ii) Si Fx - F2 entonces ^ί1^ ^ζ2 en (C, - ) .
v r i •-*• V r 2

Como los mlximos de (C, —») son todos los objetos de (C, —>) tenemos el
siguiente:

Corolario 3.1 3 y V son funciones P — (C, —>) que cumplen (i), (ii)

Corolario 3.2 3 y V son funtores covariantes (P, —>) -*> (C, —) tales que

a-.Fi- VFXX. V i F i - AFXX.

Prueba: por definiciόn de funtor y Corolario 3.1. Queda justificada
entonces la siguiente:

Definiciόn 3.3 Un cuantificador monadico es un funtor covariante entre la
φ-categorίa de las funciones proposicionales de una variable y la φ-
categorίa de las proposiciones cerradas.

Teorema 3.4 Axiomas de la Lδgica Monάdica. Las siguientes relaciones
son verdaderas en (P, -•):
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(i) 30 = 0', OeP, O'eC
(ii) F - 3F
(iii) 33 F = 3F
(iv) 3(Ί 3F) = 3F
(v) 3 ( F l V F 2 ) = 3 F l V 3 F 2

Prueba: (i) 30 = \ffi. Como 0 no tiene objetos, todos los objetos de C son
lίmites superiores. El mίnimo de ellos es el objeto nulo 0'e C. Por tanto
30 = 0'.
(ii) Dado xe X, Fx es un objeto de (C, —>). Como VFX es la UN de todos los
Fx (para todos los x e X), hay una flecha Fx — VFX para todo x e X.
(iii) De la definiciόn de 3: 3 3 F = V(VFΛΓ) = VF* = 3 F

(iv) 3 ( l 3 F ) = V(VF)\ Pero (VF)f es un objeto de C, y la UN de un objeto
es el mismo objeto. Por tanto: 3 ( Ί 3 F ) = (VF)' = Ί 3 F .

En general 3 ( F Λ G ) no es igual a 3 F A 3G porque 3(F ΛG) = V(FX n GX), y
el maximo de FX Π GX no es necesariamente la intersecciόn de los
maximos VFX y VGX como puede verse en la siguiente figura:

VFXy^VFX Λ VGX^V VGX

/ V(FXΠGX) \

FX c GX

Lo que si muestra la figura es el siguiente lema:

Lema 3.2 3 ( F Λ G ) - 3 F Λ 3 G

Lema 3.3 i3F = V(iF)

Prueba: τ3F = (VFX)' = Λ(FX)f - V(lF)

Corolario 3.3 De Teorema 3.4 y Lema 3.3 sacamos:

(i) VI = 1', l e P , 1 ' e C

(ii) VF - F

(iii) VVF = VF
(iv) V(ΊVF) = ΊVF
(v) V ( F Λ G ) = V F Λ V G

Hasta aquί la descripciόn general de la lόgica mon&dica; basta para
terminar, caracterizar las llamadas constantes individuales. Una cons-
tance transforma una funciόn proposicional de una variable FX en una
proposiciόn cerrada 3G (3G es un miximo en (C, —*) porque es un objeto de
(C, -»)). Asί pues:

c: F - 3G
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Suponiendo que F! —» F 2 (F x implica F2) y la siguiente transformaciόn:

c: F 1 - 3 G 1 = Fiίc)
c: F2 —• Ξ3G2 = F2(c)

la lόgica nos dice que F^c) -* F2(c) (Por ejemplo, de "x mύltiplo de 4
implica x multiple* de 2" podemos obtener "16 mύltiplo de 4 implica 16
mUltiplo de 2". c e s por tanto una pareja de funciones: una envίa la flecha
Fi -* F 2e (P, ->) a la flecha F^c) -» F2(c) e (C, -*), la otra envίa el objeto F
de (P, -») al objeto F(c) de (C, -*). Por tanto podemos enunciar la siguiente
definiciόn:

Definiciόn 3.4 Una constante individual Ibgica es un funtor covariante entre

la categorίa (P, —») y su subcategorίa (C, —>).

A continuaciόn usaremos el sίmbolo cF por F(c).

Lema 3.4 ccF = cF

Prueba: c transforma F en la funciδn constante cuyo valor en C es cF.
Aplicando c a una funciόn constante, esta no varia.

Teorema 3.5 Las siguientes relaciones se dan en (P, —>):

(i) cF=ΞkF,
(ii) F = c3F.

Prueba: esta requiere el uso de la composiciόn de transformaciones
naturales TΊ, T2 representada en la figura siguiente:

s* ^s(P, -) / ^ C ' " " )

/ \ Funtor c / \

\ / Funtor 3 \ \_ X I

W\ c \ ^ *4
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El proceso de transformaciόn de la flecha F, primero a la figura de
dos dimensiones de la categorίa superior derecha, y luego a la categoria
inferior izquierda puede representarse, reduciendo flechas a puntos, de la
forma siguiente:

cF 3 3c F

*L__^ 1| _ ^ ) 3 3 F = 3F

Llevando por ultimo δ sobre c F - 3 F (ya que coinciden), obtenemos el

esquema:

cF

3F

en el cual tenemos la doble flecha 3 F ~ c 3 F . Por tanto, por Def 1.2:

3 F = c 3 F . L a demostraciόn de cF = 3cF es similar. U.κυ.

4 L'ogica Pomdica ([3], pp. 25-31, 102-113 y 170-172). Halmos define
algebra polihdica como una estructura (A, I, S, 3) en la que A es an algebra
de Boole, I un conjunto de indices, S un conjunto de permutaciones en y 3
un cuantificador existencial. Al concepto de algebra pohadxca se llega
mediante la combinaciδn de los conceptos de 'algebra cuanHficactonal y
algebra sustitucional. Los primeros describen algebraicamente uncjones
c o L exίste un x tal que p(x, y . . .), loβ segundos describen funciones
d e l t i p o s i p ( x , y) y p ( y , * ) e n t o n c e s h a y t a l o c u a l r e l a c i o n e n t r e x e y

En las paginas que vienen a continuaciδn se estudian entonces las
algebras poliadicas de acuerdo con el siguiente esquema:

a) Funciones proposicionales de varias variables

b) Cuantificadores
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c) Sustituciones
d) Relaciόn entre cuantificadores y sustituciones

α) Funciones proposicionales de varias variables

Lema 4.1 El pro due to de dos categorίas preorden es una categorϊa

preorden.

Prueba: supongamos que B y C son esas categorίas, y b, b'eB; c, c'eC.
Como en B y C si existe un morfismo, este consta de una sola flecha,
aplicando la definiciόn de categorίa producto resultan objetos del tipo
(b, c), (br, c'), y flechas del tipo (b, c) -> (b1', c') asi:

o un par de objetos sin flecha entre ellos:

0 CO
Ahora bien, dados los objetos b, c, br, c\ las flechas de la categorίa
producto vienen unίvocamente definidas por una de las tres parejas de
flechas (*), o por ninguna. Como en cada una de las parejas (*) las posibles
flechas son ύnicas) en la categorίa producto, si hay un morfismo entre dos
objetos, queda unίvocamente determinado por las flechas que existίan en B
y C, dicho de otra forma, el morfismo producto es una flecha. Ello define
B x C como un preorden.

Corolario 4.1 El producto de dos categorίas "orden par rial" es un or den

par rial.

Prueba: dada una "flecha" (producto) tal como:

(b) tb)
W \>c/

έsta es en realidad el objeto ( ); por tanto, en la categorίa producto, los

ύnicos elementos inversibles son las identidades. Por Definiciόn 1.2
obtenemos nuestro corolario.

Lema 4.2 El producto de dos categorίas del tipo R, es una categorίa R.

Prueba: definimos en la categorίa producto:

U N ( ( α , b ) , (ar, b')) = {ava', bvb')
I N T ( ( α , b ) , {a1, b')) = {a^a\ bΛbr)

La categorίa compuesta tiene entonces uniones e intersecciones por
tenerlas las categorίas simples.

Definiciόn 4.1 Ψ es una aplicaciόn C n ^ > C w tal que:

(i) Φ(fl!, a2, . . ., On) = (α{, al, . . ., «i),
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(ii) Φ(«! -» bι, . . ., an-* bn) = (b[ -> a[, . . ., b'n -> α»); donde α f , br . . . e tc .

r e p r e s e n t a n <ρα, (̂ &, . . . e tc .

Teorema 4.1 El producto de n φ-categorίas es una φ-categorίa.

Prueba: aplicando Ψ a Cn resulta:

(au a2, . . ., an)Λ(a[, al, . . ., an) = (0, 0, . . ., 0)

que es obviamente el objeto nulo de Cn. Si por otra parte; (xι -* α j , . . .,
(#« —* ««) e C, entonces:

(#!, # 2 , . . . ^ j A f β ! , ^ , . . .,an) = (0, 0, . . ., 0),

y tambien:

((#1, *2, ., *n) -» (« l , « 2 J . •> «»)) € C",

que son las condiciones requeridas para que Cw sea una (^-categorίa.

Definiciόn 4.2 Funciones proposίcionales de varias variables: el conjunto
de las funciones proposicionales de n variables es el conjunto de las
funciones objeto de los funtores entre una categorίa Xn (una categorίa
producto de n categorίas discretas X), y la (^-categorίa (Cw, —»), producto
de n ^-categorίas C.

De modo parecido a lo dicho de las funciones de una variable, las de n
variables mandan la categorίa Xw sobre objetos de la categorίa (Cw, C)
(estos objetos son subconjuntos de Cw, y c es la flecha de la categorίa);
cada objeto de Xw es a su vez enviado a un objeto de (Cw, —ή. En esta
ultima categorίa los objetos son n-complejos; hay una flecha de un n-
complejo a otro si al menos hay una flecha desde uno de los componentes
del primer rc-complejo hasta uno de los componentes del segundo n-
complejo. Dada una funciόn proposicional F de n variables, denotaremos
con los sίmbolos FXn y Fxn los objetos de (Cw, c) y (Cw, -*) respectiva-
mente.

Teorema 4.2 El conjunto Pnde las funciones proposicionales de n variables
adquiere la estructura de una φ-categorίa mediante el siguiente conjunto de
definiciones:

(i) F^F^F/CF/
(ii) F 3 = F i Λ F 2 s F3XW = F ^ Π F2XW

(iii) F = 0 = FXW = Φ

(iv) F2 - F 3 F, - F2 = Fx - F 3 = F2XW c F3XW FXXW c F2XW = F,XW c F3XW

Prueba: como en Teorema 3.3. Como entonces, aquί tambien la flecha
corresponde con el sentido intuitivo de la implicaciόn. Denotaremos con el
sίmbolo (Pw, —») la categorίa de las funciones proposicionales.

b) Cuantificadores

Definiciόn 4.3 Maximo parcial V(i) (Mίnimo parcial A(i)) de un subconjunto
del conjunto de objetos Cn de la categorίa (Cn, -*) es el conjunto de los
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w-complejos cuyo elemento i es la union (intersecciόn) de los elementos i
de los ft-complejos que forman el subconjunto mencionado y cuyos
restantes elementos permanecen inalterados (recordar que un subconjunto
de (Cw, —) es un objeto de (Cn, c)) .

Definiciόn 4.4 Maximo parcial V(z, j , . . ., m) (Mtnimo parcial A(i, j , . . .,
m)) del subconjunto mencionado es el conjunto de los w-complejos cuyos
elementos i, j , . . ., m son las uniones (intersecciones) de los elementos
i,j, . . ., m de los w-complejos y cuyos restantes elementos permanecen
inalterables.

Definiciόn 4.5 Dado un conjunto de indices I, llamamos Maximo parcial V(J)
{Minimo parcial Λ(J)) para FXn, al conjunto V(ί, j . . . m) (Λ(i, j , . . ., m))
para j c I, y *', j , . . ., me J.

El siguiente esquema nos ayudara a visualizar como van las flechas dentro
de los maximos en (Cw, c ) , para una funciόn F:

\ \ ^ / I 3_ 3_ S_ _3 1

Si como objetos se consideran los m&ximos de FXW c Cw, y como
flechas las ordenaciones visualizadas en la figura anterior se obtiene una
R-categorίa. Otra R-categorίa se puede construir sobre el conjunto I de
indices mencionado anteriormente (sus elementos son nύmeros enteros
positivos), si consideramos los subconjuntos de I como objetos de la
categorίa y como flechas, las inclusiones c . Estas consideraciones
justifican la siguiente definiciόn, en la que los sίmbolos (V, -*)F y (Λ, —»)F
representan las R-categorίas de los maximos y mίnimos correspondientes
a F, y (I, c) representa la R-categorίa de los indices:

Definicion 4.6 Cimntificadores. Cuantificador existencial 3 {universal V)
es un funtor covar iante ent re (I, c ) y (v, -*)ψ ((Λ, —Op).



UN ESTUDIO DE LA LOGICA ALGEBRAICA 103

Por otro lado un cuantificador es tambien una aplicaciόn que manda un
conjunto de rc-complejos a un maximo o un mίnimo parcial; por tan to una
serie de cuantificadores va enviando la categorίa (Pw, —•) a sucesivas
subcategorίas, la ultima de las cuales, si el cuantificador es 3(1) serίa
precisamente (Cw, -*) de aquί que podamos enunciar:

Definiciόn 4.7 Un cuantificador es un funtor entre la categorίa (Pn, —0 y
una de sus subcategorίas de maximos o mίnimos.

Teorema 4.3 Axiomas de las algebras cuantificacionales

(i) 30F = F
(ii) 3J(3K) = 3(JUK)

Prueba: (i) 0 es el objeto inicial de (I, c); el objeto inicial de la R-
categorίa (V, —OF e s e l conjunto FXW. Pero al ser 3 un funtor covariante
debe transformar el objeto inicial (o nulo) de la primera categorίa en el
objeto inicial de la segunda. Por tanto: 30F = F.
(ii) 3J(3K) = 3J(\ίK) = VJ(VK), y por Definiciδn 4.5, VJ(VK) = V(JUtf).

Q.F.D.

Lema 4.3 Si Fx implica F2, entonces 3(J)F1 implica 3(J)F2.

Prueba: Si Fx implica F2, tenemos F^ϊC c F2X
n, entonces V(J)Fi c V(J)F2,

es decir: 3(J)F1 implica 3(J)F2.

De modo parecido puede probarse que 3(J)F implica 3(K)F si K c j .

c) Sustituciones Enunciados del tipo "si F(x, y, ...) entonces F(y, x, . . . ) "
se explican mediante la consideraciόn de una permutaciόn de los elementos
sobre los que actua la funciόn F. Dicho de otra forma; se explican
mediante un cambio dê  orden entre los elementos de los w-complejos del
subconjunto FXW. El cambio no se altera si se extiende la permutaciόn
mencionada a todo el conjunto de objetos de (Cn, —>); en este caso puede
considerarse cada permutaciόn simplemente como un funtor endomόrfico
β n ( C " , - ) .

Definiciόn 4.6 E es el conjunto de los funtores endomόrficos sobre una
φ-categorίa (Cw, ->).

Aplicando la definiciόn de funtor serίa immediato probar el:

Lema 4.4 Si Ge E, y a, b, c, d son objetos de (Cn, —ή tales que Oa = c,
Gb = d, entonces (i) C(a vb) = c v d, (ii) G(α Λ b) = c Λ d, (iii) Gφa = φGa.

Puede verse que el conjunto E de funtores sobre el grafo correspon-
diente a (Cw, —>) es isomorfo al conjunto de endomorfismos booleanos sobre
el retίculo booleano correspondiente a la mencionada categorίa. Por otro
lado, considerando E como un conjunto de flechas y como ley de composi-
ciόn, la composiciόn de endomorfismos, E adquiere la estructura de una
categorίa monoide. La denotaremos mediante los sίmbolos (E, .). En-
unciemos ahora:

Definiciόn 4.7 Categorίa (I, .) es un monoide cuyas flechas son las per-
mutaciones de los elementos de I (el conjunto de indices mencionado) y
cuya (ύnica) identidad es la permutaciόn idέntica
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A partir de los monoides (I, .) y (E, .) puede finalmente construirse la
siguiente importante definiciόn:

Definiciόn 4.8 Operador de sustitucibn S. El operador S de la lόgica

polid&dica de Halmos es un funtor covariante entre los monoides (I, .) y

(E, .).

Teorema 4.4 Axiomas de las algebras sustitucionales

(i) S(δ) F = F donde δ es la permutaciδn identidad en (I, .).

(ii) S(σ).S^) = S(σ ι ); σ, i/e(l, .).

Prueba: (i) Al ser δ la identidad de (I, .) y S un funtor, S debe transformar
la identidad de (I, .) en la identidad de (E, .). Dicho de otra forma, los
objetos del subconjunto FXW permanecen invarίables.
(ii) Un funtor covariante siempre transforma la composiciόn de flechas de
la primera categorίa (en nuestro caso, la composiciόn " . " ) en la composi-
ciόn de las correspondientes transformaciones. Supongamos que a σ le
corresponde el endomorfismo S(σ), y a r, S(τ). Entonces S(σ r) = S(σ). S(τ).

d) Relaciones entre cuantificadores y sustituciones

Teorema 4.5 Las dos relaciones siguientes entre cuantificadores y trans-
formaciones se cumplen en (Pm -»):

(i) S(σ)3(j) = S(τ)3(j) siempre que para todo ie I - J se cumpla σi = τi.

(ii) 3(J)S(τ) = S M a ί r - V ) )

Prueba: (i) Apliquemos a la categorίa de funciones proposicionales de n
variables los funtores 3(j), S(σ) y S(τ). Para hacer, m^s clara la demos-

. .. x T j , o\ A 2 3 4 5 . . . n \ /12 3 4 5 . . . n \
tracion, tomemos ^ { U U = ( 3 1 2 4 B i i i n } ^ ( 2 1 S 4 5 i ( i n }

Aplicar a la funciόn F el operador 3(1, 3) es determinar el m&ximo V(l, 3)
de FXW, es decir:

l i l l / | 2 | l 2 H 2 j ,~JJ] \

J L - L - L -L JV(3)|
V ( l , 3) J L j L J L ' i . = 1 4 II 4 II 4 1. . . 1 4 1

\ n n n . . . n J \ n n n . . . n J

donde los nύmeros 1, 2, 3 . . . representan los objetos que ocupan los
lugares 1, 2, 3 . . . etc. (no deben confundirse estos nύmeros dentro de los
pequeήos cuadrados con los nύmeros que aparecen en σ, r que son y
representan nύmeros positivos elementos de I).

Aplicando a continuaciόn S(σ) a V(l, 3)F resulta:
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ί I 2 11 2 11 2 I I 2 I \
/ | V ( 3 ) | \

1 4 1 1 4 1 1 4 1 . . , 1 4 I (*)

\ n n n . . . n J

Y por ultimo, aplicando S(τ) a V(l, 3)F se obtiene:

/ 1 v(i) I \

Γy(3)1
1 411 411 4 1 . 7TΓTI (**)

y n n n . . . n J
Pero (*) y (**) representan el mismo grupo de /z-complejos debido a la

construcciόn de Cn como un producto de n categorίas C; por tanto S(σ)3(j) =
S(τ)Ξ3(J) se cumple para este caso particular. No es difίcil ver que la
igualdad sigue cumpliendose para el caso general; al ser σ y τ identicas
para I-J, siempre tendremos dos grupos de complejos con m^ximos V en
los mismos lugares. La demostraciόn de (ii) es similar. El presente
teorema, juntamente con los Teoremas 4.3 y 4.5 sugieren la siguiente
definiciδn de categorίa poli&dica que corresponderίa a la de Algebra
poliadica de Halmos:

Definiciόn 4.9 Categoria poliadica es una estructura (C, I, S, 3) en la que
C es una φ-categorίa, I un conjunto de indices, S un funtor covariante entre
el monoide de permutaciones en I y el monoide de endomorfismos en C, y 3
un funtor covariante entre la R-categorίa sobre I y la R-categorίa de los
maximos parciales de C.

5 Cάlculo de proposiciones biυalente La presente secciόn consta de dos
partes. En la primera se describe el concepto de implicaciόn de la lόgica
bivalente mediante una construcciόn sobre φ-categorίas. En la segunda se
muestra como algunos de los sistemas axiomaticos mas conocidos refe-
rentes al calculo bivalente de proposiciones pueden reducirse a esquemas
de la teorίa de categorίas.

α) Primera parte

Construccibn α-1 Partimos de una (^-categoria C y consideramos la
categorίa discreta de sus objetos a la que vamos a llamar Co. La siguiente
estructura a considerar es la categorίa C a la que por coherencia llama-
remos Ci. Se construye despues la categorίa de tripletes C2 sobre la
categorίa de flechas Ci. En general, se construyen las categorίas de
flechas d sobre esquemas de flechas de C, -i.

Si el objetoa de Co se desarrolla en la forma a-* a, puede considerarse
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como una flecha de d ; del mismo modo, la flecha a —> b de d puede
escribirse en la forma (1 -* a) -* (1 —> b) que es a su vez una flecha de C2,
y en general una flecha de C f -i puede escribirse como una flecha de Cf . Lo
que tenemos entonces es indistintamente, una serie de categorίas C, o una
gran categorίa Cn que acoge a todas las C, para i ^ n. Los esquemas de
flechas de Cn pueden representar, de acuerdo con el Teorema 3.1 todas las
formulas bien formadas de una teorίa con 2n~ι proposiciones simples (en
las que todas las conectivas han sido reducidas a la negaciόn e implica-
ciόn).

Surge aquί una dificultad: como definir la ley de composiciδn para el
caso general? En Co y d no hay problema; C2 es una categorίa de tripletes
que procede de una categorίa doble cuya ley de composiciόn ha sido
descrita por Ehresmann ([4], pp. 26-38). C3 no ofrece mayor dificultad
tampoco por corresponder a un reticulado espacial de tres dimensiones,
pero a partir de C4 ya no es posible visualizar un modelo espacial. La ley
de composiciόn debe entonces definirse, no en funciόn de una interpretaciόn
espacial sino en el piano. Por ejemplo, en C4 los dos esquemas:

h-^\ T—'—ί
pueden componerse si los tripletes de la derecha del primero coinciden
exactamente con los de la izquierda del segundo (o los inferiores del
primero con los superiores del segundo). Lo interesante serίa poder
definir una ley de composiciόn con toda generalidad pero de momento esto
no es posible: la categorίa de todas las categorίas cuando el nύmero de
flechas crece indefinidamente presenta dificultades insuperables. Sin
embargo este hecho no representa un gran obstaculo a la aplicaciόn a la
lόgica bivalente de la teorίa de categorίas: todas las formulas "utili-
zables" de la primera tienen dimension finita.

Construccibn α-2 Paralelamente, partimos de una <ρ-categorίa con dos
objetos 0, 1 y flechas entre ellos 0 —> 0, 0 -* 1, 1 —• 1 ademas del morfismo
vacίo 1 —• 0 y consideramos como en la construccibn α-1 las sucesivas
categorίas de objetos, flechas, tripletes etc. que vienen ahora denotadas
por los sίmbolos (0,l)0, (0,1)^ (0,l)2, . . ., (0,1),; i < n.

Construccibn α-3 Dadas las categorίas C, y (0,1)̂  se establecen relaciones
de equivalencia Ro, Rί9 . . . Ri9 . . ., Rn mediante funtores entre las cate-
gorίas de la serie d y las categorίas de la serie (0,1)/.

Para llegar a ello se necesita primero considerar la siguiente propo-
siciόn de S. Mac Lane ([l], p. 51).

Proposiciόn 5.1 Dada una categorίa C, sea R una funciόn que asigna a cada
par de objetos a, b de la categorίa, una relaciόn binaria Ra,b dentro de
Hom(α, b) (es decir en el conjunto de morfismos entre a y b). Entonces
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existe una categorίa C/R y un funtor Q = QR: C -* C/R tal que: (i) si
(/ Ra,bΓ) s e cumple un C, entonces Q/ = Q/r; (ii) si H:C— D es cualquier
funtor desde C para el cual, si de (/Ra)bΓ) s e sigue H/ = H/f para todo
/, / ' e Hom(α, b), entonces existe un ύnico funtor H': C/R — D con la
propiedad Hf QR = H. Dicho funtor es una biyecciδn de objetos.

c H - * D

OR y/

C/R

En el caso de una categorίa preorden-que es el nuestro-, dados dos
objetos a y b, el conjunto Horn (a, b) es o Men vacίo o consta de una sola
flecha. De aquί que los puntos (i), (ii) de la proposiciόn de Mac Lane se
cumplan trivialmente; ello nos permite definir directamente R como una
relaciόn entre objetos o flechas con independencia de las relaciones
dentro de Hom(α, b):

Definiciόn 5.1 Dadas dos categorίas Ct y (0,1)/ se definen las relaciones R{
de la siguiente forma: xR{y si y solo si H Λ̂; = Hty donde Ĥ  es un funtor entre
las categorίas mencionadas, y x e y representan objetos en C09 flechas en
Ci, tripletes en C2 y asί sucesivamente.

Lema 5.1 Rί son relaciones de equiυalencia.

La prueba es trivial por definiciόn de funtor aplicado a una categorίa
preorden.

Teorema 5.1 Dado el esquema:

Ci ^ - ^ ( 0 , 1 ) ,

QRI / /

Q/Ri

donde Ci, (0,l)i, Hi y Rλ υienen dados de acuerdo con la Definiciδn 5.1, H'
estά Men definido, es 1-1 y onto y preserva las operaciones.

Prueba: Para no complicar la notaciόn con demasiados subίndices,
escribimos R por Rλ y H por Hi. La flecha a —* b pertenece a Ci, y su
correspondiente en (0,1)i es a! —> b\



108 LUIS M. LAITA

(i) Supongamos [a —• b]R = [a* -* br]R, entonces: h\(a —» b) = H(#f —» b1) y de
H = Hf QR: H' .Q R (β->δ) = Hf QR(af-> bf) o sea H'([α - b]R) = W{[a' -*

*>%)•
(ii) Supongamos H'([α - δ]R) = H f([α f -> & f]Λ), entonces H(α -> δ) = H(α' —
b'), es decir: (α — b)R(a' -» δ'), o [α — δ] R = [α f — δ f] .
(iii) Si la flecha x -> y e (0,l)i> existe u -+ v e C tal que: H(u —> υ) = x -* y.
Entonces Hf QR(U -* v) = x —> y

Resulta pues: H'([u -* v]R) = x —> y.

(iv) H'([UN((fl -> b), {a1 - δ'))]Λ) = H'([UN(α, a*) - UN(δ, δO]Λ) = H(UN(fl,
a') - UN(6, b')) = UN(Hα, Hαf) - UN(Hδ, Hδf) = UN(Hf([α - b]R), H'([α f -

6 f ] R )).

La demostraciόn es dual para INT.

En cuanto al complemento: H'([(^i]R)vH'([i]R) = H ' ( [ ^ ] R V [ Λ : ] R ) donde
para simplificar, v significa UN; x es una flecha. La ultima expresiόn se
transforma en: H(φxvx) = H(lf) = 1 (l f , 1 son los objs. conulos de Ci y
(0,1)i) respectivamente.

Pero 1 = (pH#vH# = φH'([x]R)vH'([x]R). Entonces H'([φx]R) = φH'([x]R).
Q.F.D.

Las relaciones RQ9 Ri y R2 determinan en particular Co/Ro, Cι/Rι y
C2/R2 de la siguiente forma:

CQ/RQ tiene dos objetos que corresponden a 0 y 1 de (0,1)0.
C1/R1 tiene cuatro objetos que corresponden a las flechas de (0,l)i:

0 >0, 0 >1, 1 >1, 1 >0

C2/R2 esta formado por 16 objetos que corresponden a los tripletes de

(0,1)2.

0 0 0 1 0 . 0 0 1 1 0 1 1 1 . 0 1 1
A /|\ Λ\ A Λ . * A A A A A A A ^ Φ ^ Φ

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1
A A A A A A A A A A A A A * A A A

— > — > — ^ — > — > — > — > — >

1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1

Lo que hasta aquί se ha conseguido es pues, una clasificaciόn de
objetos en Co, de flechas en Ci, de flechas entre flechas en C2 y asί
sucesivamente. Ello nos acerca bastante a lo que en lόgica se hace al
asignar valores a las variables proposicionales de una formula proposi-
cional, en la que todas las conectivas han sido reducidas a la implicaciόn y
negaciόn.

Sin embargo no todas las implicaciones son v&lidas en la lόgica
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bivalente. Por ejemplo, la implicaciόn v==>f(que corresponde a la flecha
1 —* 0 de Ci) o las implicaciones que resultaran en sustituir / por 0 y υ por
1 en los tripletes marcados arriba con asterisco una vez sustituίda la
flecha de la categorίa por la flecha implicaciόn, no son v&lidas.όCόmo pues
podrίamos introducir un criterio de validez que hiciera aceptables aquellos
esquemas de categorίas y solo aquellos que correspondieran exactamente a
formulas validas en lόgica?: esto es lo que se intenta a continuaciόn.

Construction α-4 Se definen unas transformaciones Tz (1 ^ i ^ n)\

τn τ 2 τ\
C w ^ C w - i C 2 ^ Ci ^Co

que determinan las condiciones de existencia de flechas enCi, tripletes en
C2, . . •> etc. Podrίamos intentar una definiciόn arbitraria cuyo ύnico
requisito fuera el hacer validas aquellas formulas de categorίas que
correspondieran a formulas v&lidas de la lόgica. Sin embargo el hecho de
que Ci es una φ-categorίa delimita-felizmente- la arbitriariedad de la
definiciόn. Que Cx es una (^-categorίa justifica la:

Definiciόn 5.2 a —• b e Cλ si y solo si φa v b = 1

Y esta, a su vez, la:

Definiciόn 5.3 T1 es un funtor olvidadizo que envίa Ci a Co de forma que
Ti(β -* b) = φavb para toda a -» b e d .

Considerando una transformaciόn paralela a Tx entre (0,1)λ y (0,1)0 re-
sultarίa que solamente las flechas a —> b tales que sustituyendo a y b por
los valores 0 y 1 que juntamente hicieran vίilida la formula φav b = 1
serian validas. Pero estas son, como puede fcίcilmente comprobarse, las
flechas 0—>0, 0 —* 1 y 1 -* 1, pero no la flecha 1 —> 0. Ello es tambien
consecuencia directa de ser (0,1)0 una φ-categorίa.

Asi pues, hemos establecido un modelo para una lόgica con implica-
ciones simples (una sola flecha), mediante la estructura (Ci/Λu T :). La
extension al caso general es inmediata y viene sugerida por la definiciόn
de TV Para hacer m&s clara dicha extension, consideremos primero el
caso C2.

Definiciόn 5.4 ( >" je G2 si y solo si (φa v b —» φc v d) e CL.

\a cl

(I ί\
Corolario 5.1 I >s Je C2 si y solo si φ(φa v b) v φc v d = 1 e Co

\a cl
Prueba: por Definiciones 5.4 y 5.2.

Definiciόn 5.4 T 2es un funtor olvidadizo entre C2 y Ci tal que: T2( ^̂  j =

ίb d\ V« cJ
{φa v b -+ φcv d) para todo I ! ^ eC2.

\a cl
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Corolario 5.2 Tx T2 ί i ^ j= φ(φa v b) v φcv d.
\a cl

Prueba: por Definiciones 5.3 y 5.4.

Del mismo modo que (Cι/R19 TJ proveίa un modelo para una lόgica con
implicaciones simples, la estructura (C2/-R2> TΊ T2) provee un modelo para
una lόgica cuyas formulas pueden reducirse a implicaciones entre implica-
ciones. En efecto, sustituyendo en la formula φ(φav b) v φcv dlos valores
0 y 1, las series de valor es que igualan dicha formula con el objeto conulo
1 son precisamente las series de valores v y/ que hacen v&lida la formula
lόgica (a =Φ b) =#> (c =#> d). Dejamos la comprobaciόn al lector.

Las consideraciones anteriores nos llevan a la siguiente generaliza-
ciόn importante:

Definiciόn 5.5 Para 1 < i ^ n, la flecha xe C, existe si y solo si TΊ T2 . . .
Ti(x) = 1 e Co, en donde las transformaciones T; se definen de forma
paralela a Tλ o T2.

Corolario 5.3 La estructura (Ci/Rl, C2/R2, . . . Cw/Rw, Tl9 T2, . . . , Tn) provee
un modelo para la Ibgica bivalente de proposiciones.

El i n t e r e s del metodo es teόr ico p e r o tambien pract ico porque nos da
un metodo de decision p r i m e r o , p a r a distinguir s i una formula est& Men
formada o no, y segundo, p a r a d e t e r m i n a r que formulas bien formadas son
tautologίas. Dada una formula mal formada, haciendo los cambios oportu-
nos p a r a e x p r e s a r l a en funciόn de las conectivas "no" e "implica" da
s i e m p r e lugar a un esquema de categor ίas en el que el objeto inicial o final
de una flecha (al menos) no a p a r e c e . Si se quiere entonces investigar s i
una formula lόgica dada es o no una tautologίa debemos p r o c e d e r de la
siguiente forma: (i) Cambiar todas la s conectivas a "no" e "implica".
P o r ejemplo dada la formula (la v Ί δ vc) Λ ((la v δ ) λ α Λ Ί C ) , se reduce a
(a =^> (b =Φ c)) = > ((a =Φ b) => (a =#> c)). (ii) Se completa la formula anadien-
do flechas que empiezan por 1 donde antes habίa una proposiciόn ais lada y
se d e s a r r o l l a en forma de esquema de categor ίas ; en nuestro ejemplo:

b ψ >C a yr >C

I 1 >a a 1 >£

Si el esquena que resulta es Vcϋido en la teorίa de categorίas (es decir, no
corresponde a un esquema en el que haya al menos una flecha sin origen o
fin), la formula es v&lida en lόgica. (iii) Por ultimo se prueba la formula
que resulta de aplicar las T, . En nuestro caso es: φ(φφavφbvc)v
φ(φav b)vφav c; puede verse que sustituyendo a, b, c, dpor 0 y 1 de todas
las formas posibles siempre obtenemos 1 como resultado. La formula es
pues una tautologίa. El metodo es tan largo como el de las matrices, pero
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en ocasiones presenta la ventaja de que no es necesario probar todos los
valores; una vez extendida la formula en forma de un esquema de
categorίas es rapida la operaciόn mental que distingue para que valores la
formula no serίa valida.

El siguiente teorema es una aplicaciόn directa del Corolario 5.3. El
teorema es una nueva version del conocido teorema de Lukasiewicz acerca
de la completitud de su sistema para el calculo de proposiciones.

Teorema 5.3 El sistema de Lukasiewicz CCpqCCqrCpr, CpCNpq, CCNppp,
es simplemente completo. ([5], pp. 81-91).

Siguiendo la prueba original, debe demostrarse que no existen formu-
las bien formadas que cumplen a la vez las propiedades: (i) no son tesis
(es decir, consecuencias) del sistema, (ii) no llevan a una contradicciόn si
se aήaden como axiomas extra al sistema.

5.3.1 Definiciδn: Las expresiones que cumplen con las dos propiedades
enunciadas reciben el nombre de formulas independientes.

5.3.2 Definiciόn: Dos formulas logicas son equivalentes cuando proyectando
sus correspondientes esquemas de flechas sobre la categorίa (0,1)λ

mediante una serie de transformaciones T\, ambas proyecciones coinciden.
Denotaremos mediante a ~ β la expresiόn "a equivale a β".

La formula a es equiυalente al par de formulas γl9 y2 cuando el esquema

UN(yi, r J ^ ^ ^ o ;

es conmutativo. Denotaremos mediante a ~ γl9 γ2 la expresiόn "a equivale

a Ύu Ύ2}- El siguiente lema es trivial:

5.3.3 Lema: (i) si a ~ β y β ~ γ entonces a ~ y. (ii) si a ~ β y β ~ γu y2

entonces a ~ γly γ2.

5.3.4 Lema Si β ~ y, entonces CanCan.x . . . Caφ ~ CanCan.x . . . Caγy.

La prueba es por inducciόn, y se basa en el uso de la formula de la
Definiciόn 5.5.

(i) Caφ ~ Caλy se cumple puesto que Caφ se proyecta sobre <paγ v β y
Caλy sobre φaγyy, Ambos objetos coinciden puesto que β ~ y.
(ii) Ca2Caφ ~ Ca2Caxy se cumple porque la primera expresiόn se proyecta
sobre φlva2—* φaγ v β y esta a su vez, sobre φ(φlv a2) v φaxw β. Por su
parte, la segunda expresiόn se proyecta en φlva2-* φaλvγ y esta en
φ(φl v a2) v φaλ v y. Como φl es 0 y "0 vX = X" para cualquier formula X,
las dos expresiones se proyectan en el mismo objeto: φa2 v φaλ v β = φa2y
φaγ v y.
(iii) Suponiendo que la equivalencia es cierta para el caso n - 1, ya que
cada caso resulta del anterior por simple yuxtaposiciόn de un φl dentro del
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parentesis abarcado por la primera φ, y otras φl fuera del parentesis, la
equivalencia sigue cumpliendose para el caso n puesto que "unir" 0 a
cualquier objeto da lugar al mismo objeto.

5.3.5 Lema Dada la serie il9 i2, i3, . . ., in que es simplemente una per-
mutacibn de los numeros 1, 2, 3, . . ., n, tenemos: CaiγCai<λ . . . Cα^/3 =
CaγCa2 . . . Canβ.

La prueba es la misma que para el lema anterior; veamos como ilustraciόn
el caso Ca2Caφ, CaγCa2β. Los correspondientes tripletes:

«i 7K >P a* 7K >β

1 1 >a2 1 1 >a1

se proyectan sobre las flechas φl v a2 —> φaλ v β φl v ax —* φα2 v j3, y estas a
su vez sobre los objetos φ(φlva2)v (p^v β, φiφlwaj v φa2v β, que como
puede verse, coinciden.

5.3.6 Lema Si a ~ β y β no es independiente, entonces a no es indepen-
diente. Si a ~ γl9 γ2 y y1? γ2 no son independientes, entonces a no es
independiente.

La prueba es como en el teorema original de Lukasiewicz.

5.3.7 Definiciόn Expresiones de forma I son las expresiones (bien

formadas) del tipo: Ca&ciz . . . Ca NCpp (al9 a2 . . . an se llaman "antece-

dentes")-

5.3.8 Lema Toda expresibn bien formada dentro del sistema de Luka-
siewicz es equiυalente a cierta expresibn de la forma I.

Prueba: basta probar que dada una expresiόn a, su proyecciόn en (0,1)i
coincide con la proyecciόn de la expresiδn CNaNCpp (dicho de otra forma;
CNaNCpp ~a).

CNaNCpp equivale (aplicando el fun tor covariante φ) a (p —» p) —* a o
sea al triplete: (p —» p) -> (1 —> a). La proyecciόn en (0,1)! es φ(φpvp) v
φlva = φlvφlva = φlva que coincide con la proyecciόn de (1 -> a), es
decir, de a.

5.3.9 Lema No existe ninguna expresibn simple que sea a la vez una
expresibn independiente.

Expresiόn simple es aquella en la que todos los antecedentes son variables
simples o sαs negaciones.

La prueba es la del teorema original. Sin embargo puede sugerirse
otra: la prueba original se basa en que existen tres proposiciones con-
tradictorias: NCpp, NCCppCpp y NCNCppNCpp. Traduciendolas a esquemas
de flechas en una ^-categorίa, resultan esquemas inv&lidos.

5.3.10 Lema Cualquier expresibn de la forma I que no es simple, es

equiυalente a una o dos expresiones mas simples.
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Una expresiόn es mas simple que otra si constra de un nύmero menor

de sίmbolos; si ambas tienen el mismo nύmero de sίmbolos la mas simple

es la que tiene mayor nύmero de antecedentes.

Tenemos que d e m o s t r a r : (i) CaCβγ ~ CβCaγ, (ii) CNNaγ ~ Caγ,

(iii) CNCaβγ ~ CaCNβγ, (iv) CCaβγ ~ CNaγ, Cβγ. Como ilustraciόn es-

cogemos (iii) y (iv):

(iii) CNCaβγ es φ(a —> β) —> γ que a su vez equivale (por contravariancia) a

φγ —• (a —» β). CaCNβγ es a -* (φ/3 —> y). Proyectando ambos tripletes

resulta

(̂ (<̂ 1 v ςί>y) v φa v 0, (̂ ((̂ 1 v α) v <p<jpj3 v y,

o sea, el mismo objeto φavβvγ.

(iv) CCaβγ es (α —> β) —* y que se proyecta sobre φavβ -* γ.

Por otra parte, el siguiente esquema es conmutativo por definiciόn de

union:

^ ^ φ a v β ^>^y

Dicho de otra forma, las flechas φa -* y y β -> γ existen en la categorίa,

y por tanto CNaγ, Cβγ. Recίprocamente, si esas flechas existen, hay una

flecha desde la union de φa y β hasta y: φa v β —> y. Por tanto la formula

CCaβγ resulta de Cβγ y CNaγ.

Por lo tanto, el sistema de Luksiewicz es completo (el resto de la

argumentaciόn es como en el teorema original, y por eso no la trans-

cribimos aquί.

b) Segunda parte En el trabajo original del que el presente artίculo es un

resumen, se estudiaban los sistemas de Novikov, Hilbert-Ackerman,

Mendelson, Rosser, y Lukasiewicz y se veίa que correspondίan a esquemas

validos de la teorίa de (^-categorίas, se presentaba tambien una nueva

version del sistema de Kotelly ([6], pp. 431-476). Aquί nos limitaremos a

considerar solamente uno de los sistemas mencionados: el de Novikov.

Teorema 5.2 El sistema de axiomas de Novikov ([7], p. 48) corresponde a

un sistema de esquemas validos de la teoria de φ-categorίas.

Prueba: El sistema consta de los axiomas:

11 A-*(B-*A)

12 (A-+(B-+C))-> ((A ->B)-+(A-+ C))

II 1 A Λ £ -> A

II 2 A Λ B -> B

II 3 (A — B) — ((A -* C) -> (A -+ B Λ C))

III 1 A — A v B
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III 2 B — A v B
III 3 (A — C) -> ((B — C) — (A vB — C))

IV 1 (A -> J5) -> (iJ3 — ΊA)
IV 2 A— ΊΊA
IV 3 ΊΊ A — A

Los Axiomas II y III equivalen a la afirmaciόn de que la ^-categorίa tiene
uniones e intersecciones. Por ejemplo, II-3 dice que si un objeto implica
otros dos, implica su disyunciόn, lo cual equivale a la definiciόn de union.
Los Axiomas IV definen la negaciόn como una doble funciόn, inversa de si
misma: la primera hace corresponder a cada objeto, su negaciόn, la
segunda, a cada flecha, otra "en orden inverso". Pero esto corresponde a
nuestro funtor φ. El Axioma 1-1 dice lo mismo que "Si 1 -> A existe,
entonces existe una flecha desde cualquier otro objeto B hasta A". Esto es
cierto simplemente por definiciόn de objeto conulo porque en este caso el
siguiente diagrama es conmutativo:

B >1

A

Por ultimo, el Axioma 1-2 es consecuencia de una construcciόn similar a la
dada en la secciόn 3. Supongamos una flecha p y dos funtores en la
<^-categorίa que la transforman en las flechas q y r respectivamente:

K q- 71
>—*—<

Aplicando una transformaciόn natural obtenemos:

(p — q) — (P - r)
p-+(q-r)

La primera formula es la aplicaciόn de la transformaciόn natural, la
segunda es su resultado. Son dos formulas que se infieren mutuamente
entonces. Puede verse que dicha inferencia es mcis fuerte que el axioma de
Novikov, que solo requiere implicaciόn de la segunda formula a la primera:
per es sabido que la equivalencia implica la implicaciόn. Q.F.D.

6 Sugerencias para la aplicacibn de la teorίa de categorias a otros campos
de la Ibgica

α Conectiυa de Sheffer Para definir la conectiva de Sheffer, partimos de
una φ-categorίa con objetos a, b, c, . . . etc. y sus correspondientes ar, br,
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c* . . . etc. (aτ, b1 . . . representaran φa, φb, . . . etc). Los objetos a\ br,
a1, br, cr, . . . con sus correspondientes flechas for man una subcategorίa de
la categorίa total; vamos a considerar una categorfa dual de dicha
subcategorίa (como se sabe, debe estar formada por los mismos objetos, y
flechas en orden contrario). Esta categorίa, dual de la categorίa de los
"primas" es covariante de la subcategorίa de los objetos sin "primas".
Existe entonces uη funtor covariante entre ambas que vamos a definir:

Definiciόn 6.1 F es un funtor covariante entre una subcategorίa Ci de una
φ-categorίa y la categorίa dual C2 de la categorίa de objetos que resultan
de aplicar φ a los de la primera.

F lleva uniones a uniones e intersecciones a intersecciones. Defini-
mos:

Definiciδn 6.2 a Φ b Conectiυa de Sheffer es el objeto de la categorίa C2 que
resulta de aplicar F a la intersecciόn de a y b en Cr. a Φ b = F(a Λ&).

Las propiedades de la conectiva [8] resultan inmediatamente de la
definiciόn dada. Veamos como ejemplo una de ellas:

Lema 6.1 a Φδ = a'Λ6'.

Prueba: F lleva la intersecciόn de a y b sobre la intersecciόn de Fa y Fb,
es decir sobre a' Λ b'.

b Algebras cilίndricas de dos dimensiones ([9] y [10]) Un Algebra cilin-
drica de Dimension 2 tiene una sencilla representaciόn geometrica medi-
ante el siguiente esquema donde vienen representados todos los elementos:
a es un objeto del llgebra, las constantes d son lΐneas, COa es el cilindro
mnpq, etc.

m n i

\

- 1 1 1 ~ 7 | d o 1

—p\- doo ~ du

/ \

IZ—I I NL
El esquema sugiere la consideraciόn de los subconjuntos de un conjun-

to producto, dicho de otra forma, el conjunto de relaciones binarias en un
conj unto dado. Lo que vamos a hacer entonces es estudiar un Algebra
cilίndrica de dos dimensiones tomando como modelo la categorίa de
relaciones binarias de Ehresmann ([4], pp. 20-24).

Definiciδn 6.3 X es una clase tal que cada elemento tiene un complemento
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ύnico, y existe un elemento y solo uno de X cuyo complemento es έl mismo.
Denotaremos por φx el complemento de x e X.

Definiciόn 6.4 XR es la categorίa de relaciones binarias en X cuya ley de
composiciόn viene dada por:

(X, a, X). (X, a',X) = {X, aa\ X)

donde aa' es el conjunto de pares (x2, x0) e X2 tales que (x2, x[) e a, (xl9 x0) eaf

y tal que x[ = xx.

Definida entonces la categorίa de relaciones en ese conjunto X veamos
cuales son los diferentes elementos del algebra cilίndrica correspondiente.

(i) Elementos "a"

En nuestra figura, a es simplemente un subconjunto de X2

Θ
-a

es decir, un objeto de XR.

Definiciόn 6.5 Los elementos de un algebra cilindrica bidimensional son
objetos de XR.

(ii) Operaciones u, Π, - U y Π corresponden simplemente a la union e
intersecciόn en XR. Dado a, si a es el morfismo cuyas flechas son (ΛΓ, X'),
definimos "-a" como el morfismo de todos los pares (y, yτ) tales que
(y> yr) Φ (χ> x'h e s decir, "-a" es la relacibn (X9 Compl(α), X).

(iii) Constantes d

Definiciόn 6.6 d00 = d n = X

(Tarski define όmm = 1, y si el conjunto de elementos del algebra es un
algebra de Boole, como el define, no es absurdo considerar la clase total
como el elemento 1).

Definiciόn 6.7 d01 es el conjunto de elementos diagonales, es decir, de la
forma (x, x). Dicho de otra forma, es el conjunto cuyos subconjuntos son
las identidades de la categorίa de relaciones XR.

Definiciδn 6.8 d10 es el conjunto de los elementos (φx, x)%

Puede verse que el "punto" intersecciόn de las ζζ6" es preciseamente
el punto de X cuyo complemento es el mismo.
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(iv) Operador C Consideremos el cuadrado (un conjunto de puntos que lo
Uenan) y dos subconjuntos a y b. Formamos los "cilindros" correspon-
dientes a a y b, es decir los conjuntos verticales y horizontales correspon-
dientes a ellos. En la figura representamos solo los verticales

mm s X
_ j

fΛ \

I Λζ

x z y w\

q υp t

El conjunto de todos los conjuntos verticales del cuadrado, juntamente
con la flecha " C " puede adquirir la estructura de una ςp-categorίa mediante
las definiciones habituales (de hecho es un campo de conjuntos, y es
entonces isomorfo a un llgebra de Boole). C no puede ser un funtor
endomόrfico en esa categorίa porque de acuerdo con los axiomas no lleva
intersecciones a intersecciones. En efecto:

C<μ es el cilindro rnnpq, Cob es el cilindro rstv y Coa Π Cob Φ 0

Por otro lado, a Π b = 0, con lo que C0(a Π b) = 0. Entonces Coa Π Cob no
coincide con C 0 (αnδ),o sea, como hemos dicho C no lleva intersecciones a
intersecciones.

Sin embargo podemos hacer un pequeno cambio: dados los conjuntos
a y δ, tomamos no sus cilindros, sino sus proyecciones xy y zw. Puede
verse zy = Poa Π Pob, donde hemos llamado P o la proyecciόn sobre el eje
horizontal. En este caso si que es cierto:

co(poa n pob) = CoPtP n coPob;

la segunda parte de la igualdad es igual a CoaΠCob, porque resulta el
mismo cilindro al aplicar Cafl que a su proyecciόn.

Por otro lado por parecido razonamiento:

Co(PoaΠPob) = Co(aΓ\Cob).

Lo que tenemos entonces es lo siguiente:

(a) Un campo de conjuntos, formado por los cilindros. Dicho campo de
conjuntos es un algebra de Boole y por tanto podemos definir sobre §1 una
φ- categorίa.
(b) Una categorίa de relaciones, que es tambiέn una (p-categorίa.
(c) Un operador C que no lleva uniones a uniones luego, que no puede ser
definido como un funtor entre las categorίas descritas en (a) y (b).
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Sin embargo podemos considerar el funtor proyecciόn:

X2-~X

que lleva flechas a puntos objeto. Definiendo en X una categorίa con flecha
" C " , podrίamos de acuerdo con la descripciόn dada hasta aquί enunciar:

Definiciόn 6.9 C es un funtor entre la categorίa XR y la categorίa (X, c).
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