
����� ����	
��

�����
 �� �
	���
	���

������ ��� ������ �� ����� �!!�

����� ����	 
�	��� ��	
���� �������� ��
����

��
� 	��������� �� ������ ����������

�� ��������

�� ������������� �� ������� � �	�
�� � ����
���� ����� ���
���� �����
���
�� ��
�������	 �� ���� �� 
��� ��
���� �� ������� 
���
�������� ��
� ������� ����������� ������
���� ��
����� �� ��������

���� � �
��� �������� ��� ������
� ���
���� ��
��
���� �� ����� 
��

�� ���������� �� ��� !�� ���� � 
��� �������� �������� �� "�����#
������
��$ �$ ����� �� ������� 
� 
�� 
������
���$ �$ ��
 �� ��
 �����	
��������
 �� �
� ���� � ���
��� � ��� �� �����
�� 
� �� � ������%��
� 
�� ��� �����	 ���� ��

&'�'( � ��� )
�
�

�����&��(� * '

+�
&�� ��(� ,���

� 
�� ��
����� �������� � ������ - ��� �� �� ������������ !��� �� �
����������� � � �
�
��
���� ���������� ����	��� � � ����� 
�����
���
����� � 
�� �	�
�� �� ��
 �� �����������$ �� �� � �
���	��
�
�$ 
�� ���
�����	 ���� �� ������ �� � �������$ ��
 ���� ��
��	 ��� ) �Æ� �Æ��
!�� ����������� ������
��� �	 � ��� �� ����
�� 
� ��������������	
���������� ����
�
����

.������ ��
� � ���
 ��������
��� ����
��� ����� ���������
�� 
��
��
��
 ���
 � �����$ ��� 
��� ��� 
�� �	�
��$ �� ��	 �	���
���
����������� ��
��
��� 
&�( ��
� ������ �
 �'$

�� *
�

,
�� ) �/�&'�,(

��� ) �
�/�*

'

,�

�&�( * ,�&'�0(

���1��
 
� ���������
� ���
��� ��� �������	 �����
����$ ����$

�&2	 �( ) ��&�(	 �&2	 �( ) ��&�(	 � � -&'�3(

�&	 �( ) ��&�(	 �&	 �( ) ��&�(	 � � -�&'�4(

	
������ �� �	� ���� ��	��������
�� �!"�� �� �#� ��!��$ �� �
%
$� &�' �(��' ��� !� �"!$�� )�* �� ��!+ &('

�(���

���"�� #$ %��!!� ��%&" ����$'�� �'$#��'$�%( ���(��$���

520



523 �� ��������

6��
��� ���������� � 
�� ��	����� ������
��� ��	 �� ���� �� ��� ��

!�� ��
����� �� 
�� ������� &'�,($ &'�0( �� ��
 ������ �	 
��

������
��� �����
�	 �� �� 
�� �
��� ����� &��� ���
��� 0( ��
 ������
�
� 
�� ����
�

&'�5( 7&( ) �� � - 8 �&	 �( ) 2��

�� ��
$ 
�� ����������� �����
��� ����� ����
�� 
�� 
������
���$
������
	$ �����
��� ��� ������ 
������ �
 
�� ��
����� ��� �� �������
&��� ���
��� ��( �����
�	 ��� &'�,($ &'�0( ����� 
�� ���������
� ��	����
��� ������	 ���� ���������
�� ��
� 
�� ��� �����	 &'�'(�

!�� ����
���� � ����
����$ ���������� ��� ��������
	 ���� ����
���������� ��� �� &'�,( &'�4(� ������� �� ��������
	 
��

&�( ) ����
��� � ) '� 9���� 
�� �
������ ��
���

&'�:( �&�	�( � �	�� � ��	� * 	� � �	����

����� � ) &�	 ��($ � ) &�	 ��( �� ; � -
 �2	 � � �� 
�� <����� �����
����&;( ��
� � � &2	 '( ��� ���

�!"��"# $�%�&�"��"� ���'�"�"&& (�� �")�*(���+,� ������� ��	�

��	 �	�	 � 	
� � 	�� 	
 ��� �� �������� ��
��	
�� ������� ��

&'�+( �� � ���� � ��

�� ��� �
���	� 	
� ���
�	� �	�	 &'�3(	 &'�4( 	�� �
 ����� ���
 �����

������ 	 �������
 &�	 �( �� &'�,( &'�4( �
 ����� ������������ �
� �	�

��� ���
��

&'�=(

���� ��

�&���(

���� � �	
���� ���

�&���(�

���� � �
����� � �� 	 ��
��	
� ����� ����
�� �
 �	�	-	 �	 ��	 �� 	 ��	 �� 	
� ���
��� 
�� �
 � �� � �

!�� ����������� � 
�� ������ &'�=( �� 
��
$ �� ����� �$ �� ��
�����
� 
���>���� � ���� ��
 ������ ����������	 ������� �� 
����

6�� 
�� 
��� ����������
 ������� ������� �����
����� ����	��� ����
���� ��������
��� �� ���
������ ���� ������� �����
� ���� ������
��



�,�	- ��-�� �.�-�	 524

�� ��$ �� ,3'� ����� �� ��
���� � �-�� ?����
�	$ 
�� ������� ��� ����
���� ���������� �� 
���� � ������ ������%��� ��� 7 ����������� ����
!���� ����� ���� ���� ��
��� ������� �� ��.��

�� "*(���� (� ���"�/(�"� @ ��
���� ����
��� ����� ������ ��
����
���� &'�,($ &'�0( �� 
�� 
������
��� �
 
�� ��
����� 7� !��
�������	 �����
���� &'�4( ���
 �� ������ �� 
��
 � ��>�� � 
�����
���
��� 
��
 �
 ���� �� �� �� ��
����� ��	��� A
�������$ 7 ��	 �� 
�� ���
	
��
 &����$ �� B������ �������	 �����
����( �� �
 ��	 �� ��
��� �&�(
� 
�� ��
����� �������	 &����$ � 
�� 
������
��� �� 
�� ����� �� 
��
�����(� !�� �����
�	 � - ��� ���� ������� �������
 ����� 
�� �����
7 ���� ��
��� �� � ������ ����� �� �
 ���� ��
�����
 ��
� 
�� ��
�����
�������	$ � -� !�� ��

�� ���� �������� � ��	����� ������
������ �

�� ��
����
��� ��
���� ���� � 
�� 
�� ������ ��� 
�� ���
�����$ ��
����
��� 
� 
�� ��	���� � 
�� ��
����� ����� ��� ���� ���������
��
��
� &'�'(� C����$ ��� ��	 � ���
���
��� 
�� ������� 
� ��� ����� ��
��
��� 
�� ������ � 
�� ��	����� ������
���� � 
�� ������� �� 
�
�������� �� ������� ������� !��� �� ���� � ��
���� �����
�	 �� ��	�
��
����
��

!���� ������ ��� ���� ��
�����	 ������
�� ��
� 
�� 
��������������

&�
���	 �
�
� �� �����������( ��� 
�� 
������������
 ��������� @
������ � �������� �����
� ���� ���� ��
����� �� 
�� �
���	��
�
�
��
��
���� !�� ���
 ���> � 
��� 
	�� &��$ ���
���� 3 :�$ ��� ���� �0 1�($
�������� � �������� ��	��
�
�� ��������� 
� ��� ������ ����
 � ����
��
�����$ 7� ��
� ������ 
������$ �$ �������
�� ��� &'�'( �� ,�0� ���
������ �� ��
���	 ��
���� ������ �� /� ) 3$ 
�� ��	��
�
�� ����������

&,�'( /��&�( ) ���&�( *�&��(	 � � 7


��� ������ �� � ��������	 �����
��� ��
� �&�( ������ �� 
�� ���
� ��������� �����
����� !��� ������� � ��������� �����
 >���� �� 
��
D�����!������ �����
��� �����

B�
� 
��
 �� 
�� 
��������������
 ���� ����
��� &'�,( ������� 
�
/� ) 2$ �� 
��
 � �� ��
������� ��
����	 �	 
�� �������	 �����
�����
E���
��� &'�0( 
��� �������

&,�,( 2 ) ��/�*
'

,
&�� ��( * ,�



525 �� ��������

���1��
 
� �������	 �����
���� � ) �� � �' �� 
�� ��
����� &�����( ���
� ) �� � *' �� 
�� ��
����� &������(� !�� �������	 �����
���� �� �
��� ������� 
� ��  &�(�

�� ����� 
� ��
������ 
�� ��Æ�����	 � 
��� �����
��� ��� ���
 �����

�� ����
���� � ��	���� ����
���� 
� &,�,( ���1��
 
� 
�� �������	
�����
���� ������ �� ��
� 
��
 ����
��
 �������	 �����
���� �� �
����	 ����
��
 �$ ����� ���
 ������� 
�� ��� � ��������� �����
����

���� �� ���
������$ �� 
�� ���������� ����
��
 
������
��� �����
����
��
 ������ � �����
����

6�� ����
��
 
������
����$ 
���$ �
 �� ���������� 
� ���> �� ��
�����
��	��� �� ����������	 �	���
��� ������� ������� �� �� !���� ����
����
���� �����
���
�� �� 
�� ������ �� ��2� ����� ����
��� ��
����$ 
��
������� ��������� ��� D����F� ���
����� �� ���
������$ �
 ��� ����
������ 
��
 
���� ����
� � ����
��� 
� &,�,( ��� 
��
 ��	 ����
��� ���

���� � 
�����
��� ��	�� �
 
�� ������$ �$ �� ����� &,�'( �� ������ !���
����� 
��
$ ����� 
���� �� �� �����
��� � ����������$ 
�� ����
����
���
 �����
������ �� �� � ������ ���� � ���
� � ����� ��

!�� ���� � �������������	 �	���
��� �����
���� ��� ���������
�	
���������� �����-� �� 
�������������� ������ @ ����������	 �������
����� ��� �������� �� 
�� ��������� D���� � ����
� ���
��� �&�($
������ �� �� ������� ������$ ���� 
���� ����
 � ����� 7 ���� 
��


&,�0( 3�&�( ) ���&�(

�� ��� ����
� � �� 7G 9���� ���
���� �����
���� �� �� $ �
 ��� �����

��
 
���� ���� ������ ����
 ���� � ������ !�� ����
���� ��� ��
��������
����� ���� ��� ����������
����� ���� ��� ����������
���� 
� &,�,( ��
�
��
����� ��	��� ���� 
��� ����
���
�� ��� 
�� ����
���� � � ���
��� �
��
� 
�� ���������
� 
�����
��� ��	�� &�
 7 ��
��	��� &,�0(( ��� ������
�����-��

-� ����"�����& �� &!(�3 ���"�/(�" /��#�*(����&� !�� �����
���� �������� �� ��� ���
 ������������	 ��� ���
 �
��� ����������
�� 
��
 &�( 
�� ��
����� �� ��
 �����$ ��� &��( �����
���� �
 
�� ��
�����
��� ��
 ���������� �������
�	� @
 � ������ ����� � ��	����$ 
���� ���
���������
 �� ������� �� 
��
 
�� ����� ���� ����� ���������
�� 
��
����������� ��	���� �� �� �������� ������ @� �����
��
 ������
�
���
� 
��� �� 
�� ���������� � ��
������ ����
� ��� 
��� ������ ����



�,�	- ��-�� �.�-�	 52:

�� �������
��� ����
�$ ������� �� ��������
� ��� ������
��� 
���� ��
���
������$ ��� �� � ������� � 
�� ��������
� �� 
�� �����������
��
��
��� ��� �� �� ������
��� � 
�� ������� ����� ���
 �� �������
�� 
�� 
�����
��� ��
���� ������� !�� ��
������� 
���>���� �� � ������
�� ����� 
�� ������ 
������ �� � ����� ��

�
��

����������	$ � 
�&�( � � � �� �� &'�,($ &'�0($ 
��� 
�� �&'( ����
���

� &'�0( ��

&0�'( ��&�( ) 
���
�

,
�
��

����� � �� 
�� &������( ���
���� ��� 
�� ��
�����$ 
�� ��
������� ��
������ 
������ ��

&0�,( � )
,

0

��
�
* �&������(

��� 
�� 
������
��� �
 
�� ��
����� ��

&0�0( � �) �,
0

��
�
&�* ��(

����� � �� ������ �	 � ) ���$ ��� � �� 
�� ������ ������
	 &
�����

�� ������(�

9���� 
���� ����
��������$ ��� ��� ��
��� 
�� ����� �����
 
��
 
��
����
 � � ����� ��
����� ��� �� �

����� �� �� ����
 ��	� ���������
�� 
�� ������� � �$ � ��� �� !�� ������� � 
���� �� � ����������
%��� �������� ������� ������
���� ����
 
�� ��
��� � 
�� ���������
��
����
���� � 
�� ��
������ @
 
�� ����������� ����� 
��	 ��� 
���
������
�� �� &0�0( ����� ��
������� 
�� ������
	 � 
�� ��
����� �����
�� 
�� �����
��� ��� 
������
���� !���$ ��
� ���������
� �������$
��� ��� ������
��� 
�� ����������� ������ � ������� �����������
�����
����� H��
 ���������
�	$ ��
� � ����������� %���$ 
�� ��
�������

���>���� ��� �� ������� 
� ������ ����� 
�� ������ 
������ �������
�&'($ ������� 
� ��� � 
�� &�������( �
��� �������� �� 6����� '� !���
�� ��� ��� 
�� ����
 ��������� �� ���
��� ,$ �� ����� 
�� ������ 
������
��� ��
������� 
���>���� ��� ��
� �&�(� �� ��
� 
��
 
���� �����
�
��� ���� �� �

����� �� �����
����� ��
��
����� �� 
�� ����������$
�����
���	 ��	 �� ���������
�� ��
� 
�� ����� �	 ����	��� /� ��
�
/�* ������ ��
� 
�� �����
 �4�



�,�	- ��-�� �.�-�	 52=

/��&�	 �( ) ���&�( * ���&�(��� ���&�(
���&�(

* &��(&0�3(

���&�( � �� * &��� � ��( ��� ��&0�4(

H��� ��
����� �����
���	 ��� ���� ���������� ��� ������ ����� �����

���� ���5 ��� ���� ��
 �� ��������� ����� �� ��� ������
� ���� �����
��
����� �������� ��� �������� 
�� ��������
��� ��� �� ������� ��
����

���� ��� 
�� ����� ���� ����
����� !�� ��������� �
��� ������� ���
�� ����� �� 
�� ������� � ������ � ���
��� � 8 �2	 � �
-�  ��� �
����� 7&( ���� 
��


�� ) �/� �� -�	-�&0�5(

��� ) �&��	 ���
( � I� �� 7&0�:(

� ) 2&0�+(

���� -� �� 
�� ������ ������ ������ �� 
�� ��
 � ����
� �� ����� � ��
����
��� &����������	 -� �� 
�� ����� ������ ��
� � ����
���( ����� 7&(
�� 
�� ��
 � ����
� �� ����� � ) 2� !���� ����
���� ��� ���1��
 
�
���������
� ���
��� &��� ��
�����( �������	 �����
���� �� �� !���$ �
>�	 ������
��� �� 
�� ��������� �
��� ����� �� 
��
 
�� ����� &�����
�� ��	 ���� �	( �� �����	 � ���
��� � �$ ����$

&0�=( �	 )

�
*'	 � � 2

�'	 �  2�

�� ��
$ ��
� 
�� �����
��� &0�=($ 
�� ����
���� &0�5($ &0�:( ��	 ��
���

�� �� � ���> ��� &A�����>( ��

&0�'2( !� ) �/�	 ! � �* �

,
�	 �

6��� � ��	����� ����
 � ���� ��� � 
�� ���� �������� ��
� 
��
��������� �
��� ����� �� 
��
 ������������ &
�� �������� � ������ �����

�� ���%��� 
������
���( ��� ��������
��� ��� ��������$ ���
���	 
�
��	����� �����
	� 6��
�������$ 
�� �����
��� &0�+( �� �� ���������
���
����� ��	 �� ��������
�� �� ���	 ����
�����$ ���
�������	 � 
��
������ 
������ �� ������ @� ���� ����� ��� ���� ��������
�� ��



5'2 �� ��������

�� � ��
 
� �����	 
��� ������� �� 
� ������� �����
��� &0�+( ��
�

�� ����������� �����
��� &,�0(� !�� ����� �&0�5($ &0�:($ &,�0(� 
���
���������
�� ������ 
������ �� � �
�����%��� � ��
 ���� ����� � �����
������ 
������ ��� ����� �����
��� � 
�� ��
����� ��� �������
����
������ 
�� 
������
��� �� ���	 ����� ��� ����
����

@ ��
��� ��������
 � 
��� ����� �� ��
����� �	 ����������� >���
��
������������ �
 
�� ��
����� �� 
��
 &0�+( �� �������� �	

&0�''( /��&	 �( ) ���&	 �(� ����&	 �(	 � � 7�

!���$ 
�� ����� �&0�5($ &0�:($ &0�''(� ��� �� �����
�� 
� �������� 
��
��
��
��� �������
 ���� ������
��	 
��� 
�� �������� �������
����
!�� ����
���� � � ������
	 
��� �� &0�''( ��� ���� >���� 
� ��
������
���
� �� ���	 	���� ����$ ��
����� 
���� ��� ���� ���� ����
��� ����


�� ����� � ��

!�� ����� ���� �������� ��
 ���	 ������� 
��� ������ ����
�������$
��
 �
 ��>�� �������� 
�� �������
��� � 
�� ����
��
 �� ����� ��
����������� ��� ���������� ����
�
���� !��� �����
 ����� ��� ���

������
�� �� �1�$ ��� ���������
�	 ���� ������� �	 � ����� ��	��
�
��
����	��� � ��

�
 ��� ���� ����� �4� 
��
 ���� � 
�� �
��� ��� ������� �
���
�������� �&0�5($ &0�:($ &0�+(�$ �&0�5($ &0�:($ &,�0(� ��� �&0�5($ &0�:($
&0�''(� �� � ����� ����
 �� � � 2 � 
�� ����� ���� ����
���� �&'�,($
&'�0(� ��
� 
�� �
��� ������
��� ���������
��	 ������� !��� ��
��
��� ��
�������%�� �	 6����� '� B�
� 
��
 �� 
�� �
���	��
�
� ���� 
���� �� ��
���
���
��� ��
���� ����
���� &,�0( ��� &0�''(� !�� �
���	��
�
� �����
�
���� ���� ��
�������� �� �������� 
������� ����� �� 
�� �	������� ����$
���� ���1��
���� ��� ����� �� �������� 
������� ���� ���� ������
��
�� �.��

0� �6&"��" �/ &����) ���7"�)"��" �� &�#" �(&"&� �� ��������
����
��� ����� &� � 2( ��
� 
�� ������
��� ��1��
�� �� 
��
 ��� �����
�
� ���
������ �
��� �� ���������
��� ������� �� 
�� ����
� C������$
�� ����� ��>� 
� ������� ���� ���
���� ��
��
����$ ����� ����>� 
����
������
�� �� �.�$ ��� �����
 �����
 
�� ����������� ��
��
���� 
� ��
�������� @� � �����
 � ������� ��������$ �� ����� ��>� 
� �

��� 
��
�������� ������
�� ������
������8



�,�	- ��-�� �.�-�	 5''

&�( �� � "������
����# ��
��
���$ 
�� ����������� �������� � �&0�5($
&0�:($ &0�''(� &�� �������( ��� �&'�,($ &'�0(�$ ���������
��	 ������$ ���
���	 ������� ��� 
�� �� ������ �������� �� � � 2�

&��( �� ���� "���
����# ��
��
����$ ����$ ���
���� �����������$ 
����
�� � ���
��
	 ����
 
�� ��
����� ����� �� ���
���� �	 
�� ���������
� ��������� ��
����
���� �� 
�� ����� ���� ����
���� ����� �� ��

��������� �	 
�� ����������� ����
����$ ����$ �&0�5($ &0�:($ &0�''(��

�� 
��� ����� �� ������
��
� �� &��( &��� �.� �� &�((�

6�� ������
�����$ ������� �� �������� �&0�5($ &0�:($ &0�''(�� � �� ���
����� � ������ ����� �����
��� �� �� ��� � 
������
��� � ���� 
��


/� ) 2 �� -�	-�&3�'(

��� ) �&��	 ���
( � I� ) 2 �� 7&3�,(

� ) � �

/�
�� �� 7&3�0(


��� &�	7( ���� ��
 ������ ��
� 
���� ������� ��
��� 
��
 � )
����
��
$ ��
� ����
��
 J�������
 �������	 �����
����� � 
�� �	�
�� ��
���
����� �� ��
��� �����
���$ ����$ 
�� 
������
��� �� �����
�	 �������
�����
����	$ 
��� ��� ���

&3�3( �  � �

/�
�� � ���

.����
��� &0�''( �����
� 
��
 
�� ������
	 ���
 ������ ����
��� ��
����� 
� ��������
�� <�
 � ����
��� ������
	 ����� ����
� � 
��
������ ��� ���������
�	 �� ���� ������� �����
���� C����$ ���� 
��
�������� 
������
��� �� 
�� ��� ��� 
�� �	�
�� ���
����� 
� ���%� ��
��
�
 �� ��
����	 ������ !�� ��������� ���
�����
	 ������ �� 
�� ������
�
�����
���$ ����$ ���
���$ � 
�� 
������
��� �� ������ �����
����	� B�
�

��
 �� ������ 
��
 
�� ���
 �� ����� �� ����� ������ �������� 
� 
��
����
��� � 
�� ���
����
���� �� �������� ��� ���� ���
��� �����
����
�� ����� 
�� ����� ���� ����
���� �����
 �� �����
�� 
� ��������
�
�����	 
� 
�� ����� ��
����� ������� @ ���
 �����
�� ������� �

��� �� 
�� ������������ � 
�� ���
���� ����������� ����
 ���������
������ !��� �� ������ ��������	 �� ������ ��$ ��	$ � ������� 
���
����������� ������ -�

'� .����� ����
��� ����
��
� ��	 "� ���� 
��


&3�4( �� ) � ��
/�

'

"�
�



5', �� ��������

,� 6�� 
�� ����� ��
����� ������� �&0�5($ &0�:($ &,�0(� �� �&0�5($ &0�:($
&0�''(� ������ 
�� ���
��� 
������
��� 
� �� �� ��� 
�� ��
����� � 
��
����� ������ 
� �� "��

0� 6�� 
�� ����� ���� ����
����$ �� ����� �	 � ��� � �� 
��
 
��	
������	 �������� �&0�5($ &0�:($ &,�0(�� !�� ������ 
������ 
��� ��
����
�	 
�� ����� �� �� &3�4( &����� ��� �
�� 
�� ����
 �� �

�����(�
�� ��� ������ 
�� ���
��� 
������
��� 
� �� �� ����� 
�� ���
��� �����
���
��� ��

&3�5( ��&�( ) 
���

�
� �"�
,
�
��

� ��
�
	 # � 2�

B�
� 
��
 �� ��	 ���� 
�>� ��&�( 
� �� � ���
��� ����� ������� �

����
�	 � ) "� �� � ��	 
��
 &�(

�
��� �� 
�� ���� �� �� &3�5( ���

&��( 
�� ������
��� �� ��
 �	���
��� ����
 "�$ ��
 �� ������ �� �  "��
�� 
��� ����$ ��
� 
�� ����
��� � 
�� ��
����� ��� 
�� ������ 
������
��� ����
�	 
�� ���� �� �� 
�� ����� ��
����� �����

D���� 
���� ���
��� �����
����$ �� �������� 
�� �������� � 
�� ���

����� �� 
�� 
�� ������ 6�� 
�� ����� ��
����� ��
��
��� 
�� �����
������ ������� ���������� !�� ����� ����$ ��
�����$ �� 
�� �
���
����$ ��������� �� ��%� �� ��� ������ � �� ���
��� �� ��
 �
 �� �
����

MODIFIED STEFAN MODEL

PHASE FIELD MODEL WITH
SKEWED INTERFACE STRUCTURE

���/�- &� 	�#�� !� 
�$���+� �0
!+!�!
*�



�,�	- ��-�� �.�-�	 5'0

MODIFIED STEFAN MODEL
AT MARGINAL STABILITY

PHASE FIELD FOR TWO
DIFFERENT APPROACHES
OR SLIGHTLY DIFFERING
INITIAL CONDITIONS
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