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1. Envisageons un espace R  à  n  dimensions, dont le point
courant sera désigné par xi (1- = n ) .  Supposons qu'une courbe
C  dans R  soit développée en courbe P dans un espace projectif
S, à  N  dimensions (N >  n ) au moyen de la connexion fI(a, ■3=
0, N ; ,  n ) ,  le repère mobile le long de la courbe P
étant défini par

c121 = PL.dx' (1-1)
(A, A ; a=0,1,..., N ; : 0 --->N ; i

Nous pouvons toujours supposer sans restreindre la généralité que

TZ =M  (3=0, N ;n ) , (1.2)

+  +  + (1 . 3)

Il existe toujours dans une surface" V„ à  n dimensions qui
a un contact. du second ordre au point A  avec le développement
d'une courbe quelconque dans R, issue du point E lle est définie
par

1 = +
2

(P---n +1, N; i,j: 1—>n),

où

M3= (a +  ,

2
(1.4)

1. J .  Kanitani. Sur l'espace à connexion projective majorante, I. Jar). Journ. Math.
Vol. XIX, 1947, P .  343.
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et z ' ( I=l,..., N ) sont les coordonnées non homogènes d'un point
de SN , rapportté au repère [A, A „..., AN] associé an point xl.

La condition nécessaire et suffisante pour que cette surface ait
un contact du troisième ordre s'écrit

l e i =0 (p-=n N ; i,j-=1 ,...,n ),

où 1? (a, 3 = 0, 1,... N ; j  = 1 ,  . . . ,n )  est le tenseur de courbure (le
tenseur de torsion inclus) relatif  à  la connexion

Si cette condition est vérifiée, et si l'on écrit l'équation de V„
1 1— Hfi z‘zi + Hfi k zi zizk +... , (p= n  + N ),
2 6

où H1.;k est symétrique par rapport  à  j, j, k , on a

=_  3
1  (4 ,1 -4  +aiH 11,,+ d i f e k ) ,

où par Jh on désigne la différentiation absolue définie par

,+  Po l e j — 1 11/i— 1 H
a,ch

(q : n +1-->N ; 1: 1—>n).

Nous démontrons dans cet article que la condition pour un
contact d'ordre y  s'écrit

0
m, 1x=1,. •., n

v —3 ; p = n +1,...,

où por D k  on désigne la diffdrentiation absolue effectué de la ma-
nière projective par rapport à  a, 13, et de la manière affine par
rapport à  1, m, i1, 12 . . . ,  a savoir, par exemple

 r f i DiRsz„,—  r(Ti D iler im

—
(r 0— ›N  ; a :

D'une maniére précise, pour qu'il existe les fonctions
(p= n +1,•••, N I)) des variables
de telle sorte qu'étant donné une courbe quelconque C(xi—soa(t))
dans R ,  si l'on prend sur cette courbe deux points infininient
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voisins xi= so'1(t), x" = io(e), et si l'on désigne par A , A ' les images
de ces points, la surface V,„ dans S ,  représentée par

1 1+  +  H r
2 v. it• • • , , ,

par rapport au repère associé au point x ' contienne le point A ' à
l'exception de quantités infinitesimals d'ordre v+ 1 par rapport à

e — t I, il faut et il suffit que

(2=0,1,..., u-3). (1-5)

Si cette conditon est vérifiée les coefficients 1-1  (2= 2,..., v-1)
sont déterminés, proche en proche (lit est déterminé par (1.4))
par

A-3E  (s  1) Hy,...i s H1+ ,...j A (1.6)

(2 —  3 )

A-2
+1.....1A-1a I  'gai),

(q: n + 1—>N; a: 1-->n),

où est une permutation de 4-i, et E désigne la som-

mation qui s'etend pour toutes les combianisons j i,..., j, pris s  à
s  (ou 2 - 2  à 2 -2 )  de ii-i. Les coefficients H u A

 (2 = 2,...,
v -1 ) ainsi définis sont symétriques par rapport à i„..., Quant
au coefficient H i gis i  l 'o n  le  c h o is i  d e  te lle  s o r te  q u 'i l  s o it  symé-
triqure par rapport à i„...,i,, et si l'on désigne par ei, ..i„ le second
membre de (1 .6 ) où À= 1 ,  il vient

HI! •  = .
■ 11 .••Iv i •

(1.7)

Nous avons déjà démontré dans un mémoire précécent" que
cette proposition est vraie pour v=3 , 4 . Il ne reste donc que de
prouver que si elle est vraie pour v, elle s'etend aussi pour v+ 1.

2. Lorsque /ei„, =0  (1 , m =1 ..., n ; n +1, N ) ,  nous
avons

D1Rg,,„=--Hya R7,„,—le„, (a:1—>n) (2.1)
— d „,FA —  [RO •

1• J .  Kanitani. Jo e . cit.
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Nous allons maintenant démontrer que si les équations

Dh l e =  0( 2 . 2 )
N ; 1, m , i„... ,iA =1,... , n)

sont vérifiées pour 2=0, 1,...,a —1 (a>2), les équations

=

A —1
H l. • + i . .

R aqlm

— (A— 1)H ri

— (2— 2) 111.;,...i ,R';, im

A —2

—E(s-1)E h - A A
H T

+1. 1?)qlm } (q  :n  +1-->N )
- • s =2

sont vérifiées pour 2 =1 , .  a  (Î'équation (2.1) pour 2 =1 ) on
est défini par (1.6) pour 0-1-2 et, par suite,  H j A

 est
symétrique par rapport à  i,•..i), pour 2 , 2,...,a+1.

Plus général, considérons un système des fonctions
(a, N ; 1, . , 1, = 1,. . . , n) des variables ecn assujetties
la condition

D • D • 0 '• • • 1, -04. • • 1,

pour 2=0, ..., a -1  on par I )  on désigne la differentiation absolue
efféctuée de la manière projective par rapport  à  a, 13 et de la
manière affine par rapport à  1,1. Si les équations (2-2) sont
véfifiées pour 2=0, 1, ..., — 1, la première équation de (2.3) sera
vérifiée même quand on remplace R ,  par

Cette proposition est vraie d'abord pour a =2. En effet, si

nous avons

DiRfe„,
aRL>,8 1 „1 +r<1;„1?;',.„—

k

(2-3)

(2-4)
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(a (1- R ) + TIV?;̀ ,„,+ I V 4„,

— 

= + H7114,„
— HZ„RL.

De même, si G 11 Rgt„,=—=0 et, par suite, nous
avons

is= 111:0: 0;4... i s .

Si G 1 1 O, DE00'4 6  —=-0, RI;„,=----  0 , 0 et, par suite
f -P = d i f -Pjk, nous avons

D i D,GPO 4 . . .H Z G o"i i . . .  +  H7i G 4 . . .  i s

Nous avons ensuite d'après (1.6)

= „,Hri ,+ + Hi; +
— + 1-4HL + fa)

Or,

aHr
j = _ el.. • e / 'PH y \- 1 9

aX1 ti .•1). Lo- I

(a —   a  t„ [,, r q )„,4,— . --= H i? . q• • 1). IF • • a  air

a riot / r i" m _— 'EH ; •, (  a d- P , t z )
a , • • •  • • • , A ax,

- (rga —  I' Lza) Dal I A

— 11,(1i7 +  ri°
G . —  Higo lG„+11?0 „,r .̀70

c,

— .(q, :  n +1-->N; a, b :  1-->n),

en particuler,

„,4, — 4 14  „.)111:i
= ( k i ,„ + HT„, l';,) HZ
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k izi„,H4'1+ l'i?,„H/;7 171-11;
+ ( 1 1 1'11-4 +  H ;HL) (H g„H,',:i + H,9 HL)
—

Il vient donc

D i D i Rgi „,= 

3. Nous démontrons maintenant que si la proposition men-
tionnée au n° précédent est vraie pour a ,  elle s'étend aussi paur
a+1.

Supposons que cette proposition soit vraie pour a , et que les
équations (2.2) soient vérifiées pour 2=0, 1,...,..., a. Alors H i'
est symétrique par rapport à pour 2=2,—  , a+2, et les
équations (2.3) sont vérifiées même quand on remplace RL„,, par
D i RL„„ a savoir,

= (71)G - 1  H i r
i . . . i c a D ik 4 i„, + E

+EEHg . - D.1?' ,
8 = 9 .13+1•••joa

(a —1) H —

- — 2) 1

G -2

—E E (s— Hia
s=2

pour 2=2,...,0%
Ajoutons au second membre de cette équation l'expression

0_1
E  ( —8=2
a- ,

+ E E ( —  1)a-
s H I! • 1 „ D  

s  + 1 — .0 .7 ..ss=

a - 2

— E E ( — 1) (s — 1) H I . . .  r q°,Di o
s= 2  j
G -2

—fE ( —1) a- 8 (s — 1) HL8=2
—  E (a —  2) / -70 i Di o _i . D

— i(Dia- • •DiiRUI.)
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qui est identiquement nulle d'après l'hypothèse, et remplons les
dérivées de R6  par leurs expressions données par (2.3), et
portons les relations

D R —  J R =67/?,;,„,—R.4„„
1?)„,+ -

ARgi „,—  ,Rg,„,- R!„„ ,

r„Wq11.-11R gh.-1-41r, l'i„„

(b: 1— >n ; q, r : n+1 — N ).

Il veiendra

Di0•••Di,D,R 741.

cr —i

+ E E
.13+

— (a
o -2

— E EsHr. i
rH? o

..7s s +1•••:1G

R
 9I " "

C'est à  dire que la première équation de (2.3) s'étnd pour
À— a + 1. De la même manière on peut démontrer si les équations
(2.4) sont vérifiées pour 2= 0,1,..., a ,  la première équation de
(2.3) où A=6+1 est vérifiée même quand on remplace RL,,‘ par

Enfin, si l'on définit au moyen de (1.7)
il vient

+ (a

+ E E (s — 1) H" q 1 ”,
j
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— H  ri. • • + 11.;;• • ..i.aR ja +1 tin
a-,

— EET I? • II?' R",
s j h .  • +i•  •  -1 0 a "`

comme conséquence de (3 .5 ), et des équations

4„,1 ;,",— Ji/ :2̀ ;„-- R;),1 —  + E,, I Z- g i  I
,„G—  ,13„, R .̀;,„,— t + 1 4 ,  r',!; -
„, I :;;— R̀41„,— ['e l+  I -

(b: 1— >n; r: n+1— >N).

C'est à  dire que la deuxième équation de (2-3) s'étend pour
-= a +1.

4. Soient z ' (I =1 ,. , N ) les coordonnées non homogènes d'un
point P  de SN  rapporté au repère [A, A 1;. . . , A N ]  de sorte qu'on a

P= A+ z' A j  ( I :  1—>N).

Si le point P  est un point fixe, on a

cl (A + z' A i ) = d 'A 1 + dz' A i + (z 1 11A  + z ' A „, + z ' [LAO dxi

=P(A +2 1211) (I :1— >N  ; 1—>n; p : n+1—>N),

d'où

z'! ';c1x1 = p,
+ + zl/ 'fi c/xi= er 2' I Ti dx

de + z ' aj clxi pz? = e zi
n  ; P=n+1, ..., N ; I :  1—>N; j :  1—>n).

Prenons ce point fixe sur le développement P de C  dans le
voisinage du point A .  On a alors

zi=dxi +  1   (c12.x i + li didx j) + (4.1)
2

D'ailleurs, si la proposition mentionnée au n° 1 est vraie pour
contact jusqu'à l'ordre y, et si les équations (1.5) sont vérifiées
pour 2=0,...,2)-3, *nous avons

= — e  n j dxi — 1 ;i,i(26+ • A - 1 ±  •  •  . )  dxi (4.2)
+ I Zaxi + + x7,;_2 + ...)

de = — e adxj — 1Z(X1
2 + + x ;,+ ...)dx i
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+za/Zed.xi
+2"[',1)

1Adx•i+ /7/
1,1Vt2dAi

+ 2"/ + +
q :

où
„ 1 io"(t))24...

5. Prenons sur la courba  C  deux points infiniment voisins
A"=50i(r). Soient z ' (1=1 , ..., N )  les coordonnées non

homogènes de l'image du point x". rapporté au repère [A, A „...,
A l  associé au point xi. En supposant que la propositon mention-
né?. au n° 1  soit vraie pour y ,  et que les équatisns (1.5) soient
vérifiées pour 0, 1 , . . . ,  y - 3 nous cherchons maintenant la condi-
tion pour que les équations

1• 1zP— H i P2.xi+ + . + (r— t)y -P (t ,f )
2 (2) 1 )!I , -  

N )

soient vèrifiées, où 111;. . . i ,(2--- 2, ... ± 1) sont symétriques par rapport
11,•••, i, et f ( t ,  tr) n  +1 ,.. . ,  N )  sont des fonctions analytiques

d'aprés l'hypothèse qu'il en est ainsi pour [1 (x 1 . . . ,  e ) ,  soi ( t ) .  Cela
revient à  dire que si l'on regarde le point A" comme point fixe,
et si l'on fait varier t  les équations

+  2
1  dH rj zizi +  12   H f ik i.z ide+...

+  1 ( d l i r  .  + .i,•••,„ z,.•4+1

+ (1' — 0 1'+' ( t ,  f ) d t

soient verifiées, où A(t, 1 ') est de la même nature que fP(t, t').
Portons-y (4 -2 ).  Alors, puisque les H ! IA

 sont défin is par (1-6)
pou r =2 , ..., v -1  tandis que HP . est donné par (1.7), nous
avons

y(Hr . —o7! • ) d i dxiv1,••4„ 1,••4„„
+111P — II? . FP dx -Ir  •  • t o r t t i • • • 4 q"4
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+1)HP • d .e n
, 1••• , vm

1.- 2 (  v

,  s „d

1)- 1  ( 1 ) - 2 ) 1 1 1 1.;.-iv-11.191,,,,d
f .

)H,Q HP r.
s=2 s • • is i s  + 1 ...i v a  q m

d 
X  5  2 2

—14(t' — Ou+ t ')d t.

Faisons-y t' = t +  d t ,  et remplaçons 2' par leurs valeurs données
par (4 .1 ) .  Le coefficient de ( d t ) " '  dans l'équation ainsi obtenue
doit être nul. Égalons à zéro la partie de ce coefficient, contenant
la dérivée du second Ordre de ioi(t). Il vient

— .. 4 ) d 2I i 'd.x i2 ...d.x i u =O.

Si cette équation est vérifiée indépendamment du choix des
valeurs de 50 (t) , d 'f / d t  nous avons

op • , = 01! . ,—  "Hii .••1„_21m Ir  • •1„-2m, - - - • • ,„-2 .1m .

Comme nous avons déjà démontré, cette condition peut s'écrire
•

••• D i i i i t „ ,=  O.

Cette condition étant vérifiée, le coefficient de ( d t ) ' '  dont
venons de mentionner devient

(1 1 ;,...44-1— + 1 ) (t) (t) -..924+1 (0-

La condition pour que ceci soit nul indépendamment du choix
des valeurs de o '( t )  s'écrit

"Ir,. • •i„ +1. = 0 P(i i• • •i,

La démonstration est ainsi completée.

( )


