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1. Dans cet article nous déduisons les équations définissant
les transformations infinitesimales du groupe d'holonomie relatif à
l'espace R à connexion projective PL de p= n ;  j :

Envisageons une courbe fermée C dans R .  Prenons, sur cette
courbe, les points x , x2', • • •, x  se succedant dans l'ordre des indices
croissants jusqu'à ce que le point xi,„ coïncide avec x i ', quand on
parcourit la courbe. Joignons les points xi à un point .x„i par L .
Soit T i, la transformation projective associée au cycle a r c  xk  xk + ,
—L,+. 1. Il est facile de voir que la transformation projective T
associée à la courbe C  est donnée par

T =  T ,  T _ 1 ••• T 2  T 1.

Ce produit est indépendant du choix des courbe L .  Ainsi,
nous pouvons prendre comme transformation infinitesimale du
groupe d'holnomie la transformation projective associ;:e au cycle
pacourant la courbe +  —x0 ) de .xot juqu'au point x1, un arc
infinitesimal de xi jusqu'au point xi + et enfin la courbe
+ t(xi+ 8x —x0

1) de x" + axi jusqu'au point 4 1.
Soient [I, [A , Ai, ••• , 21.1, [A,' A i ' ,A,/], [I',

les repères assoies respectivement au point de départ x, au point
au point xi +  ,  et au point de retour.
Nous avons d'abord

A 1„= L + dI.+••• +
1

- -d " 1 .+ • • •
1! m!

Or,

ra—agia , d I .= d  Ô L , • - • , dmaZ„,10.
oû on désignee par d la différentielle absolue, et par (a ) que la
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différentiation absolue n'est pas effectuée par rapport  a,

Nous pouvons donc écrire

(1.1) 18.7,.+ d a ) + d (37,,1 = - - + • • • +  
1 +...

2! m'
2. Le détreminant I A A 1 • AI étant different de zéro, il en

est de même pour le déterminant I r•71. Soit z l'inverse de l'élément
y?, de sorte qu'on a

4=z;A,.
Nous allons maintenant démontrer que z  s'exprime par

(2.1)z 22 a; --d a(c,,,—  2
1  (d' aicp) -2d84 ) d8t0 ) — . .

1 r a - 1  na–a n z– a– st + 1
 E  E E
Int a = 0  s t= 1  8 2 = 1 Sa =1

( _ 1 )  s ia  I m\i"
\ A  s ,

_S i_ 82 _Sa _ sr/ –  – •  •  – s a  A .

X  d d(c,I ) d 8
(
,1,2) • -d aaz 1 d 3 (0 —

Pour cela il suffit de prouver que
=  aap .

Or, nous avons d'après (1.1) et (2.1)

I?, 27, = (Ir, —d (370 +d cr4)

1 -— 
2! 

(d' d 'F.)) —d )  dd4 ) +  1   c-t2 i3p )

2

1  rre –1 -rn.–a n s – l– s i • • •  – s ._ i

y jj! a=0  s i=1 sa  =1

( _ 1) 0 ( 7 ) ( m ; s, ) ... ( m_s1_•.•_sa_1
sa

_32 _52 _sa A _ - • • - • - s A
X  d 8r,,1 ) d 6,A;,,, • • • d  8aa

- ,' d ô
(P )
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1 - 1 -  1  - - 1 - 8-  a m - 1 -  S  -  -  •  -L- I y l

ne. s= 1  a= 0 s i.. I 'a  —1

( _ p a  m  m — s  \ . .  ( m • • • ,)
s  A  s, s„

S_ 8 1 —Sa a  _ 1 _ S—z s.• • • • Aa_
d a ,  d 6 ( „ ) • • •d  0 ( , )  d

1_ _ i f l i i

+ ------d 07,)
m!

Dans la deuxième partie des termes du degré m  faisons, d'abord,
l'échangement d'ordre de la sommation en remarquant que

m -1  —  1 —a m -2  711 - 1 -  a
= E  N i,

s=1

et pu is, écrivons s1, s2,• • • , sai., à  la place de s , s  • - • ,  s . ,  et enfin,
faisons le changement a +1 = a' Il vient alors

1 rn — I v t — a l 21,•1•••81-• • • • • - S
E ... E

M ! (0 = 1  8 1 = 1  8 ,0 = 1

—  1 )  a i ( ) ( ' S I  )  . . . (  m — s,— • • • s „,_ 1 )

_ S t _82

X  d d  a)- • • •d.0.) (A2) (Are) u (p) •

Si l'on l'ajoute à  la prem ière partie, il ne reste que le term e
où a= O. C 'est rien  au tre  chose  que la  tro isièm e partie  avec  le
signe contraire. Nous voyons ainsi que la somme des termes du
degré 1 ) est nulle.

3. Nous démontrons, ensuite, la formule
a i  va—a + 1  71, —a-81+2 m—si— • • • —s„ — ,

(3.1) d =
a = 0  61=1 s2= 1 sa =1

( _1 ) „ m
/  (  

m— s,) . . . (  — S i —
sa' • • S a _ i )

\ S2 I  \

- 8 2X d  07,0  d  0)3 2) •  d " d " a

Il est fascile de voir que cette équation est vérifiéb pour m =
Or, en différentiant cette équation nous obtenons

a- +1 y &  d  +1 Va — d (-3., )Y I -
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M -+ a  +1 III -  a --si + ry».-",1-• • - . 8 a _ t

E  E  E
0 - 1  8 1 . .1 R2,1 Sa = 1

)  s m s- -: m — s —  • • •  —  s _,a  )

Sa

X 1(_11+1 _ 8 2 , _83

( d 87A1) —  d ()(T)da4i))d 0 )32) d atl.)

+ d81 al) (d8 2  +1 — dot.3.0 ils2aTx.))cisaa(L)

-81 - S  - 1  An - 2 +1 ' -  An- 1. ' a - s i -  . . - 8 A
+d  at • •„ •d 0 (A. 1 ) (da  4 - 1  — d r  a r A„) )d a  V  a

_sr, A _m + 1-81–••–s _ _

+d  a7A 0  • -d  O ( 1  (d ” V  —d a ( T
a
) d "

m+ 1

m–a +2 m–a–ss+3 m+1-81– • •–s a _ i

+ E  E  E •••E
a = 1  S 1 2 S 2 .0 8 a =1.

i )  (  m m + 1 — s1 m + 1 — s, — • • • — sa

s, — 1  
,l k

s 21 k sa
_82

x d  87A 0  d  a 0 • • • d P a

as s a –a + 1  m –a -8 1 + m+1-83.– • –1

a - 1  s i - 1 82=2 8a

1) . + 1— s,— s2) . . . (m +1— s,— • —sa _1

k s1
)

/ \  s2 - 1  i k S a

_as _as _in+1-85–••–S

X  d  cr o d 8,Al2.;  • d a  P a

m  m – a + 1 m -I -1 -8 1 – • • - -S c i_ i

+E E •••E
41=1 81=1 8r,_1=1 sa =2

— )  
a  (  Ins1  ) (1 1 1  

in —  Si  —  •  —  –  2 )(In  +1— si— — s.--1)
sa _, s„-1

• _8, _82
x d 84 1 ) d  atIo • • • d a  P a

a i m - a + 1

E • • • L I
q = 1  8 1 = 4 8 4  =1
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(-1)- ( 7ns , )
......................(  271— S1— • • • — Sa—i

Sa

_ 81 _S2 _844 _m +l— st— ••••— s„

X  d  cr,,o d at12 ) .-•d (lea ) d VA.
In m—a+1 sn—a—Si +2  m — , 1- - • • •

— E  E  E .....
a = 0  S i= l1 2 I 8,4 =2

(_ i ) a  ( m  m ) •  •  • (  M
\ / \ S 2  I S„

x Ida7.0  d  aT,,, ••• d  a (A,  ) d
__St s2 _ s a  Aa _ / _m — sl•• •  •R

+ d a r  - • . d  a 
(

)
O  

d
a

(A2) V'a

_s1 _ sa

+d  (rm ).- . d  a m  c i  I À  j
m _ S v • _ S

a VA.}

= d  V°
rn na —a +2 sa—a—ss +3 M +a —Si — • • • —Sa  _

+ E  E  E  . . . E
a = 1  g i.1 1 2 = 1 sa =1

( - 1 ) - { (  m
s, - 1 s,

m + 1 — s 1 ) . . . (m + l — si - - - s a - i )
A sa

+ I  mll m— s1 1i
s1 A s 2 - 1  A s, sa

+ (7 i)..(m _s ,_•••_s„_2 )(m + i_ ••s,_•_sa_1 )

m \...( m—s,— • • • —sa_,)}
s

_ _12 _ s . _m+1-81—••••—s
X  d  az,,,,d atl o •••d < l a )  d a  P a

— a + 2 2n—a—s1+3 ,n —s1—••—s,

— E  E
a —I sy =1 82=1 Sa —1

( _ 1 )  a (  m m — s i—sa • • — sa,-2)

\ .5 1 I \  S2 / —1

id
— 80 - 1 A rt - 2 —m - 8 1 — • •  • - - s a - 1  T ,A a - 1

X 8 7 4  8 .(,,i ) •• •d

_ 8 1 _S2 — ' 4 - 2  A rt- 2
+ d  a ' e la A i d  k 3 ) ••.d 8 0 . ,  d, ok.) (T) . )
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+ d  i; (j).,) . -  •
-, -0(), 7, ,  do (.0  c l

m.1- 1  'in — a +2 sa —ss.•• —sa_,
+

a = 1  S i=1 S

D G ( m.— s i m - - S a - 2 )

j \ S2 I

X  {_ _ S i — 8 a - 1  Â a - 2d (3.0 d 6T.., ) - • -d  a'x„ i j d V A . - L

+ d  (- 3`,,, j d (3À,T )

_ A A 7,1 - 6

+'d- 84, j • -•d a(, „_ ) da ( r ) 'ci vr

7,1+ 1  7•7. - a ÷ 2  7,2,- a + 3

--  -5 - 1

a= -0  51=  I 32=-1

( 1) a ( m + 1 — . . (  m + 1 — s i -- • • —s,2_1.)
\  S i A S2 !

_52 _s2
x d  8G  d  8 ( A s )A1 - • • a(),7,- 31 Cl a  VXa .( A i )  :

Nous voyons ainsi 'que la formule ( 3 i )  est vérifiée pour tout
nombre entier positif in.

4 .  Nous avons

A' „= (37,+ ( 8 O ) A G

=-- - [(3Z + d D )  •  +   1
n i !

 dm D .1870 + • • •)]

x[ag +d 8roj + 20 d— d--ai?113±...lip

-=r 7- g+ (3:0 D ;

 6
T.) ±  • • •

L

+  1  m ) ..„—s G(d -D i a( ).+ c  j a-• c. 3
n i !  • s = 1 S

...................................................................................................................... 114
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Or, il vient grace à  (3.1)
„, _8

d"' (Di atc ) ) ) d  ara ) d'u - sD i a r,)s
_ In en 7 n  —a +1 a - 8 7 + 2 ,n—S1—••—Sa....,

82=1

( -

1) '(  si ) (  s,
m—s, m—s,— • • —s.--1)

_.81 _ a A  _, ,,,-st-.•-s A„
d ar,'„•••d a

„
aaa d D(.1)8(a)

n t m—s m —s—a + t m—s—et.—••--sq _,
+  E l E  1 -2,

8=1 a=0

v 4 (  m  m — s f  m s— s, — • • • —s,_,
\  S  I\ sr,

9 _ S i

d
A

d a° ••-d a(A„) d(0) (A„) (D  a a
i )  (a) •

De la même manière que n°2, nous pouvons démontrer que,
dans le dernier membre, la troisième partie est égale  à la deuxième
partie avec la signe conversée. Nous obtenons ainsi

1 "'(4.1) A' r,=[rg  + agi (Di t ) +éi Dw arŒ, + • • • + — d  Dw ar„,+ ...]4.m!
5. Lorsque la differentiation est effectuée le long de la courbe'

61 =4+ t(x 1 + ax '-4), nous avons

i i n t i n td  a°.) -=-- • • D,f,)(3&)(xi l + x
nt;i)••• (x. +ax —x, ).

Ti vient donc

T,
 8 = A' ,,[87,— D àjr,) (x ' +8 .e -4 )

D—  (  i D( c a8.) -- 2DA ) D ) ) (x' +  —  xf,) (xi +
2

1 9)9 _ 1 e t  1 ,1 (1 81 +11 7 1 - 1 — P ,  • •_E
8) = 1  8 2 1- sa , =1

( _ 1 ) 4 m m—s,\ . . . (m—s,— •••—s„_1)
s, /k s, s,
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A X I
•)< • . D ( f i ) a Z ) , ) • •  D, .,0 2 )sl+s9 •s . ,+ ] •

X D i m “ • D A ,.  .1 )1 59,:a

x + ax ."— x )(x i2+ ax'— x-) ••• ( x i  +13.x "̀' — xi
om)

= A 0 12:— ax-' {N r a , + -2
1  (d  D d ) ô„) -2c7 Sc(',„,)

+ a -2Di8c6o.data))
2

1 In-1
- - 17j

I n !  ‘1 () oa =1

( _ 1 ) , (  271V
)  • •  

m—s i —••• —sa _i )
\ I \  S2 

où
8 L - 1  A k - I - -  s k - 2

d  a(Ak) Di d au•k.) +dDi d (),,,, + • • • + d - '  k - 1
 D o

 tA- ki

Portons dans cette équation la valeur de A' a  donnée par (4.1)
en remarquant que

1
(Di 8r ) +dp(i ) az„, + ••• + d  Do qa ,± • • • )

(m-1)!

= Dil3r('.)— Diato)d (77,o+ d Adra)
1 m • - 2  m - 2 - s I -  a -s  w t - I - s - c i - • • •  - s a _ ,

 E  E  E  • • • E( n _1)!{ 8 . 0  cs■ ll sa  -1

( _ i ) a ( m - 1  V ) .  . ( ••• — s a - 1 )

\  S \ S i sa

_s _ s t Aa
D,„) 8(P„,d acjA „ • • • d •-•(%)
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+d  D  w ar,)

D D c la7 ,0 + D ( pata,—  •

1 M - 1  8 a - a  771 -  a - S  + 1  m - 1 - 8 1 -  •

 E, E  Eon _ S 2 1 Sa

a  (  :1 1 1  M  ;2  S1 ).„( M

_S2 .sa An,
d D w atz ,,,d  t o • • •d 8(A a ) d a

( a )

1 - m - 1

d D a )(a)
+

— 1.)!

et que

1 -rg (D - 
2
 (dD18%) — 2d 8 ),)Di atc,))

1 -+ —
2  

(D ( i )d87,0  — 2D > a )(1.87.) )

1Dia(a ) IW O )  ‘ 8  (a) — 2-d 8 4)D(i) ata))
2

+ —

1  
(Di d  0 cg) - 2Di 0rm il (3À,.) ) +dato,Di aa,

2

1 m - a  m  -a -S t +1 M - 0 - 5 1- • • • • -8._1

+ ,.E  E  E
a - - 0  8 1 = 1  s 2 , ---1

1)  „  ms ,r n s - 5 1  )...( M • — S „ - i

x A i 8 4 , ) 8())14;)1 ...d ,,.-  ....-8 a  A c,

(a)

1  „,-, m-l-s
,E  E

s- 1 88= 0 5i.■=1 Sa
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_ s _S1
x d  agEd aL • • •d acx k ) •--a

a6
(a )

1— (Did ara,+d- Dw a ,- 2 D i arnd at,3) • • •
2

1 Sa- 1 721 - a  71I a-s1+1- $ 1 - - . . . . -S  - !
+-- —E E E

m ! a - i 82=1 S r, =-1

( _ 1 ) „( ms , m — s 2 s i )...( m—s, • • —s„_i

sa

rs1 t 2 _ M — S t • • — S

x d  a P  d  a"ai) (À2) " (a )

+  1 d  ota)
ni!

1 -+ —
2

oxi Drd)a,„)+ • • •

,- r  - - o x - D( )

i n !

flnxe ra)—  d  (n.)

Il viendra

[ag

7,1- 1  na— a  la  —a—si+1

+E  E  E
a =  l s i l  1 2 = 18  =- 1a

( _ p a t m—s1\ s, — •••—sa _ ,)
si  I \  s2 I S“

!1 s t

x  (s i d  Dwarm) — c l  3 4i))

_sa -  'a  Â rt- i
X  d  a A i(AO • • •d  a(A,) a a  a a

(a)

Or, nons avons
( Dip orp ' D ( i ) . ) D(ip_i) • • 'D ( 5 ) D J ) 84 )

x i)a f , )

+ D„(1?;• ( ,p _0 ( j )  D (17,_21 • • • DOI)
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D ip  • • • D (1 2 ) (R i (01 )(3) 81 )

et, par suite,
_s-1 -s

s d  D a,  —(j) (,)
6-2

=  ( S - 1  — )  d (1* r,)) (  — 4 )p=0
s - 2  8 - 2 – p

( s —  — P •E d  1'4' ( )m d 8 4)(x' —p = 0  q=0 q !  ( s - 2 --p---q)!
5 - 2  _q

= E  d  1?(i )(1) d 8 4)
.
—  xD

• 8 -2 -g ( s — 1— p)! 
( .e

P q ! ( s —  1 —  p  q ) !

.6-2 (g +1)S!– q _ s -2 – q--E d  R.P,o x i ) d afx) (x 2 —4)
q- 0 ( q + 2 ) !  (s— 2 —q)!

au moyen de l'identité
(a+/)!  _  (a+ h + 1)! 

i=o 11 a h! (u+1)! •

Portant cette valeur nous obtenons
nt-1 m–a m–a –51+1 nt–si.–••••–sa_i

E  E  E
a=1 6,.•=1 52=1 sa =1

(  — 1 ) a (  M  t n — S i

_ d i - 1 fL$1.
X  ( S i d D ( i )  

8
4 0

- -
 d 44,.) )

m -2 m–a m – a - 5 1 + 1  n e - St -• • • • - S a  - 1  s i.-2=-_E E E ›.--2
‘ 1 6 ,2  s 2r--1 s a  =1 q= 0

-  •  •  •  - S a - 1  )
S“

( - 1)a (q +1)m! 
( q +  ! (s i —  2  —q)! s2!•••sa !(m— s1 —  — sa)!

–q sl.-2–q _52
X  d R ( i ) ( ,) d- 8 .), „ d  O tL ) • • • d- "  8 ( . )  (x 5 — x)

trz- 3  m -2– j• m – a m –a–s i.-1 115-11•– sa _ i

=  I i E E  . . -2, • • . E
q=0  a=1 s l – q -I-2  ss=1 sa =1

m -3 m -2– q m –a–q– 2 m –a–q–s i.-1  m –q -2 -6 1 – ••–s ._1
--- --E  E  E E •••Eq-=0 a-.1 61=-0 62=1 sa = 1

(q+1)m! 
(q + 2 )  !si !s2 ! •••s a !  (m —q— 2  —  —  •  •  —Sa)!
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– s i sa – s – 80  A ct
X  d 1?;. ( i ) ( ,) d 84, ) •••d acx,i ) d 8(a)(xi—x10)]

ne-3 m - 2 - 9  , n – a  – 9 - 1 •• – 8,  I

- E  E
q - 0  a = 18 2 = 1 - sa =1

(q+1)m!( - 1 ) a  

 (q+2)!.s,!--s a !(m—q-2—s 2— • •—sa )!
_q – 82 Aa_t _m-9-2–si– • • • – s a

X  d R c o m d db,2) •--d a(Aa >d 8c.)(x'—xô)
m - 4  m - 3 –  g  m – a – q - 2  m - 9 - 2 – s i – • • –s a–1

+ E  E  E [ „ ]
9=-0 2 =1 8 1 = 1 sa =1

m - 3  s a - 3 – q  m – a – q - 2  m – q - 2 - 5 1 • • – i a _ i

- E  E  E  • • • E
q =0  a-0 si - 1 sa =1

( -1 )a
(q + 1 )m ! 

(q+2)!s 3!--sa l (m-2—q—s 1 —...—.9„)!
_51 ._ m .- - q – Z – s r• • •– s a  , Aa . .

X  ci.4 . 1) ,,, d  ark  ••-d o(,)(x'—x )
m -4  m -3 – q  m – a – q - 2  m – q - 2 – s 8• •—sa_

+ E  E E •••17, ill „ 1
q = 0  a = I s i= ]s a  = 1

 (q+1)m! –7 51sl--7-2,
---= —  E d Rfr'c o i ) a ai,,,,---o (q+ 2)! (m — q — 2)!

Si l'on l'ajoute A
_ M - I

md D (1 ,8•("„) —d at,)

• (q +1)! m! -- E d 9 R
• (q+2 )(m -2 — q)!

il vient

R: ( ; ) ( i) (xi—.4).

Nous avons ainsi

P.= (a!,' + (x1— )4,

+  +  
m-1

••• D, D • •••D
2 m! ( i l )  3 (0 (9 )

X  ( x i ' — 4 1 ) • • • — )
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6. Désignons maintenant par B  l'inverse de l'élément P dans
le déterminant I P. I. La transformation projective qui anmène le
repère L au repère Li s'écrit alors

X'°= (8'. + (xi— x;;) axiei , )1.7, p4 XI

En particulier, si l'on associe au point ./c, le repère fixe dans
Su  ces équations deviennent

pX "=( 1 +  (xi  — xzo) 8xJA,) X° + • • • + (x' — xÔ) axi  g i ix- ,{

f  ( t e  + • • • + 2 )! - 2 ) " • 
D

UL)
R

(1 ) , ,i •ne 7,t-0

X  (xi ' •  •  •  ( x j " . - 2
)

)dt 

Désignons par A ce (0  le repère associé au point $i-- .x.'6+ t(xi —
ei), et par 13g l'inverse de l'élément 4 ;  dans le déterminant 'Agi.
Il vient

d (1?1,,. A , B I) (D„ R'.1( .) ( ; ) ) 1P(x ."— xf,r) ,
dt

( 1 ? 1 , ,  A, BI) =D 1 •  • D ( ,,, 1?;( ,) ,,D A ,B 1

d r

x  ( P - 49 ••• (x1 'n

et, par suite,

R l1i (E)A ,(0 Ba  ($ )  =  (R k i l )  +  •  •  •  (A. A i ._  1 ) • •  ' D( ii ) R ( ( )  ) O

X  (x t i  ) C )  • • • (x ' — x" )

........................................................................... ]/3

Nous pouvons donc écrire

(6.2) x :„ j.
0 te ( )  A , ( ) .13 dt.

Comme nous l'avons déjà remarqué la transformation projec-
tive T associée à la courbe fermée C s'exprime par

(6.1)
pX 'n = (xi —xio)axi + • • • + (1+ (x"— .fo')8x5 Z,iv )Xn.

Nous pouvons écrire
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T 7'„, T„,_, • • • 7', T,

Or, les transformations T„ T ,  par exemple, sont donnée par

T 1 := -  Ph! + (ecl. — &xi 1,1i ,+ • • .) P } ,P C  ,

T1 :'T  - = [ 8 , -
a + {((x axy,i+ ...)I§ J  d r°

et, par suite, le produit T 2T 1 est donné par

T2T1 X " =PT + { ((x 1 — x) lx • )  ri, Pli
+ { ((x i —xi) ax,i plixt

Les équations de la transformation T  s'ecrivent donc

T := [ a 7 . , +  (xi— x )z :,„IJ ax lx ;

Portons-y (6.2), en supposant que la courbe C est définie par
xi=0 1 (7) (a < 7 < b ; (a) -= (b ) )  .

Nous aurons

T : X i" =[aq + A.̀ ; (6) 13 (OE) a , amx%

[D  : 0  < 7  < 1 , a <  r < b; t(xl — xi„)].

7. Nous allons maintenant déterminer, en faisant l'usage de

(6.1), la connexion admettant un groupe d'holomie donné.
Considérons un groupe de Lie G, des transformations

Sa: x"---f • ; , a ' )  ( i  =  1 , - .  , n )
où les paramètres a  sont choisis de telle sorte qu'on ait a '  o  (s
=1,• • • , r) pour la transformation identique. La transformation
S ; 1 peut s'exprimer sous la forme

SV Sa ÷ da  : de=e(x ')/4(a)da 1 .

Désignons par l'inverse de l'élément g  dans le déterminant
i p .  Introduisons les paramèteres canoniques f; au moyen des
équations

da" dt — ps ( a )  (a (o) = o)

D'après ces équations nous pouvons développer a" en série sui-
vant les puissances entières de u7 =--tpq : a" = u" + • • • . Ces équations,
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résolues par rapport à  t e  donnent

tp9 =--aq+ • • -

Un sous-groupe G , de G,. est déterminé par les équations de
la forme"

vp,cp"= o
ou bien

vpk (aP+• r— r'),

où les vp, sont des constants numériques.
En particulier, un sous-groupe G des groupe des transformations

projectives

x iA -(2 1 -a ljx j( i . 1 , . . . , n  j :
-1+ ot°1 xj

est déterminé par les équations de la forme

vilk  (4 +  •  •  - )  = 0  (a, : o-->n ; 11 -=ar,=o).

Donc, si la transformation (6 .1 ) appartient a G, nous avons
(xa— 4)ax b (zba —  (XxSb,i)+ ...} =0.

Si ces équations sont vérifiées indépendamment des valeurs de
.xa, de nous avons

(7.2) R g) = 0,

(7.2) v 4 (D , le : (,)(i) — a': D, R O°( ,) ( J )  +DR  o w —  a: D, le, ( 1 ) ( i ) ) =0,

(7.3) 4 (D  ( ,, D ( t-m--, ) • • • D ( zi ) k,1 (,)) ( j )

- • D.,R°0(0) (j) =0,

Les équations (7.2) peuvent s'écrire

(7.2)' 21k (Di  12'c i' ( ,) ( ) — ,}1D1 R ) ( ) ) =0
d'après l'identité de Bianchi

Ra3 (i)(k) +  D. l i T a ( k ) ( 1 . ) +  D k Ra.3 i) ( i) - -=  0 .

D'ailleurs, nous pouvons choisir le point arbitrairement.

L  Cartan. La theorie des groupes  f in is  et continus et l'analysis situs. p. 22.
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Donc, pour que la connexion considérée ait comme groupe d'holo-
nomie le groupe donné G, il faut que les équations (7.1), (7.2),
(7.3)•••, soient vérifiées identiquement. Réciproquement, si cette con-
dition est vérifiée, le groupe d'holonomie relative à  la connexion

dx i est le groupe G ou sous-groupe de G, car alors les trans-
formations infinitésimales du groupe d'holonomie appartieennent
tous à  G.

8 .  Supposons maintenant que les transformations du groupe
d'holonomie laissent fixe un hyperplan. Prenons le sommet (1, 0,
• •• , 0) hors cet hyperplan, et les autres sommets (0, 1, 0,- -,0),• • •,
(0,•••, 0, 1) dans cet hyperplan. Associons au point 4 ce repère
fixe dans Sn . Alors, les points I h (h =1,- • ,n) étant dans l'hyperplan
/, /2 • • nous avons

(x1 — x t ) t o  = o  (h, j=1,• • • , n)

et, par suite,

(8.1) Ali = 0 ,  A f e ) t o = 0,

.D om D i m _d • • • D (,, ) k h
)
( 0 ) .; =-- O.

Les équations dernIères peuvent s'écrire

(8.2) Di m • • • D (i i )  lek ( i) ( i ) + D. • • DcoR (h)(,•,.)( j ) + • - • + • • D ( i ) m v = o.

En effet, ce fait est vrai pour ) n = o , 1  d'après ( 8 .1 ) .  Or s'il
en est ainsi pour les nombres entiers positifs moindre que m  nous
avons

Din, • • • D(b )  D (b) D(a) D (k) • • • D( i1)1e1(1)(i )

D i m - • •D c  Doo D u,) D(k)* D ui ) 14 1 )(j )

-= • • • D ( , ) ( R 01-,,b R.,;(,)
( j )

— RiTab D (k) . • • A ii) e(i)(3)) = 0 .

Echangeons j ,  j  dans (8 .2 ). Retranchons l'équation ainsi ob-
tenue de (8.2), en tenant compte de l'identité

Da • • • D ( b )  (D ( , ) k h(1)(1) +  Du) ecom  +  D u j e n
)
( 0 ( , )) =o.

Il viendra

Di  • • • D  4 0 ( j ) = o.

Puisque ces équations sont vérifiées independamment du choix
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de point x'o,  nous obtenons

l'ir) I, D • • D (h )A . •  •  •  D  ( , )  1 ? 3

=-- I1 (D 8f, D.  • • Du o = o ,

et, par suite,

(8.3) r i ) k ( x", „ —  a ih x g i i )  o.
En posant

on tire de (6.1)
8 Z1 P4 )  ô x ,  +  { (xi —

Nousa vops donc, d'apres (8.3), pour les coefficrents de direction
1,• • -,n) de la drote joignant l'origine au point X"

ô2i=o
ce qui nous donne

1 1 =o  (1 ,
lorsque le groupe des transformations des coefficients de direction 2 1

est transitif. Nous pouvons ainsi déduire comme résultat du n°
précédent la propositon suivante donnée par Cartani ) .

S i le groupe d' holonom ie est le groupe af f ine, la connex ion
elle-meme est affine.

9 .  Nous allons donner une autre application du résultat du
n° 7 : nous démontrons que si les traasform ations du groupe d'ho-
lonomie laissent fixe une seule hyperxuadrique reguliere, la connexion

dxi est non-euclidienne." Prenons le sommet (1 , 0,- • • ,0) hors
cette hyperquadrique, et les autres sommets (0, I., 0,.-.,0),... (0,...
0, 1) dans son hyperplan polaire. L'équation de cette hyperqua-
drique s'écrit alors sous la frorme

g.(20) 2 +g11X 'X l=o  (g 05 = ± 1 , det igi j i÷ o ).
La condition pour que la transformation (6.1) laisse fixe cette

hyperquadrique est que

(g 6 +g00 (x1 — xio)= o,
(gt,Z„v + 0)(x 1—  =o,

c'est-à-dire, que

(1), (2) Cartan. Lecons sur la theorie des espaces a connexion projective. p. 292.
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(9.1) + go o l?2,j =o

R kixp+ D ,  R(k)(i))+goo(D,R2(i)()) + DR2(k)(1))=
g,a (D , R ( ,) ( i ) + D,Rfa ( , ) ( j ) ) + g„s (D R7(k)co + AR;(k)(.0)

g )) ( i ) ( i )  ±  D i Rg(k)(i) )

I  g i s D( 1  • • -D 12 0 ) ( 5 ) + go o D ( i,p  • • • D ( 4 )  n i ) ) ( i ) = o,

g i s D ( i p  • • •D c , Rfa c o + g „ , ,  D (j p  • • •D,,,. ) l e ( ) ) (;)
A  ) ( i ) A

=--2gm i D (ip  • • • D (i,.) Rg())(.1)•

Or, de 1-1 = 0 ,  PL= 0 , il suit

Dip  ••• D( h )  1?: ( ,) ( i ) = o. (a  :  o—>n).

Il vient donc de (9.3)
D ip• • • D,„)Rg( ,) ( j ) = O.

Les équations (9.1), (9.2), (9.3) peuvent s'écrire ainsi

(9.1)' gOET R111 +go, R : i j  =  0,

(9.2)' g a r  (D, 4 0 w + DiR;rvo(D) +glir (Dk ( i ) u ) +  D. R1 (1c)(j )) = 0 9

(9.3)' g ,D  (i p  • "Ah) + (1?„( „) „D • • • D ( ,, )RT ( s ) ) o

où g o , =0 n).
Retranchons de (9.2)' ce qu'on obtient on y échangeant  j ,  j.

Il vient
(9.2)" go,T DkR:4-(0)(i) +gliTpk R ( , ) ( )=  o .

Puisque ces équations sont vérifiées indépendamment du choix
du point .x.t, il vient de (9.1)', (9.2)"

(D,g„,) 4 ; + (Dkgm-)RIii = 0.
Par le raisonnement du n° précédent nous obtenons de (9.3)'

,ga r D i p  •••D ( i, )R,T( i ) ( ; ) +g f,r D i p  •••D ( i ,) RT,( ,) ( j ) =o,

(D,g a T ) D i p  • • • D (h) R jt- (i)(i) +  (D ,g o r )D i p  • • •D(11) Rer,(i)(2) = 0.

et, par suite,
(D,gar)x li; + (D k g 0

) x , i = o.
Cela revient a dire que la transformation (6.1) laisse fixe

l'hyperquadrique

(9.2)

(9.3)
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( D g )c g p) Xa =  o.
Or,

Dkg00=21 T. g-10 0 -
Dons si les transformations du groupe d'holonomoie ne laissent

fixe qu'une hyperquadrique, nous avons

D,g- = o  (a , p=o, 1 , • • . ,  n ;  k =1,• • •,n).

C'est à  dire que la connexion  P  d x i  est non-euclidienne.


