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 Sur la transformation infinitesimale
du groupe d’holonomie

Par

Joyo KANITANI
(Regu, le 14, Novembre, 1951)

1. Dans cet article nous déduisons les équations définissant
les transformations infinitesimales du groupe d’holonomie relatif a
I'espace B a connexion projective I'S; dx' («, f=0,---, n; i:1->n).

Envisageons une courbe fermée C dans R. Prenons, sur cette
courbe, les points x/, x.,-+-, x,; se succedant dans 'ordre des indices
croissanis jusqu'a ce que le point %', coincide avec x, quand on
parcourit la courbe. Joignons les points %% a un point x,* par L.
Soit T, la transformation projective associée au cycle L,+arc % %i.:

—L,... Il est facile de voir que la transformation projective T
associée a la courbe C est donnée par

T=Tm Tm_l"’Tg Tl'

Ce produit est indépendant du choix des courbe L, Ainsi,
nous pouvons prendre comme transformation infinitesimale du
groupe d’holnomie la transformation projective associte au cycle
pacourant la courbe éf=x"+t(x'—2x') de x, juqu’au point &', un arc
infinitesimal de ' jusqu’au point x‘+dx’, et enfin la courbe ¢'=x,
+t(&'+0x'—x,") de x4 jusqu'au point x,’.

Soient (1, I,,---,L.], [A, A,,--, A.l, [A A/, A, I, I/, )]
les repéres assoies respectivement au point de départ x, au point
¥, au point x'+0x', et au point de retour.

Nous avons d’abord

A“=I“+;l,d[a+ +,,,1,_dm[¢+.
1! m!

Or,
Iaz&glc, dItz:CZ ()‘(;a) Ia,"', dmIa;:C?m()’()a)Ia.

ou on désignee par d la différentielle absolue, et par («) que la
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différentiation absolue n’est pas effectuée par rapport a a.
Nous pouvons donc écrire
A.=rels,
o__ o i o 1 2 g 1 Jm No
(1.1) 77=07+4d 0%+ —~—ar Oy + -+ +W dm oty + -+

2. Le détreminant | A A,---A,.I étant different de zéro, il en
est de méme pour le déterminant | y3|. Soit z; I'inverse de I’élément
72 de sorte qu'on a

L=2zA..
Nous allons maintenant démontrer que 2§ s’exprime par
T Nt s 1 72 8% N
(2.1) 2;=0, —d 3(;»)"‘“2—((12 0y —2d050ndot,y) — - . .
m—=1 m—am—a—851+1 m—Il—s1—ees—5a—~1
— LYY Ly

m' a=0 s1=1 82==l Sa =1

(Y o s

—m=- 81—---—sn

_51 .~ _82 Sa _ la
xd 065y d 08y d 5(fa)d Oy —
Pour cela il suffit de prouver que
132 =03,

Or, nous avons d’aprés (1.1) et (2.1)

.6 ST__ ) 7 Jo 7 S
e ZP—Ug_d O(p)+d 3(?)

_‘“'(d) “(’p)"'Zd”(‘\) db&?p)) —’J‘Sgﬂ dnoa(rp)""‘;' "226&)
m-1m—a m-—-1—8y..- —Sq—
_1 D IERRED Y !
m! a=0 u=1 s, =1
m—sS M — Sy — **—S,-
()L ) (")
. A _M—8 —seer—8 A

‘uaa 7% %5 a=1 5
xd 04hnd 005y---d 0,15d Op)
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m=—1m—1-s m—1—s—a m—1—s—sy—e—¢

- a—1

—. s .3 ¢

m! § :é‘o = 8, =1
(— 1),,( )( ) <m S—S8,— ---—sa_,>
— _8a Sa Rgoq 5 MUSTELe =, Aq
d 0%y d 0%,y -d Oy d 06y

1 m N
+“”‘l,— 0%

, Dans la deuxieme partie des termes du degré m faisons, d’abord,
I'échangement d’ordie de la sommation en remarquant que

m—1 m—1—8§ m—2 m—I-a
22 =33
s=1 a=0 a=0 s=1
et puis, écrivons s,, s+, S;.n @ la place de s, s;,, S., et enfin,
faisons le changement a+1=4" Il vient alors

m-—-l m=—al  m=le=si=see. =5,
1 s ol =1

+ — ..
m! a’=1 =1 s

al=1

D))

_m—81—*=S A
al o

al
Xd % d ()(Ai,) d ‘70«')101 3¢5

Si l'on I'ajoute a la premiére partie, il ne reste que le terme
ou a=0. C'est rien autre chose que la troisiéme partie avec le
signe contraire. Nous voyons ainsi que la somme des termes du
degré m(=1) est nulle.

3. Nous démontrons, ensuite, la formule

m m—atl m—-a—s+2 M=—=81— <+ =8

(3-1) d'v=33 » -3

a=0 s1=1 s2=1 Se =1

(A

] omS1=sese—g

_s1 o 8, - =54 \Aa— « )\a
xd 0hyd Oy rd Oua d | 4

Il est fascile de voir que cette équation est vérifiée pour m=1,
Or, en différentiant cette équation nous obtenons

1 _m+1 N _m
dnu» Vbzd Ve—d 0&_) d V‘r
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m meat+l m—a-n1+2 Mmoo =8

SIS TN TR T

a=1 s =1 sg=2] S, —-1

N

_s1+l
X {(d 0%y — d"md ”m))d "mz)d 3(“)“""

+J“5f,\,) (‘—1132”5(")2)—‘15(7) (gﬁ(h))d 0de e

Sg—1 . 2a—2 8, +1 _m—g1—ee=s, A

81 - A A
7 Jo @ N a-1 7y
+d Quyed - Oa, (d  oy'—d a," (Aa)) _ Ve

_s A _mtl-g1—ee—s, A A, m—s1—ee=8,

+d 0 d " O (@ V*—dogd v}

_m+1
=d W
m m—a+2 m—a—=$1+3 m+1-sl—-._5a_1
+3] PIRS ¥
a=1

§1=2 s2=1 5g =1

()
xfz“&?n) Jsga()iz)"'(zm+l-31_.‘—sa Va

m m—atl m—a—sitd mAlosi—eeens, )
(=1)= (s, >(m s,)(m+1 -—sg) (m+1 ss,a—--—’,, 1)
xd S(Al)d B\M_ ) dm+1_sl---—$a Va

(1) (s,) (m—sls—a:]—s,,_ )(m+1 sl—l--—— ,,_,)

_m+l—sl—--—sa

¢ 5 —8§32
xd 04y d 03, --d Ve

m m—a+1 m—81=r+—S§

+2 3 X

a=1 s1=1 8“._ =1

a—1
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(1)( Yoo (m—s1—s;--—sa-1)

-8 ~ -2 . a 1 —mtl=g1—seei—s, N
xd 0Hnd 03y - d’ “00a) d Via
m m—a+l m—a—-s1+2 M—S =S, g
a=0 s1=1 sn—‘
m-—s —9 — o —Sa-
SRR ‘) )
Sy
- -1 —Mm==81 —Ra
{d('(.,, d a(,\,) wd®o (A vd Va
-8 A _m=—Syeseeh
a B .\ a—1 a A
+d o(oh) dU(T) d 3()‘?) d (A )d V a

T T P

85 __snA - m=syee =8, N l
+d &y d "m 'd 3&“)& Va
_m+1
=d V°
m m=—a+2 m—a=—-s1+3 Mmt@=§y—sees -8,
+23 2
a=1 s =1 sz=1 8q =1
_1{\a m+1 s]) m+1l—s,—- u——s,,_l)
( 1) { 31‘—1 )( Sa
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+(m> m— sl>(m+1 Si— -sg)'__ m+1—vsl—---——s‘.-1)
S1 Sa /

+( m )--.(m_sl'—"'—sn—2>(m+]-_51_"'_‘~a-1)
S Su-1 S, —1
()
3 Sa
82 <5 Aa—1 o
xd 3(Ax)d 0Bad 00 d Va
m m=—a+2 m—a—si+3 m=§1=re=8,_,
-EETETLE
a=1 s1=1 sa=1
(_1)a(m)<m—sl) (m S— -—s,,_g)
$; So Sa~
- _a 1 Agop  om—Ei—eses=8u_1 Ay
x{d 0tnd 0 a" 3(; d ey

m—81—r*=—§

d 00,08 d Orged 00 d =y
JF (A2) It (A2)"" 0g_py V“f‘
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a_]VT}

< — —y —
= ”_1\7\” 2 Aoy s S,

=81 -
+d ()?)‘1)"'611 0()‘((—1) dO(T)

mtl m=a+2 Mm—81°*=S__o

S MRS YR

a=1 s1=1 s

—1
m S M -—8y*+r —Sq=0
]_ < ) 1 ) ( 1 a _)
() oS
— =S = 8q1 Ay_p  —me=S1ee=8, .
X {a’ 0%d Oloye-+d 7 "5’*(;-1)d A 7

Soa—1 o )q-—- Smesiie s

a—1
+d "ux)d“ T)d o(h, wd “odd Va1

oL .

C_m=—g1—*=5

S s Sqm1 4 Ay Ag—t =110
+‘d 6&1)?' d : (I‘J“_,)d()(.r) d V

m+1 m—a+2 m—a+3 m+I-—S1—eeee=5, 4
SR ENLE
a=0 s1=1 sa=1 S, =1
(=1)° (m+1\)(m+1 sl> ) <m+1——sl—--——sa_1)
. o Se /

m+1 =81 =S,

u—‘!
X d 8(11) d 0()\.,, (Z 0()\ ) d V'\”.

Noug voyons ainsi que Ia formule (3.1) est vérifiée pour tout
nombre entier positif .

4. Nous avons -
A’a= (52’*' (5 (}?a) )m'i )Ac

=[62+6xf(Dj6€a>+dD,.aga)..'. 71 @D, a(a>+...)]
. ' 77

x[ag+d_(3{,u)+ ga ()(c)_*_..‘...._l_d a\o‘)+ —II

Z

[7 05’ D; 0%+ -+

+ = (d” D;0%, + W‘( w > d 3(r> d’”—sDj(‘)‘f“))
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Or, il vient grace a (3.1)

@ (Dt +§;( 't )4 %t d D

o m=a+l m—a—=s1+2 m—sl—----sa_l
=d Dyt 23S 3 3
u—-l a1=1 s2=1 8, =1
) ,‘( ) m SI > ( m—% a—-1 )
_S1 ~ 8, a-l —m=S1—re—s, )a
d 8,-d "0 d D 0w
m m—s m—s—atl m—s—s1—ce—-s, 4
+21 20 3]
s=1 a=0 s1=1 L -l
(—1)" m (m—s )( M= S—8;— *** —Sae1 )
s S Sa
-8 .81 a_1 M S SI=e=S, Aa
d 0lnd 8&“-- d “Oard D00 .

De la méme maniére que n°2, nous pouvons démontrer que,
dans le dernier membre, la troisieme partie est égale a la deuxiéme
partie avec la signe conversée. Nous obtenons ainsi

(4.1) A, ['P + 01’ (Dy 3(a)+d D 0% + -+ ;%‘—J”.Du)afa)'F '"]Ip.

5. Lorsque la differentiation est éffectuée le long de la courbe
$’;x;€+t(x"+ 0x'—x%), nous avons

. ;. . ; f7’1 ‘7". "”
a)—Dt D Doy 00y (A 4 02— a3) - (2" + 02 " —2x,").

m— 1)

11 vient donc

r,— A’G[ 35— Dl (4 + 08— 28)

— (DD = 2DytDile) (5 + 2= (394 =)

1 m=1m—a m—a-s1+1 m—l—=s1—ee—g8 _
y !

— 2 E : E : e S
m! a=0 s1=1 so=1 8 =1

EIED e S G
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xD;“---D(f,)Ba,) D,

e . A’
s1+52 D‘s1+1 3("‘3)
X .
X Di,m“'D('a's]+----+sa +1)8$“
x (xix + ax-h_xi'l) (x'i2+ axi?_;‘{?) e (x'z'm +b\xi7n_x3’m)

=Aa’[zz—r?x’{D,f?{’a) + ; (d D% —2d 3%, Do,

+ _%(DJ& 00— 2D;0%,d0%) )

+ .
m—1 m—a M=Q—=§—re+—8

Fod e

! a=0 gy=1 8(1 =1

(U A

a—1

_8 28, Ay —m=s1—ee—s A,
Xd 0%y d "0 0y d o)

ou

8 1=1 4 M=t

S8\ et =5 s k-2 Mt Foh=10 WMot
d 0xy =Dd "~ oy +dD,d 0 Oy +-o+d " Dy 0y,

Portons dans cette équation la valeur de A’, donnée par (4.1)
en remarquant que

el 3 N 1 m=1 N
Zq (D,&?o)'}'dD(j)of(‘o, + wee +m—_:‘1—)—!'d D(j)”?o)'*' "')

. - -
=D,0%— D;0%yd 0%+ d Dyjy0fpy— -+

(___1)a< ms—l )( m—s{.—s )m('m-—-l—s—-:;_ ce— n_1>

T T PP S S by

9 -5 a a
d D(g)(?fa)d ‘3‘(’,\;) d 3(q)
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—m=-1
+d D0

= D,0%— D,0%, dd%, +d D ;00— -+

1 m—1 m—-a m—a—s1+l m—1-sx—-—sa_1
ot 3T ST
(m—Dlam &2 & o

()

s1—1 52 ~8, 4\,‘__1 S m=spee—8, Aa
d  Dyoiund 08yd 0o d Os)
1 d_m-—l.D 3[’
+m 410 (@)
F+ .. 0.0 ...
et que
75 (D 3,00 + ; (dD;6%,—2d 0tnD0%,
1 7% o JN6
+ ~2—'(Dmd3m—2Dm 040 d0%)
o e e e e e e e e e e e e )

e T T SN

1 m—1 m—a m—a—s1+1 Mmema—gy=eree =S, o
+ =

m!a2=o 312=1 s:zZ=1 ng
(__1).,<m)(’m—s,>m<m—sl—---—s,,_,)

S Sy Sa
81 Y 28y Mg —m=f1=eeee =8, Aa
X Zd 60‘) weod 6“Ic’ wod 5(¢)
1 m—1 m=—l—s m—a-s mog—grecte=5,
S D T T

mls=1 a=0  s=1 s

OO T
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—m—§—s1e s, Ay

-8 N 51 S \Al;—l
X d (){;Ed 03, +d "0 --d 0

=Dy, )‘|‘ (D d 0(¢)+dD(J)O(a)—2D10(A)d 0w) +

m=1 m—=a m—-a-s1+1 u —f1 e —Spo
y ' Al
T, SIDTID TS
m'm_-! =1 s2=1 Sq =

(— 1)( )(m s1 m— sléa-—c,(_l)

m—siee=s, A,

on 82 -
9%
xd 0fyd 03y d Oay

+ *1__(1— Oty
m!

11 viendra

I/=1, [‘73 +—é‘!7x’(a?D(j)— Dd) &y + -+

+..1_ox.1 {md D(:D 5(‘:) d ')‘(G)

m=1 m—a m—a=-s1+1 m=s1=ee—g, |

+2 2 8 3

a=1 s=1 s2=1 ‘a =1

(D))

_s1—1 on
N )
x(s.d  Dyothy—d 0by)

_52 - Sq Aa—l S m=ELe =Sy Aa
xd oXy,--d “don'd %}

Or, nons avons
(DjD((p) '"D«,)—D,P D(ip_l) -~-D<mD,)3?n

N
=R¥<f,, 3 Dip-1-+-Disyy 0
N
+ Dy (R, Das,_y, - Du%)

p=2)
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+ Da',, -+ Dy (R i35y 9%)
et, par suite,
_s=1 ~s
sd Du) Otn—d o0
s—2 _§—2—p _p
=Z'0 (s—1—p)a (Ripwd 9% (¥ —x1)
=

——s—‘.’ §—2—-p (S__l__p)! —Q ‘ _5—2—¢q . it
—f)‘—‘;’o = gls—2—p—q)! d Riywd 0%y (& —x5)

S a R 0 (s—1—p)!
:qgo d Rf;(j)(i) d 13(;\) ¢4 —xo)lg] / ((ss__l_pp_), q)'
s—2 ! -9 _s—2—¢q . i )
- E (q + 1)3. d Rs(ﬂ')(i) d 0’(&) (xz "—x())

=0 (g+2)! (s—2—¢)!
au moyen de l'identité

3 (e+D! _ (e+h+1)!
= Il al B (e+1)!

Portant cette valeur nous obtenons

m=1 m—a m—a—s1+1 m—S1=eeer =S, 4

DHPIPD

a=1 s1=1 s2=1 =l .

(=1)" <m)(m—sl)m( M—8,—++—S1 )
sll

s1—1

— __Sl
x(s{d Dy 0h,y—d d%hy)

m—2 u—a m a=s1+1 7%—_—‘51-...._.511_1 sl}ig
(12-31 s1=2 ;;I] s:_lz‘l q=0
@+2)Usi—2—@)! sol-wsl (m—s,— - —54) ]
-9 o ~S1—2—7 - _52“ —m=§1—re=5 A“ 3 .
xd Riyw d 00w d 0@y ++d Oy (&' — %)

m=3 m=2=; m—« m—a=-s1=1  m=sie-s,

=22 X X SN ”

q=0 a=1 s1=¢+2 s2=1 5q =1

sa=1 g =1

[(—- e (g+1)ym!
(@+2)!s)!s,lw-8.! (m—g—2—s,— - —5,)!
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m—Q—2—§r=re—8

9 , _sxT <~ 8q Aa—l— a Aa : ; h
xd Ripwnd 0hyd dond 0w (' —x0)

m—3 m—2=g m—a-q—1 m—g—2—s2— =St

=% '3 -3

g=0 a=1 g2=1 Se =1
(1) (g+1)m!
(@+2)!sl--sl(m—g—2—5,— - - —5,)!
-7 —52 8 Aq_y —Mm—F—2—g2—ces—8 A
xd R‘?(J)(t‘)d 0 ++d aé(;a vd * ) (&' —ab)
m-4 m=3—9 m=—a=q=2 Mm—g—2—51—s+ —Sq1
+3 [,]
=0 a=l s1=1 5q =1
m=3 m—3—q m—a—q-2 m—q——‘.‘—sp-—-sa__1
=—> 3 N ey
7=0 a=0 s1=1 s =1
(—1)° (g+1)ym!
(@+2)!s,!-+-s,l (m—2—g—s,— -+ —35,)!
- 51 . —m—g=2=81eeee—s “Aa . 3
x dR% ;0 d 03, -++d 00y (X' —x5)
m—4 m—3~9 m—a—q-2 m—r]—"—‘-—&x---—sn__l .
+2 3 X 2] [, ]
q=0 a=l1 s1=1 Sa =1

~ 5 (g+1)m! o mrmr
——02:}0 (4+2)!(m—q_2)1d Ripwd 0l (2 —x8).

Si l'on P'ajoute a
—m=1 om N
md Do, —d 0,

(-

m—2 +1 ! m! =7 5™ ¥ i Z
(_q__)___,;d R!;(j)(f) d 0{(,)(;[ —-xo)’

T (q+2) (m—2—g)!
il vient
(m—1)d R (x—x5).
Nous avons ainsi
I'y= (04 + (& —x5) 0%y 1240 ) L,

1 m—1
Yoz =ER;‘,,3 +ee _;m'-*Di"‘“"' D,y DR

X (x‘.l___x(l;l) vee (xim—Z —-xa'm—:! )
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6. Désignons maintenant par Ji I'inverse de I'élément I dans
le déterminant | I ]. La transformation projective qui anmene le
repére I, au repére I,/ s'écrit alors

X'o= (0 + (&' —x) o', ) IR 7 X°
En particulier, si I’on associe au point x; le repére fixe dans

8§, ces équations deviennent

(6 1) {PX’0= (1 + (x"— xa) ijxgji) X0+ + (xf'— xa) ox? x?leXn’
' pX'" = (2" —25) 0% 0. X"+ -+ + (14 (& — x§) 0xPyns) X ™.
Nous pouvons écrire

1 tm—]
xfm jo (le"J + + (m_z)!D‘m-—:! D("m——

;{)"'D(il)RF}(fw'
X (x"l,__xf’l) ces (xim—-‘z ———xgm.—‘_’ )
T 17 {2

Désignons par A.(¢) le repére associé au point §'=xi+ (1’ —
%), et par Bg 'inverse de I'élément A, dans le déterminant |Af|.
Il vient

Tddt* (R::IT;I An B =(D, R;(i)(j))A{i B (xél"‘xﬁl) ,

dm
di"

(Rﬁ,:j A, B%) =D;m D(im_,)"'D(m RiiypnAul®

X (A — a8 o (aPm— i)
et, par suite,

Rm@»m@ﬂwa=uR@n+mgﬁamamﬁmbwkam»

X (xil __x(:)m) e (xim._x(i)m

R | A &
Nous pouvons donc écrire

6.2) Lo LI = R 4,6 B @at

Comme nous I'avons déja remarqué la transformation projec-
tive T associée a la courbe fermée C s’exprime par
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T=T, T, , T,T,
Or, les transformations T, T., par exemple, sont donnée par
T.: X'°=[024{(x'—x)ox i+ )2 Jo1)XT,
T,: X'""=[0T+{((x'—xf)oxiyly+ )15 Js}]X°
et, par suite, le produit 7.7, est donné par
T.T,: X'=[0+{(("—20) 0% yos+ ) LE Ji}s
+{ (& —x5) 0x7 2554 )T Ji}1 X°

Les équations de la transformation 7" s'ecrivent donc
T: Xo=[02+ | (v- )7y 12 J2 01X
c

Portons-y (6.2), en supposant que la courbe C est définie par
F= @) (@STSb; $F@=¢'®)).

Nous aurons

T: Xe=[6°+ j j 1(§) AZ(E) Bx(§)aghodi| X,

y

[D:0<:<1, a<c=<b; F=x+ix'—x)]
7. Nous allons maintenant déterminer, en faisant I'usage de

(6.1), la connexion admettant un groupe d’holomie donné.
Considérons un groupe de Lie G. des transformations

Se: Ai=f(x, a0 ayea) (G=1,-m),

ou les parametres 2° sont choisis de telle sorte qu'on ait a'=o0 (s
=1,---,#) pour la transformation idéntique. La transformation
S:' S.+ee PeEUt s’exprimer sous la forme

S Sae s dX =Ei(X) pi(a)da'.

Désignons par 42 l'inverse de I'élément ;2 dans le déterminant
|pf].  Introduisons les parameéteres canoniques ¢ au moyven des
équations

da®
——=p%(a) (a(0)=0)
dt

D’aprés ces équations nous pouavons divelopper ¢” en série sui-
vant les puissances entiéres de #’=¢t": a"=u+---. Ces équations,
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résolues par rapport a u’ donnent
t()'lz a’+ .-

Un soué-groupe G, de G. est déterminé par les équations de
la forme”

Upe =0
ou bien
vpk(ap+°") (k=1’2"f's 7_7,)’

ou les v,, sont des constants numériques.
En particulier, un sous-groupe G des groupe des transformations
projectives ‘
i X ai+an
1+a§ &

x G=1,-m; j: 1-n)

est déterminé par les équations de la forme
V5 (@4 )=0 (¢, B: 0-n; vi=a}=0).

Dong, si la transformation (6.1) appartient a G, nous avons
Ui 1 (" —%8) 0% (Yfpa — 050pa) + -+~ } =0.

Si ces équations sont vérifiées indépendamment des valeurs de
X%, 0x® nous avons

(72) 'Ug/c(Rizj"‘ ‘}; gﬁj) =0,
(7.2) V5 (Dy Riiyiy— 0% Dy Riiypy + DiR; 1yy— 05 D Riwpy) =0,
(7.3) Ve (D G, Dim-ry D Rieo)

N3 0 —
—0.D (i, Don—*** DiiyRociy) () =0,

Les équations (7.2) peuvent s’écrire
(7.2) U (D) Riiyiy— 03 Di Rignp) =0
d’aprés l'identité de Bianchi
D R}y + D; Riwyor+ Dy Rioyy=o0.

Drailleurs, nous pouvons choisir le point x{ arbitrairement.

1. Cartan. La theorie des groupes finis et continus et P’analysis situs. p. 22
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Donc, pour que la connexion considérée ait comme groupe d’holo-
nomie le groupe donné G, il faut que les équations (7.1), (7.2),
(7.3)---, soient vérifiées identiquement. Réciproquement, si cette con-
dition est vérifiée, le groupe d’holonomie relative a la connexion
I'}. dx' est le groupe G ou sous-groupe de G, car alors les trans-
formations infinitésimales du groupe d’holonomie appartieennent
tous a G.

8. Supposons maintenant que les transformations du groupe
d’holonomie laissent fixe un hyperplan. Prenons le sommet (1,0,

0) hors cet hyperplan, et les autres sommets (0, 1, 0,---,0),--,
(0,---, 0, 1) dans cet hyperplan. Associons au point % ce repeére
fixe dans S,. Alors, les points I’,L(h 1,---,n) étant dans I'’hyperplan
LL---I,, nous avons

&' —x) pru=0 (hj=1,-, n)
et, par suite,
8.1) Ri; =0, D, Riyg=o,
D, D, "Dy Ri) ;=0

'm-l)“
Les équations derniéres peuvent s’écrire
(82) D Dy Riyp+Di, DRy + -+ Ds_, ++-Desy R p5=o0.

En effet, ce fait est vrai pour m=o0, 1 d’aprés (8.1). Or s'il
en est ainsi pour les nombres entiers positifs moindre que m nous
avons

D;, D Dy Diay Dy Dy Ricixsy
D; D¢y Diay Diyy Dy Diiyy Riaysy
= D"’",. o ‘D(c) (R(;nh D(k)' * ‘D(n) R;(i) (3)
—R},, Dyy---D;,y Ryp) =0.

Echangeons i, j dans (8.2). Retranchons l’équation ainsi ob-
tenue de (8.2), en tenant compte de l'identité

Da"'-D(b) (D(I) Rg(l)(1)+D(l) Rg(!)(ﬁ') +D(.1)Rg(i)(l)) =0.
11 viendra

Dim"'D(m Riwp=o.

Puisque ces équations sont vérifiées independamment du choix
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de point xi, nous obtenons
;k Dim"'D(il) R;ij_P}:k D;m"'D(al) R“["ij
= 1?Ic(Dim'"D(h) Rion— 0 Dim"'D(m Ri:;) =o,

et, par suite,

(83) b (xZ;j~ 3;;7{3;'5) =0.
En posant
. Xt
Zi=
X

on tire de (6.1)

07 = (6 — X)) Ol + {08 A (W —x8) 0% (5 — OTxse) V2

Nousa vons donc, d’apres (8.3), pour les coefticrents de direction
# (p=1,---n) de la drote joignant Porigine au point X*

I, 0k=o0
ce qui nous donne
=0 (I, k=1,-n),

lorsque le groupe des transformations des coefficients de direction 2°
est transitif. Nous pouvons ainsi déduire comme résultat du #°
précédent la propositon suivante donnée par Cartan®.

Si le groupe d holonomie est le groupe affine, la connexion
1'*.dx ellememe est affine.

9. Nous allons donner une autre application du résultat du
#n° 7: nous démontrons que si les traasformations du groupe d’ ho-
lonomie laissent fixe une seule hypersuadrique reguliere, la connexion
1%, dx’ est non-euclidienne® Prenons le sommet (1, 0,---,9) hors
cette hyperquadrique, et les autres sommets (0, i, 0,---,0),---(0
0, 1) dans son hyperplan polaire. L’équation de cette hyperqua-
drique s’écrit alors sous la frorme

g (X)*+g, X' X'=0 (gn=+1, det |gy|=o).

La condition pour que la transformation (6.1) ldlSSC fixe cette

hyperquadrique est que

(gtsXsz + 8w Z?ji) (x‘_'xf)) =0,

(glsxinﬁ +gms zgji— Zglmxgﬂ) (xZ —_xb)) = 0)
C'est-a-dire, que

(1), (2) Cartan. Lecons sur la theorie des espices a connexion projective. p. 292.



92 Joyo Kanitani
0
9.1 { &R +euiy=o
O.1) &islis + 8rs R i =281 RG;;

9.2 { &is(Dy Riyn+ D; RB(&)(:)) +goo(chR°mu)) + DiRiuy) =0
(9.2) 8is(Dy Riuiiysy + DiRbuiiy () + s (Die Riysy + DiRiy )

=28 (D, Ry +D; Rigy )

{ &is D(f,, D (a1 Rty + gD (s, Dy Riwy) =0,

9.3)
gD (ip “'D(m Rfu(z)) U)+gm D (1ﬂ "'Dul) Rf(:)) &
A A

=2g. D G, Dy Riciy) -

Or, de =0, [";=o0, il suit
R:ij=0, Dip "’D(il) R:(,,-)(j)za. ((l . 0—’").

Il vient donc de (9.3)
Dn‘p"‘D.ng(i)u)=0- .
Les équations (9.1), (9.2), (9.3) peuvent s’écrire ainsi
9.1y oy RYy + 20 Roy=o0,
(9.2) 8o (Di R+ DiRiwy ) +8ov (Die Riyp + Di Riay ) =0,
(9.3)"  guD, Day Riw) »+8&uD o, = D) p=0
ou g =0 (i=1,---, n).
Retranchons de (9.2)' ce qu'on obtient on y échangeant ¢, j.
11 vient
9.2)" Zox DiRioy i+ &8s Di Riiysy=0. .
Puisque ces équations sont vérifiées indépendamment du choix
du point x, il vient de (9.1), (9.2)"
(Di&ur) Biij+ (Digsr) Riiy=0.
Par le raisonnement du #° précédent nous obtenons de (9.3)’
gusz DR +gmer,, Dy R 5=0,
(Digax) D Dy Riwyipp+ (Digue) Di, -+ Doy Riyp=o0.
et, par suite,
(Di&ax) Xoss + (Digpy) Xiss=0.

Cela revient a dire que la transformation (6.1) laisse fixe
I’hyperquadrique
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(Digu) X*X*=o0.

Or,
Digo=21I"} g, =o0.

Dons si les transformations du groupe d’holonomoie ne laissent
fixe qu’'une hyperquadrique, nous avons

D.g.=0 (o, =0, 1,---, n; k=1,--n).

Clest a dire que la connexion I, dx’ est non-euclidienne.



