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Uber die Ausnahmewerte der meromorphen
Funktionen.

Von
Ken’iti KOSEKI

(Eingegangen am 30. September, 1950)

Als Borelscher? Satz ist es wohl bekannt, dass, wenn f(z) eine
ganze transzendente Funktion auf z-Ebene ist, die Ordnung von
f(2) und der Grenzexponent der a-Stellen von f(z), abgesehen von
hochstens einem einzigen endlichen Wert, fiir jeden endlichen Wert
a ubereinstimmen. v

In dieser Arbeit will ich den Ausnahmewerte-Satz im Falle,
dass, f(2) in einem Gebiet der z-Ebene meromorph ist, behandeln.

Satz I. Es sei @ ein Gebiet® der z-Ebene, und R sei die Be-
grenzung von &, und z, sei ein Punkt auf R, der folgenden Be-
dingungen gentigt.

1. Es gibt eine offene Menge U von der Art, dass U den

Punkt z, enthdlt und U-R” aus einem Bogen [ besteht.

2. Der Bogen [ hat Tarigente am Punkte z,.

K sei ein Kreisbogen mit dem Zentrum z, und mit dem genii-
gend kleinen Radius, und K sei Querschnitt von &. K bestimmt
in @ genau die beiden Gebiete $ und ', eines von denen, etwa
$, den Punkt 2z, als Grenzpunkt hat.

Wir bilden $ konform auf die halb-Ebene R (w) > 0" derart ab,
dass z, auf den unendlich fernen Punkt sich abbilden ldsst, und
wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit z=z{w).

Es sei z=2z,(w,) eine andere Abbildungsfunktion von der Art,
dass durch z=z (w,) das Gebiet  auf die halb-Ebene R(w,) >0
sich abbilden ldsst und z(e)=gz, ist. Wenn fir jedes 0(<7)

1) Vgl Biebrbach. Lehrbuch der Funktionentheorie II. S. 224.

2) Wir nehmen im folgenden an, dass das Gebiet @ immer einfachzusammenhin-
gend ist.

3) U bedeutet die abgeschlossene Hiille von U.

4) R(w) bazw. J(w) bedeutet den reellen bezw. imaginiren Teil von .
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. .. .. . dz .

lim arg fdz existiert, so existiert auch lim arg ——=— fir

w-» w1-»®o

Jarg w|<0f2 d(--—7-> larg wy |<0/2 d(_
w Wy

jedes 0( <m).

Beweis. Die Umkehrfunktion von z(w) bezeichnen wir mit
w=w(z). Wegen w=w(z) und 2=2,(w,) folgt w=w(z,(w,)). Durch
diese Funktion wird die halb-Ebene R(w,) >0 auf R(w)>0 abge-
bildet, und der unendlich ferne Punkt w,=c wird auf w= o iber-
gefahrt. Daher nimmt die Funktion w=w(z,(w;)) die Gestalt

w=aw, + B, (4x0) (1)
an. Wegen (I) folgt

1
dz dz . d w; dz w1
a(,) 4(,) () ()
= (ot : d21“ @)
“n (;;.)

Somit ist arg - =arg (u +—'[Z— )" +arg . Folglich ist

‘ 1
d(— Wy d(—
( w ) w,
dz
11m arg ‘—r————alg a+hm arg , w. Z. b. w.
Foves w | <8/2 d(-—~> farg wi<o/2 d *12)
W, -

Satz II. Angenommen, dass &, R und z, denselben Bedingun-
gen des Satzes I geniigen. K bezw. K, sei ein Querschnitt von &
und Kreisbogen mit dem Zentrum z, und dem Radius # bezw. 7,, und
H bezw. $, sei dasjenige Teilgebiet von &, das durch K bezw. K,
bestimmt wird, und das den Punkt 2z, als Grenzpunkt hat.

Wir bilden $ bezw. 9, konform auf die halb-Ebene R(w) >0
bezw. R(w,)>0 derart ab, dass z, auf unendlich fernen Punkt sich
abbilden ldsst, und wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit

z2=z(w) bezw. z=2z(w,). Wenn fur jedes ﬁ(<"r)11rn arg _dz

farg wl <o/ d( ;} )
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existiert, so existiert auch lim arg
g < d(——)

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass entweder $ in $, ent-
halten ist oder 9, in 9 enthalten ist. Ohne Einscnrankung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass $, in $ enthalten ist.
Durch die Funktion z=2(w) wird $, auf ein Teilgebiet & von
R(w) >0 abgebildet. Es ist leicht einzusehen, dass fur geniigend
grossen positiven Wert ¢ und gentiigend kleinen negativen Wert b
die Halbgeraden (R(w)=0, J(w)>a) und (R(w) =0, J(w) <b) in
der Begrenzung von & enthalten ist.

Die Umkehrfunktion von z=z(w) bezeichnen wir mit w=w/(2).
Durch die Funktion w=uw(2)=w(z;(w,;)) wird die Halbebene
R(w,) >0 auf & abgebildet, und w,= o wird auf w= oo tibergefiihrt.

Nach dem Carathéodoryschen Satz entsprechen bei der Abbil-
dung w=w(z(w,)) die Begrenzung von R(w,)>0 und die Be-
grenzung von & einander eineindeutig und stetig. Das Urbild von
w=ia bezw. w=ib bei der Abbildung w=w(z,(w,)) bezeichnen wir mit
w,=ic bezw. w,=id. Die Halbgerade (R(w,)=0, J(w,)>c) bezw.
R(w,) =0, F(w,) <d) wird durch w=w(z,(w,)) auf die Halbgerade
(R(w)=0. J(w)>a) bezw. (R(w) =0, F(w) <b) abgebildet. Daher
konnen wir nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip eine re-
guldre Funktion g(w,) auf |w,;| < o, bis auf R(w,)=0, d < F(w,)
=¢, definieren, die auf R (w,) >0 mit w(z, (w,)) identisch ist. Folglich
kann man g(w;) in einer Umgebung von w,=co in Laurentsche

Reihe entwickeln. Da g(o)= ist, haben wir die folgende Ent-
wicklung

g(wl) =anw1n +a”—1w]n—-1 + ...... +. alwl_*_ ao+ _bl_ + ué-; + ......
1 1
Anderseits ist g(w,) eine schlichte Funktion, so muss
g(w)=aw,+a,+ by ;i’ Feeeees (@,7#0) ¢))
1 1

sein. Aus (I) folgt

dz d ( w, ) dz  u dw,

<—> a(L) a(d) d(w)
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=d*21 . {a1+o(w,)} {_+o(w,)} 2
d (;)

gegen 0 strebt. Aber die Abbildung w=g(w,)

wo o(w,) mit

1

ist konform am Punkte w,=cc, so wird jeder Punkt des Bildes von

0 .. ..
larg w| <f2" fur geniigend grossen |w;|, in |arg w] <g—+

¢,(e>0) enthalten. Daher ist hm arg ——~

|arg w|<0/“+s d( )

=arg a,+lim arg _dz

|arg $?¥é’72+a d (i)
w,

,  W. 2z b.ow.

Satz III. Es sei & ein Gebiet der z-Ebene, und R sei die Be-
grenzung von ®, und z, sei ein Punkt auf R, der folgenden Bedin-
gungen genugt.

1. Es gibt eine offene Menge U von der Art, dass U den
Punkt z, enthdlt und U-R aus den beiden einfachen Bogen ! und
I’ mit der Eigenschaft [./ =z, besteht.

2. Die beiden Bogen ! und /' schliessen am Punkte zL. einen
Winkel (70, 27) ein.

K bezw. K, sei ein Querschnitt von & und Kreisbogen mit dem
Zentrum z, und dem Radius 7 bezw. 7,, und $ b2zw. 9, sei dasjenige
Teilgebiet, das durch K bezw. K, bestimmt wird, und das den Punkt
z, als Grenzpunkt hat.

Wir bilden $ bezw. 9, konform auf den Winkelraum |arg w|

<g bezw. |arg w,| <EH derart ab, dass z, auf unendlich fernen

Punkt sich abbilden ldsst, und wir bezeichnen diese Abbildungs-
funktion mit 2z =2(w) bezw. z=z,(w,). Wenn fir jedes ¢/ < @

lim arg dzl existiert, dann existiert auch lim arg —dzl——
|ur w]<9//2 d( [a’r?_q:;?|<gl,r~z dl—
w w,

fir jedes 6’ < 6.

Beweis. Wir setzen Z=(z— z.,) W—w° Durch Z= (z—zo)%
wird § auf ein Gebiet & der zEbene abgebildet, und der Punkt
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2, wird auf 2=0 ubergefithrt. Durch W= ws wird der Winkelraum

larg w| <% auf die Halbebene &(W) >0 abgebildet. Wir setzen Z

T
0

—Z(W)=((W=)—z) v, so ist

4z dz d( )

: 1
d(——) = a(l) ()
Aus Z= (z—zo)% und W=w“?folgt aber

az. <‘> Z'lr:‘L

dz d( ) @)

Wir bilden & konform auf |¢|< 1 derart ab, dass Z=0 auf
¢ =1 ibergefiihrt wird, und wir bezeichnen diese Abbildungsfunk-
tion mit Z=Z,(¢). Nach dem berithmten Carathéodoryschen Satz

existiert ltmll arg —’?—(%—---(3), wenn ¢ sich innerhalb eines belie-

bigen von zwei aus =1 ausgehenden Sehnen von | ¢ | < 1 gebilde-
ten Winkels bewegt. Die Umkehrfunktion von Z=Z,(¢) bezeichnen

. e . _i o 1 _
wir mit ¢=¢(Z), und wir setzen p= W Durch C—C(Z</T>)_

¢ () wird der Winkelraum R (1) >0 auf |¢| <1 abgebildet, und
der Punkt #=0 wird auf ¢=1 tbergefithrt. Dann existiert fir

jedes 0'(<7) lim arg () —1 @

>0 (L
larg @ |<0//2 /

Nach (3) und (4) existiert hm arg —Z— fur jedes 0”( <=7). Aus

larg w|<o”/’ —_

(I) folgt

arg ——-A= _0 )arg——+arg dz

ES I TN

(5)
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Aus (5) folgt ohne weiteres, dass, wenn lim arg Jz»—fﬁr jedes
la:f;;::o\(u’/? d(;
w

¢'( <0) existiert, so auch lim arg far jedes 07 (<)

az
lnrgwl;fzﬂ"/i d (JW)

existiert, und umgekert. Aus dieser Tatsache und dem Satz II
konnen wir schliessen, dass der Satz III richtig ist. W. z.b.w.
Satz IV. Angenommen, dass &, R und 2z, denselben Bedin-
gungen wie im Satze IIl geniigen. K sei Kreisbogen mit dem Zen-
trum 2z, und dem gentigend kleinen Radius 7, und $ sei dasjenige
Teilgebiet von &, das durch K besimmt wird, und das den Punkt
z, als Grenzpunkt hat. Wir bilden $ konform auf den Winkelraum

larg w | <%bezw. larg w, | <% derart ab, dass z, auf den unendlich
fernen Punkt tbergefithrt wird, und wir bezeichnen diese Abbil-

dungsfunktion mit z=z(w) bezw. z=2z,(w,). Wenn lim arg —‘—Ii—~
lar;:v{;fzsrlz d(_>
w

fir jedes ¢'( <0) existiert, so existiert auch lim arg ——‘—i—i—— fiir
l’::’é;’:”ll(()’/? dl—
wy

jedes 0'( < 0).
Beweis. Dieser Satz folgt ohne weiters aus dem Satz I und
der Beziehung (5) im Beweise des Satzes III.
Aus den Sitzen III und IV koénnen wir schliessen, dass die
dz

nur von dem Verhalten von B am
w

Existenz von lim arg

Punkte z, abhdngt.
Definition I. Angenommen, dass ®, R, z, $ und z=2z2(w)
denselben Bedingungen wie im Satz IV geniigen. Wenn fiir jedes

(< b)) lim arg _dz existiert, so sagen wir, dass R am Punkte

wrce
jarg w| <8//2 d —_

w

2, Eigenschaft (A) hat.
Satz V. Angenommen, dass, ®, R, z,  und z=2z(w) densel-

1. Vgl. den Beweis des Satzes III.
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ben Bedingungen wie im Satz IV geniigen, und dass R am Punkte

z, die Eigenschaft (A) hat. Dann existiert immer hm argZ— %

| ng w |<9'/"’
w
’ 2—2 _1: dz
fiir jedes ¢'( <8), und es besteht hm arg = lim arg T
Jars u(n//- —— :m{;r’q//z dl—
0 (%)
Beweis. Wir setzen Z=(z—2,)"'°, W— =/ Dann existiert”
/0 .
lim arg Z. fur jedes ¢/(< m). Aber —f-— ud 120 . Daher ist
Ilft?ngKB///z 1 — o
w w w
arg ~—Z-»=—Z—arg z i
1 L e
w w

w

so wird durch w=—1—der Winkelraum |arg w| <g auf |arg s| <—g~
s

abgebildet, und der Punkt w=co wird auf s=0 ubergefiihrt

Wir setzen s=u+iv, 2=P(u,w) +iQ(u,v). Dann ist
—_ — -1 Q(u,v) _‘Q(0,0) zt —ll 1
arg (z—z)=tan Plu.v)—P(oo), arg s=tan " (1)

Auf der reellen Achse von s-Ebene ist arg (z—z,)=tan™!

Q (1,0) — Q(OO) . Nach dem Mittelwertsatze ist aber

Q( aQ(uhO)

— — =1 Q(Z‘,O)— 0,0) — -1 au . 2

g (= a) =t L P00 Y Py
ou

wo O0<u, < u ist. Aber argg—z————tan"'fa—g/ Llid Daher ist wegen
s

u

(2) arg (z2(u+i0)—2z) =argw und lim arg2=% —lim arg
ds s>0 S s>0

dz

ds auf der reellen Achse von s-Ebene. Da nach der Annahme lim
s

larg wl 28-77}
arg _dz existiert, so ist wegen s=-- , lim arg 2—2.=lim
! 1 w w0 wW-»
dl—— larg w(<07/2 = larg w|<6//2
w

w
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arg —-—_-—-, w. z. b. w.

Definition 2. Es sei ® ein Gebiet auf z-Ebene, und R sei die
Begrenzung von ®&, und z, sei ein Punkt auf R mit den folgenden
Eigenschaften.

I. Es gibt eine offene Menge U von der Art, dass U den

Punkt 2, enthdlt und U-R aus den beiden einfachen Bdgen / und
I, mit der Eigenschaft [-I' =z, besteht.

2. Die beiden Bogen ! und I schliessen am Punkte z, einen
Winkel 0(#0, # 27) ein.

3. R hat die Eigenschaft (A) am Punkte z,.

K sei ein Kreisbogen mit dem Zentrum 2z, und mit dem genii-
gend kleinen Radius 7, und K sei ein Querschnitt von &. K bestimmt
in @ genau die beiden Gebiete $ und §', eines von denen, etwa
9, den Punkt 2z, als Grenzpunkt hat. Es seien {l,} und {l,} (n=
1,2,----- ad infinitum.) die Folgen der einfachen Bbogen auf § mit
den folgenden Eigenschaften.

I. Der Bogen I, bezw. I, verbindet den Punkt 2, und einen auf
K liegenden Punkt «, bezw. f..

2. Sowohl I, und [,, fir voneinander verschiedene Nummern
m und #n, als auch I, und /,,, fur beliebige Nummern m und n,
haben, bis auf z, keine Punkte gemeinsam.

3. Sowohl I, und 7 als auch [/, und ! schliessen einen Winkel

—'g‘-(# 0) ein, und 7, strebt mit 1 monoton gegen Null.
n

Wir bezeichnen das Teilgebiet von $, das als Begrenzung die
Vereinigungsmenge I+’ + (¢, f.) hat, mit $,, wo («, £.) den die
Punkte «, und 3, verbindenden und in @ enthaltenen Teilbogen
von K bedeutet.

H sei ein Kreis mit dem Zentrum z, und dem Radius s( <7).
Unter den Komponenten des Durchnittes 9,- (das Aussere von H)
gibt es einzige Komponente & von der Art, dass & die Punkte «,
und B, als Grenzpunkt hat.

Es sei gegeben eine reguldre Funktion f(z) auf . Wir be-

zeichnen das Maximum von | f(2) | auf ® mit M, (s), und wir setzen
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}i»? —I—ng%%is—)—=ln. Es ist leicht einzusehen, dass {4,} eine

monoton zunehmende Folge ist, so existiert unendliche oder endli-
che Grenze lim 4,, die wir mit 4 bezeichnen.

Der Wert 2 offenbar hingt nicht von der Auswahlweise der
Folge {l.}, {I.'} und des Bogens K ab. Wir bezeichnen 2 von jetzt
an als die Ordnung von f(z) im Hadamard-Borelschen Sinne am

1 . Wir definieren

P
[N

Punkte 2z, Wenn z,=co ist, so setzen wir 2=

die Ordnung von f(z) im Hadamard-Borelschen 'Sinne am Punkte

z,=c0 als die Ordnung von f(' -?) im Hadamard-Borelschen Sinne

am Punkte ¢=0.
3. Definition 3. Angenommen, dass &, R, z, K, 9, {L.}, {L.'},
9, und & denselben Bedingungen wie im Definitition 2 geniigen.
Es sei gegeben eine meromorphe Funktion f(z) auf @. Wir

setzen
g, £1%-a(-)
N S W P A )] ffm t =
A(s) - g A+ 7@ dx dy und gron o 1 a
s

wo z=x+iy ist. So ist {#,} eine zunehmende Folge, daher existiert
unendliche oder endliche Grenze lim f,, die wir mit g bezeichnen

und als Ordnung von f(z) im Ne’\zr;;ﬂinnaschen Sinne” am Punkte
2, bezeichnen.

Satz VI. Angenommen, dass &, R, z, K und $ denselben
Bedingungen wie in der Definition 2 geniigen.

Wir bilden $ konform auf den Winkelraum |arg w| <—g—

derart ab, dass z, auf den unendlich fernen Punkt und ein Punkt
von K auf w=0 sich abbilden lidsst, und wir bezeichnen diese Ab-
bildungsfunktion mit z=2z(w).

f(2) sei eine meromorphe Funktion auf ®, und 4 sei die Ordnung
von f(z) im Nevanlinnaschen Sinne am Punkte z, und 4 sei die
Ordnung von f(z(w))=¢(w) im Nevanlinnaschen Sinne am Punkte

1) Vgl. R. Nevanlinna, Eindeutige Analytische Funktionen. S. 163—166
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w=-co. Dann besteht immer die Beziehung 2=4",

Bevor wir Satz VI beweisen, schicken wir den folgenden Hilfs-
satz voraus.

Hilfssatz. Es seien !/ und ! die beiden einfachen Bogen auf
der z-Ebene, die den Punkt z2=0 mit z=c verbinden, und !/ und
I haben, ausser den beiden Punkten z=0 und z= cc, keine Punkte
gemeinsam. Die Vereinigungsimenge [+ /! bestimmt dann auf z-Ebene
die beiden Gebiete £ und &'.

Es sei gegeben eine regulire Funktion f(z) auf &, und f(2)
sei stetig, bis auf z=o, auf [+!'. K sei ein Kreis mit dem Zen-
trum 2=0 und dem Radius ». Angenommen nun, dass fiir jedes

>0 der Durchschnitt K& aus einem einfachen Bogen p(») besteht.

B(r,, 7,) sei das Teilgebiet von &, das durch die Vereinigun-
gsmenge p(7,) +p(7.) +eine Teilmenge von (/+7) begrenzt wird,
wo 7,>7,>0 ist. Wir bezeichnen das Maximum von |f(2)| auf
p(r) mit M(»). Wenn 0<7,<7,<7, ist und das Maximum von
| f(2)| auf L(ry,7,) =Max. (M(r,), M(r;)) ist, so besteht immer
die Beziehung

log r3s—log »3 log r2—log

M(’,2) éM( rl) log ra—log = M(fs) log ra—log 71

d.h. log M(r) ist eine konvexe Funktion von log 7.
Beweis des Hilfssatzes. Der Beweis verlduft ganz analog zu dem
Beweise des Hadamardschen Dreikreissatzes. Wir setzen nimlich
log 7,—log 7,

Nach den Voraussetzungen des Hilfssatzes ist das Maximum
von |f(2)| auf PB(r,r,) =Max. (M(»), M(#,)), so ist das Maximum

von |F(z)| auf B(r, 7)) =r"M@)=»"M(r,). Da p(r,) in P(z,, 7,
enthalten ist, so ist

ist.

7" M(7y) 7" M(7,)

o r3—log 7 log r2—log ry

Damit ist M(72)< ) M(r,))=M(r,) g ot M(rn) 10g 7e—log 71,

wW.z. b. w.

Beweis des Satzes VI. I. Schritt. Es sei {6,! eine monoton
zunehmende Folge von positiven Zahlen von der Art, dass 6, fir
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| (z(w)) " du dv
A+1f @)%

n—o gegen # strebt. Wir setzen A(7)= 1 H

und jarg ’ zll<0n/?
logﬂ A7) dr
lim *iag‘;"‘“=//,, wo w=wu+iv ist. Wir konnen leicht be-

weisen, dass lim //, die Nevanlinnasche Ordnang von f(z(w))

%00

am Punkte w=co ist. :
" Wir wollen erstens zeigen dass 4 < 4 ist. . Wir setzen

1 - ..
s=log 2(w) —z, =log: 2(7‘7’) - _s(a)’ s=atiy, o=t (1)
w=e’, log w=o ' (2)
Durch die Funktion w=e° ldsst sich der ” '
Winkelraum |arg w| <%‘— auf das Ge-
/) a
U R <
5 7<)

abbilden. Das Bild von |arg w| <%"—

durch die Funktion z=z(w) bezeichnen
wir mit ,, und der Punkt « sei das Bild

1

von w=0 durch z=z(w). Durch die Funktion s=log
2(w) — 2,

lasst sich das Gebiet 9, auf ein giirtelformiges Gebiet 7, abbilden.
Da z2(e)=2, ist, folgt aus (I), dass durch s=s(s) der unen-
dlich ferne Punkt von s-Ebene auf den unendlich fernen Punkt von
a-Ebene ubergefiihrt wird.
Durch die Abbildung s=s(s) ldsst sich die Strecke (§=Xkonst.,
0"

0

g = ) d; auf einen einfachen Bogen j: abbilden.

Wir bezelchnen die Linge von 7. mit L, so ldsst L sich folgen-
dermassen darstellen.

0n [2

§|s @1dr=|,/(4E) (5 @ @

—0n /2

Daraus folgt
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071 /2 d
x
==\ dp=L
j l/ d77 -
—0. /2
0n /2 4)
[l st
dy
—0n /2
On /2
Das Integral j l dx I dy stellt” bekanntlich die totale Variation von
—0u /2

x(») auf —g—é 7 éfg— dar.

Wir bezeichnen das Bild von 7=6,'/2 durch s=s(¢) mit a
und das Bild von »=—0,//2 mit b. Dann besteht die Begrenzung
von T, aus der Vereinigung a+ b, und der Durchschnitt a-b besteht
aus einem einzigen Punkt. Wenn beliebig kleines ¢ gegeben ist,
so existiert es zwei reelle Zahlen ¢ und d von der Art, dass der
imagindre Teil y jedes Punktes s auf @ bezw. b, fiir geniigend grosses
|s|, der Ungleichung y>c bezw. y <d geniigt und ¢c—d> 0,—e ist.
Fir geniigend grosses ¢ ist daher

0,/2 P
—d< | Y g 5
¢ _S ] dy 7 (5)
—0,/2

Wir bezeichnen die Differenz des Maximum und des Minimum
von reellen Teilen der Punkte auf y; mit (%), so folgt aus (4)

0,/2
JGEY [%;—.dv (6)
—0,/2
Aus (5) und (6) folgt
nl2 0,,/2
cwarsers(] [ 2 )] 4 o)

_0”

Anderseits ist gemdss der Schwarzschen Ungleichung

1) Vgl S. Saks. Theory of the Integral. S. 127,
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0./2 . 2 a2 02 .

(J -y +(] | -la)< [ a [ (2 )a

R d —0,/2 7 —0,/2  —0,/2 7
0.2 6,/2

Vo | (Y] (2 ore § (4 Yo

—07,/2 —0,1/2 _011
(8)

Somit folgt aus (3), (7) und (8)

0n/2 . . 0,/2
(e—d)+ o)<t [ (-5 ) +(-2-) dr=0. | 15 @)Fdy
—0,/2 —0,./2
(9)

Integrieren” wir die beiden Ausdriicke von (9) in bezug auf ¢
zwischen &, und &,, so erhalten wir

(c——d)g?df + T(Ue(e)d:*:o,, H 1§ (o) 2 dE dy (10)
o o

Nun stellt ” |s’ (¢) |*dé dn den Flicheninhalt desjenigen Gebietes

dar, welches der Bogen y. beschreibt, wenn ¢ von &, bis §, wichst.
Wir bezeichnen das Minimum der reellen Teile der Punkte auf
7e mit x(§) und das Maximum von «(§) mit o,(§), wenn § von
£, bis £, wichst.

Wenn ¢>0 beliebig gegeben ist, existieren es zwei reelle
Zahlen ¢ und 4’ von der Art, dass Imagindrteil y jedes Punktes
auf 7., fiir geniigend grosses &, der Ungleichung d’' <y<c genigt
und ¢—d' < 0,+¢ ist.

Wir zeigen nun, dass «(§) eine beschrinkte Funktion ist. Es ist

ds _ds  ,dz dw ___w dz _ 1 . dz
do dz dw do z—2, dw (z—z)w dw
Daher ist
ds 1 dz
L -+ % 11
e e T T w2 awy (D

Aus (11) und nach dem Satz V folgt

1) Wir koénnen leicht einsehen, dass w(£) eine stetige Funktion von £ ist.
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. ds _ 1. (. 2—2, dz
Jim arg G- =lim ( —arg {78 ) lim 2 awy 1P

Daher werden die zu reeller Achse parallelen Geraden auf o—
Ebene durch s=s(¢) auf diejenigen Kurven abgebildet, die Tan-
genten von denen fiir geniigend grossen |s| beinahe parallel zu
der reellen Achse von s-Ebene sind. Wir bezeichnen die Familie
dieser Bild-Kurven mit $%,.

Die zu imagindrer Achse parallelen Strecken, deren Punkten
die imagindren Koordinaten haben, die von —(6,/2) bis 6,/2
wachsen, werden auf diejenigen Kurven abgebildet, die gesamt die
orthogonalen Trajektorien von §, machen. Wir bezeichnen die
orthogonalen Trajektorien von &, mit ..

Es sei C eine zu . gehorende Kurve, so ldsst sich C derart
darstellen, dass x=x(7) und y=y(z)(— ”? é?yé—%’—). Die Fiink:

tion y(y) ist dann fiir geniigend grosses |o| eine monoton zuneh-
mende Funktion von . Denn, wenn y(#) keine monotone Funktion
von 7 wire, so wiirde es mindestens einen Punkt 7, auf —(0,/2)
<»=<(0"/2) geben von der Art, dass dy/dy=0 am Punkte 7, ist;
dies widerspricht aber der Eigenschaft von .. Es ist auch lelcht

zu sehen, dass y(y) zunehmend in bezug auf 7 ist.
Wir bezeichnen mit ¢ den Winkel zwischen einer Tangente
von C und der reellen Achse von s-Ebene, <o ist 4y / dx =tano.

dy
: .. | dx |_ 1 dy - l' 1 ‘ dy .. .
t = . . . F -
Daher is a7 ‘ 1 p— | I “@no o ar genti

gend groqses lal wird |—1~¢r<e. Somit ist w(é)gj,‘ﬁ[dp
tano | dy |

<o
von 5

Daraus, dass jede Kurve von g;, fiir gentigend grosses x,
beinahe parallel zu der reellen Achse von s-Ebene ist, folgt ohne
weiteres, dass x(§) ist eine monoton zunehmende Funktion von ¢
ist. Daher wird, fiir geniigend grosses &, das durch 7. besch-
riebene Gebiet im Rechtecke (&’ gygc;, x(Eo)sgxgx(E,)+w,($,))

1 1

| i
). Also ist w(¢) eine beschrdnkte Funkiion

enthalten. Folglich ist aus (10) (c—d)fj ds+j o (§)dE <0, (¢ —d)
{_,x(;}) +w,(§)—x(&)}, und es wird €o &
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a 3] .
£ (C"d)g(&_‘go)w 1 & (E)dE— &N\ a~
x(§) = b, (¢ —d + =) ! v (§)dé —w, (&)Y +x(¢,)

(13)
Da w{?) eine beschriankte Funktion ist, so folgt aus (13)

lim #¢) > (=d) - (=) . 40 . peliehig klein ist
l?oo 51‘—5(): d"(cr___d/) = U”((fu_‘_e) ) a € elieblg em 1st,

so ist

lim %) 1 o (14)

51—960 tl— 0

Wir setzen |w|=t und” x(¥)=log1/t, H sei ein Kreis mit
¢=logt
dem Zentrum z, und dem Radius #. Unter den Komponenten des

Durchschnittes §,-(das Aussere von H) gibt es genau eine einzige
Komponente &(#;) von der Art, dass &(#) den Punkt « als Grenz-
purikt hat.

Nun wird die Strecke (5-—:konst., —% < 6;‘) durch die

Funktion w=e°® auf den Kreisbogen (|w|=e*=konst., |argw| < 0,/2)
tbergefithrt.

‘Wir bezeichnen das Gebiet (t<|w|<?, |argw|<¥0,/2) mit
2 ), und wir bezeichuen das Maximum von |z(w)—z,| auf
P, &) mit M(t, ). Das Maximum von |z(w)—z| auf dem
Kreisbogen (|w|=t¢=konst., |argw|<0,/2) bezeichnen wir mit
M(t), so konnen wir beweisen, dass fir geniigend grosses ¢
M(t, t')=Max. (M(t), M(t')) ist.

~ Aagenommen in der Tat, dass dies nicht der Fall ist. So
muss |z(w) —z,| an einem Punkt auf der Strecke (¢<|w|<?, argw
=10,/2) oder auf der Strecke (t<|w|<¢, argw=—10,/2), etwa auf
der Strecke (t<|w|<{?, argw=0,/2), das Maximum annehmen.
Dann muss Realteil x von s(¢) an einem Punkt P auf der Strecke
(9=0./2, logt<£ <logt) das Maximum annehmen. Daher besteht
am Punkte P die Beziehung dx/d$=0. Dies aber widerspricht der
Tatsache, dass die zur reellen Achse parallelen Geraden der o—
Ebene durch s=s(s) auf diejenigen Kurven abgebildet, deren
Tangenten fir genligend grosses |s| beinahe parallel zu der reellen

1) x(&) bedeutet den Wert, den die Funkiion x(&) fiir £=log¢ annimmt.
E=log¢
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Achse von s-Ebene sind. Damit muss fiir geniigend grosses ¢
M(t, ¥)=Max. (M(t), M(t')) sein.

Da M(t, ') =Max. (M(t), M(t')) ist, so ist nach dem Hilfssatz
logt, fir geniigend grosses ¢, eine konvexe Funktion von logt.
Damit ist log 1/¢, fiir genligend grosses ¢, eine konkave Funktion
von logt. Daher besteht immer

log 1/t2—log 1/t > log 1/t°—log 1/t
log #*—logt" — log#*—log

wenn £ << ist’. Daher ist

log 1/t°—log 1/ log 1/t —log 1/t?
> > 15
J= logf—logt - log#*—log (15)

2 i 1
£-t+0  logt—logt

Wir setzen nun A(t)= ” (1_]{[ /]("f))[l rdrd0 und A())

([ r)E . N
= | @ iretmm Rk, wo 1=re wnd - . s

lwl<t

bedeutet.

|argwi< 0,,/2
ist dann offenbar
A <A@ (16)
Anderseits ist
t] tl
At) 1 ) 1
Al a1V (A@) d(1og-L), 17
j 1/t <t1> .‘ (t) <Ogt,) ( )

wo das rechtstehende Integral im Stieltjesschen Sinne zu verstehen
ist. .
Aus (15), (16) und (17) folgt

t
A
1/t

( t - jA(t‘)d(log ’*’)SjA(ﬂd(]logt)

_]jA(t)d(logt) ]j AWM 4.

1) log 1/t,® bedeutet den Wert von x(§) fir £é=log¢.
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Daher ist
log A(t’ d( ) 10g]+logf AM) dt
. 1/t t, . logt (18)
log 1/¢, = logt log 1/t
Es ist nun aus (14) firr geniigend grosses |¢|
logt 3 § ,
= < <1+
g/, 2@ ~ (—¢&)(1—2¢) ¢
Damit folgt
t
A() At
1 1) d 1 1 dt
og[ 1/¢, ( b ) < og ]+ ogy . logt
log 1/¢, : logt log 1/¢,

t
log]+logjit(t)*dt

< (1+¢)

logt
Da ¢, eine monoton abnehmende und stetige Funktion von ¢ ist, so
t
. - logj “i%‘) ( ; ) . logji;tldt
ist }:_r’r(l) log '1 i L S(1+e’)tgr?o iegt Wenn
] AW (L)

wir tllll% logll/tI =p, setzen, so ist p<(1+¢)p/ .
Fiur n—eo ist® A<(14+¢€)4. Da & beliebig klein ist, so wird

A=Y (19)

2. Schritt. Wir haben das Bild von »=46,'/2 durch s=s(s¢)
mit ¢ und das Bild von »=—60,//2 mit b bezeichnet. Wie im 1.
Schritte gezeigt worden ist, sind die Tangenten von @ und & fir
gentigend grosses |s| beinahe parallel zu der reellen Achse von
s-Ebene. Daher besteht fiir geniigend grosses |s| der Durchsch-

1) Wir konnen leicht einsehen, dass lim u, die Nevanlinnasche Ordnung von f(2)
n-row
am Punkte z=z, ist.
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nitt von einer Gerade x=konst. und dem Gebiete T, aus einer
‘Strecke, die wir mit 0, und deren Linge mit 6(x) bezeichnen.

Durch die Funktion s=s(s) wird 0, auf eine Kurve 4, auf S,
abgebildet. Wir bezeichnen das Minimum der reellen Teile der
Punkte auf J, mit £(x), so besteht nach dem Ahlforsschen' Satz,
fir geniigend grossen Wert x,,

£(x)> dni

Xo

(20)

X
6(x)

Anderseits ist fiir geniigend grosses x @(x) <0,+¢, wo ¢ be-
liebig klein ist. Daher folgt aus (20)

E(x)> 2Ny, 21
(%) e (21)
Wir bezeichnen §(x) mit log¢ und x mit log1/f, so ist logt

log##—logt'
log 1/t°—1og 1/t}
=>0 beschrdnkt nach oben. d. h. existiert es eine positive Zahl J;
von der Art, dass fur geniigend grosse £ ># >t

eine konkave Funktion von log 1/, Daher ist

. logt-logt g
log1/t2—log 1/t =

Wir setzen nun A(i)———j "(i:l;%"’.’d'dd und A(?)
1

—_—_.” /" (2(w)) I Rde8 Es ist offenbar
(1+ IFz(@) %)

largu)l<0n/2
At)=A®) (23)

Aus (22) und (23) folgt

j,4,(t)_dt——jAd(logt):\=LJA(tt)d10g<__) s fi% d\_l)

Daher ist

1) Vgl. R. Nevanlinna. Eindeutige Analytische Funktionen. S. 87.
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¢
A d 1 1 Al
log | ;Y <V°g_]1f Ogj Ut ( z gt g
logt = log 1/, logt
log 1/t
logt
Anderseits ist es leicht einzusehen, dass ¢ eine monoton abneh-

mende und stetige Funktion von ¢ ist. Daher ist

ist aber fur geniigend grosses ¢ kleiner als 1+e.

logj A®) dt log fi%‘ (
— < lim 1
tl—lglo logt =1 )tﬁo log 1/,

d h pm/ <(I+e)pm

Da e beliebig klein ist, ¢,/ <p,. Wenn 0, gegen 0 strebt, erhalten
wir

A=A (25)

Aus (19) und (25) konnen wir schliessen, dass A=4"ist. W. z, b. w.

Satz VI'. Angenommen, dass &, R, z, K und 9, z=z(w)
denselben Bedingungen wie im Satz VI geniigen. f(z) sei eine
regulire Funktion auf &, und 2 sei die Ordnung von f(z2) im
Hadamard-Borelschen Sinne am Punkte 2, und 2’ sei die Ordnung
von f(z(w))=¢(w) im Hadamard-Borelschen Sinne am Punkte
w=c. Dann besteht immer die Beziehung A=/

Der Beweis verlduft analog zu dem Beweisz des Satzes VI.
So lassen wir den Beweis weg.

Satz VII. Es sei f(2) eine meromorphe Funktion auf einem
Winkelraum |argz|<6/2. Wir bilden diesen Winkelraum auf
das Innere des Einheitskreises von w-Ebene |w|<1 derart ab,
dass 2= auf w=1 und 2=0 auf w=—1 sich abbilden ldsst, und
wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit z=z(w).

” (T-‘;-f[’_;(‘%)ll?)rdxdy’ (z=x+1y), sel beschriankt fur geni-

Jarg 2] 0[2
gend kleines 7, und g sei die Nevanlinnasche Ordnung von f(2)
am Punkte z=c0 und ¢ sei die Ordnung von f(z(w))=¢(w) im
Nevanlinnaschen Sinne, so besteht immer die Bezienung (¢/7)u
=¢+1.
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Beweis. I. Schritt. Durch ¢=2z"" wird der Winkelraum
|argz| <0/2 auf das Gebiet R(£) >0 derart abgebildet, dass 2= oo
auf {=-c und z=0 auf ¢=0 sich abbilden ldsst. Wir bezeichnen
die Nevanlinnasche Ordnung von f(¢%*) am Punkte ¢=co mit A.
Es sei {¢.} eine monoton zunehmende Folge von positiven
Zahlen von der Art, dasr limf,=6 ist. Durch ¢=2z"° wird der

1n—>00

Winkelraum |argz| <6,/2 auf den Winkelraum |arg¢|<6,/2 - n/0
argebildet.

i L r@r _1

Wir setzen A(7) - I{L PN OIBE dxdy, A, (7) .
FERE S

jj (1+ |f(co/“)|g)g dgd% (:=§+iv). ES 1st Offenbar A(i’):

I4-<2 3
larg¢[<0,/2-7 /0 7 ‘ s
A; (7). Daher ist IMW: fA‘—(S) LS. dar ds, wo r=s""
7 . s 7 ds
, 0 0
s — obin : s dr _ .
ist.  Aus r=s"" folgt ohne weiteres ~ gL Daher ist
r S
g—&cﬁ: jﬁ‘-(s—) ds. Daraus folgt
7 S
0 0
r S
logj#dr Iong‘—(s)ds
s
fim-——9 =Tim—° . logs
y—r00 log 7 §-»20 logs log»
S
logJ»A‘(s) ds
T 0 §
=" Tim-——
0 slr?o logs

Daraus folgt, dass, wenn » unendlich wichst, p= (7/0)A. Folglich,
um das einzusehen, dass der Satz richtig ist, haben wir nur zu
zeigen, dass A <g' +1.

2. Schritt. Nach dem I. Schritte konnen wir, ohne Ein-
schriankung der Allgemeinheit, annehmen, dass == ist.

Durch die Funktion
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2—1
+1 (D

wird die Halbebene R(z2)>0 auf |w| <1 abgebildet, und w()=1,

w(0)=—1. Wir setzen w=~¢+iy und z=x+1iy.
Ein Kreis |w|=c wird durch die Abbildung (I) auf den Kreis

(x+111—)+ __( c—+1> (2)

abgebildet. Das Zentrum dieses Kreises ist (¢*+1/1—¢, 0) und
der Radius ist gleich 2¢/1—c"..

Der Schnittpunkt von der Halbgerade arg z=a und dem Kreis
|2]=7 hat die Koordinaten (7 cose, 7sine). Die Entfernung zwi-
schen den beiden Punkten (7cosa, #sina) und (1+c¢/1—¢’ 0) ist
gleich

w=w(2)=

{r+( 1+€> —27 1+€ cosaz}]/2

Wir nehmen vorldufig an, dass » fest ist, und wir wihlen
¢>0 derart, dass ¢ der folgenden Gleichung geniigt

( 1+¢ ) —_oy 1+c cosg_(____ 2 (3)
d h. +1 1 _ 1+¢ ,
27 cosa  1—¢ ° (3)

Wir nehmen ¢ diesen Wert auf, und wir ziehen einen Kreis
mit dem Zentrum (¢’+1/1—¢, 0) und dem Radius 2¢/1—¢’. Dieser
Kreis wird durch die Abbildung (I) auf |w|=c abgebildet.

Wir setzen A(r)~ : “ (15}2)I])Adxdy und A(c)——-—

jz|=7
Jargz|<a

1 (2(w)) .
le c(1+] Gw) ) dédy. Da A(7) in einer Umgebung von

wl<
2=0 beschrdnkt ist, so ist, fiir geeignete positive Konstante K,
A(c)+K>=A(r). Daher besteht

I’ A7)

c
drg_jM L€ _dr g4,
c r dc

(4)
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- Anderseits folgt aus (3'), dass - dr _ ¢ 8rccosa
r dc r (P=1)(1-¢)*

ist. Damlt 1st wenn ¢ beheblg klein gegeben ist, fir geniigend
grosses r £ *di <(1+e )———. Daraus und aus (4) folgt, dass
v dc 1—c¢

rA(r) P AW (L+e) _(1+e) A
j——r drg} o de= f e (5)

Aus (5) folgt

' : . ¢
«ngJ-..—é;ier log%{—?_— logjic(c—)—dc log 11

+ - —¢
" log7 . = logi/l—c logl/1—c log 7
(6)
A 4 1 = k_r =- C.ﬂ_ . 1 1 .
us @) ist ¢ '*/1+k’ wo k o p ist.  Da
lim logl/1—c eine unbestimmte Form ist, ist es
roxeo-. logg -
. logl/l—c _;. 1 1 1 dk
lim —=~/-—~ =lim — .
oo logr oo 2 4 1+k © «/k2—1} dr

Wir konnen leicit einsehen, dass rli_r)r(};l‘r{ 1}_ ; + \/k“l’:f}

=2cosa. Daher ist

lim 108 1/1—¢c _4 (7)
7—>00 ]0g 7‘

Aus (6) und (7) folgt ohne weiteres

v c )
v logj\_é_ﬁdr logj_égc_)dcn
e ¥ FCnnel
— —=<14lim— 8
rll.r?o log 7 = +61_r3 log1l/1—c¢ (8)

Da die Ungleichung (8) fiir jedes a(<m/2) richtig ist, konnen wir
schliessen aus (8), dass <1+ ist.

Ao

log S de

D 101_1:11 log 1/1—¢

]wJ(l Vgl. Nevanlinna. a. a. O. S. 166.

ist gleich die Nevanlinnasche Ordnung von f(z(w)) in
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3. . Schritt. Es sei z=z,(w,) irgendeine Funktion ‘von der Art,
dass |argz| <7/2 durch z=2z(w,) auf |w,|<1 konformabgebildet
wird, und dass z,(1)=¢< und 2 (—1) =0 ist. Wir bezeichnen die
Ordnung von f(z, (w,)) im Nevanlinnaschen Sinne mit ¢, und
wir wollen zeigen, dass pg'’=// ist.

Durch die . Funktion w(z(w,))=2(w;,)—1/2,(w,)+1 wird
lw,| <1 auf |w! <1 abgebildet, und der Punkt w,=1 bezw. w,=—1
wird auf den Punkt w=1 bezw. w= —1 ubergefithrt. Daher ldsst

sich w(z,(w,)) folgendermassen darstellen .
__aw—b ' 9) .
a—bw, C
wo a und b reelle Zahlen bedeuten.
Wenn b=0 ist, so nimmt die Funktion w(z(w;)) die Form
w=w, an. Dann ist offenbar /' =p".
Wenn b0 ist, so setzen wir a/b=4. Dann nimmt die Funk-
tion w(z,(w,)) die Form

w=w—1 Ao
0—w,

an,
Der Punkt w,=0 wird durch (10) auf den Punkt w=-—1/é
ubergefithrt, damit ist |¢|>1. Wir setzen w,=x+iy und w=<+1iz.
Ein Kreis |w|=7(<1) wird durch (10) auf den Kreis
[y 0A=r) VP F@=D) 1y
1 oy } +y =) 1)
abgebildet. Das Zentrum dieses Kreises ist (9 (1) 18—, 0).
und der Radius ist gleich 7(8°—1)/0*—# ‘
Der Kreis (11) ist im Innern des Krelses | w, | =7 enthalten

L+ 0y _ (@D E g
wo 7= P Wir setzen A(7)= 4H (1+If(z,(w,))|)mdxdy

1 lfGwHP -
und  A(7) ﬁ (1+]f(z(w))|) d.d;y, so st A< A,

IWI

Daher ‘ist jA(r) dr <jA () 7 dv -dr,. Aus 7= 1+dr folgt,
‘ S oo dr, ity
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- dry 1407 1-¢6° 1+¢ "

dass 1. 47 _ — = — gegen — strebt fur r—1.
r dr, r(@+r) (#0-=1) & 0—1

Damit ist

7

7
logj _Agr) dr log 2 (31 +10) + logj A,r(r,) dr,
_ 1

Clogl/1—7,
log 1/1—r - logl/1—7, logl/1—7r
’ (12)

Nach der kurzen Berechnung konnen wir uns bestdtigen, dass
. logl/1—»
lim = slELAR
r—1 log 1/1""7’

=1 ist. Daraus und aus (12) folgt

r 7y
logjﬁir‘)dr logfwdr,
im——7  <fim—- " 4 h
o g /=7~ jogi/1=7,
7T (13)

Aus (9) ist wy,=wa+b/a+bw. Auf ganz analoge Weise wie
oben, kdonnen wir zeigen, dass

/1’ g /“" (14)
ist.  Aus (13) und (14) folgt

#’=[‘II
Folglich ist < g +1. ) W. z. b. w.

Satz VII'. Es sei f(2) eine regulire Funktion auf einem
Winkelraum |argz| <6/2. Wir bilden diesen Winkelraum auf das -
Innere des Einheitskreises von w—Ebene |w| <1 derart ab, dass
z=o0 auf w=1 und 2=0 auf w=—1 sich abbilden ldsst, und wir
bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit z=2z(w).

J(2) sei beschriankt in einer Umgebung von 2z=0, und 1 sei
die Ordnung von f(2) im Hadamard-Borelschen Sinne am Punkte
2=-co und 4 sei die Ordnung” von f(z(w))=¢(w) im Hadamard-
Borelschen Sinne, so besteht immer die Beziehung &' >(0/7)A.

1) Es sei ¢(w) eine regulire Funktion auf |w|<1. M(») sei das Maximum von
o (w)| auf Jw|=r(<1) lim 2B18M @)

heisst die Ordnung von ¢(w) im Hadamard-
r>1 logl/1—r o : b T
Borelschen Sinne, ' '
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Der Beweis verlduft analog zu dem Beweise des Satzes VII.
So lassen wir den Beweis weg.

Satz VIII. Es sei ® ein Gebiet auf z-Ebene, und R sei die
Begrenzung von &, und 2, sei ein Punkt auf R, der den folgenden
Bedingungen gentigt.

1. Es gibt eine offene Menge U von der Art, dass U den
Punkt z, enthidlt und U-R aus den beiden Bogen ! und 7, mit der
Eigenschaft [./'=2z, besteht.

2. Die beiden Bogen ! und !’ schliessen an Punkte 2z, einen
Winkel 6(==0, =27) ein.

3. R hat die Eigenschaft (A) am Punkte z,

K sei Kreisbogen mit dem Zentrum 2z, und dem Radius » und
ein Querschnitt von ®. K bestimmt in & genau die beiden Ge-
biete $ und §’, eines von denen, etwa 9, den Punkt z, als Grenz-
punkt hat. Es seien {L} und {L’} (n=1,2,3,--- ad. infinitum) die
Folgen der einfachen Bogen auf $ mit den folgenden Eigenschaften.

1. Der Bogen I, bezw. I,/ verbindet den Punkt z, und einen
auf K liegenden Punkt ¢, bezw. 8.

2. Sowohl I, und I, fir voneinander verschiedene Nummern
m und #, als auch I, und I,’, fir beliebige Nummern s und #,
haben, bis auf z, keine Punkte gemeinsam.

3. Sowohl !/ und I als auch [, nnd ! schliessen einen Winkel
m,/2(==0) ein, und 7, strebt mit 1/z monoton gegen Null.

Wir bezeichnen das Teilgebiet von $, das als Begrenzung die
Vereinigungsmenge 1,+1./+ (4.8,) hat, mit $., wo («.f,) den «,
und B, verbindenden Teilbogen von K bedeutet.

Es sei gegeben eine meromorphe Funktion f(z) auf ®, und die
Nevanlinnasche Ordnung von f(z) am Punkte z, sei gleich 4, und
2 sei endlich und grosser als 7/0.

Wir bezeichnen die Menge aller auf $. liegenden a— Stellen
von f(z) mit M,(a) und die Vereinigungsmenge 3! M,(a¢) mit
n=1

M(a). Dann bestehen die folgenden zwei Tatsachen.
" 1. Fir alle Werte @, ausser hochstens nur zwei Werten, ist
der Grenzexponent” von M(e) nicht kleiner als A

1) M(a) bestehe aus {7, (a)} (n=1,2,...... ). Unter dem Grenzexponent von M (a)
verstehen wir die untere Grenze p, derjenigen Zahlen k, fiir die 3|7, (a) —z* § kon-
N n=1 . B

vergiert.
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2. Fir alle Werte a, ist der Grenzexponent von M, (@), fir
jede Nummer #, nicht grosser als 4+ (7/f).

Beweis. 1. Schritt. Wir zeigen erstens, dass wir zu einem
Widerspruch kommen, unter der Annahme, dass M(a), M(b) und
M(c) als Grenzexponent die Werte haben, die kleiner als 4 sind.

Angenommen in det Tat, dass der Grenzexponent von M(a)
=/, der von M(b)=p,und der von M(c) =p, ist, und dass sowohl
M, te als p, kleiner als 2 ist.

H sei ein Kreis mit dem Zentrum z, und dem Radius s( < 7).
Unter den Komponenten des Durchschnittes §,-(das Aussere von
H) gibt es genau eine einzige Komponente & von der Art, dass
& die Punkte ¢, vnd B, als Grenzpunkt hat.

Wir setzen A(s)= lfﬁ_L&)L__

dxdy, wo z=x+1y,

T A+1/(2)1*)*
s !
im 1/s S/ —J,. Nach Definition 3 ist A=lim 4,, Wenn
s—0 log 1/3 n—>00

M, . als auch p; Kkleiner als 4 ist, so sind fir geniigend grosses
n p, p, und g, kleiner als 4,.

Wir bezeichnen die Nevanlinnasche Ordnung von f(z) am
Punkte z, in bezug auf . mit v, so ist nach der Definition 3
v, > 2, fur m> n.

Wir setzen 6,=0—, und bilden 9, auf einen Winkelraum
|arg ¢| <0,/2 derart ab, dass durch diese Abbildung der Punkt z,
auf den Punkt ¢=-co sich abbilden ldsst. Wir bezeichnen diese
Abbildungsfunktion mit z=2z(¢). Nach dem Satz VI ist die Nevan-
linnasche Ordnung von f(z(£)) am Punkte = gleich v,,.

Durch die Funktion Z=¢(#)=u"" wird der Winkelraum
|arg¢| <4,/2 auf die Halbebene R (%) >0 abgebildet. Nach dem
I. Schritte des Satzes VII ist die Ordnung von f(z(¢(%))) am
Punkte = gleich (0../7)v,.

Durch die Funktion w=w(%#) =(#—1/u+1) wird die Halbebene
R(z)>0 auf |w|<1 abgebildet, und w(eo)=1, w(0)=—1. Wir
bezeichnen die Umkehrfunktion von w(%#) mit #(w) und die Ord-
nung von f(z(Z(#(w)))) im Nevanlinnaschen Sinne mit &, so ist
nach dem Satz VII (0,./7)v,<¥+1. Da i>nr/0 ist, so ist fur ge-
niigend grosse Nummer # (0,/7)4,>1. Wir wihlen die Nummer
n derart, dass (0,/7)4,>1 ist, so ist auch (6,/7)v,>1, da v,> 2
ist,
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{a.} 'sei alle Punkte von M,(a), {b.} sei alle Punkte von
M, (b) und ‘{c,} sei alle Punkte von M,(c). Nach der Annahme
ist der Grenzexponent von M, (a), M,(b) als der von M, (c)
IL

kleiner als 4,. Da 4,<v,, ist, konvergiert sowohl 2 | a; —z0 als

auch Vllb,——zol’ fur eine gewisse k=p (<v,). =

Durch die Abbildung z=z(¢) werden die a—Stellen von f(z)
auf die a—Stellen von f(z(¢)) abgebildet. Wir setzen a,=2z(d;)
und b;=z(e), c;:=2(f) (=12, ).

Wir haben bereits im 2. Schritte des Satzes VI bewiesen,
dass fur gentigend grosse Nummer ¢

log | d;|
log |1/a;—z,|

ist. Daher ist log|d;| <log|1l/a;—z,|"*%, d. h. |d:|<|1/a:i—z,|"**
Somit ist fiir fast alle 2

<1+e (1)

1 [
d > |ai_2 [Icf1+e) (2)

<

log|d;| > 1 -
log|1/a;—z,| 1+e¢
log|1/ai—z,|""*¢, d. h. |d.| > |1/a;—z,|""*%. Somit ist fur fast alle 7

Anderseits ist Daher ist log|di|>

%(1+€)

<|a;—z|* (3)

-
Da ¢ beliebig klein ist, konnen wir schliessen aus (2) und (3), dass
S1|1/d:|* und 3} |a:—z,|* denselben Grenzexponenten haben.

Ebenfalls haben 31|1/e:|* und X1|b,—2,|* denselben Grenz-
exponenten. >|1/f;]* und X|c—z,|* auch haben denselben
Grenzexponenten.

Durch die Abbildung ¢=¢(u) wird d; auf d;'=d,~/*~ abgebildet.
Wenn wir den Grenzexponenten von 3;|1/d;|* mit %, bezeichnen,
so ist der Grenzexponent von X|1/d/|* gleich (0,./7)h,.

Aus w=w(u)=u—1/u+1) folgt

2
| 14u%|

Wir setzen a/=w(d/). Da 3|1/d/|* und }|1/1+d/|* offenbar
dieselben Grenzexponenten haben, folgt aus (4), dass der Grenze-
exponent von XI|1—a/|* gleich (ﬁm/fr)h! ist.

(4)

[1—w|=
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Anderseits ist 1—|a/|<|1—a,|. Daher ist der Grenzexponent
von X' (1—|a/|)* nicht grisser als (#,./7)h,. Aber (0,/m)h, ist
kleiner als (#,/7)v,. Daher ist der Grenzexponent von >!(1—|a/|)*
kleiner als (0,./m)v,. '

Wir setzen b/=w(e,) und ¢/ =w(f/), wo e/ =e,*'*» und f; =f;/®»
ist. Wir konnen ebenfalls zeigen, dass der Grenzexponent von
2(A—b/1%) bezw. X(1—|c/|)* Kkleiner als (0,./7)v,, ist.

Aber der Wert (0,/7)v,, ist nach dem Sa_tz VII nicht grosser
als A/ +1.

Nach dem Nevanlinnaschen® Satz kann es nicht sich ergeben,
dass sowohl >(1—|a/*% 22(1—|b/])* als auch 2X(1—|¢/|)* als
Grenzexponent einen Wert hat, der kleiner als #/+1 ist. Also sind
wir zu einem Widerspruch gefiihrt worden, unter der Annahme,
dass sowohl der Grenzexponent von M(a), der von M(b), als auch
der von M(c) kleiner als 1 ist. :

2. Schritt. Es sei g(z) eine meromorphe Funktion auf die
abgeschlossene Halbebene R (z2)=>0.

Durch die Funktion w=w(z)=(z—1/z+1) wird R(z) >0 auf
|lw| <1 abgebildet, und w(e) =1, w(0) =—1. z=2z(w) =1 +w/1—w)
ist die Umkehrfunktion von w(z).

Wir sbtzen A(r)——j _(il-—ﬁg(—)é)’_l)—dxdy’ wo z=x+1y, und
r SR(z)>0

long—dr

m r

700 log#

im Nevanlinnaschen Sinne mit », und wir wollen beweisen, dass

p=>v ist.

Wir setzen w=¢+iy. Durch die Funktion w(z) wird der
Kreis |z|=7 auf den Kreis

= E RO

=p. Wir bezeichnen die Ordnung von g(z(w))

abgebildet. Das Zentrum dieses Kreises ist (»+1/r—1, 0) und
der Radius ist gleich ~/ ( Z+1Y_g ) —1= r>1).

1) R. Nevanlinna. a. a. O. S, 209.
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Das Gebiet |z| <7 (#>1) wird durch die Funktion w=w(z)
auf den Durchschnitt (Jw| <1)-(das Aussere des Kreises (5)) ab-
gebildet. Den Durchschnitt (Jw] <1).(das Aussere des Kreises
(5)) bezeichnen wir mit 8.

Die Entfernung zwischen dem Punkt w=0 und dem Kireise
(5) ist gleich

r+1 _ 2r _ (r=1)° _ -1 fiir 7>1 6
S R R s (&)
Der Kreis |w|=R=7r—1/7+1 ist in dem Gebiet & enthalten.

Daher, wenn wir AI(R)=” a L—gl' ;Z((z’f;))])” d<dy setzen, so ist

[w| <R
immer A,(R)<A(r). Folglich ist
TAR) o[ AD dR
AN ap| Al | v | ak 4 7
j R d gj v R dr 4 (7)
R=— r—1 . i_@= 2y )
Aus il folgt ohne weiteres, dass R dr P Daraus
R r
und aus (7) wird j %&dzegj#dn Folglich ist
R r
1ogj£@d1e Iogj&-dr
R 4 . 10g7’ ( 8 )
logl/1-R — log» log1/1—R
Anderseits, wenn R gegen 1 strebt, so strebt _logr
log1/1—R
= lofoz'gﬁ/_l;R auch gegen 1. Damit wird aus (8)
R r
logjii%R).dR logjil—(idr
fim <lim 4 (9)

R—1 logl/1—R y—r00 log 7

Also haben wir die Behauptung im 2. Schritte bewiesen.
3. Schritt. {a} (=1,2,---- ) sei die Menge aller Punkte von
M, (a?.
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Wir bilden $,, fiir eine gewisse m > %, auf einen Winkelraum
|arg¢| <0,/2 derart ab, dass durch diese Abbildung der Punkt 2,
auf {=cc und ein auf K-9, liegender Punkt auf ¢=0 abbilden
lisst. Wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit z=2z(¢), und
wir setzen a;=z(b,).

Z |a;—z,|* und Z[l,/bil* haben denselben Grenzexponenten.

Daher, wenn der Grenzexponent von Ell/b |* nicht grosser als

/+(z/8,) ist, so gilt dasselbe fiir ’Y‘[a,—zol .

Durch die Funktion wu=u(l)=¢**» wird der Winkelraum
larg¢| <40,/2 auf die Halbebene R(u)>0 abgebildet. Wir setzen
{=¢(u)=u"'" und c;=u(b;). Wie im 1. Schritte gezeigt worden
ist, ist der Grenzexponent von 3}|1/¢ |*=0,./7 x der Grenzexponent
von 3!|1/b;|*. Daher, wenn der Grenzexponent von Y| 1/¢;|* nicht
grosser als (6, /7)2+1 ist, so ist der Grenzexponent von 31|1/b,|*
nicht. grosser als A+ (%/6,,).

Durch die Funktion w=w(®)=u—1/4u+1 wird die Halbe-
bene R(#)>0 auf |w| <1 derart abgebildet, dass w(e)=1 und
w(0)=—1 ist. Wir setzen d;=w(c;) und bezeichnen die Umkehr-
funktion von w(#) mit u(w).

Die Ordnung von f(z(¢(#(w)))) im Nevanlinnaschen Sinne
bezeichnen wir mit . Dann ist nach dem Nevanlinnaschen® Satz
der Grenzexponent von Z(l—ldil)‘ nicht grosser als #+1, wenn
x>0 ist.

Nun ist es, wenn |w]| <1 ist,

1-wf=A-lw) (+|w)<20-1w) 10
e o e LI (11)

Aus (10) und (11) schliessen wir ohne weiteres, dass 31 (1—1d;|)*
und X (1—|d:|°)* denselben Grenzexponenten haben.

Wir setzen w=&+ip und #=x+iy. Durch die Funktion
w=w(u) wird der Kreis |u|=7 auf

(e ;,+1 o= (w:'ji 1 12y

1) R. Nevanlinna. a. a. O. S. 253.
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abgebildet. Daher, wenn ¢ auf |« |=7; liegt, so liegt d; auf dem
Kreis (12). Da d; auf dem Kreis (12) liegt, so ist, wenn wir
d,=%;+1y, setzen,

o +1 ré+1 YV ¢ 21’,

O N e
Es gibt eine Zahl « von der Art, dass 0 <a<w/2 ist und fast

alle Punkte von wu=c; (i=1, 2, ) in dem Gebiete |argu| <«

enthalten sind.
Die Halbgerade argu=« bezw. argu=—« wird auf den Kreis

1y 1

e+ (y+ L (14)
tana Sin“a

bezw. &+ (77 1 y__ 1 (15)
tana sin"a

abgebildet.
Der Schnittpunkt von den beiden Kreisen (14) und (12) sei
mit S bezeichnet’ und (e, /) sei die Koordinaten von S, so ist

1-EP+9pH) =1—(E+f) (16)

Wir bezeichnen das Zentrum des Kreises (12) mit 7' und den
Punkt w=0 mit O. Dann ist es

e+f’ r’+1Y 27 Y ri+1 27,
= " —2 e cosy, (17
e+f r2—1 ) < ri—1 ) R R Ccosy ( )

wo 7 den Winkel zwischen den beiden Strecken 1—‘:9) und T?)
bedeutet.

Wir konnen leicht einsehen, dass y <« ist, so ist cosy> cose.
Daher folgt aus (17)

v +1 77 27,
e+ << ‘ <r‘-1> —2 .__1 . i1 Cos«
Damit ist
1 (e +f)>1 <7’1’ +1) <127,1)+2 7_"“% . 7,-,27’11 cos .
i - i
27, r, +1 .21 :
('1@ ] > +2 : i1 cosu (18)
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Aber —2( 274 >+2 i+l 2 % cosa ist positiv fiir geniigend
ri—1 -1 r’—1

grosses 7;, Daher folgt aus (13) (16) und (18), dass fir geniigend
grosses 7;

(0 1P ¥1IV, 27
JE— 22 +n < i1
1— (512"*‘ 77;2) o 27; . ri+1 27
_of_4r_ Y 4o . .
(73—1 > + ri—=1 =1 cos«
1 1
e < 19
o 2 4o +1 cosu OS¢ (19
ri—1 r—1
Aus (13) und (19) folgt
U <Gy (20)
ri—1 cos ¢

Anderseits ist 27 /v —1>2/r;, so ist nach (20)

2 - D)) - —
£ Cosaz

Daher ist der Grenzexponent von 31 |1/c¢;|* nicht grosser als x+1.
Somit ist der Grenzexponent vorn

1
==

Wir bilden $ auf den Winkelraum |arg¢|<6/2 derart ab,
dass durch diese Abbildung der Punkt z, auf {=c und ein auf
dem Kreis K liegender Punkt auf ¢=0 ubergefiihrt wird. Wir
bezeichnen diése Abbildungsfunktion mit z=z,(¢).

Wir bezeichnen das Bild von dem Gebiet |arg¢|<6,/2 mit
9... Fast alle Punkte von M,(a) mussen dann in 9, enthalten
sein. Daher konnen wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass 9, mit 9, Ubereinstimmen, und dass z(¢!) mit
2,(¢&) identisch ist.

_ 1 Lf () —t i
Wir setzen A(7)=- ” (1+|f(2(¢'>)|) dt,dt,, wo (=t +it,

'argcls 0,../2

(21)




f}ber die Ausnahmewerte der meromorphen Funktionen. 39

v
log ,,_/Lﬁ’ld,
und 2/ =lim—=> % Wie im Satze VI gezeigt worden
y-r00 log 7
ist, ist immer 4,=A4,.

Nach dem 2. Schritt des Beweises dieses Satzes ist < (0,,/7)4,,
damit ist »<(6,,/7)2,. Daher ist nach (21) der Grenzexponent
von X)|1/b;|* kleiner als 2+ (7/0,). :

Da m beliebig grosse Nummer ist, so ist der Grenzexponent
von X|1/b;|* nicht grosser als A+ (7/0). Da der Grenzexponent
von > 1/b;|* und der von 33| a;—z,|* gleich sind, so ist der Grenz-
exponent von 3!|a,—z|* nicht grosser als A+ (7/¢). W. z. b. w.

Satz VIII'. Angenommen, dass &, R, 2, K, 9, {L.}, {L'}, 9.
denselben Bedingungen wie im Satze VIII geniigen.

Es sei gegeben eine regulire Funktion f(z) auf &, und die
Hadamard-Borelsche Ordnung von f(z) am Punkte z, sei gleich 2,
und 4 sei endlich und grosser als =/0.

Wir bezeichnen die Menge aller auf 9, liegenden a—Stellen

von f(z) mit M,(a) und die Vereinigungsmenge lell,,(a) mit
n=

M(a). Dann bestehen die folgenden zwei Tatsachen.

1. Fur alle endlichen Werte a, ausser hochstens nur e€inem
einzigen Wert, ist der Grenzexponent von M(e) nicht kleiner als 4.

2. Fur alle endlichen Werte @, ist der Grenzexponent von
M, (a), fir jede Nummer #, nicht grosser als A+ (z/0).

Der Beweis verlduft analog zu dem Beweise des Satzes VIII.
Wir haben nur zu beweisen, statt dem 2. Schritt, den folgenden
2/, Schritt. '

2'. Schritt. Es sei g(2) eine reguldre Funktion auf die ab-
geschlossene Halbebene R(z)=>0. Durch die Funktion w=w(z2)
=z—1/2+1 wird R(2z)>0 auf |w|<1 abgebildet, und w()=1,
w(0)=—1. z=z(w)=1+w/1—w ist die Umkehrfunktion von w(z).

Wir bezeichnen das Maximum von |g(z)| auf dem Gebiete

(R(2) =0, |2/ <7) mit M(»). Wir bezeichnen ml’.ngogL(”).
—> 00 0g7’

mit 2 und die Ordnung von g(z(w)) im Hadamard-Borelschen
Sinne mit ». Dann besteht pg>v.

Der Beweis des 2'. Schrittes verlduft auch analog zu dem
Beweise des 2. Schrittes, so lassen wir ihn weg.
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Aus dem Satz VIII und dem Valironschen Satz” folgt ohne
weiteres

Satz IX. Wenn wir den Grenzexponenten von M,(a) mit
pa(a) und lim p,(@) mit p(a) bezeichnen, so ist fur alle Werte a,

n—>00

ausser hochstens zwei Werten, p(a) identisch mit einem fiir alle
a gemeinsamen Wert, der nicht kleiner als 4 und nicht grosser
als A+ (n/0) ist. (A>=/0)

1) G. Valiron. Sur les directions de Borel des fonctions mérmorphes d’ordre
fini. Jour. de. Math. IX. (1931).



