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Als Borelscher" Satz ist es wohl bekannt, dass, wenn f(2) eine
ganze transzendente Funktion auf z-Ebene ist, die Ordnung von
f ( z )  und der Grenzexponent der a-Stellen von f(z ) , abgesehen von
höchstens einem einzigen endlichen Wert, für jeden endlichen Wert
a  übereinstimmen.

In dieser Arbeit will ich den Ausnahmewerte-Satz im Falle,
dass, f ( z )  in einem Gebiet der z-Ebene meromorph ist, behandeln.

Satz I. Es sei 6 ein Gebiet 2 ) der 2-Ebene, und R  sei die Be-
grenzung von 6, und z sei ein Punkt auf R ,  der folgenden Be-
dingungen genügt.

1. E s  gibt eine offene Menge U  von der Art, dass U  den

Punkt zo enthält und (T R "  aus einem Bogen 1 besteht.
2. Der Bogen 1 hat Tangente am Punkte zu .
K  sei ein Kreisbogen mit dem Zentrum zo und mit dem genü-

gend kleinen Radius, und K  sei Querschnitt von 6. Kbestimmt
in 63 genau die beiden Gebiete  und eines von  denen , etw a

den Punkt 2 ,  als Grenzpunkt hat.
Wir bilden konform auf die halb-Ebene 31(w)> 0" derart ab,

dass zo auf den unendlich fernen Punkt sich abbilden lässt, und
wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit 2=2(w).

Es sei 2=2 1 (w 1)  eine andere Abbildungsfunktion von der Art,
dass durch z=z,(w,) das Gebiet auf die halb-Ebene 91(iv 1) > 0
sich abbilden lässt und z(co) =--; ist.  Wenn für jedes O( <7.7)

1) Vgl. Biebrbach. Lehrbuch der Funktionentheorie II. S. 224.
2) Wir nehmen im folgenden an, dass das Gebiet Ol immer einfachzusammenhän -

gend ist.
3) U  bedeutet die abgeschlossene fliffle von U.
4) 15 ( w )  bezw. (w) bedeutet den reellen bezw. imaginären Teil von iv.
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so existiert auch um arg  für
<9/2 d (J__ ) i=trr . ,  '<gm d ( 1  )

jedes 0( <r).
Beweis. Die Umkehrfunktion von 2 ( w )  bezeichnen wir mit
w ( z ) .  Wegen w=w(z) und z= 2 1 (w 1 )  folgt w= w ( z i ( w i ) ) .  Durch

diese Funktion wird die halb-Ebene al (w1) >0 auf 91(w)> 0 abge-
bildet, und der unendlich ferne Punkt 0 0  wird auf tv---= co über-
geführt. Daher nimmt die Funktion w = w (zi (w,) ) die Gestalt

w----awi + /3, (a'-, 0) (I )
an. Wegen (I) folgt

d z  
d  ( j - )

w , d z to ' . 1_ •
d  (

„ 
w
l  ) 11-4), ) d e )  de 

w 
w1-

=(a+ ß ) I .  
ß  v.  i  .   d z  

\ W 1  1  a  d (J-)
WI

dzSomit ist arg . - a r g  (a + ) 2. + arg d z
. Folglich ist

d  
 1  \ w ,

d ( ' )

\ iv,W 1

l dzim  arg   - a r g  cc+ lim  arg 
d z

w .  z .  b. w.
I arg i < 0 / 2  a,   1  ) I a rg  1<0/2 d ( 1  ) 9

Satz II. Angenommen, dass 0 , R  und 20 denselben Bedingun-
gen des Satzes I genügen. K  bezw. K ,  sei ein Querschnitt von
und Kreisbogen mit dem Zentrum zd und dem Radius r  bezw. r o , und

bezw. sei dasjenige Teilgebiet von 0 ,  das durch K  bezw. K ,
bestimmt wird, und das den Punkt zo als Grenzpunkt hat.

Wir bilden bezw. , ) ,  konform auf die halb-Ebene 91(w) > 0
bezw. 91(w 1) > 0 derart ab, dass zo auf unendlich fernen Punkt sich
abbilden lässt, und wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit

dzz=  z (w ) bezw. z=z i ( w , ) .  Wenn für jedes 0( <71.)lim  arg
<o'

L )  

dzlim arg existiert, dz

dz

(2)
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existiert, so existiert auch um arg d z  

Will e d  )
2 w i

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass entweder k) in k), ent-
halten ist oder in k) enthalten ist. O h n e  Einscnränkung der
Allgemeinheit können wir annehmen, dass in  e n th a lte n  is t .
Durch die Funktion z =z (w ) wird au f e in  Teilgeb iet S t von
N(w) > 0 abgebildet. Es ist leicht einzusehen, dass für genügend
grossen positiven Wert a und genügend kleinen negativen Wert b
die Hälbgeraden (N(w) =0, (w ) >  a)  und (N  (w) =0, (w) <b) in
der Begrenzung von .R enthalten ist.

Die Umkehrfunktion von z=z(w) bezeichnen wir mit w= w(z).
Durch die Funktion w= w (2) w (z i (w ,) )  w ird d ie Halbebene
91(w1) >0 auf ,R abgebildet, und w1 = 00 wird auf w= co übergeführt.

Nach dem Carath6odoryschen Satz entsprechen bei der Abbil-
dung w= w(z i (w ,)) die Begrenzung von R(w 1) >0 und die Be-
grenzung von R einander eineindeutig und stetig. Das Urbild von
w= ia bezw. w=ib bei der Abbildung w= w(z,( wi )) bezeichnen wir mit

ic bezw. w1 = id. D ie  Halbgerade (91(w,)= 0, acw,>> c) bezw.
(N(w,) =0, ,;'5(w 1) <d) wird durch w=w(z,(w i )) auf die Halbgerade

(w) = O .  (w) > a) bezw. (91(w) = 0,crC' ( w) <b) abgebildet. Daher
können wir nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip eine re-
guläre Funktion g(w 1)  auf 11011< co, bis auf R (w,) =0, d ( w 1 )

definieren, die auf N(w 1) > 0 mit w(z i (wi )) identisch ist. Folglich
kann man g (w 1)  in einer Umgebung von w1 = co in Laurentsche
Reihe entwickeln. Da g(co) = co ist, haben wir die folgende Ent-
wicklung

g(w i ) = + +

 

b b,+ ai w,+ a0 +  1 +

   

Anderseits ist g(W 1 )  eine schlichte Funktion, so muss
„ ......g(w ,) a ,w i + a, +  b1b+  - 0 + 0) (1)wi  w , -

sein. Aus (I) folgt
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d z  {ai+o(w,)}2.{  a
l   +o(w,)} (2)

d ( --)

wo o(w 1 )  mit  1 gegen 0 strebt. Aber die Abbildung w=g(w,)
WI

ist konform am Punkte w,= CC, so wird jeder Punkt des Bildes von
01 arg w1 1 < 0  far genügend grossen 1 w, 1, in 1 arg w 1 <---+2

e,(e> o) enthalten. Daher ist lim  arg d z  

arg I< 0/2+ E d ( 1  )
W .

d z  =arg a,+lim arg
I 1arg to I <0/2+ s d

w1 1

w. z. b. w.

Satz III. Es sei 03 ein Gebiet der z-Ebene, und R sei die Be-
grenzung von 63, und 20 sei ein Punkt auf R, der folgenden Bedin-
gungen genügt.

1. Es gibt eine offene Menge U  von der Art, dass U  den
Punkt 4  enthält und U.R aus den beiden einfachen Bögen 1 und
l' mit der Eigenschaft 1.1'= z0 besteht.

2. Die beiden Bögen 1 und l' schliessen am Punkte  4  einen
Winkel 0 (3 =  o, 2;7) ein.

K  bezw. K, sei ein Querschnitt von 6 und Kreisbogen mit dem
Zentrum z, und dem Radius bezw. r„ und S) bzw .  5 ) ,  sei dasjenige
Teilgebiet, das durch K bezw. K, bestimmt wird, und das den Punkt
z„ als Grenzpunkt hat.

Wir bilden 5 )  bezw. S), konform auf den Winkelraum l arg
0

<2  bezw. 1 arg w,1 <-
2
 derart ab, dass 2 3 auf unendlich fernen

Punkt sich abbilden lässt, und wir bezeichnen diese Abbildungs-
funktion mit z = z(w) bezw. z=z,(w ,). Wenn für jedes 0' < 0

dzd z  um arg  existiert, dann existiert auch him arg
ra.1r,,, 1<v/2 d ( 1  ) I arg wi I <9 , i 2 d (  1   \

W1 1

für jedes 0' <0.
Beweis. Wir setzen Z= (2 — ,W Durch Z= (z—z )

wird k) auf ein Gebiet S t der z-Ebene abgebildet, und der Punkt



Über die Ausnahmewerte der meromorphen Funktionen.

zo wird auf z-- 0 übergeführt. Durch TV= wird der Winkelraum

I arg wI <— auf die Halbebene (W ) > 0 abgebildet. Wir setzen Z
2

9
=Z( ( 2 ( W )  —  20) 7TI, so ist

d   1   \
d Z  d Z   d z w  

d 7  1   \— dz d 7  1   \ d i  1 \
w \

Aus Z= (2 — und W= w - 6- folgt aber

0[-
dZ  d (

' )

 ( Z )  
d z  d  7 1 \ —  1  

W/ W

Wir bilden a konform auf I C  <1 derart ab, dass Z=0 auf
C —1 übergeführt wird, und wir bezeichnen diese Abbildungsfunk-
tion mit Z=Z ,(C ). Nach dem berühmten Caratheodoryschen Satz

existiert Hm arg 2 1 (C)  ( 3 ) ,  wenn C sich innerhalb eines belie-t4i C—i
bigen von zwei aus C=1 ausgehenden Sehnen von IC I <1  gebilde-
ten Winkels b ew eg t. Die Umkehrfunktion von Z=Z,(C) bezeichnen

1wir mit C=C(Z), und wir setzen p= 
 W•

1Durch C—C(Z( ))=

C(p) wird der Winkelraum N W > 0  a u f  C I <  1 abgebildet, und
der Punkt p = 0  wird auf C = 1 übergeführt. Dann existiert für
jedes O'( </r) lim  arg C( 2 ) - 1 .  ( 4 )p.+0 /1arg 1.1.1<t)//2

Nach (3 )  und (4 )  existiert lim  arg  Z  fü r jedes O"( <7, - ) .  Aus
IV->

I arg i< O H / 2  
(  

1
)

(I) folgt

(1)

(2)

dZ0 Z d z  arg —  1 —  arg +arg

( )
7r 1 d   1  

w I

(5)
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Aus (5) folgt ohne weiteres, dass, wenn Um arg
d z

 für jedes
arg w 1<V/2 d

(  1  
w I

O '(< 0 ) existiert, so auch lim arg d Z  für jedes 0" (<70
I arg

existiert, und umgekert. Aus dieser Tatsache und dem Satz II
können wir schliessen, dass der Satz III richtig ist. W. z.b.w.

Satz IV. Angenommen, dass 0, R  und 4  denselben Bedin-
gungen wie im Satze III genügen. K s e i  Kreisbogen mit dem Zen-
trum .4 und dem genügend kleinen Radius r ,  und sei dasjenige
Teilgebiet von 13, das durch K  besimmt wird, und das den Punkt
zo als Grenzpunkt hat. Wir bilden konform auf den Winkelraum

0 0arg w I < bezw. arg w, I <  derart ab, dass z.,, auf den unendlich
2 2

fernen Punkt übergeführt wird, und wir bezeichnen diese Abbil-

dungsfunktion mit z= z (w ) bezw. z=21 (w,). Wenn him arg 
1 arg w I <ON2 d ( 1  )

für jedes 0' ( <0) existiert, so existiert auch lim arg d z  
, 1 )iarg  w i l < 0 / 2  a  ( —

wi
jedes 0' ( < 0).

Beweis. Dieser Satz folgt ohne weiters aus dem Satz I und
der Beziehung (5) im Beweise des Satzes III.

Aus den Sätzen III und IV können wir schliessen, dass die

Existenz von l dzim arg  nur von dem Verhalten von R  am
d (   1  

w
Punkte 20 abhängt.

Definition I. Angenommen, dass 0, R, z , u n d  2 =  z  ( w )
denselben Bedingungen wie im Satz IV genügen. Wenn für jedes

0' ( < dzhim arg existiert, so sagen wir, dass R am Punkte
a r g  u  < 0 '1 2  d

i  1   \
W

20 Eigenschaft (A )  hat.
Satz V. Angenommen, dass, 0, R, 2 0, und 2= -2(w ) densel-

1. Vgl. den Beweis des Satzes HI.

für
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ben Bedingungen wie im Satz IV genügen, und dass R am Punkte
zu die Eigenschaft (A) hat. Dann existiert immer um arg —z  z„

1arg xr I <Ø , y2

lim  arg d z2 -  _für jedes 0'( <0), und es besteht um arg 
1iarg q d < P / 2

71 , - > 0 7

'arg W 0 /2d  ( 1   .1
w I

Beweis. Wir setzen Z-= (z z ) ) ' " ,  W.—IN- ". Dann existiert"

arg IF <0 "/ '

um arg 
1 

 f ü r  jedes 0" ( < 7r). Aber  Z (z— zo r "
1 1.  Daher ist

7rarg 
Z

 = -- a rg  
 2 - 2

° und um arg 2 - 2 ' existiert. Wir setzen w=  1 
1  10 1+ c o

largj < 0 / / 2

0so wird durch w  1= der Winkelraum I arg WI < auf larg sI <
2• 2

abgebildet, und der Punkt w= co wird auf s=0 übergeführt.
Wir setzen s=u+ iv ,  z= P(u,v) + iQ(u,v). Dann ist

arg (z— z ) ) = tan ' 
 Q  ( u , v ) —  Q  ( o , o )  

arg s=tan -1   v
P(u,v)— P(o,o),

Auf der reellen Achse von s-Ebene ist arg (z—z ) ) =tan '
Q(u,o) —Q (o ,o) Nach dem Mittelwertsalze ist aber
P(u ,o) — P(o,o)

Q ( 40) 
arg (z--20).-=tan - i  Q(11,0 ) —  Q(0,0)  _ t  --1  • a u  

P(u,0) —P(0,0) a n  aP(u„0)
au

aQ a P wo 0 <u, < u ist. Aber arg 
 d z   

— t a n  
I' . Daher ist wegen

ds a u  a u

(2 )  arg (z(u + i0)— z) ) = arg 
 d z  ( u ,  + i0 ) 

 und lim  arg  2 —  2 ° —lim arg
ds s+0

dz auf der reellen Achse von s-Ebene. Da nach der Annahme him
ds arg wi Z.:;72
arg 

d z
existiert, so ist wegen s— 1 ,  um arg 2 - 2 ° —limw arg wi<0,12 1d  I arg

T/TT y r vu

( 1 )

(2)
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dzarg
(_1

w I

w. z. b. w.

Definition 2. Es sei ein Gebiet auf 2-Ebene, und R sei die
Begrenzung von 03, und 4  sei ein Punkt auf R  mit den folgenden
Eigenschaften.

I. E s  g ib t e in e  o ffen e  M en g e  U  v o n  d e r A rt, d a ss  U den

Punkt z, enthält und U .R  aus den beiden einfachen Bögen 1 und
l', mit der Eigenschaft 1.1' z o , besteht.

2. Die beiden Bögen 1 und l '  schliessen am Punkte 4  einen
Winkel O( o,2 7 r )  e i n .

3. R  hat die Eigenschaft (A) am Punkte 4.
K  sei ein Kreisbogen mit dem Zentrum 4, und mit dem genü-

gend kleinen Radius r, und K sei ein Querschnitt von 6.K bestimmt
in (Si genau die beiden Gebiete u n d  e in e s  v o n  d e n e n ,  e t w a
SP' , den Punkt zo als G renzpunkt hat. Es seien 4,1 und {l'.}  (n=-

1,2,  ad infinitum.) die Folgen der einfachen Bögen auf  m i t
den folgenden Eigenschaften.

I. Der Bogen 1„ bezw. l'„ verbindet den Punkt 2 0 und einen auf
K  liegenden Punkt a .  bezw. [3„.

2. Sowohl 4, und 4,„ für voneinander verschiedene Nummern
m  und n, a ls  auch  /, und  l'”„ für beliebige Nummern m  u n d  n,
haben, bis auf 4 , keine Punkte gemeinsam.

3. Sowohl /," und l '  als auch /„ und 1 schliessen einen Winkel

0 )  ein, und 7r
1

.  strebt m it  monoton gegen Null.
2

Wir bezeichnen das Teilgebiet von das als Begrenzung die
Vereinigungsmenge + (a n  p a )  hat, mit , w o (a . 43„) den die
Punkte an  u n d  pn  verbindenden und in enthaltenen Teilbogen
von K  bedeutet.

H sei ein Kreis mit dem Zentrum 4  und dem Radius s( < r).
Unter den Komponenten des Durchnittes  • (das Ä ussere  von  H)
gibt es einzige Komponente SI von der Art, dass St die Punkte a„
und A, als Grenzpunkt hat.

Es sei gegeben eine reguläre Funktion f ( z )  a u f  O . W ir  b e -

zeichnen das Maximum von I f(2)1 a u f  m i t  /l4,,(s), und wir setzen
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iy n  lo g  log  114".(s) 

l o g  —
1

Es ist leicht einzusehen, dass i2„} eine

monoton zunehmende Folge ist, so existiert unendliche oder endli-
che Grenze um  An , die wir mit A bezeichnen.

Der W ert A offenbar hängt nicht von der Auswahlweise der
Folge i  1, { L' } und des Bogens K ab. Wir bezeichnen A von jetzt
an als die Ordnung von f ( z )  im Hadamard-Borelschen Sinne am

Punkte zo. W enn zo = c o  ist, so setzen wir z  1
. W ir definieren

die Ordnung von f ( z )  im Hadamard-Borelschen Sinne am Punkte

zo= co als die Ordnung von AI) im Hadamard-Borelschen Sinne

am Punkte C=0.
3. Definition 3. Angenommen, dass 6, R, 20 , K, 

und SI denselben Bedingungen wie im Definitition 2 genügen.
Es sei gegeben eine meromorphe Funktion f ( 2 )  a u f  O .  Wir

setzen
l o g  j8  A (t)  d i  1   \

J>. 1 t
A (s )=  1( L F f 'Ll(f(22))1',„)„ dx dy und Ein

st 1

 

=Pn
log  1

w o z=x+ iy  ist. So ist tt„ } eine zunehmende Folge, daher existiert
unendliche oder endliche Grenze lim p„, die w ir m it ,a bezeichnen

n+co

und als Ordnung von f ( z )  im Nevanlinnaschen Sinne” am Punkte
20 bezeichnen.

Satz  V I. A ngenom m en, dass 6 , I?, 2„ K und denselben
Bedingungen wie in der Definition 2 genügen.

0W ir bilden S:.) konform auf den Winkelraum l arg wl <—
2

derart ab, dass zo auf den unendlich fernen Punkt und ein Punkt
von K  auf w =0 sich abbilden lässt, und wir bezeichnen diese Ab-
bildungsfunktion mit 2= z(w).

f (z )  sei eine meromorphe Funktion auf 03, und A sei die Ordnung
von f (2 )  im Nevanlinnaschen Sinne am Punkte z„, und A' sei die
Ordnung von f (2 (w ))= 9 (w ) im Nevanlinnaschen Sinne am Punkte

I) V g l. R . Nevanlinna, Eindeutige Analytische Funktionen. S. 163-166



16 Ken'iti Koseki

w  c , 3• Dann besteht immer die Beziehung 2= -
Bevor wir Satz VI beweisen, schicken wir den folgenden Hilf s-

satz voraus.
Hilfssatz. Es seien / und l' die beiden einfachen Bögen auf

der z-Ebene, die den Punkt z= 0 mit z = C o  verb inden , und  1 und
l ' haben, ausser den beiden Punkten z= 0 und z= cc , keine Punkte
gemeinsam. Die Vereinigungsmenge 1+1' bestimmt dann auf z-Ebene
die beiden Gebiete u n d  S t ' .

Es sei gegeben eine reguläre Funktion f ( z )  auf St, und f (z )
sei stetig, bis auf z= v., auf 1 +1 '. K  sei ein Kreis mit dem Zen-
trum  z=0 und dem  Radius r. Angenom m en nun, dass für jedes

r>  0 der Durchschnitt K. St aus einem einfachen Bogen p (r) besteht.
(r„ 7 2) sei das Teilgebiet von a, das durch die Vereinigun-

gsmenge ß ( r )  +P(r 2 ) + eine Teilmenge von (1+1') begrenzt wird,
w o  ro> ri > 0 ist. W ir bezeichnen das M axim um  von I f(z) I auf
P (r)  m it M (r)  . W enn 0 <r, <7, <7, ist und das M axim um  von
f (z ) I auf 43 (r1 ,r3 ) =M ax . (M (r,) , M (r3 ) )  ist, so  besteht im m er

die Beziehung
lo g  rs — l og t'al o g  r g — lo g  

log  ‚3— log  n . log  p3—log
M(r2) - -Alf(r1) 114-(Y0

d.h. log M (r)  ist eine konvexe Funktion von log r.
Beweis des Hilfssatzes. Der Beweis verläuft ganz analog zu dem

Beweise des Hadamardschen Dreikreissatzes. Wir setzen nämlich
log M(r1) —log  M(r3)  F(z )=e f (z ) , wo a— ist.

log r3 —log 1, ,
Nach den Voraussetzungen des Hilfssatzes ist das Maximum

von I f(z) I auf 43 (r i ,r,) (M(ri), M(r3)), so ist das Maximum
von IF(z) I auf 43 (r„ 7 3 ) =7, 0 M (r,)— r1 aM (r1 ) .  Da ß ( r 2)  in 43 (r„ 73 )
enthalten ist, so ist

r2'1111(r2)---rialif(ri)
l og  ‚ —log 2 log rg— log 

Damit ist M(r2) M(r1)= M(r1) l o g  'o - 1 g  M ( r 3 )  log rg—log
7 2

w. z. b. w.

Beweis des Satzes VI. I. Schritt. Es sei #O  e in e  m o n o to n
zunehmende Folge von positiven Zahlen von der Art, dass 0„ fir
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n---00 gegen 0 strebt. W ir setzen A (r )=   1  frf'(z(w))1 2 du dv
. (1+1f ( z ( w ) I "  ) 2

i

<'-
ar g 1 •C(11&/ 2und logf'  A ( r )  d r0 r

log r —I" „ w o w = u + iv  ist. W i r  können leicht be-

weisen, dass lim  it'„ d ie  Nevanlinnasche Ordnung v o n  f(2 (w ))
7 2 + 0 , 1

am Punkte w= .0 ist.
Wir wöllen erstens zeigen, dass % .1 '  ist. W ir  se tzen

1s=log 1  —log .=s(a), s-=x+iy, (1)
z (w )- z0 2(ea)—zu

w=e - ,  log w=a

Durch die Funktion w =e ' lässt sich der

Winkelraum arg WI <  auf das  Ge-

biet S„(— 00 <e" <00,— <
2

abbilden. D as B ild von larg wl < 
2

durch die Funktion 2=2 (w ) bezeichnen
wir mit und der Punkt a sei das Bild

von w=0 durch z = z (w ).  Dui ch die Funktion s=log 1  
2 (W ) —  20

lässt sich das Gebiet k:). auf ein giirtelformiges Gebiet T n abbilden.
D a  2 (o )= 2)=2, ist, folgt aus (I), dass durch s = s (a ) d e r  unen-

dlich ferne Punkt von s-Ebene auf den unendlich fernen Punkt von
a-Ebene übergeführt wird.

Durch die Abbildung s=s (a ) lässt sich die Strecke (E=konst.,
0—i 6 4 "  ) auf einen einfachen Bogen r t  abbilden.
2  = 2 '
W ir bezeichnen die Länge von rt m it L, so lässt L sich folgen-

dermassen darstellen.
On /2

L -- -- is ' (6 )  I 6 2 f  i f dX Y
(3)

8t —On /2

Daraus folgt
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0,, /2

j.
 dx 

(1)2 1 —
—0,, /2
0„ /2

f dy
J I elv

—en/2
On /2

D as Integral f I dx stellt" bekanntlich
c1)2

(4)

die totale Variation von
/2

0 0  x(v) auf — 72  dar.
2  —  2

Wir bezeichnen das Bild von 72 ,----0 7 2  d u rc h  sr----s(a) m it a
und das Bild von —  0 ,1 /2  m it  b. Dann besteht die Begrenzung
von T . aus der Vereinigung a+ b, und der Durchschnitt a •b besteht
aus einem einzigen Punkt. W enn beliebig kleines e gegeben ist,
so existiert es zwei reelle Zahlen c und d von der A rt, dass der
imaginäre Teil y jedes Punktes s auf a bezw. b, für genügend grosses
s I, der Ungleichung y > c bezw. y <d genügt und c—d> On —e ist.

Für genügend grosses 6 ist daher
042

c—d5 dY ( 5 )c/72
—042

Wir bezeichnen die Differenz des Maximum und des Minimum
von reellen Teilen der Punkte auf r, m it w(e), so folgt aus (4)

O/2
w ( o < d x

(1)2
—0„/2

Aus (5) und (6) folgt

( 6 )

0./2

(c—d)+ {w(e)} 2 < (1 dy
0„/2

Ay+  d.x
J

 

c/72) ( 7 )

  

Anderseits ist gemäss der Schwarzschen Ungleichung

1) V g l .  S. Saks. Theory of the Integral. S. 127,
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0„/2 On/2 0„/2 On/2
dy +I f dx

J \ J 4
• —0n /2 —042 — 042 — 042

0/2 0„/2 0„/2 042

+ `

ivd x  ) '2
4—on (  ( di  ) 4 + ch)

—0„/2 —042 —042— 0/2
( 8  )

Somit folgt aus (3), (7) und (8)

0„I2 042
( c _ 1(0()12 _<0.  I  1(  dx

\  
dy \21 d , = 0 . i s , (0.)1 24

4 4  I )  -I

— 0„12 —042
( 9 )

Integrieren" w ir  d ie  beiden Ausdrücke von (9 ) in bezug auf
zwischen 6° und E„ so erhalten wir

E,
(c—d) 2 1d:+1(0 2 (6)d.:=0411 s' (a) rde4 (10)

•eo

Nun stellt IfI s' (a) I2clech den Flächeninhalt desjenigen Gebietes
dar, welches der Bogen r t beschreibt, wenn 6 von 60 bis e, wächst.
Wir bezeichnen das Minimum der reellen Teile der Punkte auf
r t mit x (e ) und das Maximum von w(e) mit 0),(6), w enn  e  von
-,F0 bis E, wächst.

Wenn e > 0  beliebig gegeben ist, existieren es zwei reelle
Zahlen c ' und d ' von der Art, dass Imaginärteil y jedes Punktes
auf rt , für genügend grosses 6, der Ungleichung d' <y <c' genügt
und c'—d' <On +s ist.

Wir zeigen nun, dass w (e) eine beschränkte Funktion ist. Es ist
ds ds dz dw w  dz 1 o dz
d i d z dw d i z—zo dw (2— zu)w dw

Daher ist

ds 1d z  arg =arg+  a r g
d t i ( 2 —  2 0 ) w d(l/w)

Aus (11) und nach dem Satz V folgt

1) W i r  können leicht einsehen, dass co(e) eine stetige Funktion von e ist.
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ds . 2— zu ) • d z  urn arg —  hm arg + hm —0 (12)1/w d(l/w)

Daher werden die zu reeller Achse parallelen Geraden auf (I —
Ebene durch s=s(a) auf diejenigen Kurven abgebildet, die Tan-
genten von denen für genügend grossen s I beinahe parallel zu
der reellen Achse von s-Ebene sind. Wir bezeichnen die Familie
dieser Bild-Kurven mit

Die zu imaginärer Achse parallelen Strecken, deren Punkten
die imaginären Koordinaten haben, die von — (B./2) bis 0./2
wachsen, werden auf diejenigen Kurven abgebildet, die gesamt die
orthogonalen trajektorien von machen. W ir bezeichnen die
orthogonalen Trajektorien von R, mit

Es sei C eine zu gehörende Kurve, so lässt sich C derart
darstellen, dass .x=x(/) und y =y (/)(—  ) .  Die Rink-

. 2 2
tion y(/) ist dann für genügend grosses I cl eine monoton zuneh-
mende Funktion von /. Denn, wenn y() keine monotone Funktion
von' wäre, so würde es mindestens  einen Punkt /, auf — (0/2)
.._</<(On/2) geben von der Art, dass dy / 4  am Punkte n  ist ;
dies widerspricht aber der Eigenschaft von ci 2• E it auch leicht
zu sehen, dass y(/) zunehmend in bezug auf / ist.

Wir bezeichnen mit a den Winkel zwischen einer Tangente
von C und

Daher ist

der reellen Achse

dx 1_ 1 1 dy

von s-Ebene,

_

so

1

ist dy dx- tano.
4  

/

• dy .
4
Für

ci/ tanö 4 tan öI
gend grosses

1
s.Ial wird Somit ist to (e ) ‹.

d x I 
4

, t a n  ö
< d Y  4 e (c' — d'). Also ist w() eine beschränkte Funktion

von e.
Daraus, dass jede Kurve von für genügend grosses x,

beinahe parallel zu der reellen Achse von s-Ebene ist, folgt ohne
weiteres, dass x($ ) ist eine monoton zunehmende Funktion von
ist. Daher wird, für genügend grosses e o, das durch rt besch-
riebene Gebiet im Rechtecke x (e,,) ‹  x x ( c )  (01(E1))

enthalten. Folglich ist aus (10) (c—d) 2 f f (02 ($)de —d')

ix ( 1) + 1(e — x ($ 0)1 , und es wird En en
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x ( e ., ) >  (c— d) 2 (E1— 0) 4_
0„(c'—d')

 

e 0
(13)

Da (0(;t) eine beschränkte Funktion ist, so folgt aus (13)
Er n   x($,)  >  ( c — d ) 2  >  (0 „— E ) 2

 da e  beliebig klein ist,
oo —$0 — '

so ist

Nun wird die Strecke (E—konst., )  durch die0
2 2

Funktion w=e auf den Kreisbogen (I w  e' = konst, I  arg wI < 04 /2)
übergeführt.

Wir bezeichnen das G ebiet (t < I wl <i', arg w l <0/2) mit
p(t, r), und wir bezeichnen das Maximum von I z(w) —Ad auf
p (t, 0  m it M(t, t'). Das Maximum von I 2( w) auf dem
Kreisbogen (Iw I =  k o n s t . ,  I arg w I <0 4/2) bezeichnen wir mit
M (t ) ,  so können wir beweisen, dass für genügend grosses t
M (t, t ')= M a x . (M (t), M (e )) ist.

Angenommen in der Tat, dass dies nicht der Fall ist. So
muss I z(w )-2,1 an einem Punkt auf der Strecke (t < wI <t', arg w
—0 ,12) oder auf der Strecke (t <1w1 < t', arg w= —0,12), etwa auf
der Strecke (t < wI < t', arg w =04/2), das Maximum annehmen.
Dann muss Realteil x von s(a) an einem Punkt P  auf der Strecke

= 0,12, log t < < log t ')  das Maximum annehmen. Daher besteht
am Punkte P  die Beziehung dx/d=- 0. Dies aber widerspricht der
Tatsache, dass die zur reellen Achse parallelen Geraden der er-
Ebene durch s=s (0-) auf diejenigen Kurven abgebildet, deren
Tangenten für genügend grosses Is beinahe parallel zu der reellen

1) x(e) bedeutet den Wert, den die Funktion x(e) f ü r e=log t annimmt.
t =log t

um> 1 - 6 , (14)
E1—co 1—E,

Wir setzen I wI und” x( ) =log 1/t1. H  sei ein Kreis mit
e= log t

dem Zentrum zo und dem Radius t1. Unter den Komponenten des
Durchschnittes (das Äussere von H ) gibt es genau eine einzige
Komponente W O  von der Art, dass ft (t ,) den Punkt a  als Grenz-
punkt hat.
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Achse von s •-Ebene sind. Damit muss für genügend grosses t
M(t, e) =Max. (M (t), M (e)) sein.

Da M( t, t') =Max. (M (t), M (e)) ist, so ist nach dem Hilfssatz
log t„ für genügend grosses t, eine konvexe Funktion von log t.
Damit ist log 1/t1, für genügend grosses t, eine konkave Funktion
von log t. Daher besteht immer

log 1/t1
2 — log 1/t1

1l o g  1 / t , 3 — log 1/t,'
log t2 — log — loge—log t2

wenn tl < < r  ist". Daher ist

j >  lo g  0 1
2 — log 1/t1 l o g  1 / t 1

3 —log 1/t,2

— log t2 — log t' — log r— log r

w o j  H i l l   log 1/42 — log 1/t,1

r - ÷ti +0 loge—log t'
W ir setzen nun A(t,)— (  +I f l

'
f
(

 (

2
2
)  )

1 2
1 )  2 rdrd0 und A (t)

St(t1 )
If ( 2 ( W ) ) 1 2  R d R d e , W O  z=reio und w = Rem ist. E s

.) (1 + If(2(w))1 2 ) 2

Iw i<t
fargwl<0„/2
ist dann offenbar

A(t1) A(t) (16)
Anderseits ist

t, 11
I  A (t)  cil  1  ) _  

A ( t i )  d ( l o g  , (17)
1 / 4  \

wo das rechtstehende Integral im Stieltjesschen Sinne zu verstehen
ist.

Aus (15), (16) und (17) folgt

ti

JA ( t , )   d i  1  
 H

A (t ) d(log  1 )S IA (t)d (J  logt)l/t, t, t,

= J J A(t)d(logt)=JJ  " )   dt.

1) lo g  1 / t 1
2 bedeute t den  W ert von  x(e) für E=1og t .

(15)

bedeutet.
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Daher ist
ti

l o g  f (  1 ) A(t)  d t

J 
A (t,)  d 

k 
l o g  j+  log f

log t 
log Mt, log t log 1/t1

(18)

Es ist nun aus (14) für genügend grosses

log t _ e < 1 + e '
log 1/4 x (e) eo) (1 -2 ')

Damit folgt

ti t
l o g  f A(4)  d (  1  ) log,/ + log t

A (t)  dtJ 1 8 1  \  t ,  < f
log t 

log 1/4 — log t log 1/t1

t
log J + log I  A (t)  d t

t _< (1 +6')
log t

Da t, eine T nA lo/(tott,, n,  d (abnehmende und± e  i iund) stetige Funktion von t  ist, so

log 
t,

) 1 logf  A ( t )   at
t

I .

Für ist" 2.< (1 +6') Da 6' beliebig klein ist, so wird

2<2' (19)

2. Schritt. Wir haben das Bild von 0,i/2 durch s=s(a)
mit a und das Bild von 72— —O'/2 m it b bezeichnet. W ie  im  1.
Schritte gezeigt worden ist, sind die Tangenten von a  und b  far
genügend grosses I s I beinahe parallel zu der reellen Achse von
s-Ebene. Daher besteht für genügend grosses I s I der Durchsch-

1) Wir können leicht einsehen, dass Hm g „  die Nevanlinnasche Ordnung von f (z)
71 0 0

am Punkte z = z o ist.

I E I

ist
log 1/t1l o g t

ti
lo g  11(t1)  (1( 1 )t,w ir  lim — p „ setzen, so ist t i n  _< (1 +6') tt„'.

log 1/t,

Wenn
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nitt von einer Gerade x----konst. und dem  G ebiete 71  aus einer
Strecke, die wir mit O deren Länge m it  e(x ) bezeichnen.

Durch die Funktion s.--,---s(a) w ird O  eine Kurve 8., auf S„
abgebildet. W ir bezeichnen das Minimum der reellen Teile der
Punkte auf 8., m it E(x), so besteht nach dem  Ahlforsschenl Satz,
fü r genügend grossen W ert x„

e ( x ) >  0 .   d x  f 0 ( x)

xo

Anderseits ist 'für genügend grosses x 0(x) <0 ,± s
liebig klein ist. D aher folgt aus (20)

x—x,,
0„-Fe

E (x) >

(20)

w o  e  be-

(21)

Wir bezeichnen Z:(x) m it logt und x  m it log 1/t1,  so ist log t
log f  —log f  eine konkave Funktion von log 1/t,. D a h e r  is t  

l o g  1 / t,.
2

— lo g  1 / t i l
> 0  beschränkt nach oben. d. h. existiert es eine positive Zahl L
von der A rt, dass für genügend grosse t 1 > > t

lo g  — log ti <
log 1/t1

2 — log lit,'

W ir setzen n u n  A (i,)—  1-7r Li'  (1+1 fi'f(V2 )
11

12).., rd rd 0  u n d  A (t)
st(to

( z (w ))1 ' R dR da. Es ist offenbar
IT If (1 ±1A2 (V-))12) 1

* ‹ t
arg w I <8„/2

A(t1) A (t) (23)

Aus (22) und (23) folgt

A (t) at A d(logt),<= j i i A (ti )d log ( 1 )-  T  f   1 1 (t1 )  d ( 1  

t t, / 1/ ti t i

Daher ist

1) Vgl. R. Nevanlinna. Eindeutige Analytische Funktionen. S. 87.
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t,
log 

 A

 t )  at logJi + IN
A
iz t , a  t,

logt< log 1/t1

log l/t, 
log t

(24)

log 1/t1 ist aber für genügend grosses t  kleiner als 1+.
log t

Anderseits ist es leicht einzusehen, dass t  eine monoton abneh-
mende und stetige Funktion von t, ist. Daher ist

t ti
lo g  f  A (t i)  d ( 1 l o g f   A ( 1 )   at

iim t  < 0 .+ 0 iim  1 / t 1t ,  )
t-.00l o g t— t,-0 log 1/t1
d. h. p4 ' <(1 + e)p„

Da e beliebig klein ist, p „'<p „. Wenn 0„ gegen 0 strebt, erhalten
wir

2>2'( 2 5 )

Aus (19) und (25) können wir schliessen, dass 2=2' ist. W . z, b. w.
Satz VI'. Angenommen, dass 6, I? , 20,  K  und z = 2(w)

denselben Bedingungen wie im Satz VI  genügen. f ( z )  sei eine
reguläre Funktion auf 6, und 2 sei die Ordnung von f ( z )  im
Hadamard-Borelschen Sinne am Punkte z , und 2' sei die Ordnung
von f (z (w ))=50(w ) im Hadamard-Borelschen Sinne am Punkte
w cf3• Dann besteht immer die Beziehung 2=2'.

Der Beweis verläuft analog zu dem Beweise des Satzes VI.
So lassen wir den Beweis weg.

Satz VII. Es sei f (2 )  eine meromorphe Funktion auf einem
Winkelraum I  arg21 <0/2. Wir bilden diesen Winkelraum auf
das Innere des Einheitskreises von w-Ebene I w  I <1 derart ab,
dass 2= c o  auf w = 1 und 2=- 0 auf w= —1 sich abbilden lässt, und
wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit 2--=2(w).

iz1S  r  
( 1 +

11
1
'
1
(2

(2
)

)
12

1,) , d x d y , (2 =x +iy ) , sei beschränkt für

I arg z1<0/2
gend kleines r,  und ti sei die Nevanlinnasche Ordnung von f (2)
am Punkte 00 und te' sei die Ordnung von f (z (w ))=-50(w ) im
Nevanlinnaschen Sinne, so besteht immer die Beziehung (dpt)p



Winkelraum I  arg I <0,/2 auf den Winkelraum I  argC <t972. 7/0
argebildet.

Wir setzen A (r)
1  f f  ( z )  
7r J.) (1+  If(2) 12)2

jzi S r
[argz!<0,./2

f f I f  (cp'") 12- „ + k -----). Es ist offenbar A (r)
( 1 +1.1-W 1'912) -

dxdy, Ai(r)—  1 
7r

Ken'iti Koseki

Beweis. I. Schritt. Durch C=i° wird der Winkelraum
arg2 <0/2 auf das Gebiet N(C).> 0 derart abgebildet, dass 2= c23

auf C= c23 und 2=0 auf C=0 sich abbilden lässt. Wir bezeichnen
die Nevanlinnasche Ordnung von f(C°/') am Punkte 0 0  m it  A.

Es sei 10„1 eine monoton zunehmende Folge von positiven
Zahlen von der Art, dasr ist. D u rch  C=2- ie wird der

- , - 0 0

IcJ r
argcf<0„/2.40

A 1 ( r ) .  Daher ist f  A ( r )   dr— f 
 A i ( s )

s  •  d r  d s  w o  r=s°
1 .

J ri s r ds
0

sis t . A u s  r -= s "  folgt ohne weiteres dr  —1. D aher is t
r ds

f  A (r)  d i _ c A 1(s) d s .
J r J s
0

Daraus folgt

lo g  A ( r )   dr

lim ° =lim
log r

log I 
 A 1 ( s )   

d s

 logs 
logs log r

lo g  A '
s

(s )  ds
7r

0 um

 

logs

Daraus folgt, dass, wenn n unendlich wächst, /2= (7r/0)2. Folglich,
um das einzusehen, dass der Satz richtig ist, haben wir nur zu
zeigen, dass 2 <it' +1.

2 . Schritt. Nach dem I. Schritte können wir, ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit, annehmen, dass 0=7r ist.

Durch die Funktion
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( 1 )= w(z) =
z+1

wird die Halbebene R (2) > 0 auf I WI <1 abgebildet, und w( 00 ) =1,
w (0) = —1. Wir setzen w= E + 177 und z = + iy.

Ein Kreis IWI=c wird durch die Abbildung (I) auf den Kreis

( x +  
e+ 1  ) ± y0= (  _c2±1 )2 _1. ( 2 )

abgebildet. Das Zentrum dieses Kreises ist (e+ 1/1— e , 0) und
der Radius ist gleich 2c/1—c..

Der Schnittpunkt von der Halbgerade arg 2 ,- -  a und dem Kreis
zI=r hat die Koordinaten (r cos a , r sin a) .  Die Entfernung zwi-

schen den beiden Punkten (r cos a, Y sin a) und (1+ en— e , 0) ist
gleich

1 44
1 1 1 2

2r 2
\ 1—e 1—e 

cos a

Wir nehmen vorläufig an, dass r  fest ist, und wir wählen
c> 0 derart, dass c der folgenden Gleichung genügt

z— 1

i+ e y
i—ce 7

1+e2 c  2r cosa=(1—e 1—e 7' ( 3 )

d. h.

  

1 1+c2

 

( 3 ')2r cosa 1— e •

Wir nehmen c diesen Wert auf, und wir ziehen einen Kreis
mit dem Zentrum (e+ 1/1— e, 0) und dem Radius 2c/1— e .  Dieser
Kreis wird durch die Abbildung (I) auf I w I =c abgebildet.

1 1.17 (2)12 1 
J

Wir setzen A (r )= dxdy und A(c)—
21-J (1+ If(2)11)2 7r

zl_ r
ja rg z K a

livKc
z= 0 beschränkt ist, so ist, für geeignete positive Konstante K,
A (c) + K>: A ( r .  Daher besteht

A (r)  d r < f  A (c  r) +K  c  d   d e
J r d c

fl If' (2 (w))1 2

(1+ lf(2(w))12)2 
deck. Da A ( r )  in einer Umgebung von

( 4 )
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drAnderseits folgt aus (3'), d a s s  c — c Mc Cos a 
r  d c  r  (r=  — 1 )(1 — C ') '

ist. Damit is t, w en n  e beliebig klein gegeben ist, für genügend
grosses r, —

c  d r  
 <.(1 +  1e) .  Daraus und aus (4) folgt, dassr  d c 1—c

S  A (r)  d r < f  A (c) (1+ )' 
r c(1—c)

 d c—   ( 1 +  e)2 f  A (c)  d c ( 5  )1—c  J  c

Aus (5) folgt

104  4 ( 0   d r log  (1  -" ).2l o g f  
A ( c )

 dc log
1—c1 — c

147 .
<  

 log 1/1— cl o g  1 / 1 — cl o g  r
( 6 )

A u s  (3 ') i s t  c =   wo k  7 2 + 1   • 1  ist. Da
1 +k2 r cosa

um  log 1/1— c 
log r

hrn   g 1 m Y• lo 1/1— c  —1
.1  {   1   + 1  dk 

log r 7-00 21 + kV i e 2-1  i  d r

1Wir können leicht einsehen, dass him7 1   1   + 1
r - , -c o  2 1+ kA / k 2 —1

2 cos a. Daher ist
,

hrn log 1/1— c  _ 1
log r

Aus (6) und (7) folgt ohne weiteres

• lo g s  A (c) l o g  
4

(7 )  d i' dc"
lim <1+lim c  ( 8 )

log r c - 1  log 1/1— c

Da die Ungleichung (8) für jedes a ( <  7r/2) richtig ist, können wir
schliessen aus (8), dass i i  +‚i/ ist.

log f A ( c )  d cJ
1) l  cim ist gleich die Nevanlinnasche Ordnung von f ( z (w ))  in

c-o. log 1/1—c
Jtv i<1. Vgl. Nevanlinna. a. a. 0. S. 166.

eine unbestimmte Form ist, ist es

( 7 )
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3. Schritt. Es sei irgendeine Funktion 'von der Art,
dass I a rg  < 7 / 2  durch z =z ,(tv ,) auf I tv, I konform • abgebildet
wird, und dass z1 (1)= 00 und z, (-1 ) = 0  ist. W ir bezeichnen die
Ordnung v o n  f (z , (w ,)) im  Nevanlinnaschen Sinne m it i i ' , und
wir wollen zeigen, dass ti"= /I' ist.

D urch d ie  F u n k t io n  w(z, (w,)) =2, (w i ) —1/z, (w,) +1 wird
I i v ,  <1 auf I w <1 abgebildet, und der Punkt w, =1 bezw. w1 = —1
wird a u f  den Punkt w =1  bezw. w— —1 übergeführt. Daher lässt
sich tv(z, (w,)) folgendermassen darstellen

aw,—bw — ( 9 )
a—bw,

wo a und b reelle Zahlen bedeuten.
Wenn b= 0 ist, so  n im m t d ie  Funktion  w(z, (tv,)) die Form

w= iv, an. Dann ist offenbar te=p".
Wenn b = 1= 0 ist, so  setzen w ir a/b.--- a. Dann nimmt die Funk-

tion w(21 (w 1 ) )  die Form

w -
 aw,-1 (10)

an.
D er Punkt w1 = 0  w ird  durch  (10) au f den  P un k t w= —1/a

übergeführt, damit ist I al> 1. W ir setzen und w = + i .
Ein Kreis I w l= r( < 1) wird durch (10) auf den Kreis

a ( 1 - 1 , 2) . r2 (8=—1)?
( x— + (11)

abgebildet. D as Z en trum  d ieses  K re ises  is t (a  (1— i')/82 — r2, 0)
und der Radius ist gleich r(82-1)/82—r'.

Der Kreis (11) is t  im  In n e rn  d e s  Kreises w 1 I =r, enthalten,
i

'wo 1+ ar W ir setzen A ik , 1 If (zi (w )) dx dy
0 +1 7r (1+ If(z i(w ))1 2 ) 2

f uhi<n
und A(r)—  1   f f  I f  ( 2 ( w ) ) 1 2 ck7-d72, SO i s t  A ( r ) A ,(r,).

7r J. )  ( 1 +  If( 2 (W)) I 2 ) 2

IWI<Y

Daher i s t A ( r )   dr<1  A1 (r,) 2 '1 d r  dr . . + Or
,. A us r, —  folgt,

r, r dr, 8+?:
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1 -3 1

dass 1+ 0 rg e g e n  1  
+ 0

 s t r e b t  für
r dr, 7(a+7) (71,1- 1 ) 2a - 1

Damit ist
r ri

flog i.  

 A ( 7 )   dy log  2 ( 1 + 8 )   + lo g  A 1 (  r1) d r i

J r 8 - 1 i r ,  l o g  1/1— r,
log 1/1—r — log 1/1— ri l o g  1 / 1 —  r

(12)

N ach der kurzen Berechnung können w ir uns bestätigen, dass
. loci 1/1 —hm   - ' r1 —1 ist. D a ra u s  u n d  a u s  (12) folgt

r---0. log 1/1—r

r r1

log f  A
r
( r )   d r  logy  Ai (ri)dy

li m r, d. h.
r - A. log 1/1— i  — r , , i  log 1/1— ri

(13)

Aus (9) ist w r — w a+ b/ a+ bw . Auf ganz analoge W eise wie
oben, können wir zeigen, dass

/ (14)
ist. A u s  (13) und (14) folgt

Folglich ist < 12" +1. W . z. b. w.
S a tz  V I E  E s  s e i  f ( z )  e in e  reguläre Funktion auf einem

Winkelraum I arg <8/2. Wir bilden diesen Winkelraum auf das
Innere des Einheitskreises v on  w—Ebene I WI <1 derart ab, dass

auf w=1 und z= 0 auf w= —1 sich abbilden lässt, und wir
bezeichnen diese Abbildungsfunktion m it 2 = 2 ( w ) .

f ( 2 )  sei beschränkt in einer U m gebung von z=0, und  A sei
die Ordnung von f ( z )  im  Hadamard-Borelschen Sinne am Punkte
2= 00 und A' sei die Ordnung" v o n  f(z (w ))----so (w ) im  Hadamard-
Borelschen Sinne, so besteht immer die Beziehung A'>(0/702.

1) Es sei ii(w ) eine reguläre Funktion auf litd< 1 .  M (r) sei das Maximum von
log logM(r) iv(w)! auf Jw( ---- -r(<1 )  um h e i s s t  die Ordnung von 9 (iv ) im Hadatilicard-

r..1 l o g  1/1—r
florelschen Sinne.
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Der Beweis verläuft analog zu dem Beweise des Satzes VII.
So lassen wir den Beweis weg.

Satz VIII. Es sei e in  G ebiet auf z-Ebene, und R  sei die
Begrenzung von 6 ,  und z„ sei ein Punkt auf R , der den folgenden
Bedingungen genügt.

1. E s gibt eine offene Menge U  v o n  d e r  A rt, d a ss  U  den
Punkt zo enthält und  U R  aus den beiden Bögen 1 und l', mit der
Eigenschaft / ./ '=z „ besteht.

2. Die beiden Bögen 1 und 1' schliessen an  P un k te  ;  einen
Winkel 0(+0, +27r) ein.

3. R  hat die Eigenschaft (A) am Punkte zo.
K  sei Kreisbogen m it dem  Zentrum zo und dem Radius r und

ein Querschnitt von 6 .  K  bestimmt in OS genau die beiden 'Ge-
biete S.,-") und V, eines von denen, etwa  d e n  Punkt 4  als Grenz-
punkt h a t. E s  se ie n  {/n } u n d  W I  (n=1, 2, 3,— ad. infinitum) die
Folgen der einfachen Bogen au f s'p. mit den folgenden Eigenschaften.

1. Der Bogen L bezw. 4/ verbindet den Punkt zo und einen
auf K  liegenden Punkt an  bezw.

2. Sowohl 1. und /„„ für voneinander verschiedene Nummern
in  und n , als auch 4, und /„,', für beliebige Nummern in u n d  n,
haben, bis auf 4, keine Punkte gemeinsam.

3. Sowohl 1„' und l ' als auch 1„ nnd 1 schliessen einen Winkel
71. / 2 ( )  ein, und r n  s treb t m it 1/n monoton gegen Null.

W ir bezeichnen das Teilgebiet von das als Begrenzung die
Vereinigungsmenge in+ /„' + (u./3„) hat, m it w o  (a.19 . )  den an
und 48., verbindenden Teilbogen von K  bedeutet.

Es sei gegeben eine meromorphe Funktion f ( z )  auf 6 ,  und die
Nevanlinnasche Ordnung von f ( z )  am Punkte 4  sei gleich 2, und
A sei endlich und grösser als 7r/O.

W ir bezeichnen die Menge aller auf gp,z liegenden a—Stellen
00

von f ( z )  mit M ( a )  u n d  d ie  Vereinigungsmenge M n (a) mit
n =1

M ( a ) .  Dann bestehen die folgenden zwei Tatsachen.
1. F ü r  alle W erte a ,  ausser höchstens nur zwei W erten, ist

der Grenzexponentl ) v o n  M (a) nicht kleiner als 2.

1) M  (a) bestehe aus In,. (a)} (n=1, 2, ....... ). Unter dem Grenzexponent von M (a)
verstehen wir die untere Grenze p , derjenigen Zahlen k , fü r d ie  1..] rr„(a) z o ik icon,,

7=1
yergiert.
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. Für alle W erte a ,  ist der Grenzexponent von M ( a ) ,  für
jede Nummer n, nicht grösser als 2+ (770).

B ew eis. I. Sch ritt. W ir zeigen erstens, dass w ir zu  einem
Widerspruch kommen, unter der Annahme, dass M (a), M (b) und
M (c ) als Grenzexponent die W erte haben, die kleiner als 2 sind.

Angenommen in det T at, dass  de r Grenzexponent von M(a)
= p h  der von  M (b)=p, und der von M (c) ist, und dass sowohl
Pi, /1 2  als du ,  kleiner als A ist.

H  sei ein Kreis mit dem Zentrum zu und dem Radius s(< r).
Unter den Komponenten des Durchschnittes •N • (das Äussere von
H ) gibt es genau eine einzige Komponente ,R von der A rt, dass
St die Punkte an und ,97, als Grenzpunkt hat.

W ir  s e t z e n  A ( s ) —  (1±11.(41;12), dxdy, w o  z=.x + iy,

• 
lo g  f  A (s)

1 d

l  1  )
/sm  k  s

 — A,,. Nach Definition 3  ist 2=lim An. W e n n
s-.13 log 1/s
Pi, P2 als auch p s k le iner a ls A  ist, so  sind für genügend grosses
n  P 1  P 2  und N  kleiner als An.

W ir bezeichnen die  Nevanlinnasche O rdnung von f ( z )  am
Punkte zo in  bezug  auf S i,, m it P . ,  S O  ist nach der D efinition 3
v. > 2„ fu r  m > n.

W ir se tzen  0„,= 0— r„, und b ilden  k)„, auf einen Winkelraum
I arg CI < 0,12 derart ab, dass durch diese Abbildung der Punkt z,
auf den Punkt C= C o  sich  abbilden lässt. W ir bezeichnen diese
Abbildungsfunktion m it z = z (C ).  Nach dem Satz VI ist die Nevan-
linnasche Ordnung von f (z (C ))  am Punkte C= vo gleich v,„.

D u rc h  d ie  Funktion C=C(u)—u° , -/-  w i r d  d e r  Winkelraum
I arg C I < 0„,/2 auf die Halbebene N (u) > U abgebildet. Nach dem
I. Schritte des Satzes V II ist d ie  O rdnung von f (z (C (u ) ) )  am
Punkte C= c/o gleich (B„,/z)v„,.

Durch die Funktion w  w(u)= (u — l /u +1 )  wird die Halbebene
N (u)> 0 auf I w I < 1 abgebildet, und w ( = 1 , w  (0 ) =  — 1 . Wir
bezeichnen die Umkehrfunktion von w (u ) m it u(w ) und die Ord-
nung von f (z (c(u(w )))) im  Nevanlinnaschen Sinne mit A', s o  is t
nach dem Satz VII ( 0 „ . / 7 7 ) 1 ) , . ) 1 + 1 .  D a  A> 710 ist, so ist für ge-
nügend grosse Nummer n (0„/7)Ä n>1. W ir wählen die Nummer
n  derart, dass (0„/7r) 2.> 1 ist, so  ist auch (0„,/2T)vm > 1, da  u„,>
ist.
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{an} sei alle Punkte von M „,(a ), {bn }  sei alle Punkte von
M,„(b) und '{cn } sei alle Punkte von M„,(c). Nach der Annahme
ist der Grenzexponent von M,„ (a ), M m (b )  als der von M,. (c)

kleiner als An . D a  2„<u„, ist, konvergiert sowohl E  I ai —z0 lk als
Öoj = 1

auch E  I b 1 —z0 I' für eine gewisse k=,u (<1,„,).
1

Durch die Abbildung z=z (C) werden die a —Stellen von f(z )
auf die a—Stellen von f (z (C )) abgebildet. W ir se tzen  ai=z(d i )
und bi =z(et), c i = z (fi ) (i= 1 ,2 , ....... ).

W ir haben bereits im 2. Schritte des Satzes VI bewiesen,
dass für genügend grosse Nummer i

log 141 1 < 1 + e ( 1 )
log zu

ist. Daher ist log I di l < log I zo II", d. h. I chl<11/a,-41 1 '
Somit ist für fast alle i

1 k
> zol ' E ) ( 2 )

d,

Anderseits ist log d,I I 1 Daher ist log >
log I 1/ai —z0 I 1+ s •

d ( 3 )
i

Da e beliebig klein ist, können, wir schliessen aus (2) und (3), dass
E I 1/d1 k und E  I ai—z0 I" denselben Grenzexponenten haben.

Ebenfalls haben E I 1/e1 1k u nd  E  I b,—z,Ik denselben Grenz-
exponenten. E  I k  u n d  E I ci —z, lk auch haben denselben
Grenzexponenten.

Durch die Abbildung C=C(u) wird d, auf d,' = di - l e -  abgebildet.
Wenn wir den Grenzexponenten von E  mit h, bezeichnen,
so ist der Grenzexponent von E I 1/c4T gleich (0„,/r) hi .

Aus w= w (u) = (u —1/u +1) folgt

2 ( 4 )
1+ul

Wir setzen a/ =1,v ( d i ) .  Da E I 1/ dir Ik und E I 1/1+ d,' Ik offenbar
dieselben Grenzexponenten haben, folgt aus (4), dass der Grenze-
exponent von I 1 — a ' II gleich (0„,/ 7r) h i  ist.

log II/at-41w", d. h. I di I >11/a s o m i t  ist für fast alle i
1 l g .] +E)



lim —p. W ir bezeichnen die Ordnung von g(z(w))
r ,00 log r
im  Nevanlinnaschen Sinne mit 1,,  und wir wollen beweisen, dass
p_>;v ist.

W ir se tzen  w----;+i72. D urch die  Funktion w (z ) w ird der
Kreis I z 1= r  auf den Kreis

1 ff I  R I  ( z)  dxdy, wo undW ir setzen A (r)
n* (j i- I g(z) 12 ) 2

jz1S r
91(z) 0

A (r)log f
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Anderseits ist 1— 1 al 1 511—  a,' I. Daher ist der Grenzexponent
von E (1— a,' I)  nicht grösser a ls  (0 „,/ 7r) hi . A b e r  (0,„/ Tr) h, ist
kleiner als ( 0 / z ) .  Daher ist der Grenzexponent von E (1—
kleiner als (0„,/n- )v„,.

Wir setzen w(e1') und ci ' w ( P ) ,  wo el -,e,"1°- und j = J I (

ist. W ir können  ebenfa lls  ze igen , dass de r Grenzexponent von
E (1— b,' I') bezw. E (1— ci 1)k kleiner als (0„,/7r)v ist.

A ber der W ert (0„,/z)v,„ ist nach dem Satz VII nicht grösser
a ls 2 '+ l.

Nach dem Nevanlinnaschenn Satz kann es nicht sich ergeben,
dass sowohl E (1— a,' 1)k, E (1— I b i I) ' als auch E (1— I ci D' als
Grenzexponent einen W ert hat, der kleiner als +1 ist. A ls o  sind
wir zu einem W iderspruch geführt w orden , un ter der Annahme,
dass sowohl der Grenzexponent von M (a), der von M (b), als auch
der von M (c) kleiner als 2 ist.

2. S c h r itt . E s  se i g(z ) eine meromorphe Funktion auf die
abgeschlossene Halbebene R  (z)> 0.

D urch die Funktion w= w(z) = (z -1/ z  +1) w ird 91(z) >0 auf
I w I < 1 abgebildet, und w ( ci3) =1, w(0) = —1. z=z (w) =(1 + w/1— w)
ist die  Umkehrfunktion von w(z).

( e   ) 2  e ri2o +  ) 2 1
( 5  )

abgebildet. D as Z en trum  d ieses K re ises ist (12 +1/ r2 —1, 0 ) und

der R adius ist gleich 8/( ) _ i=   2 7  (r> 1).
r2 -1

1) R. Nevanlinna. a. a. 0. S. 209.



 auch gegen 1. Damit wird aus (8)log 1+R/1— R
log 1/1-1?
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Das Gebiet IzI <r ( r> 1 ) wird durch die Funktion w= w(z)
auf den Durchschnitt (1 wi <1) • (das Äussere des Kreises (5)) ab-
gebildet. Den Durchschnitt Owl <1) • (das Äussere des Kreises
(5)) bezeichnen wir mit R.

Die Entfernung zwischen dem Punkt w  0  und dem Kreise
(5) ist gleich

12 +1 2 r   _  (r -1 ) 2r - 1  für r > 1 (6 )
r2 - 1 r2-1 r+1

Der Kreis 1w1-=-R=r-1/r+1 ist in dem Gebiet enthalten.
Daher, wenn wir ili(R)= ff 

 ( 1 + Ig(z
le(z(w))1"

w 2 )2  
d$(1,2 setzen, so ist

J i ( ) ) 1  iwi<R
immer Ai ( R )  A ( r ) .  Folglich ist

JA (R )  d R . < ç  A (r) r  d R  
R r R  dr (7 )

Aus R---  Y -

1  

r+1
 fo lg t ohne weiteres, dass r  d R  2 r  

R  dr 7 2  - i .  
Daraus

R r
und aus (7) wird 1  A l( R )   dR.< f  A ( r )   d r.  Folglich ist

R —  r

lO g  A l ( R )  dR

log 1/1—R

logf  A ( r )   dr
logy(  8  )

— log r log 1/1—R

Anderseits, wenn R  gegen 1  strebt, so strebt logy
log 1/1—R

lo g  I  
A i (R)  dR log fr  A ( r )   dr

R ,1  log 1/1—R log r

Also haben wir die Behauptung im 2. Schritte bewiesen.
3. Schritt. (i =1, 2, )  sei die Menge aller Punkte von

gt(a).

( 9 )
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Wir bilden k)„„ für eine gewisse m > n, auf einen Winkelraum
arg e <0„/2 derart ab, dass durch diese Abbildung der Punkt z,

auf e=  cc und ein auf l ie g e n d e r  P u n k t  a u f e= 0 abbilden
lässt. Wir bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit z -=z (:), und
wir setzen ai =z(b i ).

CO 0 0

E I a,- - go r  u n d  E I 1 haben denselben Grenzexponenten.
i= 1

Daher, wenn der Grenzexponent von E 11/bi lk nicht grösser als
+ (7/0„,) ist, so gilt dasselbe für I ai

Durch die Funktion u = u (e) =e 4 ° -  wird der Winkelraum
large! < Om /2 auf die H albeb en e  (u) > 0 abgebildet. Wir setzen
C=C(u) und c = u ( b ) .  Wie im 1. Schritte gezeigt worden
ist, ist der Grenzexponent von E 11/c, k= (1,,/2r x der Grenzexponent
von E 11/b1 Daher, wenn der Grenzexponent von E I 1/c, 1k nicht
grösser als (0„,/r); +1 ist, so ist der Grenzexponent von E I 1/b1 1k
nicht grösser als 2+

Durch die Funktion w= w (u) =u— 1 /u  + 1  wird die Halbe-
bene 91 (u)> 0 auf I w I < 1  derart abgebildet, dass w( 00) =1 und
w(0) = —1 ist. W ir setzen di -----w(c i )  und bezeichnen die Umkehr-
funktion von w (u) mit u (w).

Die Ordnung von f (z (C(u(w )))) im Nevanlinnaschen Sinne
bezeichnen wir mit x. Dann ist nach dem Nevanlinnaschen" Satz
der Grenzexponent von E (1— 1 dij)h nicht grösser als x+1, wenn
x > 0 ist.

Nun ist es, wenn I w I < 1 ist,

1-1 w1 2 -=(1-1w1)(1+1w1) 2(1-1w1) (10)

1—lwl—
l

— Iw I < 1-1w 1 2

1 + 1 wl —

Aus (10) und (11) schliessen wir ohne weiteres, dass E (1— Id.
und E (1— j c h i ')  denselben Grenzexponenten haben.

W ir setzen w=E+ i72 u n d  u = x + i y .  Durch die Funktion
w= w (u) wird der Kreis I UI =1, auf

ri
2 + 1  )2 +  2 (  ri2 + 1  )2

1ri
2 —1 ri2 —1 

1) R. Nevanlinna. a. a. 0. S. 253.

(12)



e2+ f 2< (  ri2+ 1 ) 2 +  2 r ,
7,2 - 1 r - 1

cosa
r - 1  7 , 2 -1
7,2+1 2r,
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abgebildet. Daher, wenn c, auf • u I=r,. liegt, so liegt di auf dem
Kreis (12). Da d , auf dem Kreis (12) liegt, so ist, wenn wir
di =  + k i  setzen,

s l($ , )2 +  1 V 22r,  ( r i > 1 ) ( 1 3 )
r, —1

Es gibt eine Zahl a von der Art, dass 0 <a <7r/2 ist und fast
alle Punkte von u=c, ( i= 1, 2,  )  in dem Gebiete I argu I < a
enthalten sind.

Die Halbgerade argu=a bezw. arg u =  a wird auf den Kreis

bezw.

$ 2 +  (>2+ 
 1  ) 2_  
tan a sin' a

E2 4_ ( 72  1   \'_   I  
tan a 1 sin2 a

(14)

(15)

abgebildet.
Der Schnittpunkt von den beiden Kreisen (14) und (12) sei

mit S bezeichnet  und (e , f ) sei die Koordinaten von S, so ist

1— (42,2 + )2,2) >1— (e2 + f) (16)

W ir bezeichnen das Zentrum des Kreises (1 2 ) m it T  und den
Punkt w=0 mit 0 .  Dann ist es

r1 +1  ) 2 + 2 r i   ) 2 _ 2 1 2 r ,c o s y , (17)ri  1
— 1 ri2.- 1 - 1

w o r  den Winkel zwischen den beiden Strecken 7 :->5. und TO
bedeutet.

Wir können leicht einsehen, dass y < a ist, so ist cos ->  cos a.
Daher folgt aus (17)

Damit ist

1 _ ( e 2± f 2)  > 1_ (  r,2+ y1(   2 r ,   )2 2  r, 2 + 1 2r, 
ri2c o s  a1 1

— 2 (  
 2 r ,   ) 2

+ 2 
 7 .,2 +  1 2 r ,  

cos a (18)
1,2 1 l 
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Aber —2( 2 r ‘ ) 2 +2  r i2 +  1 2ri  cos a ist positiv für genügende -1 r,2 —1 ri2—  1
grosses r,. Daher folgt aus (13) (16) und (18), dass für genügend
grosses r i

. I'.-1-
A/(E i 1 ;;; —.1 ) + n-  <

2r, 
ri

2-1
1— (e 2 + 2 )_ 2 (   2 r ,   )-

+2 ri
2+ 1 2n

ri2-1 r,2-1 r -1  •  Cos a

11=----- < (19)
2 

 2 n   
+ 2 COS a1'

"

+1 c o s  a
7,2_ 1 7,2_ 1

Aus (13) und (19) folgt

o 1 
2 r ,  < { 1 —  ( f 2 + V ) }  cos„r i 2_ 1

(20)

Anderseits ist 2r,/r,2 -1 > 2/r,, so ist nach (20)

2— - < {1— ( i2 + )2,2) } 1  
r i Cosa

Daher ist der Grenzexponent von 11 I 1/c, I nicht grösser als x + 1.
Somit ist der Grenzexponent von

1  ̀ k 

E   =  (x +1)
I b, 87n

Wir bilden auf den Winkelraum I  arg C I <11/2 derart ab,
dass durch diese Abbildung der Punkt z, auf C= 00 und ein auf
dem Kreis K  liegender Punkt auf c-= 0 übergeführt w ird . W ir
bezeichnen diese Abbildungsfunktion mit z=z,(c).

Wir bezeichnen das Bild von dem Gebiet I arg C <11/2 mit
■„:. Fast alle Punkte von M„(a) müssen dann in e n th a lte n

sein. Daher können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit
annehmen, dass m i t  übereinstimmen, und dass z(C) mit
z1(C) identisch ist.

Wir setzen A ( r ) = -1 f f  
(1  + If(z(C)) 12)2 

dt,dt,, w o C=t1+it2,
7r 

ICI ‹ r
I arg c 0.12

(21)
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l o g  A  ( r )   dr
und   W i e  im  Satze VI gezeigt worden

r—co log r
ist, ist immer

Nach dem 2. Schritt des Beweises dieses Satzes ist x < (0„,/n-)2„:,
damit ist x_.‹.(0„Jz)2„,,. Daher is t nach (21) der Grenzexponent
von E 11/bi  r  kleiner als )•+ ( 7r/0 .) •

Da m  beliebig grosse Nummer ist, so ist der Grenzexponent
von E I 1/kik nicht grösser als 2+ (7r /0). Da der Grenzexponent
von 1/b1 ! ' und der von Y.;l ai— zo l  gleich sind, so ist der Grenz-
exponent von E J a,— zo lV' nicht grösser als 2+ (7r/0). W. z. b. w.

Satz VIII'. Angenommen, dass 13 , R, z„, K, {L}, ,
denselben Bedingungen wie im Satze VIII genügen.

Es sei gegeben eine reguläre Funktion f ( z )  auf 0 ,  und die
Hadamard-Borelsche Ordnung von f ( z )  am Punkte z , sei gleich 2,
und A sei endlich und grösser als /O.

Wir bezeichnen die Menge aller auf • „  liegenden a— Stellen
co

von f ( z )  m it Mn(a) und die Vereinigungsmenge E M (a )  mit
n= 1

M (a ). Dann bestehen die folgenden zwei Tatsachen.
1. Für alle endlichen Werte a, ausser höchstens nur einem

einzigen Wert, ist der Grenzexponent von M(a) nicht kleiner als A.
2. Für alle endlichen Werte a, ist der Grenzexponent von

M (a ), für jede Nummer n, nicht grösser als 2+ (7/0).
Der Beweis verläuft analog zu dem Beweise des Satzes VIII.

Wir haben nur zu beweisen, statt dem 2. Schritt, den folgenden
2'. Schritt.

2'. Schritt. Es se i g (z ) eine reguläre Funktion auf die ab-
geschlossene Halbebene ( z ) > 0 .  D u r c h  die Funktion w---w(z)

z +1  wird (z) > 0 auf 1w I <1 abgebildet, und w(co) =1,
w (0) = —1. z—z(w)=- -- 1 + w/1— w ist die Umkehrfunktion von w(z).

Wir bezeichnen das Maximum von I g ( z ) I  au f dem Gebiete

(R(z) 0, Izi r )  mit M (r ) .  Wir bezeichnen t im   log log M (r) 
log r

mit t i und die Ordnung von g (z (w ))  im  Hadamard-Borelschen
Sinne mit P. Dann besteht p>v.

Der Beweis des 2 '.  Schrittes verläuft auch analog zu dem
Beweise des 2. Schrittes, so lassen wir ihn weg.
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Aus dem Satz VIII und dem Valironschen Satz" folgt ohne
weiteres

Satz IX. Wenn wir den Grenzexponenten von M ( a )  mit
pn(a) und um pn(a) mit p (a) bezeichnen, so ist fü r alle Werte a,

n - . 0 0

ausser höchstens zwei Werten, p (a)  identisch mit einem für alle
a  gemeinsamen Wert, der nicht kleiner als A und nicht grösser
als A+ (7r/O) ist. (2> 7r/ O)

1) G. Valiron. Sur les directions de Borel des fonctions m6rmorphes d'ordre
fini. Jour. de. Math. IX. (1931).


