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Notoins prériminaires

Une hypersurface dans un espace projectif S „, (n  > 2 ) dont
le point courant est

t ( x l ,  • - • ,  e ) (a =1), 1, •• • , n + 1)

peut se déterminer, à  l'exception d'une transformation projective,
au moyen d'une forme asymptotique H,yoi ( ( o i  =a: dx t) et d'une
forme de Darboux H j j e w i w S w k  j ,  k :  1—ni) satisfaisant aux équa-
tions fondamentales qui expriment la condition d'intégrabilité des
équations simultanées aux dérivées partielles définissant le repère
mobile attaché  à  l'hypersurface. Supposens maintenant qu'on se
d o n n e  d e u x  fo rm e s  1-1,5 a (os, H „ , a  w k  arbitrairement. N o u s
pouvens alors définir un espace R. à connexion projective majorante
sans torsion, admettant d'une hypersurface V. qui a un contact du
quatrième ordre avec Cet article est consacré  à  la détermi-
nation de fh ik. (i, j, k=1, n ) , etant donné H,j ,  de telle sorte que
l'hyparsurface V. ait un contact du sixième ordre avec Rn .

1. Considérons un espace Rn  à connexion projective majorante
( 4 = e i d x ' (a, 19=0, 1, • • • , n+1; i: 1  — ) n ; n  + 1  expressions (0„À
(2=1, • , n +1) c o n t ie n n e n t  n  expressions indépaendantes) : le
repère mobile [A, A, A,+1] dans l'espace projectif S. +1 attaché

une courbe C dans R,, est défini par

(1.1) dil a ---=w :A ,  (a= 0,1, •• •, n +1 ;0 - - ) . n + 1 ;  A 0 -=- A)
(le point A c, a pour coordonnées A 3

0 , ,  A ' ' ) .

En prenant une connexion convenable qui est équivalente à  la
connexion donnce (i.e . sans changer le développement de C ), nous
pouvons faire

(1 . 2) woo = 0 , , , , on + = 0 ,0 4 : 1 =  0
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Alors, les n  expressions tol—afj dx10 ) — a f , i  d x i  ;  i= 1 ,  • - • , n ;
j :  1  - +  n )  sont indépendantes. On les nomme les expressions de
Pfaff de base. Nous pouvons donc écrire

dx.1-- h, 0)"( a i  
Posons

,-)f(xl, • • • , e ) b _

do sorte qu'on ait

df— da! — (  (3-1- )
ax'

Nous pouvons écrire

mi ( r o; (3;) .
Si l'on pose

&a:& a  b , hm _
k  a ", \ —  COL

_ ‘1 ,• _ + Ck.7.; +  art  I 'arj
(1130 1

[  ) ==j a , d.xi a.", di
a‘„,

le covariant bilinéaire do,: de toci  s'écrit
do,' -= (.1 [0/ (0-1

(1..0

(on+ y R i , , , , [w'.
(1,.))))

2. Introduisons les hyperplans

(7 : n +1),

I3 '=  A, A.±,• • • A „, (Ar. = BI= ac: )

(l'hyperplan B I a pour coordonnees B , ••• ,1 3 ÷ ,).

Il vient de (1.1)
(2.1)d B — w  P .

Envisageons, dans R „ , l'ensemble des courbes {C o } issues du
point X L . Comme on a dA--(0',4 1 , l'hyperplan B"+' est le lieu décrit
par les tangentes menées en point A  aux développements 10:,,} de
{C,,}. N o u s  l'appelelons l'hyperplan tangent en point A .  Les
courbes Co dont les développements ont un contact du second
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ordre avec cet hyperplan tangent sont définies par

H ,; (0' wi (H , =

Le prem ier m em bre de cette épuation sera nommé la forme
asymptotique.

Lorsque chacun des courbes de le a l  a un contact d 'ordre 1)
avec une hypersurface V„ dans n o u s  d ir o n s  s im p le m e n t  q u e
V„ a un contact d'ordre I) avec R„.

Osculation du troisième ordre

3. La condition pour un contact du troisièm e ordre de V ,
avec R„ s'écrit (Ces Mémoires t. 26, p . 189)

14=0 .

Supposons que cette condition soit vérifiées et que H=det.
O. Nous pouvons alors faire

(3.1)( 0 : 1 1 : 1 =  0  , H =± 1

en remplaçant la connexion donné par une connexion qui lui est
équivalente. Nous supposerons toujours, d'or et déja, que les rela-
tions (1.2) et (3 .1) soient vérifiées. La transformation conservant
ces relations est définie par

0 (0  =_ Qi(0" ; Pti Q.1,=PIQ,-1 =‘;/),

I-1,;=(v)'H„,()7QP; (a, b:

--=.1 ),;( ( r= a , . ),‘),

TfL i  = (- 1 )
0.1' 3

(S
=

0 , 1 ,  • • • ,  n; j=1 ,— ,n ; a, /3, 0-  : 0 1) ,

où les PEk (1, k=1, • • • , n), P„ 1 peuvent être les fonctions quelconques
de x1 , • ••, x' à la condition que P=det.

= •±P jr37 a l o g  7 p „;;I,a  log

P,:`"=‘;+ 1, H ,

,F) ,;̀ (XI= ‘;‘: , i.e.,
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a log vq = . ,

a l g p QQ 2 -i— H f' 
o

 - u" — a: , ()r i ,0P ( I)

- (P,:)., +(X.,1 ) 2).

Osculation du quatrième ordre

4. L'hypersurface Vn  qui a un contact du troisième ordre avec
Rn  e s t  dêfinie par

z"' = 1-
H z ' z'+ 1 H e  Z i  Zk 4" • • • ,

2 6
où

11,,k= zik AHia ( a: 1—* n).
(04

La condition pour un contact du quatriéme ordre  de  Vn  avec
R„ s'écrt

= 0 , (a : 1—* n),
où

Dk RL1 -=  a R
7.1 + / ',:Rki 'L R ; . „ - -

wk

(r: 0--->n+1; m :
Supporsons que la connexion donnée soit sans torsion, la con-

dition ci-dessus devient alors

Tlibn =  4 .1 =  H 1 7 7 ,  = =

ce qui donne

(4.1) "1
.

7
- ÷

= 1 H .,„k (aH, k .  a x -ik  _  alio H a, , ce,f, — Ir k a  cr7j )( 0 . ,2 wj (ok

+  iH r ;  (H i7  H m k  Hok),2

(4.2)H = O .
R éciproquem ent, si l'on  se  donne les deux form es Hj i wi (0J

(H—  det. Hijka (01 wk, en écrivant H,j ,  11,i , à  nouveau
la place de
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1 h l

n  2  
(11,i+ Hai; + 112 )1,

H ±111.—)k

et en posant
_ 1  F i k

3. 1 2 "i

on obtient une connexion qui est sans torsion et qui adm et une
hypersurface V, ayant un contact du quatrième ordre avec  R .

Posons
r4=111,i , N,1= r„i+ „ .

Il vient d 'après (3.2) , (3.3) , (4.1) , (4-2)

it/e  ( 1,, )2 (MI + +  Pn÷1 + Pa) ,

N ,"=(- 1A N : + +n Q + , P:) ,

d'où

(111:—N:+2nP,',.1+nq:1-1P<=)•

Donc, en remplaçant la connexion donnée par une connexion
convenable qui lui est équivalente, nous povons faire

/■/' = 0 .

La transform ation conservant cette relation ainsi que (1.2) ,
(3.1) e s t  défine p a r  (3 .2 ) où

1
2

Osculation du cinquième ordre

5. La condition pour un contact du cinquièm e ordre de V.
avec R„ s'écrit

, ,

1-1,,JaR07,„—Hia R ;1114 . - .

 1-1
 a R i ZInt

Hii(R0 +R ',:1: 1„,)= 0 .
Lorsque la connexion donnée est sans torsion cette condition

devient
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11,„R;z„,+H i a R,.7.,„=14(Rd,„+ R;; -,̀.1
Multiplion p a r  H 'i  les deux m em bres de cette équation, et

additionons par rapport à  j ,  j  de 1 à  n .  Il vient

(RJ„,+ 1,0 .

D'autre part, on a d'après la définition même

R;',„, =0  (r:

Il vient donc

(5.1)

et, par suite,

(5 . 2) Riii„s+ R; „„,= 0 (R k„,„=HI„R.,7„,)
(i, j, 1, m=1, •• • , n ; a : 1 . n ) .

Supposons maintenant que la connexion donnée est symmetrique
1111„, —  M„„= 0, R 0 = 0). I l v ie n t a lo rs  d e  (5.1)

N „d= 0 •
Désignons maintenant par @, la différentiation absolue où la

forme 1-1,i (oi(03 est prise comme forme fondamentale :

e, G ,k + G11— /1 17 Gate— II Zi

(i, k, 1, m =1, •••,n; a:

e t par T i t„, le tenseur de courbure de cette forme. Il vient alors
d'après (4.1)

1. 1 1 1t1-10„,+ — 11,7 II„,„, H;̀,„1-4 ,
2 2 4 4

+ M„ H i ,„+ N,„, —  iv!,,,, IL, —  „, N  .
Donc la condition (5-2) peut s'écrire

(5.3) (-).„, Hi x — Ni„,) + H„(lt „,— N,„,)
— Ht „,(M„—Ni ,) — H i „,(M„— N„) = 0 ,

et on a
1 1(5.4) 2R ,, + —
2  

I.1;;H „„„,—  -

2

+ + Hi,(111,„,+ N,,„)
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—1131(111 +Ng„,)—Hi„,(M31 +N i t)•
De même, on déduit, en posant P,1)+1 ,,= N „

m i l  — + —
1

1-1,a. m a i  —1 
M . .  +2 2

1 1111„R:+ 1 ,1„,=6„,N 11 -

2 2
d'où

(5.5) R 1,-11, a R„'+ ,.,,„= 8,„ (m, — —  0, ( — N„„)

+ 
1
+  N „ , )  —  —

1
- M(Ma.+ Na,„) +2H„N„,-211,„,N, ,

2 2

(5.6) Rri.+11,aRà., 1.= + — 6), (M,. +
1+ 

 2  

H,7„(11L—Na i ) - -
1  

11Z(111„,„—Na „,),
2

On a enfin
1 (5.7) R,1+1,1„,=6).Nt - HIN,„+ 
2  

( M f+ N z " ) (M - -N - )

1— (111Z+ NZ) ( Mai — N a ).2

Osculation du sixième ordre

6. Lorsque la connexion est symmetrique, la condition pour
un contact du sixième ordre de V, avec

devient

(6.1) R,L 1 =0 (a =0, 1, • • • , n  1),

(6.2) + Ra ,,, = 0
(6.3) IloaRZ„,+H j kaR;;„,+Hki,,R,7„,

+11, j 111,„R,7+,,„,+11j , H„‘R:+,,„,+IlkiHj „R:,,,„,

.

Multiplions par  H 1 les deux membre de (6.3) et sommons par
rapport A i, j  de 1 à  n .  Il vient d'après- 07.2)

2H,:k n „,+ (n + 2) (H k a R,:%., Re„,) = 0 .
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Or, nous avons d'après (6-2)

R = — H" H J a R,,1„,
et, par suite,

H  k Ra,,, = — H„h
k  H H b ; —

ce qui nous donne
I-IA RZ=0 .

Il vient donc

(6.4) 1-1A R:+1 Rhoh.
(6.5) 114R k ai„+ HJ Ria,„+ HI7iR j „1„,= O.

Développement sur une quadrique

7. Les équations (6 .5 ) sont vérifiées lorsque H, (i, j, 1=-
1 ,  •  ,  n ) .  Nous avons dans ce cas d'après (5.3)

N j „,) + 1131 (M ,,„—
—11,„,(1V1.,,— IV .i ) — H Na) = 0 .

Multiplions le par H " et sommoms par rapport à i, 1 en tenant
compte de (4 -3 ).  Nous aurons

Mi .— N p , — O.
Au moyen de cette équation et de (5 .5 ), (6 .4 ), (5 .7 ) nous

avons
N i = 0 , R  „  „ ,  O.

Donc, l'équation de V. devient (Ces Mémoires t. 26 p. 189)

1zn+ 1 =  H „ z i z J .
2

D'autre part, les equations (2 .1 ) deviennent maintenant

— Mk i (oi B°

(7.1)d B ' = —  ( 0 ' 1 3 ° —  [12.1 wi Bk — MI (oi B"+' ,

, dB"+' = —

Soient y' (a=0,1, •••, n+1) les coordonnées d'un point de
rapporté au repère fixe dans S „,„ les coordonnées de ce

point rapporté au repère [A, A „ • , A „ 4.1]. Nous avons

K E4  = B ;  .
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soient du rang n - 1  pour i=1, Les équations
f f ia,R, atm = 0, H.11 R 0

Cas où une au mions des matrices M i est du rang n - 1

8 .  Supposons d'abord que les matrices
(  R i1 1 2  •  •  •  R i1  n -1  ,n
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L'équation
2e°e"+' Œi

de l'hyperquadrique osculatrice Vn devient
PŒCOE Y3 =- 0 (P.,---B:Bg+1 +B B V - i —Hii 13;13)

si l'on la rapport au repère fixe.
Or, on a d'après (7.1)

d P=O .
Nous voyons ainsi que s'il existe, en un point quelconque x'

de R„ une hypersurface Vn  qui a un contact du sixième ordre avec
les développements des courbes de R „ issues de x i, et si
ces développements se trouvent toujours sur une hyperquadrique
fixe dans R .

Nous allons nous occuper ensuite du cas où V. a un contact
du sixième ordre avec R„ sans que 1-1..0  soient tous nuls.

donnent alors
H ,=0 i.e.

Portons-les dans
11,1Rk.1„,+ 214 .

Il vient
(f42—  a:)R,atm=0

et, par suite,
Hi2= 2:8

1 : + Pk

Retranchons de cette équation ce qu'on obtent en y échangeant
k. On obtiendra

(Ai —  P i) 8 := ( 2k—  Pk)aia
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d'où p i  (1 =1 , •••, n ) . On a donc

Hf1= 2,aka +  a...
Faisons-y i = a  et sommons par rapport à  i. Il vient 2,=0 et

par suite,
0 •

9. Supposons ensuite que seulement quelqu'unes des matrices
911, sont du rang n - 1 :  nous pouvons supposer sans restriendre la
généralité que seulement sig„.„  9 i 1 „  (e > 1) sont du  rang  n - 1 .
Nous avons alors

H,Z=2 + (i, e +1 , •  , n ; 0 - =1, •••, n).

Portons-les dans
R a w m  + 2114 0 .

Il vient
H i =  2,aa"-1-• (a=1 , • • • , e; i=e+1, -.• , n)

et, par suite,
()=H Z - + 1 )2i

Nous avons ainsi
Hi; , = Ii„ 6'7 (a=1, • • , e; i=e +1, • • • , n).

Portons-les dans

Ha7, ±  H fr:R•toi», 0 .

Il vient
(a , b =1, • ••, e ; e +1, • • • , n).

S i /2 ,- 0  (a , b=1, • • • , 1) , nous avons 0= Hg° =  (n  + 1 )P .

et, par suite
H„„---0 (0-, r, p=1, •• • , n).

Supposons ensuite que les p ,  ne sont pas tous nuls. N ous
avons alors e= n — 1, car sinon il viendrait (3f = • • • ,  n)
ce qui est absurd. Nous avons ainsi

.1-/„„.= 0 , H a „e =  11a 11flO , 0— Hann F nn

d'où H = - 0 ,  car si on aurait p„ = 0 e t, par su te , 0= H 0 ,,„
= N a / .  ti,.b=0 contrairement à  l'hypothèse. Nous avons ainsi

H„„ri =  0, H .„ „  p„11,„ (a =1 , • • , n-1),
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140, M i k i =  H„„ (o-=1, • • • , n)

Faisons - y  a Il vient

= P„H„b Ht0„—  P„H„, — [ a h  fl„„= 0

et, par suite,
p„H„,=0 (a, b=1, •-• , n - 1).

Or, puisque H O ,  H„,, ne sont pas tous nuls, Il faut
donc que

p,„=0 (a=1, •••, n - 1).

Nous avons ainsi
l in a — 0, Ham, —  9  Ho.= pa„H„„

et, par suite,
H,„ P r t , H „b (a, b, c=1, • , n ).

Nous pouvons donc écrire

Pah= a H n l•  •

Il résulte de là que
1)a =  H l i f t  f Ida =  Hm-, P a b  =  Han H n b HO; p =  Lino fin; H Itp •

Nous avons ainsi

Hi ;  (0' (U= H i i 2 ( o n  ( H „ , .•. Fin

1-1,; ,,,i‘ d (fl (H, o! ± • • • +11„,„_ ; ()4—) 3 ,

10. Les H ,„ (a=1, • , n - 1) n'étant pas tou snuls, nous pouvons
supposer sans restriendre l a  générarité que H  0 .  F a iso n s  la
transformation

Pi 
= (01 • • 4 - , n —  (On  1 •

Nous avons après cette transformation
7L-

.1-4;  (oi (0j -=- H i ;  wi d  + 201 w", H j j ,S d d — P (5 ) 3

de sorte que les équations (5 .3 ) on j ,  1, m  >1 donnent

(10.1) N.„„)+ )

— Hr„,! M j i — No ) — H J .,„(111,,— N a ) = 0 .

En y faisant i= j > 1, nous avons d'abord
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M i „,— Ari „,=  H i „, (j, m =2 , •••, n).

Portons-les dans ( 1 0 .1 ) .  Il vient

(1111111m— Hem H11) =0

et, par suite,
12,=12,--11 n),

car

    

H = — (1110 2

Fil l

H,,. 2 •  •  •  lin= I  n -1

5 0 .

    

Faisons ensuite i= 1  dans ( 1 0 .1 ) .  Nous aurons

H11(M1.—M7n — t-t - H i m (M u -N u -itH u )

ce qui donne (on fait d'abord j=-m =n , ensuite m = n ;  j, 1=2, •••,
n - 1 )

pH,, (1=2, ••-, n).

Nous avons ainsi

(10.2) Not (0- , 7  =  1 ,  •  •  •  ,  n), p.=0

d'après
H"(A 1,„—  N a t ) =0 , H = 0.

Les équations ( 5 .3 )  deviennent maintenant

(10 .3 ) .

Faisons-y i =j=1  ;  1 , m  >1 . Il vient a„ ,= 0  ce qui nous montre
que l'équation (01 = 0  est complètement intégrable. Nous pouvons
écrire (01 =a 1

1 d u l .  Ainsi, après la transformation

,, 1-   _=
a,'

101".-- ( — H „  w1 +111 2 (02 -F • • • + 11,7, (o")
2

les formes fondamentales (la forme asymptotiques et la forme de
D arboux) deviennent

n- I

E 111 3 (0' (0l +2dul (0", id (du 1) 3 .

Faisons ensuite i =/=1 ; j, m  > 1 dans ( 1 0 . 3 ) .  Il vient

(10.4) //i„,„=0 ( j, m =2 , •••, n).
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Faisons enfin i = j = 4 = 1 .  Il vient

= 2 / / „
(0"..

237

La condition d'intégrabilité de  ce tte  equation s'ecrit grâce
(6.3)

(10.5) Tini. =0 (j, m=2, ..., n ).

11. D'après (5.5) e t  (10.2) la condition (6.4) devient

(11.1) .

En y faisant i, l, m > 1, nous tiorons d'abord N1 = 0 (1= 2, • • •, n ).
Faisons ensuite 1= 1 , i ,  m  > 1 . Il vient N 1 = 0 .  Nous avons ainsi

(11-2) N0=0 (0 - = 1 ,  • - • ,  n ) .

Fiasons enfin i=/=1, n i >  1 . Nous obtenons

(11.3) M ..=  M„! =0 .

Grâce à  (10.5), (11.2) il vient

R,„ j „,=0 (j, m=2, ..•, n ).

Les courbes de Darboux sont données par ul=const. D'après
(10.2), (11.2) les équations (7.1) oit (01 =0, k : 2—>n sont verifiées.
D'ailleurs, grâce  à  (10.4), (11 .3) nous avons d f f  =0 lorsque d =0.

Nous voyons ainsi que les développements des courbes sur une
varieté de Darboux /41 = const. se trouvent sur un cône

1 n - 121_ 0 2 ' 1 + 1  -  E
2  2

ce qui est l'intersection de l'hyperquardrique

211+1 = 1 . *  H „ i

avec l'hyperplan
21=0.

Cas oit la matrice T1(Q ) est du rang m oindre que n — 1

12. Envisageons la matrice

( Q l  R„,2 Qi Ri' 0-1
( i : -  n ) ,

Q1 Rin12
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o ù  Q 1 , •••, Q "  son t des fonc tions de  x ', •••, e . L e cas où  ce tte
m atrice  est du  rang  n - 1  pour un systèm e des Q  ( i=1 , • • • ,  n )
convenablement choisis se ramène au cas dont nous venons de con-
sidérer. Nous allons maintenant nous occuper du cas où le nombre
maximum du rang de s in (Q ) est n  — 2 . Dans ce cas nous pouvons
supposer que la matrice

(

R1212 • • • R12

971, — _ I n i ,  ..... • • •
i f  _ ••• R In

est du rang  n -2 .  L e s  R 1 h 1 „, s'expriment alors sous la forme

+ • • • +4 - 2 P„-2,,,„

(h = 2 , ••• , n ; I, m =1 , •••  , n ) .

Il existe un système des Q22 , •••, Q 2 "  satisfaisant aux équations
492 2  )'2'  +  Q ,3  ; 1̀39 +  • • • + Q2 "  2,,s = 0 (s=1 , •  •  •  , n -2 ) .

En utilisant ces Q 2i (i =2, •••, n ) ,  faisons la transformation
( ) 1 9 1 1

0 ) 2 ____ Q 2 2 0 /2 Q992 an  9

= , Q 2 n  0/ 2 + • • • + Q,70/n( I Q ' O).

Nous avons après cette transformation
R , 21„, = 0 1, ni = 1 , •  •  •  , n ) .

La matrice 9)1, étant du rang n - 2 ,  su p o so n s que

( q - = n - 2 )  .

D'après l'hypothèse la matrice

( Rh112 • • R  hl n-1, n

Rtill'•1 • • • R  h 2 n- I ,

pR12111+ RA312  •  •  •  p .R 1 3  n -1  ,  n  -4- „

est du rang n - 2  indépendamment du choix de I): nous avons

Rh,
pRi37, hl 3 I, • •

R h 2  7.„?ra,
• p l? =

„„ 1 6 , „  „ q • • • p R in +  Rhntea9
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En égalant le coefficient de p"- '  dans cette équation  à  zero, nous
obtenons

71

(12 •1) (h=3,n ,  1, m =1, •-•,n).
1=1

Puisque la martice 9.11, est du  rang  n - 2 ,  l'équation (6.5 ) o ù
M R , 0 1 „,= 0  ( 0 -  : 1—) n) donne

(12.2) H1?=0 (q=3, n).
Portons-le dans

1-P,R,„,+2IIR,,„„,= O.

Nous avons

(12.3) (q=3, n)
grâce auquel l'équation

Hf; k o i „,+211. 1?,a ,„,= 0
donne

(12.4) /1,?2=0 (q=3, •-•, n) .
a suivre.


