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Notoins prériminaires

Une hypersurface dans un espace projectif 8,.. (z >2) dont
le point courant est

yu(xl, B x") (LY:O, 1» Yy n+1)

peut se déterminer, a '’exception d’une transformation projective,
au moyen d'une forme asymptotique H; o'’ (o'=a/dx’) et d'une
forme de Darboux H,o'o’o* (i, ], k: 1-n) satisfaisant aux équa-
tions fondamentales qui expriment la condition d’intégrabilité des
équations simultanées aux dérivées partielles définissant le repére
mobile attaché a I'hypersurface. Supposens maintenant qu’on se
donne deux formes H,w'w!, H,o'e’ * arbitrairement. Nous
pouvens alors définir un espace R, 4 connexion projective majorante
sans torsion, admettant d'une hypersurface V, qui a un contact du
quatriéme ordre avec R,. Cet article est consacré a la détermi-
nation de H,; (i, j, k=1, ---, n), etant donné H,;, de telle sorte que
I'hyparsurface V, ait un contact du sixiéme ordre avec R,.

1. Considérons un espace R, a connexion projective majorante

wi=alkdx' (a, $=0,1, -, n+1; i: 1>n; n+1 expressions o,
(4=1, ---, n+1) contiennent » expressions indépaendantes): le
repere mobile [A, A, .-+, A,+] dans l'espace projectif 8., attaché

a une courbe C dans R, est défini par
(1-1) dA.=o0fd; (a=0,1,-,n+1; B:0>n+1; A,=A)
(le point A, a pour coordonnées A,’, ---, As*).

En prenant une connexion convenable qui est équivalente a la
connexion donnce (i.e. sans changer le développement de C), nous
pouvons faire

(1.2) w'=0, o*'=0, o'+---+oii=0.
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Alors, les n expressions o'=a}dx’ (= wj=al;d¥; i=1,--, n;
j: 1—-#n) sont indépendantes. On les nomme les expressions de
Pfaff de base. Nous pouvons donc écrire
dszb?,, ™ (a b/j_(hj b = j).
Posons

A 2 2) iy

[{ v)

do sorte qu’on ait
df-— b 7 d;\l ( o )(l)

Nous pouvons écrire

wi=lhat (Ih=0)).
Si I'on pose
. _( 3 sby _ aby
afy = (2% 9% ) bt pn— s, ((ODF _ 0B
" ( ox™ axt ) ! ( s w* )
3
= e G g ama s =iy G 0 D),

(l) (I)
[m w ]—‘ @i dx' agdy
lag; ox’  ag, ox"
le covariant bilinéaire dw; de o} sécrit

du) =\ a;'m [ll)l (r)'"] \
. m)

dui=[wf o]+ 3 Rin[' o]
2. Introduisons les hyperplans
B=A,A;A¢ s Asri- A, (AL Bi=A} Bi=4d,)
(I'hyperplan B* a pour coordonnees B2, ---, B3.)).
Il vient de (1-1)
2D dB*=—u§ B*.

Envisageons, dans R,, 'ensemble des courbes {C,} issies du
point . Comme on a dA=o'A;, I'hyperplan B**' est le lieu décrit
par les tangentes menées en point A aux développements {¢€,} de
{Cs;}. Nous l'appelelons I'hyperplan tangent en point A. Les
courbes C, dont les développements ¢, ont un contact du second
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ordre avec cet hyperplan tangent sont définies par
Hi;o'’=0 (Hy;=1}4").

Le premier membre de cette épuation sera nommé la forme
asymptotique.

Lorsque chacun des courbes de {G,} a un contact d’ordre v
avec une hypersurface V, dans 8,,;, nous dirons simplement que
V. a un contact d’ordre v avec R,.

Osculation du troisieme ordre

3. La condition pour un contact du troisitme ordre de V,
avec R, s’écrit (Ces Mémoires t. 26, p. 189)

Rll,’,;;]= .-,-—H,,;=0.

Supposons que cette condition soit vérifiées et que H=det. |H,,|
#(0. Nous pouvons alors faire

(3-1) wpti=0, H=+1

en remplagant la connexion donné par une connexion qui lui est
équivalente. Nous supposerons toujours, d’or et déja, que les rela-
tions (1-2) et (3-1) soient vérifiées. La transformation conservant
ces relations est définie par

o''=Pjw’ (o=@ ; P/QI=PQ/=0}),
Hj;=()'H,Q:Q; (a,b: 1-n),

ri=Pi(Q@@sra+ %) =,
«w i

\

*,,’1,.,=(;',1, ) Qi @i+ i),

(I)’j
(s=0,1,,n; 4, j=1, -, n; a 3,0: 0>1),
ou les Pf (i, k=1, ---, n), P,\., peuvent étre les fonctions quelconques
de #', ---, " a la condition que P=det. |P}|#0,

y:]n/-_’t'[j, P/‘.=____8719g7’i , Pnjnzl)lelm i@g_i ,

w' ™
P”rx="\’v:' P“n+1=’);+l, H"/[Iljzﬁj[ ,
Py Qi=PS Q;=0%, e,



228 Joyo Kanitani

dlogv dlogv )
Q;]:‘Augﬁ" ’ u+ =H"" Lg Qoazf)oaa QnH \IH
w w

?:+1— - Pnou +Q£+1PLO)

Osculation du quatrieme ordre

4. L’hypersurface V, qui a un contact du troisiéme .ordre avec
R, est définie par

Zn“—_—:%H{,Z‘Z"{‘%Hi;)k‘?zjzk'*' ey

ou

Hiy=4,H,= 3H‘f reH,~TiHae (a: 1-n).

La condition pour un contact du quatriéme ordre de V, avec
R, s’écrt
gl:}:O ’ Di ::l:;tl:HlaRgIm— :Llinlzo (a : 1 —_>n)y
ou

8R '] R 3 3 ~ 3
Dk atj = G? + [ alj J’t RTij - 171? Rldmj - 1'7/: aim
l)

(:0->n+1l; m: 1-n).
Supporsons que la connexion donnée soit sans torsion, la con-
dition ci-dessus devient alors
Hi1m=Am H{Z=AlHim=Hi7:zl=Hfllil= Hlm[
ce qui donne

(4'1) ”u——H kﬂ:jk

=%Hmlc<_a_-f{ljk_+ ’?&k’— afI;:j —Hfa a‘;k_Hja a?lc—Hkaa?j)

o’ w

1

p— 1m+ 2 H'm (Hf}nsHmkH‘jk),

(4-2) H:=0.

Réciproquement, si l'on se donne les deux formes Hjw'@’
(H=det. |H;|#0), H;p o'’ o*, en écrivant H;, H;, a nouveau a
la place de
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Ho 1 g Ho Ha g HaHe
Ve pem i g it HuHis HHo)

et en posant

['il_;H:Hij ’ 17',5:”;’;— ; 1:’§

on obtient une connexion qui est sans torsion et qui admet une
hypersurface V, ayant un contact du quatriéme ordre avec R,.
Posons

I'j=M,;, i=M,H", N{=IJ}.;.
Il vient d’aprés (3-2), (3-3), (4-1), (4-2)

Mii=(L) (M + 2% nPl+ @i P2,

No=(L)(ver 2y 4 @i P2),
d’ou
Mi,,._Ni,,=(_:_)2 (M;—Ni+2nPla+nQi.uP)).

Donc, en remplacant la connexion donnée par une connexion
convenable qui lui est équivalente, nous povons faire

Mt'“'Nii:'O.
La transformation conservant cette relation ainsi que (1-2),
(3-1) est défine par (3-2) ou

1
:+1=’£H(‘bPaOPb0= -

Osculation du cinquiéme ordre

5. La condition pour un contact du cinquiéme ordre de V,
avec R, s'écrit

&2:'20, DmRo;lmHzoy
1
Dle 071: = _HijaRO?m—H(aR.’;lm—_ HjaR;llm
+Hi,j( o?:,;'*' Ztilm)zo'

Lorsque la connexion donnée est sans torsion cette condition
devient
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HiuRj,;m.+ HjaRf;‘m:Hij (Ro?m + R::: lm) .

Multiplion par H"” les deux membres de cette équation, et
additionons par rapport a 7, j de 1 a ». Il vient

R:Imzn( l)‘l'm+RxI:lm . )
D’autre part, on a d’aprés la définition méme
R}.=0 (7: 0> n+1).

Il vient donc

(5 ' 1) l)?m + Rllflllm = 0
et, par suite,
(5 ‘ 2) lelm + Rjilm = 0 (R‘Jlm = Hjn Rf'llm)

(i’ j) lr m:]-) ek, acl 1'—‘)71).

Supposons maintenant que la connexion donnée est symmetrique
(R),=M,,—M,,=0, Rk,=0). 1l vient alors de (5-1)

R:::: lul=1vlm_le=O (]vlwz:M‘Him)'
Désignons maintenant par ¢, la différentiation absolue ou la

forme H,;o'e’ est prise comme forme fondamentale :

Yol
6,G=2Cm 4 15Ga.— 112 GL,— 112G

w
G, kIl m=1,-,n;,a: 1-n),
et par T, le tenseur de courbure de cette forme. Il vient alors
d’apres (4-1)

]\)::;zsz;:jt.,,,*‘ ] HmHijl+ i 1

2 2 4
+M,H,;,,+HyN;— M;,,Hy—H;,.N, .
Donc la condition (5-2) peut s'écrire
-3 WH,.H,;—0H;,+H.M,,—N,,) +Hy(M,,—N,)

'—Him(Mjl—le) _ij(M”_M’) :O ’

1 a
#H,,,+--HiH,;,— *4* H;, Hujl

et on a
1

(5 ° 4) 2Ri1lm: 27"/_7‘!:/: +”2_ H;; Hajm— ; III’:H Haj!

+H,, (My;+N,)+H,(M,,.+ N,.)
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——Hjl(Mi7L+N1m)—Him(Mjl'*_Nﬂ)'
De méme, on déduit, en posant Iy, ,=N,,

0= 6, My— 6 M.-".+% %Hs Mo+ HyN,—H. N,

HeR 1= 6, Ny— 6, Nyp— & L HLNu+ L HeN,.—H,N, +H. N,

Hi Mo, —

d’olt
(5-5) tn— Hia Ry 1= 97,,(M1—Nu) —6,(M,;,,— N,,)
+ ?: H":IL(M"‘+an) "‘“2 H;(M,,,+N,,) +2H,N,—2H,,N,,

(56) R‘?m+HiaR:+l m= 9,,‘(M¢,+N“) - Ql(Mm'*'Nim)
+ % Hi,(My—N.) ~% Hi(M..—N..),

On a enfin

(5 * 7) I:.]+|,[Ill.= Hm M“' gle + %(Mﬂ + Mn) (Mam_]v/un)

——% (Mz+Ng) (My—N.) .

Osculation du sixieme ordre

6. Lorsque la connexion est symmetrique, la condition pour
un contact du sixiéme ordre de V, avec R,

R.l,,,, 0 D Rw:":l 0 D D R(”H, D;cDJD R(:;'ll'_

devient
(6-1) R.'=0 (a=0,1, -, n+1),
(6-2) R+ Rijn=0
(6-3) HoRi+ HyuRi + Hon Ry

+HthAnR:+l lm+HfchiaRl:l+l l:n+Hk{Hju R/:lt-l im
HuRklm_'HJkR{lm HkiR;;m.=0-

Multiplions par H* les deux membre de (6-3) et sommons par
rapport & i,j de 1 a n. Il vient d'apres™ (4-2)

2HahkR[;'lm + ('l + 2) (Hl'lx R1:l+] . _.'R:lm) =O .
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Or, nous avons d’aprés (6-2)
j‘l‘}n= - H‘bH;‘ﬂRb’;m
et, par suite,
ahka(fm: - ahlc HaiHbj Ri.3m= —'Hj‘lchim
ce qui nous donne

ahka';m=O .
Il vient donc
(6 4) HAnR:H.Im'—-Rkozm
(6'5) Hf’;lelm+Hj(;:Rfalm+H}?ﬁRjalm=0 .

Développement sur une quadrique

7. Les équations (6-5) sont vérifiées lorsque H;;;=0 (i, 7, l=
1, ---, ). Nous avons dans ce cas d’aprés (5-3)

Hil(Mjm— ij) + Hjl(Mim_ Nim)
- Him (Mﬂ'l - N"l) - Hjm(Ml_ Ml) = 0 .

Muitiplions le par H* et sommoms par rapport a ¢, [ en tenant
compte de (4-3). Nous aurons

M’"l_ij:O .

Au moyen de cette équation et de (5-5), (6-4), (5:7) nous
avons

Nz—_—o, R??-{-llm:O-
Donc, I'équation de V, devient (Ces Mémoires t. 26 p. 189)

1
= "H,;2'2.
2 7

D’autre part, les equations (2-1) deviennent maintenant
dB'= — M, B*,
(7-1) dB'=— o' B"— I}’ B*— M o’ B"*',
\dB"*'=—H,;«’ B*.

Soient ¥* (a=0,1, ---,z+1) les coordonnées d'un point de
S,,. rapporté au repére fixe dans N,,,, & les coordonnées de ce
point rapporté au repére [A4, A,, -, A.+1]. Nous avons
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L’équation
2806t =H,; 68
de I'hyperquadrique osculatrice V, devient
P;y*y'=0 (P,=B;B;"'+B/B."'—H,;BiB})

si 'on la rapport au repére fixe.

Or, on a d’apres (7-1)

dP,;=0.

Nous voyons ainsi que s’il existe, en un point quelconque x*
de R, une hypersurface V, qui a un contact du sixiéme ordre avec
les développements des courbes de R, issues de #°, et si H,;,=0

ces développements se trouvent toujours sur une hyperquadrique
fixe dans R,.

Nous allons nous occuper ensuite du cas ou V, a un contact
du sixieme ordre avec R, sans que H,; soient tous nuls.

Cas ou une au mions des matrices M; est du rang n—1

8. Supposons d’abord que les matrices
Rm:: Rnn—l,n
M= ceeeerrrrennnne

soient du rang n#—1 pour i=1, ---, n. Les équations
H3R,,,,=0, -, Ha R, 0,,=0
donnent alors
H:=0 (i#k), ie. Hi=210/.
Portons-les dans
HiRuu+2HG R, =0.
It vient
(Hi—2408)Riyym=0
et, par suite,
HE=2,024p,0/.
Retranchons de cette équation ce qu’on obtent en y échangeant
i, k. On obtiendra
(A=) 05 = (A — 1) 07
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d'ou 4=y, (=1, ---,n). On a donc
=407 +72,00.

Faisons-y i=a et sommons par rapport a ¢ Il vient 4=0 et
par suite,

Hi,k=0.
9. Supposons ensuite que seulement quelqu'unes des matrices
M, sont du rang n—1: nous pouvons supposer sans restriendre la

généralité que seulement M.,,, ---, M, (e >1) sont du rang n—1.
Nous avons alors

He=/o6+2.08 (i, k=e+1, -, n; o=1, -, n).

Portons-les dans

HER o1 +2HS Ri01,=0.
Il vient
Ho=202+p0f  (a=1, -, e; i=e+]1, -+, n)
et, par suite,
0=H,;=(n+1)%.
Nous avons ainsi
H;=0, Hgai=pno" (a=1, -, e;i=e+1, -, n).
Portons-les dans
H3Rioim+ Hiy Ragr + Hyi Ry, =0 .

Il vient

Ha— 0l — 1100 =pno” (@, b=1, -, e; i=e+1, -, n).

Si #t4,=0 (a, b=1, ---, 1), nous avons 0=HZ,= n+1) ¢,
et, par suite

H,.,=0 (o, z, p=1,-, n).

Supposons ensuite que les g, ne sont pas tous nuls. Nous
avons alors e=»—1, car sinon il viendrait 6=0; (i#j; o=1, .-+, n)
ce qui est absurd. Nous avons ainsi

H,o=0, Huo=tH,, O0=Hpn=p.Hum,

dou H,,=0, car si H,,#0, on aurait p,=0 et, par sute, 0=H,;,
=pusH,.., 1ts=0 contrairement & I'hypothése. Nous avons ainsi

Hnna=0’ Hanu:[uanu ((l‘___]-y Ty n—‘l),
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Huyy—ttaHo— tta Hps =t Huo  (0=1, -+, n)
Faisons-y o=#. Il vient
Huw=taHw,  Huonw—tuHu— 1 Huo= par Huin=0
et, par suite,
t.Hw=0 (a, b=1, -, n—1).

Or. puisque H#0, H,., ---, H, .-, ne sont pas tous nuls, Il faut
donc que

t.=0 (a=1, -, n-1).
Nous avons ainsi '
Hlno=0y H;nozoy Haba:‘-/“ahH:w

et, par suite,
:uathuz‘”menb (a) b, C=17 Tty n)-

Nous pouvons donc écrire
Ha =VYa Iy, .
Il résulte de la que
v Hy=vH,,, Vie=VH.., pa=vH.H, H,.,=vH,.H..H,,.

Nous avons ainsi
n—1
H.':‘ o “’j:Z H;, o o+ 20" (H o'+ +H, 0™,
T
Hx,-z = P(H,u W' 4+ Hn‘n_: P )3.

10. Les H,, (a=1, ---, n—1) n’étant pas tou snuls, nous pouvons
supposer sans restriendre la générarité que H, 0. Faisons la
transformation ‘

n -
o =Hn:")1+"'+Hn,n—lwn .

Nous avons aprés cette transformation

n—1

Ho' =3 Hjo' o +20' 0", Hyo'oo'=v(o')®
1
de sorte que les équations (5-3) ou j, I, m >1 donnent
(10.1) Hil(Mhn_Nm) +Hjl(Mim—Ni )
—Hl'm{.z‘ljl—le) _Hjm(Ml_Ntl) =0 .

En y faisant i=j >1, nous avons d’abord
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Mjm—N5m=#JHJm (j: m=2, -, n)-
Portons-les dans (10-1). Il vient
(PJ‘P:) (H.H;,,—H,, Hjl) =0
et, par suite,

Fi=luj=lu (l, j=2’ ) n)y
car

............

Hn—1,2 Hn=1n—l
Faisons ensuite ;=1 dans (10-1). Nous aurons
sz (Mw—'Nlm—ﬂHtm) =Hjm (Mz—Mt"’#Hu)

ce qui donne (on fait d’abord j=m=mn, ensuite m=n; j, [=2, --,
n—1)

M,—N,=pH, (=2, n).
Nous avons ainsi
(10-2) Mo:=N,: (o,7=1, -+, m), p=0
d’apreés ‘
| H*(M;—No)=0, H"=0.
Les équations (5-3) deviennent maintenant
(10-3) 6,.K.,,—6,K,,=0.

Faisons-y i=j=1; I, m >1. Il vient a,,=0 ce qui nous montre
que l'équation «'=0 est complétement intégrable.. Nous pouvons
écrire w'=a,'du'. Ainsi, aprés la transformation

m' = _11 (Ul =dM1,
a,

(u'"=a,l(%H11(u1+H,2 @ F +H,"m">
les formes fondamentales (la forme asymptotiques et la forme de
Darboux) deviennent
S Hyo' o+ 2duten,  v(du)®
Faisons ensuite i=I=1; j, m >1 dans (10-3). 1l vient
(10-4) = M30=0  (j,m=2,-,n).



Sur la forme de Darboux généralisée I 237

Faisons enfin i=j=I[=1. Il vient
ov

m

=2/, .

w

La condition d’intégrabilité de cette equation s’ecrit grace a
(6-3)

(10-5) Tiyu=0 (4, m=2, -, n).
11. D’aprés (5-5) et (10-2) la condition (6-4) devient
(11 * 1) H‘:n Mal—Hi‘;Mam=2HimM—ZHﬂNm .

En vy faisant 4, J, m > 1, nous tiorons d’abord N;=0 (I=2, ---, n).
Faisons ensuite =1, 7, m >1. 1l vient N;,=0. Nous avons ainsi

(11-2) N,=0 (o=1, ---, n).
Fiasons enfin i=I=1, m >1. Nous obtenons
(11'3) anzM,:=0 .

Grace a (10-5), (11-2) il vient
Rium=0  (j, m=2, -, n).

Les courbes de Darboux sont données par #'=const. D’aprés
(10-2), (11-2) les équations (7-1) ou '=0, k:2—n sont verifiées.
Drailleurs, grace a (10-4), (11-3) nous avons dB'=0 lorsque «'=0.

Nous voyons ainsi que les développements des courbes sur une
varieté de Darboux #'=const. se trouvent sur un cone

n—1
21=0’ 2"+1=§“ZH1_721ZI
ce qui est l'intersection de I’hyperquardrique
n 12
2 +1=—2— ? HUZiZ"

avec I'’hyperplan
2'=0.

Cas ou la matrice M (Q) est du rang moindre que 72—1

12. Envisageons la matrice

W(Q)z ............ ’ (i: 1"’”),
Q{Rinw e QiRinn-l,n -
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ou @, -, Q" sont des fonctions de %', ---,x". Le cas ou cette
matrice est du rang #—1 pour un systeme des @' (i=1, ---, n)
convenablement choisis se raméne au cas dont nous venons de con-
sidérer. Nous allons maintenant nous occuper du cas ou le nombre
maximum du rang de IN(Q) est »—2. Dans ce cas nous pouvons
supposer que la matrice

‘JJ}] =

(le Rl‘ln-l,n)
.Rmm Rm n-1,n
est du rang n—2. Les R,,. s'expriment alors sous la forme
Rym=4Pm+ -+ 47 Pys
(h=2, -, m; I, m=1, -, n).
Il existe un systéme des Q. ---, Q," satisfaisant aux équations
QA+ QA+ 4+ Q)4 =0  (s=1, -, n—2).
En utilisant ces Q. (i=2, ---, n), faisons la transformation
(l)1=(l)’1

O =Q 0+ +Q, ™,

=Qr -+ Q™ (|Q#D).
Nous avons aprés cette transformation
Ry,=0 I, m=1, ---, n).
La matrice M, étant du rang n—2, suposons que

Rlﬂllm, b Rm lymy
......... #£0 (g=n—-2).
RlﬂIlm, A Rln ”Im’l

D’aprés 'hypothése la matrice
RMI? Rm n—1,n

12 A2n—1,n
f'Rmm + Rhtsl‘.’ i ,”Rm n=t,nt Rh:z n—1,n

‘“Rl'n"l + lel‘.’ ot A“Rln n—1!,n + le n—1,n
est du rang »—2 indépendamment du choix de p: nous avons

Rh‘.’hn Rh 21y my b Rh? L, m, ‘[
PRt Ristne R31,my + Rt my -+ Ry, my R/m,, my | 0.

‘ .......................................

| (’Rm[m + Rhnlm ,"Rl ntym + le yomy T '.”Rln 1,m, + lel,lm,,
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En égalant le coefficient de »*~* dans cette équation & zero, nous

obtenons

(12'1) R'.'/Jm,=i|‘/uthlj1m (ll=3y Tty n ’ ly m=1y R n)'
j=3

Puisque la martice ", est du rang n—2, 1’équation (6-5) ou

i=j=k=1: H{R,,=0 (¢: 1> n) donne
(12-2) =0 (¢g=3, -, n).
Portons-le dans
HS R+ 2HS R, 0, =0 .
Nous avons
(12-3) H{=0 (¢=3, -, n)
griace auquel I’équation

H_sz Rl ot 2H13 R-_'alm =0
donne

(12-4) H2i=0 (¢=3, -, n).

a suivre.



