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1 .  Récemment, MM. Garding e t  Malgrange ont défin i la
notion de partiellement hypoellipticité D l. Ce petit article a pour
but de montrer comment on étend ce résultat au cas des coefficients
variables". Comme on verra dans la suite, il n'y a aucune difficulté

étendre le raisonnement habituel fait pour les opérateus hypoel-
liptiques aux opérateurs partiellement hypoelliptiques". Nous avons
adapté le raisonnement de Malgrange exposé dans P l

Lemme 1.1. Soit s  réel > O . 75 (x) (1—  A ) /2 8, 8 étant la me-
sure de Dirac. On a

(1.1) 11(f7s)*(PHL2 < 6 (1), d)117s*P1 IL? où pE  D, v> 0 .

E(v, d )  est une constante qu'on peut prendre aussi petit qu'on le
veut selon que d  (= d iam ètre du support de (p) est choisi assez petit.

Preuve. .erys ) 1 1 1  (aae)''(1+47r22 ) S /2 = p . ) ( ) ,8 ( ),

où r i ( )  (1+ 47r21 
2 ) 2 ;

 p 0  tendant vers 0 avec

1) M. S. Matsuura a déjà étendu des résultats de [1] au cas de systèmes : [3].
2) Cette recherche a é té  faite d'après la question posée par Prof. P. D. Lax

quand l'auteur a été Membre Temporiel (Temporary Member) à l'Institut des Sciences
Mathématiques (Institute o f  Mathematical Sciences, New York University) pendant
l'année scolaire 1959-60 . Notre méthode n'est autre que celle de Malgrange [ 2 ] .  Mais
nous devrions signaler que, si l'on calcule le commutateur [c (x )-y ,. — 7s . c ( x ) ] v  ex-
plicitement, (voir la proposition 1.1 ci-dessous), quelques propositions de [2 ]  deviennent
assez claires (Voir, par exemple, Proposition II, 2 . 4 ) .  La section 1 a été rédigée pour
élucider notre méthode. La démonstration pour les opérateurs partiellement hypo-
elliptiques s'expose dans la section 2.
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ItQle
Or, (-e7s)*T(x ) = exp (27rix .)P•,0)its0)- 0 A +

S i R  est assez grand, tp,0)1<-, D'où, le deuxième

8terme se majore en P-norme par —
2

- 'Ys*TIIL2 ,  & étant donné

l'avance. R  étant ainsi fixé, on voit que la première fonction se
majore en L 2-norme par

(1.2) max s( ) 0 (0  2C 1  •

Or, I 0 )  <  T(x)1 d x  <  v'volume (supp (T)) - IcP1

D'où, (1. 2) se majore encore par

max I Pv(e)'//,(0 \ / v o l u m e  [suPP (p)] 2v/volume (BR)Itl‹R

où B R  est la boule du rayon R .  Evidemment Hyl,12-<1 (P' i l s  pour
s>0. D'où le lemme.

Remarque 1. s (x) = (1— .305 1 2 8 n'est pas fonction, mais elle est
toujours dans M72(C0). On voit que x'7,(x)E 1,2 ,  si s— 11, 1<—n12.

En effet, on a ( Yrj,s( ) = 0 ( 1  - (ni" - e), où E= i —s—n12.

Rem arque 2. Si y  E H ', c'est-à-dire que si rys *T E L 2 , en prenant
une suite régularisante de g), on voit que le lemme est encore vrai
pour y  E H '.

Proposition 1. 1. Soit s réel > 0 ; c(x ) E 93.

(1. 3) 11c(x)y s *T —7.,*c(x)q) 1L2 < 6 (01, 017,*(1)11.20 1 % 1 1 ,

où q) E H ' r\g' • 6 (d , s ) est une constante qu'on peut prendre aussi
petit qu'on le veut selon que d ( = diamètre du support de y )  devient
petit.

P re u v e .  I l  suffit de prouver l'inégalité (1. 3) pour y  E  T.
(cf. Remarque 2).

(1. 4)c ( x ) y , . * y  —  s *c(x)y = [c(x)— c(y)]ry s (x — y)p(y)dy
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En développant c(y ) autour de x :

c (y )— c (x )= E  ( Y   x ) 1 ' " c ( x ) + E  (-1 )1 c ,(x , y)(y— ,
1.1 1,,

c.,(x, y) E 93 ,
(1. 4) s'écrit

(1 . 5 ) E  ( - 1 ) I ' l l Y c ( x ) (x '7 ,)*p+  E  ‘c. 2(x,Y )(x—Y)78(x—Y)q)(Y )dY .

Or, le lemme 1. 1 affirme que les premiers termes de (1. 5) ont les
propriétés de (1. 3). Envisageons donc les termes sous le signe
de l'in tégrale. Ici, on  prend s  de m anière que x' rys (x) E L '.  (cf.
Remarque 1). P ren o n s u n  d e  ces  te rm es . I l se  m a jo re  p ar

sup lc,(x, I  I  .Y r s(X  I ,P (y ) cly = sup lc,(x, y)1( x'7,1* I Pl).
D'après Remarque 1, 9)(x)1 se  m ajo re  en  P-norme par
(Hausdorff-Young)

I If 7.911/.2 y ( x )  IL' •

Compte tenu de I IP(x)I IL' < N/volume Supp (y) Iy ( x )  IL2

on a (1. 3).

Corollaire 1. Soient c(x) E 93, y  G H ' n g ',  où s est réel positif,
0, ou  négatif. O n  a  c(x)y E H '.  De plus, l'application :  (c(x), y)

c(x)(p de (1) x (Ils A g' (K ))" dans H ' est continue, où K  est un
compact fixé.

P re u v e . Supposons s < O. La prem ière partie découle im -
médiatement de (1. 3), car c(x) *y E L.2. D'autre part, compte tenu
de (1. 4) e t (1. 5) et que les c,(x, y) sont majorées par les dérivées
de c(x ) d'ordre < m , (1. 3) s'écrit

c(x)yll s <  max c(x ) I + c(K ; s)lc(x)
EK

o ù  c(x) .= sur) I f rc(x )1, où m=  [s +- 1--]+1; ou plus grossière-

ment c ( x ) y < C c ( x ) , ,,HyH, C  dépendant de K  et de s.
Le cas s= 0 est triv ial. Les cas s < 0 se traite par la dualité :

(Hs)/

3 )  Cet espace, sous-espace de H ', est muni de la topologie induite par H .
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Corollaire 2. Soit c(x)E 6, c(x 0) = 0, alors

c(X)P11, < 6
 
p l

où 6 — > 0 si le support de p E H ' converge vers x , .  Plus précisément,
soit d  la plus grande distance du support de p  x , ,  alors 

6  p

être choisi aussi petit qu'on le veut si on prend d  petit.

Preuve. (1. 3) s'écrit

I Ic(x)q' 3  < I Ic(x)78*plIL2 +8(d, s) pl Is ou encore

< { sur) I * )  I  +6(d, s)}  I IP Ils où sup I c(x) I signifie celui de c(x)
au voisinage du support de p .  Par la dualité, ceci est encore vrai
pour s <O.

2 .  Dans cette section, nous voulons exposer les extensions
du lemme 1. 1, et de la proposition 1. 1 au cas des distributions
dans l'espace (x, y) E Rn x  R tm . Avant tout, une

Définition de l'espace 115 4 . fE  11 ."  si fE 9',„ et
77)(1. + I I ) s (I- + I 7/ I )t E P e ,„ où 'q) est la transformée de

Fourier de f ,  e t  s ,  t  sont des nombres réels. On le munit du
produit scalaire ( f ,  g ) ,=( (1 + 47z-2 I 2)5 (1 + 47r2 I 7/ I ')tJ y)),

ou bien =  ((1—A x )5 (1—A y )tf , g). On a ( H 't ) ' H t .

Remarque 3 .  p(x )>O , p c ;S  p(x )dx  =1 ; Pe(x )  P  ;

p ( y )  =  ( I ) "  p ( ) ) ,  alors pour toute T E 1-1''t , p,(x, y)*T----(p e (x)p,(y))

T T  dans Ils.t. Ceci signifie que, si TE H s't ng ' , alors on

peut approcher T  d'une suite p i (x, y) E D dont les supports con-
vergent vers celui de T .  Evidemment 5)  est dense dans I r" .

Maintenant on va étendre la proposition 1. 1:

Proposition 2. 1. Soit s > 0 ;  c(x , y)E 33x ,  ,  on a

(2. 1) I l(Ys&)c(x, y) — c(x, .Y)7stz ) )P(x, y)110,-N < 6 17,&,p(x,
Y)11,,-N
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pour toute q,(x, y) E (N  étant un entier)", 6  étant une
constante qu'on peut choisir aussi petit qu'on le veut si ds  = diamètres

(SuPP [P ]) O ;  7 s =  ( 1 — A x ) s / 2 8 x,y •
Démonstration. Il suffit de montrer (2. 1) pour (p E  1 , compte

tenu de la remarque 3. Compte tenu de

y)— c(x, y) =  E   y)(x— e) + E y)(x—W,

on aura

(2. 2) (7sts)c(x, y) —  c(x, Y)7sts ) )P(x, Y)

=  7s (x—){c(e, y)— c(x, y)} q;, (, y)cl

E , Y)[(e7s)tx,P(x, y)]

+  E  c,(x, y)(x—er 78 (x—Ocp(, y)cle .
11, 1=m

Pour les premiers termes la vérification de (2. 1) est immédiate
d 'après le lem m e 1. 1. En effet, soit  f ( x ,  y) = y_ N tu fi)(x, y), on
aura

(2. 3) I (.e7s)t,P(x, Y)I I - N = 11(f 7 s)&)*(X y ) 11.2

dySI(x'7s)tz ) *(x, y)1 2 clx <&(dx ) dY 17.ç&)
. ,k(x, Y)1 2 dx

6 (dx)117.,,,k * (x , Y) 1112 = & (d x)I17 Sta,) P(X Y)I1Ô N •

Envisageons les fonctions sous le signe de l'intégration. Ici on
prend m  de m an ière que x'rys (x)E L 2 (V oir Rem arque 1  de la
section 1). Prenons une d'elles. Soit  r (x ,  y) E I, alors

/ = <, /,(x, y), • • • cl >x ,y c , ( x ,  e ,  y ) ( x  0 7  3 (x )(1)(e, y)*(x, y)

x dxddy = (x —0'7 8 (x —e)dxd c,(x, e, y )(p (, Y )*(x, y )dy. .

Ce changement de l'ordre de l'intégration est permise. En effet,

4 )  Nous avons démontré la proposition dans le cas où N> O. L e  c a s  o ù  N--.<0
est beaucoup plus simple. Pour l'énoncé de la proposition, il serait mieux de noter
H ' , N  au lieu de 1-P , - N .  Mais pour notre but actuel, il suffit de considérer l'espace
1-1s , N  où N est négatif. En ce sens, nous avons noté H ' , - N  au lieu de
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c(x, I;", y) est bornée,

et (x — Vys (x IP(•, Y) I I x '7 3 (x)1 2elx I  .f Y)I2de

< M < + ( x 3 •

Or, F(x, =  c , ( x , y )*(x , y )dy  se majore par

11c,(x, y)*(x,
= C‘lf(x)(1)(0 .

C Y)I N( y ) —NCy)

déf

Ici, 11
.A )11 (I I H —N (y ) )x, y  N(y) signifie la HN-norme (H - N-norme) de f

prise dans l'espace des y, x  étant considéré comme paramètre.
D'où

II I <  C (x — O'rys (x — ) T(x)40)dxd.

C  (1)( )d. (x xlf(x)dx

Or, ( x  V7s(x I ̀P(x)dx \ I SI (x — 0(x — )1 2 (lx T (x) 2 d x

= /0 x'Y  s(x)rdx11*(x, Y )I10,N •

Comme (I)(.) est à  support compact, on a

(1)()c/ < N/volume (Supp (i)( ))  (10 ) L 2

= '/volume x  (Supp [ y ] )  Ip(x, y)I10,-N

où volume s  (Supp [ c p ] )  signifie la m esure de la pro jec tion  dans
l'espace x du support de p(x, y).

On a finalement

I  <  & !il fr(X 57)11o,NIIP(X N

où & tend vers 0 avec diamètre x  (Supp [ p]).

En posant (p,(x , y) = y)(x —  )'70 (x — ) y ( ,  y)cl

on a
IIP,(x, y)11°,-N < el IP ( x ,  .Y)1 0,— N à  fortiori, <E is, -N •

c.q.f.d.



médiatement de (2. 1), car c(x, y)(73 , T) E
compte tenu de (2. 1), (2, 2) et (2. 3), on a

I lc(x, T  - N ‹  Ic(x, Y)(7.3&) T )  o N +c(K ; s , N )

OÙ Ic(x, Y )Im+INI =  E  sup I D c (x , 3 7) m  =

Quant à  la seconde,

c(x, y)

[s+ -n ]+ 1 .
106 1‘..+INI 2
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Comme dans la section 1, on a le

Corollaire 1 .  Soient c(x, y) E 55, TE l i s —
N r\ g' (s réel positif, 0,

où négatif ; N  entier), alors c(x, y)TE I l s
—

N ; l'application (c(x, y), T)
—>c(x, y)T de (g3)>< (H ---N ng i(K )), Hs— N est continue, où K  est
un compact fixé.

P reu ve . Supposons s > 0 .  La première partie découle im-

Or, le premier terme du second membre se majore par CN1c(x, y)
 I N I

X H/s >THØ, N. En somme,

11c(x, Y )T11,-N < C ( K ;  s, N )Ic(x , Is,-N •

Le cas s= 0 est trivial. Le cas s< 0  se traite par la dualité.

Corollaire 2 .  Soit c(x, y) E 8, c(x„ y 0 ) =0 , alors (s et N  vérifiant
les mêmes conditions que le précédent),

11c(x, Y) TIls,-N < 611 Tils,-N
où & peut être choisi aussi petit qu'on le veut si le support de
TE 1-1°' - N converge vers (x „ y 0 ).
Pour démontrer ce corollaire, on a besoin du

Lemme 2 .1 .  Soit c(x, y)E 53 ; N  entier  ; TE nous avons

11c(x, Y)TI10,-N < {1sup c(x, I +&}11 7110,-N
où 6 peut être choisi aussi petit qu'on le veut selon diamètre
y {Supp (T) }

P reu ve . Pour N <O , c'est une relation bien connue. Démon-
trons donc en supposant N >0 .

c 7)1< c p  T >111c(x, = sup — sup
Y)110,N 1101,,./v

<sup lIcP11(" 111711
o ,N °' N  •
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Comme le support de T est borné par rapport à y, on peut supposer
que les cp parcourent en gardant leurs supports dans un petit
voisinage de celui de T .  D'après le lemme de Poincaré, on a
11D f,P(x, Y)11L2 < d y IlD iy. lp(x, y)11L 2. où d,, désigne le maximum des
diamètres par rapport à  y du support de (p. D'où

1 cp 1 10,N {s u p  1 c(x, y )  + 8 (dy )}11P110,N, 6 (dy ) tendant vers 0 avec dy .

Preuve du e G r e l la ir e  2 .  Il suffit de démontrer en supposant
s >O. Le cas s<0 se démontre par dualité. E >0  étant donné, on
peut choisir 8>0 de telle manière que max c(x, y)1 dans la boule

B 8 (x 0 , y0)  soit plus petit que
3

A lo rs , e n  m o d if ia n t c(x, y) en

dehors de B8 (x 0 , y0), on a une fonction '1é(x, y) telle que 1-6(x, y)1< -23 E

pour tout (x, y). E n  supposant que le  support de T  soit dans
B8 (x 0 , yo), on a

1c(x, y) T  s ,-N  = )1) 711s,-N = 117s(X ) (* ;e7
110,-N

< 1 1 Î.- (7 s t  T)1 0,-N+11(73&)
- - e7S&) )7110,-N

En appliquant au premier terme le lemme 2. 1, et au deuxième
terme la proposition 2. 1, on voit que le dernier membre se majore
par

(

2  + & / )117 s* T110 -N I O Ù —> 0 avec le support de T.
3 (x)

c.q.f.d.

Dans la suite, nous aurons besoin d'une propriété des opérateurs
hypoelliptiques. Nous allons commencer par un lemme assez élé-
mentaire.

aLemme 2 .2 .  S o it T E  g y ; M ( _ )  est un opérateur hypoel-
ax

liptique à coefficients constants dans l'espace  R . P o u r  q u e
MT G H '' - N (s réel, N  entier >0) il faut et il suffit qu'on ait

(1 + 1 M (22r1i ) l ) i V ,  97) E f i s –  N

où H 'N  est l'espace dual de Fourier de 1-10 –N.

P reu ve . La suffisance est évidente. Montrons la nécessité.
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Remarquons d'abord : Soit p(x)E 6'(K), (K: compact) ; MpE H'.
Alors il existe une constante c>  0 (dépendant éventuellement de
K ) telle que

(2. 4) I  IMPils>c11011m pour toute ep vérifiant la condition ci-dessus,

o ù  HP11121.1,3=  (1 + ) 2 '  (1 + 1M(27ri) I ) 2 10( ) I 2 c/ , (cf. Malgrange,
[2], Lemme I. 2. 4). Appliquons ce fait à notre cas. Supposons
M  3   ) TE Hs — N, T E g'. Alors

ax
a  \

7_N(y)& m  ) axT — M /  a  ■ax )[7-N (Y)*) T ] —  M  
a  

 )p (x , y) E .(v) ax

où P(x, Y)= 7 - N(Y)ty) T.

Cela entraîne à fortiori que pour presque toutes les y, M ( )(p(x, y)
ax

appartient à H ; .  Comme les supports en x d e  qi(x, y) sont uni-
formément bornés par rapport à y, compte tenu de (2. 4),

(1 + 1M(27ri)1)0(, y) E figt pour presque toutes les y. D e plus

IM0(x, 0 >  C  H(1 + IM(24 ) )0(, .Y) I I 2" s dY < cx) •11

D'où, par Plancherel

(1 + 1M(27ri) I )0R, y) E H s '° .
D'après la définition de p(x, y), on a le lemme.

De là, il résulte

a Corollaire. So it M (
a x

) un opérateur hypoelliptique ; soit

aN )  un opérateur plus faible que M .  Plus précisément, il existe
ax

un 0- > 0 tel que

(2. 5) est borné pour E R " .
1+ IMR)I

Alors M f E 1-1s —N  ( s  ré e l) , fE  g', entraînent N f  E H "  ' N .  Plus
précisément, il existe une constante c positive telle que

(2. 6) IIN f c(K)11111fIls, - N  Pour toute fEg'(K ) ,
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N ous voulons exposer ce corollaire sous une form e plus
maniable.

D éfinition 1 - 1 .  Une distribution f  en (x, y) appartient à 1-1Itc ,
si, pour toute a(x, y) G 5), a(x , y )f  E H '''.
D'après le corollaire 1 de la proposition 2. 1, si f (x , y) e H s — N ,  elle
appartient à  11;,;'N.

aP ro p o s it io n  2 .  2 .  So it M (  )  un opérateur hypoelliptique ;
ax

Soit N  )  un opérateur strictement plus faible que M : il existe
ax

un 0- > 0  tel que, pour tout v > 0 , N ( i )  W - /M (i)  est borné pour
+ 00. Alors,

M f E H N ,  f  E (s ' arbitraire), entraînent  N f  E  1-1 N
.

D é m o n s tr a t io n . Montrons, par le raisonnement habituel, que

(2. 7) M I -) G H s — N  pour toute *  G T.

(2.8)M ( * f )  *Me + E M ")f  •
i i

D'après l'hypothèse sur f ,  il existe un s ' tel que

M " )f  E - N  pour tout > 0 .

Alors, d'après (2. 8), M (*f)E Hrn'n"'s" ) — N pour toute 'tp, E D. S u p -
posons s " < s .  Compte tenu d'une propriété de l'opérateur hy.poel-
liptique : il ex is te  u n  b > 0  tel que bM ")( i) /M (i)  est borné
pour + Do, et d'après le corollaire précédent, on a M ( ' ) (*f ) E
H s " — lv . Ceci équivaut à  M (')f  E En répétant ce pro-
cédé, on a (2. 7).

Or, d'après le corollaire précédent, on a

N ( i 'r f ) E  H "a . '- N  pour toute G SI, > 0) .
c.q.f.d.

Maintenant considérons un opérateur P (x , y ; )  formellement
ax

hypoelliptique à  coefficients variables. Plus précisément, au voisi-
nage de (x,, y o) ,  P  s'exprime
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(2.9)P ( x ,  y • a ) — E a . (x  y )M  3  

ax „fini J(ax )'

o ù  1° a5 G ; 20 M ( a )  — E ai(xo, YOM, (

a
a x

)  e s t  hypoelliptique ;
ax

3° les M 5 sont hypoelliptiques, et équivalents à  M.

P ro p o s it io n  2. 3. Soit P  un opérateur vérifiant les conditions
ci-dessus, il existe alors un voisinage compact K  de (x 0 , yo) et une
constante c> 0  tels que

(2. 10)

pour toute (p E g' (K ) telle que Mq3 E H s — N ;  c et K  dépendent de P
et de (s, N).

D ém onstra tion .

P  =  M + E [a i (x, .Y) —(15(x0, Yo)]ld.i •

D'après le corollaire du lemme 2. 2, Mi pE H s — N . D'après le corol-
laire 2 de la proposition 2. 1,

ICai(x, y)—a i (xo, Y0)1 MiTis,-N-< 8;11M;Pls,-N, où - 0 avec le sup-
port de p. Encore d'après (2. 6), i j = 1, 2, •••.
Ces deux inégalités donnent (2.10).

P ro p o s it io n  2. 4. P  étant un opérateur vérifiant les condi-
tio n s d e  (2. 9), a lo rs  Pf E H N

, f E  (N  entier > 0 ;  s "
arbitraire) entraînent M fE H N .

D é m o n s tr a t io n . D'après l'hypothèse sur f , il existe un s' tel
que

M f
Soit 1Kx, y) E 21, dont le support soit contenu dans le voisinage K
de la proposition 2. 3.

(2.11)P ( f r f )  = E  .D l r P " )f  •

Utilisons l'expression (2. 9). Comme M5 sont équivalents  à  M, de
sorte que les M y ', sont strictement plus faibles, alors d'après
la proposition 2.-2, il existe un 0-  (1> OE>0) tel que

A N . -  r a d .
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(2. 12) M 7 IE j 1, 2, ••• ; >  0  .bc

D'où, d'après (2. 11),
E H m in c s ,s f+ - N .

Supposons s' + cr < s.
Considérons

(2. 13) i,h[P (*.f)] P(Ai,h(V ))+(A i,hP)(ri,h(*f )),

Où  T•,h  est l'opérateur de la translation de h par rapport à l'i-ième
T i  h '

c o o r d o n n é e s  d e s  x ;  A i , h =  ' ;  A i , „ P  =  E
a j ( X ,  Y)— ai(x, .31

)

h M5.

La transformation de Fourier montre que le premier membre de
(2. 13), pour h---> 0 , tend vers Di [P ( * f ) ] dans ` r - " - N .  Le corol-
laire 1  de la proposition 2. 1 montre que le dernier terme de (2. 13)
est convergeant, pour h—. 0, dans d ' o ù ,  P[A i ,h (t/rf )] converge
dans 1-1 N. Or, d'après la proposition 2. 3, M(A i ,h (i/rf )) est
convergeant dans Ils ' " - N ,  dont la lim ite est m anifestem ent
MD1(* f )=D 111/1(111)E Hs' ` '

- 1 . - Ar. D'où

M I / 1 'f )  G l is ' .  De (2.12), on  a
M f  e .

En répétant ce procédé, on arrive enfin M f

M aintenant, on va envisager un opérateur différentiel linéaire
L (x, y ; ,  )  à coefficients indéfiniment différentiables. On sup-

a x  a y
pose que :

(2. 14) L  = P (x ,  y ;  3   ) + E  P5(x , 
y ;  a

  )Q,(
ax ax ay

vérifie les conditions suivantes :
10 . P  satisfait à (2. 9),
2 0 . Chaque P 5  est strictem ent plus faible que M .  Cela signifie
que P 5  s'exprime par une combinaison linéaire des opérateurs stricte-
ment plus faibles que M  (cf. Proposition 2. 2), N i (-9--), N 2 (

3   )  • - •ax ax
avec des coefficients indéfiniment dérivables,
3 ° .  Q5  sont des opérateurs à coefficients constants.
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Notre but est de démontrer que L  est hypoelliptique en x.
Nous allons préciser ce que nous entendons par là.

Définition. Une distribution T , est dite régulière en x  dans
un ouvert n  (( 1 ? " ;x R ) ,  si pour tout (2, X Dy c. 1 (12, et n l y  sont
ouverts), la distribution < T  c(.Y)>y E 6 x(c2x), pour toue ce(Y) E

Définition. Un opérateur L(x, y; a  —a )  e s t  d it  hypoellip-
a x  ay

tique en x, si toute d istribution ux ,y ,  solution de L (u )=  f, est
régulière en x  où f  l'est.

Théorème. S i  L vérifie les conditions de (2. 14), L  est hypoel-
liptique en x.

Démonstration. Il suffit de montrer que :

L u = f ,  f  E H Ç N , u E & N  e n tra în e n t  M u E ll r N / ,

où s ' est arbitraire, N ' est un entier convenablement choisi.

Pu =

De u E Hfo
N , il existe un s" tel que Mu E Hro ' ' .. Alors E /35 23 u

E H Nm ,  cr>O, d'après la proposition 2. 2. (m étant le maximum
des ordres de Qi ). Supposons s> s" + 0 - . D'après la proposition
2. 4, Mu G Hro",± ' N ' .  En répétant ce procédé, on aura finalement :
Mu G f i N -k tn . c.q.f.d.
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