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Introduction

Considérons, à l'espace de n  ( n > 3 )  variables complexes
(x„••• ,x„), un polycylindre A :

(A ) !x il < r i  ( i =  1, • , n),

et un domaine A  intérieurement ramifié sur A, à 7.) feuillets.
Étant donnés m ( 3 ‹  m< n) domaines univalents Li f

(A ; ) p 5 < lx 3 l < r 3 , ( i  = 1 ,— , j-1 , j+ 1 ,- . .  ,n ),

considérons dans A, m domaines 3, 5 =7r - 1 (3. i ), 7r désignant l'opération
de projection de A  sur A.

Dans le mémoire précédent, [4 ],  nous avons étudié quelques
problèmes relatifs à un tel domaine A, sourtout les problèmes (A),
(H), (11;) et (Hi--) concernant une triade des domaines A i , A 2  ) A 3

expliqués ci-dessus (pour m = 3 ).  Le premier problème de Cousin
a été traité dans le domaine A i vA,■./A 3 .

Dans le présent mémoire, nous nous proposons de généraliser
ces problèmes au cas de m domaines A„ •• • , A„, (3 < m < n ). Les
problèmes sont recoltés dans le §1.

Dire que le problème (A) (n ° 1 ) est affirmatif, c'ést équivalent
à dire qu'on a, pour l'espace de cohomologie de dimension un,

1/1(A ,v  ••• \.J.6,„„ 0) 0 ,
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0  désignant le faisceau des germes de fonctions holomorphes, sur
le dom aine A , •••

Les problèmes qui correspondent aux problèmes (H ) et (Hi-)
seront notés, dans ce mémoire, problèmes (H ) e t (H *) respective-
ment. (Voir n °  2 .)

Le théorème 1  (n °  3 )  montre l'équivalence des problèmes (A),
(H ), (H *) et le premier problème de Cousin posé dans le domaine

••• vA,„.
On obtiendra dans le §  2 , divers critères du problème (A ) ou

(H * )  [Théorèmes 4 , 5 , 5  bis et 6 ] .  Surtout, le théorème 6 montre
que la réponse au problème (A) ne dépend que de la variété double
ordinaire T  de la surface /  de type (K )  qui représente A.

§ 1 .  Problèmes

1. Problèm e (A). So it A  u n  p o ly c y lin d re  dans l'espace de
n (n 3) variables complexes (x„ ••• , x,i ):

(A) (i ---- 1, •-• ,n),

et soit A' un domaine (connexe ou non) intérieurement ramifié,
v  feuillets, sur un voisinage A ' de la fermeture de A .  En désignant
par 7z. l'opération de projection de A ' sur A ', considérons le domaine
intérieurement ramifié, à fe u ille ts ,

A  = 7c - 1(A).

Étant donnés m  (3 ‹  m < n )  domaines univalents A f  :

(A i) Pi < l x i l < r i , (i = 1, ••• ,n, i j ; j = 1, ••• ,m ) ,

où p i  sont des nombres positifs ou nuls, considérons dans A, m
domaines 3 .• :

Pour abréger l'écriture, posons toujours

Ai ;  = n 3 , ; , A i i k = iX n 3, 5 n  A k  (1 , j , k  = 1 , . . .  ,m ) .

Dans ces conditions, posons le problème suivant :
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Étant données des fonctions  g 15(P )  holomorphes dans A i ;  telles
que l'on ait dans Ain,

g i j +  g j k +  g k i  = (i, j,k  =1 , ••• ,m ),

trouver m fonctions h 3(P) holomorphes dans A i , de façon que l'on ait
dans A i ;

g i; = h i —h;  ( i ,  j  =  1, , m) .

Si ce problèm e est résoluble pour tout système {g15} ,  nous
dirons que le problèm e (A ), [ou simplement le problème (A )]" est
affirmatif.

Lorsque le domaine A est univalent, le problème (A ) est affir-
matif, d'après l'unicité du développement de Laurent.

Comme d'habitude, on voit aisément que2 ) , si le problème (A )
est af f irm atif , le  prem ier problèm e de C ousin est résoluble dans
A 1 v  • • •  v A „ , .

On a immédiatement le lemme suivant :

Lemme 1. Soient A(k )  (k=1,•• •, p )  les composantes connexes de A :

A A ( 1 ) • • •  v  A ( P) .

Pour que le problèm e (A ), soit af f irm atif , il f aut et il suf f it que
tous les problèmes (A ),ck) (k =1, • • , p ) "  soient affirmatifs.

2. Problèmes (H ) et ( H * ) .  Considérons le problème suivant :
Soit S une surface caractéristique (connexe ou non)  à n - 1  dimen-

sions dans A , définie comme les zéros d'une fonction holomorphe dans
A , n'adm ettant que les zéros du prem ier ordre. Étant donnée sur S
une fonction holomorphe f (Q )  (où S  est regardée comme un espace
analytique (connexe ou non)), qui est, pour tout j ( j =1 , ••• ,m ),
su r S f - NA ;  la restriction d'une fonction  F 5 (P )  holomorphe dans A i :

f  (Q) = F 5 (Q ) (Q  E S ;  j  =  1, • • •

trouver une fonction F(P) holomorphe dans A, de façon que f (Q )  soit
la restriction  à  S  de F(P):

1) Les domaines univalents ‘1;  (j=1, ••• , n i )  restent toujours fixés.
2) V o i r  P l  n° 2.
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f (Q) F  ( Q )  ( Q  E  S) .

Si ce problème est résoluble pour toute S  et toute f ,  nous dirons
que le problème (H), [où simplement le problème (H )]" est affirmatif.

On verra aisément" que le problèm e (H) est af f irm atif , si le
premier problème de Cousin est résoluble dans A i  v  • • •  v

Maintenant, soit n(P) une fonction holomorphe et bornée dans
A, dont les éléments de fonction aux points distincts de A situés
sur un même point de A sont toujours différents 4 ) . Considérons,
l'espace ((x), y ), une surface caractéristique :

(1) = s ( P )  ( P  E ) ;

est contenue dans un polycylindre (A, C), C désignant un cercle
yl < r  sur le plan de y.

Tout point P  de A, sauf les points P appartenant à  une surface
T  à  n - 1  dimensions dans A", correspond biunivoquement au point
(P, 97(P)) de N o t o n s  a  la surface critique de A , et posons cr = 7r(a),

7.i.(7- )  et e - 1 (7).
Dans ce qui suit, l'opération de projection de sur A sera

désignée par n

Comme nous avons démontré dans [4], n° 9, on peut prendre
pour n(P) une fonction ayant la propriété (K )  suivante :

10n'a pas de v ariété  singulière  de dim ension n - 1 ,  en dehors
de l'im age T  de T  s u r 1.;

20 T  ne possède aucune composante commune avec a  ;

30
 T  est un rev êtem ent intérieurem ent ram if ié de 1-, à deux

feuillets; autrem ent dit, l'im age  f  de s u r  1 (dont on a f =7 -r 1( T))
est un revêtem ent intérieurem ent ram if ié de T , à  v - 1  f euillets;

40 a u  p o in t  M  d e  T , sau f  aux  po in ts M  appartenant à une
sous-variété de dim ension n - 2  s u r  T , les plans tangents (à n  di-
mensions) aux deux branches de 1  passant par M  sont distincts.

Nous dirons dans ce cas que la surface  e s t  de ty pe (K ) , et
nous appelerons T  variété double ordinaire de /.

3) Voir [4 ], n ° 3  (au  cas  o ù  m=3).
4) H . Grauert e t  R. Remmert, [1].
5 )  K. Oka, [3 ], n ` 7 .
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Dans ces circonstances, considérons le problème suivant :
Étant donnée une fonction f (M ) holomorphe sur t ,  qui est sur

C) la restriction d'une fonction F ; ((x), y) holomorphe dans
(A i , C) (j =1, •-• ,m), trouver une fonction F((x), y) holomorphe dans
(A, C) telle qu'on ait sur t

f =  F .

Si ce problème est résoluble pour toute fonction f (M ), nous
dirons que le problème (H*) 1  [ou simplement le problèm e (H *)] 6 )

est affirmatif.
Le problème (H*) étant posé seulement pour la variété une

fois fixée, il n'est qu'un cas particulier du problème (H) 7 ) .

3. Equivalence des problèmes. On a le théorème suivant :

Théorème 1. Les problèm es (A ), (H), (H *) et le prem ier pro-
blème de Cousin posé dans le domaine A , u • • • \ . J . 3 . „ ,  sont équivalents.

Pour démontrer le théorème, il suffit, d'après ce que nous
venons de voir jusqu'ici, de résoudre le problème (A) à  condition
que le problème (H*) soit affirmatif. Mais, ceci est immédiat, car
les démonstrations des théorèmes 2  e t  2  bis du mémoire [4]
s'appliquent mot à  mot au cas actuel, en remplaçant seulement les
trois domaines A „  A ,, A, par les m  domaines A„ •-• , A m , et en
appliquant le lemme 4 et le théorème 1 du même mémoire. c.q.f.d.

On a le corollaire suivant :

Corollaire 1. L e problèm e (A ) est af f irm atif , si le dom aine A
se représente par une surface :y=7/(P) (PE A ), n'adm ettant pas
de variété singulière de dim ension n-1.

Ceci est évident, puisque, dans ce cas, le problème (H*) est
trivialement affirmatif.

En particulier, lorsque le domaine _I admet deux feuillets, le
problème (A ) est toujours affirmatif. Dans ce cas, en effet, A  peut
se représenter par une surface de Riemann : y  O p(x„  ,x n ) ,

6) Ce problème correspond au problème (1-11- )  traité dans [4 ] , n °  1 2 . Les domaines
univalents .à ;  (  j= 1 , , 2n) restent toujours fixés.

7) Voir [ 4 ] ,  n °  5 .  Le même raisonnement s'applique au cas actuel.
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où q i )  est une fonction holomorphe dans A , sans facteur multiple ;
alors, /  n'a pas de variété singulière de dimension n - 1 .

Correspondant au lemme 1 ,  on a encore le corollaire suivant :

Corollaire 2. Soit 1 : y =9 (P ) (P E  A) la surface caractéristique
ex pliquée jusqu'ici, de ty pe (K ) ,  e t qu i représen te  A ;  et soient

( 1' )  (k=1, ••• , p )  les composantes connexes de
•F (1 ) J I ( P )

Pour que le problème (H*) 1  so it af f irm atif , il f aut e t il su f f it que
tous les problèmes (H*) m ck) (k=1, ••• , p )  soient affirmatifs.

4. Problèmes (21);,, Reprenons le domaine A intérieure-
ment ramifié,  à v f e u il le ts , s u r  le  p o ly c y l in d r e  A :
( i=1 ,•••  ,n ) , et considérons, à l'espace ((x ), y), la surface /  de type
(K )  qui représente A ;  /  est contenue dans un p o ly c y l in d re  (A, C).

Soit T  la variété double ordinaire de / .  Posons T  = z o ( T),
-6. T ) .

Considérons, à l'espace (x„  ••• , x n ) , n  domaines A i  :

( A 5 )  P.i< l x i l < r i , ( i=1 ,• • • ,  j- 1 ,j+1 ,• • • ,n ; j=1 ,• • • ,n ) ,

et posons A i =n— '(A ; )  ( j= 1 , • • •  , n).
Soit m  un entier tel que 3 < m < n .  Étant donnés m  entiers

j „  ••• , j rn tels que 1 < j k < n  (k =1,••• ,m ), considérons le problème
(A ) pour une combinaison des m  domaines A i i , ••• , A j m ,  et notons-le
problèm e (A ) ; ,, , i ,n . D e m êm e, notons problèm e ( H*) i i .  , 1 „, le
problème (H *) posé sur T  pour la combinaison {A ./0  • • •  ,  A f j .

On a facilement le théorème suivant :

Théorème 2. S i le problèm e (A );,, ,j,n  est af f irm atif , tous les
problèmes (A).i i , le sont aussi ( 3 <m <m +p <n ) .

En effet, puisque les problèmes (A ) et (H *) sont équivalents
mutuellement, il suffit pour nous de démontrer que :

Si le problème (H*) . i i , est affirmatif, tous les problèmes
p  le sont aussi.

M a is , c ec i e s t év id en t, c a r  la  co n d itio n  d u  p ro b lèm e
, j , n + j ,  entraîne trivialement la condition du problème

(H * )/,,-...im • c.q.f.d.
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Maintenant, pour un entier m  (3 < m ‹n  —  1 ), désignons par
le polycylindre :

1, 1 ( i— ii, .• • < r i (i =1 , •••  ,n ).

On a le théorème suivant :

T h éo rèm e  3 . S i le dom aine A i ne contient pas de point de
T n8 5 ,, , 5 „„ les problèmes (A) 5 1  j „, et (A) 5 i , „ 5 sont équivalents
(3_< m<n —1).

En effet, il suffit de démontrer, sous la même condition que du
théorème, que, si le problème (H*),, est affirmatif, le problème
(H*),, l'est aussi.

Soit f ( M )  une fonction holomorphe sur f .  Supposons que
f ( M )  soit sur f  n (.N 5 , C ) la restriction d'une fonction 5 ((x), y)
holomorphe dans (A C):

f  = (j = 1, ••• .

En prenant un point quelconque M  de Î r\ (s,,,  C ), soient (x)
les coordonnées de M=n- o (M ), qui appartient à T  ..1„ .  Puisqu'on
peut trouver, par hypothèse, au moins un indice j  ( I< j < m )  tel
que l'on ait

x  >

M  appartient à Tr\ A i , et donc, M  appartient a i'r\ (A i , C).
Par suite, f  est la restriction à  f  de la fonction F 5 , au voisi-

nage du point M .  D'après le théorème de K. Oka", il existe une
fonction F „ ,((x ), y) holomorphe dans (A„, + „  C ) telle que l'on ait
sur C)

f  =

Or, le problème étant, par hypothèse, résoluble, il
existe une fonction F((x), y) holomorphe dans (A, C ) telle que l'on
ait sur tn (A , C )

8 )  K. Oka, [21, Théorème II. Il s'applique aussi au cas actuel.
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ce qui montre que le problème (H*),,..,„, est résolu affirmativement.
c.q.f.d.

De ce théorème, on obtient aussitôt le corollaire suivant :

Corollaire du théorème 3. Lorsque pk = 0  (k=-1, , n ) ,  sup-
posons que, pour un indice j ,  la dro ite  L 5 : x k = 0 (k =1, • • • , j 1,
j+ 1 ,  • • •  ,n )  ne  rencon tre  T  qu'a l'origine; alors, les problèm es

et (A) 1 ... équivalents.

§  2 .  Critères pour les problèmes

5. Un critère pour le problème (H * ) .  Reprenons la fonction
n (P)  ayant la propriété (K )  dans et considérons la surface 1: y
= n(P), de type (K ). est exprimée par une équation de degré v
en y :

(1)((x), y) = y ' + A l (x )y '' + • • • + A „(x ) = O,

A 3 (x )  étant des fonctions holomorphes dans A.
Soit T  la variété double ordinaire de Posons I=  7r ( T );

est un revêtement intérieurement ramifié (connexe ou non) -c-le  T,
v —1 feuillets, et T  est un revêtement univalent de T.

T  s'exprime sur T  comme

( T ) y  = w (M ) (M  E  T ) ,

où co est une fonction uniforme et holomorphe sur T ,  T  étant con-
sidérée comme un espace analytique.

Soient M„ ••• , M , les points de Tt situés sur un même point
M  de T , et (M, 17 5 (M ) )  ( j=1 ,• • •  ,  — 1) leurs coordonnées.

Comme nous avons vu dans [4 ], n °  1 1 , le produit

U(111, y ) = [Y - 7 7.AM )]i=1
s'écrit

U(M , y) = c1(M )y 2 + • • • +ce,(M ),

où c ( M )  sont des fonctions holomorphes sur T .  La variété
s'exprime alors sur T  par une équation

) U(M , y) = 0 ( M E T ) .

Comme on a identiquement sur ( T , C)
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cl"((x), y) = — 0(M)] U(M, y),

on a sur T , en posant identiquement ce 0(M )= 1  et a ( M ) = O,

A i(x )=  a i(M ) — a i- i(M )(D (M ) Ci --- 1,•••

d'où on obtient sur T , en posant A 0 (x)------1,

( 1 ) aj = E  A ; w k  ( j  =  1, ••• ,
k=0

Soit maintenant 0  l'anneau des fonctions holomorphes dans A.
En posant tb = —1,  considérons un système (si , , 0, ) de ,u, fonctions
,81(M ),••• ,,e,(M ) holomorphes sur T .  L'ensemble a de tels systèmes
(/e) forme un module sur O.

Étant donné un domaine univalent  D contenu dans A ,  nous
dirons qu'un élément (/3„ ••• Op) de a est de type (X ) par rapport

T , s'il existe p,+ 1 ( v) fonctions b o (x ) ,  b , (x ) ,  •  ,b (x )  holomorphes
dans D telles qu'on ait sur T n

Je; b i —bo a ;  ( j  = 1 , • • •  ,

L'ensemble des systèmes de type (X) par rapport à  SI forme
évidemment un sous - module 33(T) de a.

Avec ces terminologies, le théorème 4 du mémoire précédent
[4 ],  s'énonce comme il suit :

Pour qu'une fonction f ( M )  donnée et holom orphe sur T i soit
restriction d'une fonction holomorphe dans (A, C), il f aut et il suf f it
qu'il ex iste (de façon unique) un sy stèm e (0  • • •  ,  0 0  de type (X )
par rapport à A  te l que  l'on  ait sur t

f =  ia it - 1 +13 2Y- 2 + .. .+ S ,

Par le même raisonnement que du théorème 5 , [4 ], on voit
facilement que :

Po u r q u 'u n e  f o n c tio n  f ( M )  holomorphe sur soit, pour
j = 1, , m ,  s u r -t r\ (A i ,  C) la restriction d'une fonction holomorphe
dans (A i , C ), il f aut et il suf f it qu'il ex iste un sy stèm e (le k , ••• ,13,)
qui est de ty pe (X ), ci la f ois par rapport  à A„ ••• , A„„ de façon
que l'on  ait sur t

9 )  Cette expression de ( a) n'est pas unique.
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f =  19 13,1- 1 +  i e d '+ • • •  + R k , .

Ensuite, correspondant au théorème 5 , [4 ], on obtient un
critère du problème (H * ) comme suit

Théorèm e 4. Pour que le problème (H *) soit af f irm atif , il f aut
et il su f f it que tout sy stèm e (3„ •-• ,3,) de type (X ) à  la f ois par
rapport à A„ •-• , A m , soit aussi de type (X ) par rapport  à A ; autre-
m ent dit, qu'on ait

g3(-11) r\ g3(Anz) = g3(A)

6. D euxièm e critère. Pour obtenir un autre critère plus
maniable, nous allons chercher d'associer au système (3 ) de type
(X) un autre système de type plus simple que de type (X).

1 °  Nous dirons qu'un élément (M ,  3 )  de a est de type
(X *) par rapport  à  T, s'il existe ,a + 1 ( = v) fonctions Bo(x), ••• , B,(x)
holomorphes dans T  telles qu'on ait sur T n1

= B e l (j =- 1, • • , .

L'ensemble des éléments (/3*) de type (X*) par rapport à  T
forme un sous-module 33*(T) de a.

On a le lemme suivant

Lem m e 2. I l  e x is te  u n  automorphisme Jr * d e  (.1, qui donne,
quel que soit T , un isomorphisme entre g r (T ) e t 53(1).

En effet, à  un élément quelconque (3 * ) de a, associons un
élément (3 ) de a, par les formules

= ( j  =  1 ,  • • •  » ) ,
k = 1

A i (x)E  0 étant des coefficients de (1)((x), y), et 210(x ) --- -- - 1, comme ex-
pliqué au n° précédent. C'est une application linéaire de a dans
a, et l'on obtient l'application réciproque par les formules

131: = 73'ï = A; _ k R :  ( j  =  2, ••• ,
k =i

l'application J ' ' :  (/3 * )  ( /3 )  est donc un automorphisme de d.
Or, montrons que, si (3 * ) est de type (X*) par rapport à  T,

son image ($ ) est de type (X) par rapport  à  T.
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Supposons, en effet, qu'on ait sur Tr -N5)

Bk - B o k  (k  = 1 , • ••  , ,

B ,,•••  ,B , étant holomorphes dans T. Alors, on a sur T r \T

A i _k (B k —B o cok) — E  A i _k B k — B ,E A ; _k wk
k=0 k=0 k=0

Donc, si on pose dans T

b j  = E A ;_ k B k  ( j  = 0, 1, • • • , P),
k=0

on obtient, d'après la relation (1) du n° précédent, sur T n

= b5 —b0ce;  (j = 1 , • • •  ,, (6 );

ce qui montre que (0 )  est de type (X) par rapport  à  T.
Inversement, si (0 ) est de type (X) par rapport à  1, son image

réciproque (0 * )  est de type (X*) par rapport à •
Supposons, en effet, qu'on ait sur Tr\T

R;  =  b5 —b0ci ;  ( j  = 1 , • • • ,  du) ,

•-• ,b, étant holomorphes dans T.
D'abord, pour j= 1 , on a sur Tr■T

--- R i= b1— b0a1,

et, puisqu'on a a i = + 6 ) ,  d'après (1) du n° précédent, on a sur
T r\ l ,_  _

=  (b1 — boit) — b0».

Donc, si on pose dans T

Bo = b ,  e t  B i = bi —b0 A „

on a sur Tr\T

011' =  B i — Boco •

Supposons ensuite que l'on ait, pour  k = 1 ,  • • • , j —1,

=  Bk - B0 ,

Bk ( x )  étant holomorphes dans T. Alors, on a sur Tr■T
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j - i

=  (b 5 — b oc e 5 )— E A i _k (Bk —BØ )
j - 1

= (1)3 — E A i _ k Bk )— B o(a Ai-ko)k) •
k=.0

f,=0

Donc, si on pose dans
i - 1

B 5 = 1 ,
5 —E Ai_kBk

k 0

on a, d 'après (1) du n° précédent, sur T r\T

ge'Î = B 5 — Bo 3 ;

ce qu i m ontre que (,3* )  e s t  d e  ty p e  (X*) par rapport à  M, par
récurrence sur j .

Par suite, l'automorphisme ',/,* de a donne un isomorphisme
entre 93*(1) e t 13(M), quel que soit D C c.q.f.d.

De ce lemme et du théorème 4, on obtient le deuxième critère
pour le problème (H*):

Théorème 5. Pour que le problème (H*) soit af f irm atif , il faut
et il suf f it qu'on ait

J3*(A,) r\ • • • r\ 53*(A,n ) = gr(A) ;

autrement dit, que tout système (et, • • • , à la fois de type (X*) par
rapport â A„ ••• , An i soit aussi de ty pe (X *) par rapport a A.

20 . Nous dirons qu'un élément (/3„ •• • , $ )  d e  d  e st de type
(X **) par rapport à D, s'il existe ts +1 ( = I)) fonctions B o(x), ••• ,B ,(x)
holomorphes dans D telles que l'on ait sur Tr\D

"Si = B5 —B5 0  ( j  =  1 , • -  ,

L'ensemble des éléments ( 4 )  d e  typ e  (X **) par rapport à  D
forme un sous-module 33**(D) de d.

On a le lemme suivant :

Lemme 3. Il ex iste un autom orphism e Jr * *  d e  a, qui donne,
quel que soit D, un isomorphisme entre 93**(D) e t 53(D).

En effet, d'après le lemme 2, il suffit de démontrer qu'il existe
un automorphisme d e  a, qui donne, quel que soit D, un isomor-
phisme entre V ( ))  e t 53**(D).
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Pour cela, associons à  un élément quelconque (Je) de a un
élément (0 )  de a, par les formules

0 ; =  /St — 1(37-10) ( j  =  2 , • • • , /-6)

Puisqu'on a l'application réciproque

r(e  =  0 1 , ral` = $ j+011_1(0 ( j  = 2, ••• P)

cette application linéaire Afr ( e* )--> (4) est un automorphisme de a.
Comme on voit aisément, l'image (A) de (S*) est de type (X**)

par rapport à  T ,  si (0*) est de type (X*) par rapport à  T.
Inversement, si (4) est de type (X**) par rapport à  T ,  son

image réciproque (4*) est de type (X*) par rapport à  T.
En effet, d'abord pour j  = 1, on a sur T  nT

= 131 - 1 3 0 .

Supposons donc que l'on ait sur T  r\T

= B  ,—  B o f ' .

On a sur T  r\T

=  (B 3 — B J _,(70)+(B ; _i —B o w i')(0  = B i — B 0coj ;

ce qui montre que ( 0 * )  est de type (X *) par rapport à  T  par
récurrence sur j .

Donc, l'automorphisme Jr donne un isomorphisme entre 1*(T)
et 93**(5)). Alors, * * * = * * * - 1  est l'automorphisme voulu. c.q.f.d.

De ce lemme et du théorème 4 ,  on a le théorème suivant,
comme un critère aussi maniable que le théorème  5 :

Théorème 5  b is .  Pour que le problème (H *) soit af f irm atif , il
f aut et il suf f it que l'on ait

1 * * (-11) r\ • • • r\ 93** (-1 .) = g3 * * (A) ;

autrem ent dit, que tout systèm e (0„ ••• ,13,) à  la f ois de ty pe (X**)
par rapport a .1„  ••• ,.1„ , soit aussi de type (X **) par rapport a A.

7. Fam ille des surfaces ayant une m êm e variété double
ordinaire. Le problème (H *) étant posé sur la variété t=  71-n T ):
U(M , y)=  0 , l'énoncé du théorème 4 renferme en fait les coefficients
a i (M )  de U(M, y) [d'après la définition de type (X)]. Par contre,
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l'énoncé du théorème 5  ne renferme que T, 0)(M ) e t 1.) ; autrement
dit, il ne dépend que de la variété double ordinaire T  et que du
nombre de feuillets d e  / .  Ce théorème admettra de plus une
application à  la famille des surfaces /  (à un nombre quelconque de
feuillets) ayant la même variété double ordinaire T.

Reprenons, à  l'espace (x„ •-• , x n ) , le  p o ly cy lin d re  A :

(A) <  r  ( i  =  1 ,  

et in  ( 3 ‹  m < n )  domaines univalents A ;  ( j=1 , ••• ,m ):

(Ai ) Pi <  I x5 I < r , , < r i  ( i  =1 ,—  ,j- 1 ,  j+1 ,—  ,m ) .

Soit T  une surface caractéristique (à n - 1  dimensions) dans A,
et co(M )  une fonction uniforme, bornée et holomorphe sur T , et
soit à  l'espace ((x ), y ), T  une variété analytique de dimension n - 1 ,
définie par :

( T ) y  = o (M ) (M  E  T ).

Étant donné un domaine intérieurement ramifié A sur A,  u n
nombre quelconque de feuillets, prenons une fonction n (P)  holo-
morphe et bornée dans A , et ayant la propriété (K ) ; le domaine
A est représenté par la surface caractéristique /  de type (K ):

Y =  97(P )  ( 1 3  e A) •

Supposons que cette surface /  ait la variété donnée T  pour
sa variété double ordinaire, sans avoir aucune singularité de di-
mension n - 1  en dehors de T ; et désignons par U T  la famille de tels
domaines A intérieurement ramifiés sur le même po lycy lind re

Dans ces conditions, on a finalement le théorème suivant :

Théorèm e 6. S i on s'est donné une v ariété analy tique T  de
dimension n - 1  comme expliqué ci-dessus, et si le problème (A ) est
af f irm aitif  pour l'un des dom aines appartenant a 5 T ,  il en est de
m êm e Pour tous les dom aines appartenant d 5 , - ;  autrem ent dit, le
problème (A ) est ou bien affirmatif pour tous les domaines appartenant
a  5 T ,  ou bien toujours négatif .

Prenons, en effet, deux domaines A et A' appartenant  à 5 T ,
v , V  feuillets respectivement. Soient / : y= ?7(P) (PE A) et / ' : y =
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9/ (P ')(P 'E  A ')  deux surfaces caractéristiques de type (K )  ayant T
pour variété double ordinaire, sans singularité de dimension n -1
en dehors de T , et qui représentent A , A ' respectivement.

D'abord, lorsqu'on a v =  v i, on constate aisément, d'après le
théorème 5 ,  que :

si l'un des problèmes (A ), et (A ),/  [ou l'un des problèmes (H * ) z

et (H * )v ]  est affirmatif, il en est de même de l'autre.
Maintenant, supposons qu'on ait v' < v .  Prenons v— V nombres

complexes distincts c;  ( j= 1 , • ••  , v —  V), plus grands que la borne
supérieure de In'(P')i dans A l et considérons, à  l'espace ((x), y),

—V plans (j=1,••• ,u-2.1), de dimension n, définis par :

(1 i ) y =  C3 .

Alors, la surface / , " = ' \ i ,  • • •  v „,  admet la variété donnée
T  pour variété double ordinaire, sans avoir aucune singularité de
dimension n - 1  en dehors de T .  En considérant c o m m e  u n
domaine intérieurement ramifié sur A, notons-le A" ; A" appartient

5 T ,  et admet v  feuillets.
Donc, si l'un des problèmes (A ), et (A ), , ,  est affirmatif, il en

est de même de l'autre comme on le voit plus haut.
Mais, d'après le lemme 1 ,  on sait bien que, pour que le pro-

blème (A),/ ,  soit affirmatif, il faut et il suffit que le problème (A)„ ,

soit affirmatif ;  donc, il en résulte que, si l'un des problèmes (A),
et (A)„ ,  est affirmatif, il en est de même de l'autre ;  d'où l'énoncé
du théorème 6.
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