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Sur les suites de surfaces analytiques

Par
Osamu Funta

(Communiqué par Prof. Kobori le 10 avril, 1965)

Introduction. En 1962, Oka a indiqué une restricton intéres-
sante, a laquelle sont soumises les aires de surfaces analytiques.”

Dans le Mémoire d'Oka, les probléﬁes sont traités dans 1'espace
de deux variables complexes. Dans le présent Mémoire, nous verrons
que le lemme et le théoréme d’Oka subsistent pour I'espace d’un
nombre quelconque de variables complexes. (Voir Lemme au N° 2
et Théoréme au N° 3). A

1. Dans l'espace (x) de n variables complexes, considérons un
domaine univalent fini D. Soit S une surface analytique dans D, et
soit M, un point de S. Supposons qu'au voisinage de M, on pusisse

représenter le point M(x) de S par
xi=fi(ts, ta, 5 tw) (G=1,2, -, n; m=n—1),

ol fi(¢) sont les fonctions holomorphes de m variables complexes
by, taont, pour |4 <1, |t|<<I, -+, |t.]<<1. 1l s'agit de 'élément de
volume (de dimension 2m) de la surface S. ’

Exprimons les parties réelles et imaginaires de «x; ct de ¢,,

comme ce qui suit
Xj=E&1F 1605, Li=Tp-1 + 1T

(j=1.2, -, n; k=1,2,---, m), i étant I'unité imaginaire. Soit S, la
projection de la surface S sur l'espace (a1, -+, Tje1, Tjur, =**y L), J

\

étant quelconque. Dans lespace cartésien 4 2m dimensions réelles

1) Oka [1] p. 11 Lemme et Théoréme.
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(61, =+, €aj-3, §2j41, **+, €), 'élément de volume de S est donné par

d‘v,-= 1)(51, o0y Eaimn, Sajurs 00y 52~)_d71d.,-2...d1-2m’

D(TI,Tz, R 1-2’”)

ce qui, en vertu de la condition de Cauchy-Riemann, se réduit &

D(xy, =0, X1, Tina, =5 L)
’ L ——" dridrydra,.
“(tl,t2,‘ l 16052 2

Considérons la somme

D(ay, ) Ly, Zja, =, ) |

*
=1 D(t1,t2,""‘“““'""“ tm) det(X X)’

ou X est la matrice ( %? ) (k=1,2,+,n; 1=1,2,+-, m) a n lignes

1]
et m colonnes, et X*=(yu) est la matrice & /n lignes et n colon-

nes dont les éléments sont donnés par la formule

Iu= %xl (k=1,2, =, m; [=1,2,,n),

o, étant la valeur conjuguée de —%‘;’—‘ La valeur de la somme ci-
k k

dessus est invariante par toute transformation linéaire de l'espace

(x) de la forme

—xi=> au(xi—xl) (kI1=1,2,-,n),
aw étant des constantes, qui conserve la distance (euclidienne).”
Donc, I'élément de volume de S dans l'espace cartésien a 2n dimen-
sions réelles (&, 6, -+, €:,) sera donné par

D@,y X, i, ) |
dv= S, T i, i, T dridrydry,
,% D(F1, Ly, rerrereeennsresns Cta) | R 2

= 2” d‘Uj.

Jj=1

Nous voyons donc que le volume de la surface analytique S s'exprime
q

par la somme de ceux des projections sur les espaces (a1, *++, X,

2) “Rotation de l’espace (&) autour d'un point (2°)” d’aprés Oka. La matrice
.1=(am) d’ordre n est unitaire; c'est-a-dire A*A=EFE, oll I est la matrice-unité.
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Lj+1s °*°, xn) (]= 1. 2, ,””)'3)

2. Soit (C) un cercle sur le plan complexe x, et soit (I") un
cercle a lintérieur de (C). Soient (C'), (C") deux cercles con-
centriques sur le plan complexe y, dont (C"”) est intérieur. Nous
désignerons la couronne comprise entre les circonférences par (C”,
C’). Soit S une surface analytique dans le dicylindre [(C), (C")]
(d'un seul tenant ou non), telle que l'aire A’ de la portion de S
dans [(O), (C",C)]<@ et qu'il en soit de méme pour l'aire A" de
la projection de la portion S [(I"), (C)] sur le plan x (en tenant
compte de la multiplicité). Soit 4 un domaine a l'intérieur de [(C),
(CH]. Alors, grace ¢ Oka, l'aire A de la portion de S dans 4 est
bornée de telle maniére quelle soit <K@, ou K est une constante
positive indépendante de S et de 2.2 En particulier, AKK(A'+A").

Nous allons étandre ce lemme d'abord pour l'espace de trois
variables complexes x;, @, x3. Soient (C,) (j=1, 2) des cercles
respectivemet sur les plans x; et soient (I';) (j=1, 2) des cercles
respectivement a l'intérieur de (C;). Soient (C;), (C3) deux cercles
concentriques sur le plan s, dont (C3) est intérieur. Soit S une
surface analytique dans le polycylindre (C)=[(C), ((C), (C5)]
(d’un seul tenant ou non), telle que le volume V' de la portion
S [(C), (), (CE, Gy)] soit <& et qu'il en soit de méme pour le
volume V" de la projection de la portion S [(I'y), (I'y), (G5)] sur
lespace (a1, x,) (en tenant compte de la multiplicité). Soit (C")
= [(CD, (€Y, (CP] un polycylindre a l'intérieur (C). Il s’agit de
montrer qu'il existe une constante positive K indépendante de S et
de 2 telle que le volume V de la portion S~ (C) soit <KQ.

1° Supposons pour la simplicité que toute intersection de .S et
un ensemble analytique de la forme xj=a;, xy=a, soit au plus de

dimension 0, ol j, £ sont des nombres enti¢res 1< ;<<k<3, mais

3) C’est une généralisation du résultat d’Oka [1] p. 2.

4) Cette proposition est légérement différente de celle d'Oka [1], précisément-dit,
elle est plus générale que celle d’'Oka. Mais, d’aprés le mode de raisonnement d’Oka,
on peut trouver facilement qu’elle reste valable.
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d’ailleurs quelconques et a;, @, sont des nombres complexes quelcon-
ques. Soit R; la surface de Riemann (connexe ou non) sur l'espace
(@2, x3), correspondant a la portion de S dans (C'), et soient R}, R}
celles sur les espaces (a1, x3), (x1, x,) respectivement. Soient
W; (j=1, 2, 3) les volumes de R respectivement. Alors, d’apres

ce que nous avons vu au No 1,
(1) V= W1+1V2+W3.

Evaluons d’abord le volume

(2) W= SR& déidéydésdé, = S(Cf) dfllezgRé(xl)d$3d$4 P

ol xj=&;-1+1&; et Ri(a) est la section de R; par le plan analytique
xi=a. Soit S(a) (ae(C,) la section de la surface analytique S
par le plan analytique x;=a. Alors sa projection S(a) sur l'espace

(x2, x3) est une surface analytique dans le polycylindre [(C,), (Cs)].

SR,(”d{-‘ad& étant l'aire de la projection de la portion S(axy) A [(C3),

(C%)] sur le plan x,, on a

(3) dé&de<A(x),

SR&(M)
ot A(x;) est laire de S(x) A [(Ch), (CH].

Soit (Ci') un cercle concentrique a (C) sur le plan x;, contenu
a lintérieur de (C;) et contenant les cercles (Ci), (C3) avec leurs

frontiéres. S(a;) étant une surface analytique dans [((,), (Gy)],

on a d’aprés le lemme d’Oka,
(4) A(x) k(A (2) + A" (x)],

ou A'(x;)) est laire de S(ax) N [(Cy), (C3, C¥)], A”"(x;) est l'aire
de la projection de S(a) A [(I). (CY)] sur le plan x, et % est une
constante positive indépendante de S(ay).

Les formules (2), (3), (4) entrainent

(5) Wagk[g(ci)A’(xl)a’él de+(  ArGnae, d&] .

n
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S(C/)A'(xl)dé‘ld& étant la somme des volumes des projecttions de

SACY, (G, (C CH] sur les espaces (a1, x;) et (1, x3), on a
(6) [ o4 @rasae<v.
De l'autre coté,
S(C{)An(.ﬁ)d&d&:SRé, dé dé, dédé,= W,

ou Ry est la surface de Riemann sur l'espace (x;, x;) correspondant

a la portion S~ [(C1), (I'), (C¥)]. Puisque
wi={ dede,,  deae,

R{ (a) étant la section de Rj par le plan analytique x;=a, on voit que

W;gk’[v' + S(r B (@)ds d&] ,

ol S(FZ)B"(xz)d&d& est le volume de la projection de S [(I"y), (I'y),
(G)] sur lespace (x;, x;) et & est une constante positive indépen-
dante de S. Donc

(7) Wik (V'+V").
D’aprés les formules (5), (6), (7), on arrive a

(8) W<Ks(V'+ V"),

K, étant une constante positive indépendant de S.

Quant & W,, écrivons d’abord

W1 = Sﬂid&, d$4 d$5 (ZEG = S(CQ)(lés d$4SR{(xz)d$5 CZSG 5

ou Ri(a) est la section de Rj par le plan analytique x,=a. Soit
S(a) (ae(C;)) la section de S par le plan analytique x,=a. Alors
sa projection S(a) sur l'espace (x;, x;3) est une surface analytique
dans (€, (). {,
S(x) N [(CD), (C))] sur le plan 5, on a

déydés étant Vaire de la projection de
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SR]’(xz) d$5 déo § A(.Tz) )

ou A(x,) est l'aire de S(axs) A [(CY), (C3)]. Nous avons done, tout

pareillement au cas de Wi,
(9) WISIK (V'+ V"),

K, étant indépendante de S.

Il en est de méme pour W,. c'est-a-dire
(10) WK, (V'+ V"),

ou K; est indépendante de S.
D’aprés les formules (1), (8), (9), (10), on obtient finalement

(11) VK (V'+V"),

ou K,=K,+K,+K; est une constante positive indépendant de S.
2° Dans le cas générale, grace a4 Grauert, il existe une trans-

formation linéaire non-singuliére de l'espace (r)
3
(1) yj:ga“‘[k (J:1$ 2, 3>~

tell que toute intersection de S et un ensemble analytique de la
forme y;=b;, y»+=b, soit au plus de dimension 0, ol j, k£ sont des
nombres entiéres 1<Z;7<<k=<3, mais d'ailleurs quelconques et b;, b
sont des nombres complexes quelconques.” De plus, il existe une

telle transformation satisfaisant aux conditions suivante:
lay—1]1<<6, lanl<<d (Gx=k, j, k=1,2,3),

8 étant un nombre positif dont nous expliquerons plus tart.

Si (Cy) (j=1, 2, 3) sont respectivement les cercles |x;—ua;|<<R;
sur les plans .r;, nous désignerons les cercles |y;—a;|<CR; sur les
plans y; aussi par (C;). Il en sera de méme pour les cercles (C}),
(r;), (CY et pour les polylindres (C), (C'). Soient (C) (j=1,2
des cercles respectivement sur les plans y; contenus a lintérieur de

(C;) et contenant les cercles (I';), (C}) avec leurs frontiéres. et soit

5) Voir: Grauert [2] p. 249 Satz 9. Nishino [3] p. 382 Théoréme .
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(Cy) un cercle sur le plan y; contenu & lintérieur de (Cs) et con-
tenant les cercles (C2), (C}) avec leurs frontiéres. Posons (C)=
[(CD, (G, (CI. Etant donné un nombre positif quelconque e,
choisissons 8 suffisamment petit pour que les conditions suivantes
soient remplies.
(i) Dans l'espace (y) I'ensemble T(S) A(C)=S est une sur-
face analytique dans (C), T(S) étant I'image de .S dans I'espace (y).
(ii) Le volume V' de SA [(CY, (Co), (C, Cp)] dans I'espace ()
est plus petit que 2+, et il en est de méme pour le volume V" de
la projection de SA (ry, (ry, (Gy)] sur I'espace (1, ¥s).
(iii) Le volume V de Sm (C") dans l'espace (y) est plus grand
que V—e, V étant le volume de S (C') dans l'espace (x).

D’aprés ce que nous avons vu au 1°, nous avons
VIK (V' +V"),
K, étant une constante positive indépendante de S. D’aprés les con-

ditions (ii), (iii), on a
V—e<2K,(2+¢).

e=>( étant quelconque, nous avons donc
V<K@,

ot K=2K, est une constante positive indépendant de S et de £.

En raisonnant tout pareillement, on peut établir le lemme suivant:

Lemme. Soient (C;) (j=1, 2, -+, n—1) des cercles respective-
ment sur les plans complexes x; et soient (I';) (j=1,2, -, n—1)
des cercles respectivement a [lintérieur de (C;). Soient (C,), (C)
deux cercles concentriques sur le plan complexe x., dont (C3) est
intérieur. Soit S une surface analytique dans le polycylindre (C)
=[(CD), (C), =+, (C)| (d'un seul tenant ou non), telle que le
volume de la portions SA[(C), -, (Ci), (C CD] soit <
et quil en soit de méme pour le volume de la  projection de S
((T), =+, (M=), (C)] sur Uespace (xy, +++, x,-1) (en tenant compte
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de la multiplicité). Le volume de S est alors borné & [lintérieur
de (C) de telle maniére qu'il soit <K, K étant une constante
positive indeépendante de S et de 9.

3. Considérons dans l'espace de n variables complexes x;, 3,
+++, Z, un domaine univalent D, que nous supposons fini pour simp-
lifier le langage. Considérons dans D une suite de surfaces analyti-

ques
(1) Sy, Sy, ey Sy, e,
et une suite de nombres positifs
(2) Vi, Vg, 0t Vs

La suite (2) est quelconque, mais nous la regardons pour étre non
borné en général.

Pour ces suites (1), (2), nous distinguons deux espéces de points
dans D:

1° Soit P, un point de D. S'il existe un polyindre (y) de
centre P, tel que, o, étant le volume (de dimension 2n—2) de S

dans (y), la suite

o w2 W, .
> b b b >
Vi V2 Vu

soit bornée, nous dirons que P, est de premiére espéce.

2° S'il n’existe aucun polycylindre (y) jouissant de la propriété

précédente, nous dirons que Py est de deuxiéme espece.

Soit D' un domaine (connexe ou non) contenu dans D). Si,
pour tout point frontiére M de D’ contenu dans D, il existe un
polycylindre (y) de centre M tel que () A D’ soit pseudoconvexe,
nous dirons que D' est pseudoconvexe dans D. Soit E un ensemble
des points de D. Si l'ensemble E est fermé a l'intérieur de D, et
si I'ensemble D—E est pesudoconvexe dans D), nous dirons que

Uensemble E est pseudoconcave dans D.

Alors, d’apres le lemme, nous verrons facillement que:
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Théoréme. L'ensemble des points de premiére espéce est pseudo-
convexe dans le domaine D. En d’autres termes, l'ensemble des

points de deuxiéme espéce est pseudoconcave dans D.”

Université féminine de Nara

BIBLIOGRAPHIE

[1] K. Oka, Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables X-Une mode nouvelle
engendrant les domaines pseudocovexes, Japan J. Math., 32 (1962), 1-12.

[2] H. Grauert, Charakterisierung der holomorph vollstindigen komplexen Riume,
Math Ann., 129 (1955), 233-259.

[3] T. Nishino, Les ensembles analytiques et les domaines, J. Math. Kyoto Univ., 1
(1962). 379-384.

6) Sa démonstration est tout pareille & celle d’Oka [1].



