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Introduction. Dans le Mémoire précédent [4], nous avons
demontré, pour les domaines® pseudoconvexes sur l'espace projectif,
que le Lemme II d’Oka® [1] reste valable & la condition qu’ils admet-
tent au moins un point frontiére.

Concernant ce résultat, se pose le probléme: pour les domaines
de la méme sorte sur ’espace produit de plusieurs espaces projectifs
de diverses dimensions, quelle condition est-t-elle nécessaire et suffisante
pour que le Lemme II d’Oka subsiste ?®

Dans le présesnt Mémoire, nous allons traiter ce probléme.

1. Preéliminaires. Soient S, S,, -+, S, n espaces projectifs dont
les dimensions sont m;, m,, *++, m, respectivement. Soit S lespace
produit de S;, S,, -+, S.. Soient (un, ti, -+, us) les coordonnées
homogénes pour l'espace projectif S; ol /=m;+1, i=1, 2, - n.

Considérons pour chaque espace S; une transformation

Ze= apatapunt - Tajug ( i=1. 2. ... .,),‘)
i 4, &y B i/
anun-tapuet--+Fanu;g

laul %0 (, k=1,2, -, 0.

1) Sans point critique intérieur. Dans le présent Mémoire, nous ne traiterons
que les domaines sans point critique intérieur, et nous les appellerons simplement
domaines pour abréger.

2) Voir No. 2.

3) On sait bien le réle que le Lemme I1 d’Oka joue dans le probléme inverse de
Hartogs: Les domaines ou ce Lemme reste valable sont holomorphiqument complet,
d’aprés le Théoréme de Nishino [2].
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En combinant ces transformations, on a une transformation de I’espace
n

S. Posons 3 m;=m. Par les transformations de .S de cette sorte,
i=1

on peut regarder un ensemble de points de S comme un ensemble de
points de l'espace de m variables complexes, localement. On peut
alors définir les domaines sur 'espace S de la méme maniére que les
demaines sur l'espace projectif,? également la notion de pseudocon-
vexité des domaines. Plus précisément, un domaine D sur S est dit
pseudoconvexe, si tout point frontiére M de D satisfait au théoréme
de la continuité,” et encore si cette propriété de M admet toute tran-
sformation pseudoconforme biunivoque de l’espace S au voisinage de
base-point® M de M.

Considérons un domaine D sur S. Pour tout point P de D, on
peut regarder un voisinage de P dans D comme un domaine univalent
et fini dans 'espace de m variables complexes. Soit ¢(P) une fonc-
tion réelle et univoque (qui peut prendre la valeur —oo) dans D.
On appelle ¢(P) fonction pseudoconvexe de P dans D, si ¢(P) est
une fonction pseudoconvexe” dans D localement.

Considérons un domaine V dans l'espace de m variables complexes
(x). Partageons x; en parties réelle et imaginaire:

xi=w;+iv; (j=1,2, -, m).
Soit ¢(x) une fonction réelle et continue dans V admettant les déri-
vées partielles continues jusqu'au deuxiéme ordre par rapport aux u;
et v; (j=1,2, -, m). Pour que ¢(x) soit pseudoconvexe dans V,
il faut et il suffit que l'on ait pour tout point de V et pour tout

systétme de valeurs réelles («, B)

22[( To_, 09 >(marl-ﬁf[:’k)

7k 0u;0u,  0U; 00

e ) 2. ]208)
+<3u,'6‘vk dus0v; (i — Biar) |=0P.

4) Voir Behnke-Thullen [3].

5) Voir Oka [1] No. 9.

6) Grundpunkt d’aprés Behnke-Thullen [3]. Projection d’aprés Oka [1].
7) Voir Oka [1] No. 13.

8) Voir Oka [1] No. 15.
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Nous désignerons avec Oka le premier membre de cette inégalité par
W(p: a, B).

Considérons une fonction pseudoconvexe ¢(zx) dans le domaine
V. Nous dirons que ¢(x) jouit de la propriété (P,) dans V, si elle
est continue et admet les dérivées partielles continues jusqu’au deu-
xiéme ordre par rapport & (u#, v) dans V, et encore si elle satisfait

dans V aux conditions:

o 3 (22) H(2) o

2°. Pour tout systéme de valeurs réelles (a, B) excepté (0, 0),

W(e: a, B)=>0

Nous désignerons la derniére condition par W(g: a, 8)=>>0, simple-
ment. Nous dirons encore que ¢(x) jouit de la propriété (P,) dans
V, si, & tout point (ax,) de V, correspond un voisinage y de (x,) dans
V tel que ¢(x) soit donnée dans y par la borne supérieure d’'un nom-
bre fini de fonctions pseudoconvexes ayant la propriété (FP;). Ces
propriétés admettent toute transformation pseudoconforme biunivoque.”

Une foncton ¢(x) ayant la proproiété (FP;) ou bien la propriété
(P,) dans V jouit de la propriété suivante: Pour tout point (x,) de
V, il y a un voisinage r de (x,) et une femille de surfaces analytiques
{o.} dans y définie par l’équation f(x,t)=0, (x)er, 01 ou
f(x, t) est analytique par rapport & (x) et continue par rapport a
(z, 1), telle que:

1°. o, passe par (x,), et reste dans la portion de ry donnée par
o(x)>¢(x,), sauf au point (x,).

2°. Toute ¢,(¢x0) reste dans la portion de r donnée par ¢(x)
>¢(x,) .

Soit ¢(P) une fonction pseudoconvexe dans un domaine D sur
I'espace S. Nous dirons que ¢(P) jouit de la propriétée (P,) ou de
la proprieté (P,) dans D respectivement, si ¢(P) jouit de la pro-

9) Vair Oka [1] No. 15.
10) Voir Fujita [4] No. 3.
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priété () ou de la propriété(P,) dans ) localement.

2. Lemme II d’Oka et Conditions. Considérons l’espace pro-

duit S:
S:S1><Sz><"' XSn

ot Si, Sy, -+, S, sont des espaces projectifs dont les dimensions sont
My, My, *++, M, respectivement.

Considérons un domaine D sur l'espace S. Soit E un ensemble
de points de D et soit E un ensemble de points dans S. Nous dirons
que E est équivalent a@ E, si 'on peut établir une correspondance
biunivoque et bicontinue entre les points de E et les points de E de
facon que le base-point de point arbitraire P de E coincide avec le
point de E correspondant a P.

Soit 4 nouveau E un ensemble de points de D. Soit E un

ensemble dans S de la forme
E=8XQiX - XQ;

ot Q) est un point de S; (=2, 3, -+, n). Lorsque E est équivalent
a E, nous dirons que E est équivalent a S,, pour simplifier I’énoncé.

Considérons le probléme suivant qui s’appelle probléme frontiére
d’aprés Oka:

Etant donné un domaine pseudoconvexe D, trouver une fonction
pseudoconvexe ¢(P) dans D jouissant des proprietes suivantes: 1°.
¢(P) possede la propricte (P1). 2°. Pour tout nombre réel a, I'ensem-
ble de points de DD donné par ¢(p)<<a reste a Uinterieur complet
de D.

Pour les domaines pseudoconvexes finis sur I'espace de n variables

complexes, ce probléme est résoluble affirmativement; c’est le Lemme

II ’Oka.
Pour les domaines pseudoconvexes sur ’espace projectif, le pro-

bléme est résoluble sous la condition suivante:

Condition (A). Le domaine pseudoconvexe D donné admet

aw moins un point frontiere.
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Pour les domaines pseudoconvexes sur l'espace produit S, il est
évident que le probléme n’est pas résoluble 4 moins qu'on n’y impose
de pareille condition, mais la condition (A) n’est pas suffisante pour
que le probléme soit résoluble.

Nous allons prendre la condition (B) suivante dont la significa-
tion est analogue & celle de la condition (A):

Condition (B). Le domaine pseudoconvexe D donné ne contient
aucun ensemble équivalent & 'un au moins des espaces projectifs
S, Say o, Sa.

On voit facilement que, pour un pomaine pseudoconvexe D, D
satisfaisant au théoréme de la continuité,”® la condition (B) est
équivalent a la condition (C) suivante:

Condition (C). Powur aw moins un point Py de D, il n'existe
dans D aucun ensemble passant par Py et equivalent & Uun au moins
des Si, Sz, -, Sn.

Chacune des conditons (B) et (C) est évidemment nécessaire
pour que le probléme soit résoluble.

Dans la suite, on verra que: Pour que le probléme soit résoluble,
la condition (B) est suffisante, par suite, la condition (C) l’est aussi.

D’autre part, considérons la condition qu’il suit:

Condition (D). Le domaine pseudoconvexe D donné ne contient
aucun ensemble analytique compact a une dimension complexe.

Pour les domaines pseudoconvexes sur l'espace projectif, cette
condition est nécessaire et suffisante pour que le probléme soit résolu-
ble. Pour ceux sur l'espace produit S, il est évident que la condition
est nécessaire, et d’aprés ce que la condition (B) est suffisante, il

s’ensuit que la conditin (D) est aussi suffisante.

3. Probleme et Notations. Nous allons risoudre le probleme
frontiére sous la condition (B); nous nous bornerons a lespace pro-
duit de deux espaces projectifs pour la simplicite; mais, on pourra

obtenir la meme conclusion pour lUespace produit d'un nombre

11) Le théoréme de la continuité (C) d’aprés Oka. Voir Oka [1] No. 10.
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quelconque d’espaces projectifs, par des raisonnements analogues.
Soit & nouveau S l'espace produit de deux espaces projectifs S™, S»
dont les dimensions sont m, n respectivement,

Exprimons exactement le probléme que nous allons considérer.

Probléme. Soit D wun domaine pseudoconvexe sur S qui ne
contient aucun ensemble équivalent & U'un au moins de S™, S™, trouver
une fonction pseudoconvexe ¢(P) dans D jouissant des proprietes
sutvantes: 1°. @(P) posséde la propriétés (P1). 2°. Pour tout
nombre réel a, Uensemble de points de D donne par ¢(P)<a rest
a Uinterieur complet de D.

Pour le domaine D donné dans le probléme ci-dessus, considérons
la configuration géométrique suivante pour résoudre le probléme.

Soient (uy, uy, **, ums1) les coordonnées homogeénes de I’espace
S™, et soient (v, vs, ***, Unn) celles de l'espace S™. Nous allons
désigner par Q™ un point de S™, et par Q" un point de S*, et par
Q™ Q™ ou par € un point de S.

Soit P, un point quelconque de D. Soit Q,(QF, Q;) le base-
point de P, dans S. D’aprés la condition imposée sur D, il n’existe
dans ) aucun ensemble équivalent & I’ensemble S™X Q7. Alors, il
existe dans S™ au moins un point Q7 tel que, sur le point (QT, Q3),
il existe au moins un point frontiére de D. De méme, il existe dans
S™ au moins un point Q7 tel que, sur le point (QF, @), il existe au
moins un point frontiére de D.

Choisissons dans 1’espace S™, 2m+2 plans analytiques
LT U=anu+anus+ -+ QGimiittmn =0 (=1, 2, +++, 2m+2)

de facon qu’ils ne passent pas par les points QF, Q7, et que m-+1
quelconques entre eux ne se rencontrent jamais en méme point.
Par rapport & chaque plan L7, considérons une correspondance
(P™) entre I'espace projectif S™ et 'espace de m variables complexes
Xi(xi, iz, ***, Zim) ayant LT comme le plan infini, de la forme

(Pm Uin Uis . Ui

= U , L= U 5 *y Tim=— U >
i i i
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ol nous expliquons comme suit:
m+2=1, pour 1<:<m-+1,
2m+3=m+2, pour m+2<i<2m+2.
De méme, choisissons 21242 plans analytiques dans S”
Ly  Vi=bpvi+bpvst - +bmvnn=0 (j=1,2, -, 2n+2)

de fagon qu’ils ne passent pas par les points QF, QF, et que n+1
quelconques entre eux ne se rencontrent jamais en méme point; et pour

chaque L7, considérons encore une correspondance (P7) entre S” et

I’espace de n variables complexes Y;(¥i1, yi2, ***» Y¥im), de la forme
n \% % V.
02! Y= ‘f/:;l Y= ‘f;: ) Yin= ‘}jl ’

oti nous expliquons
n+2=1, pour 1<;<n+1,
2n+3=n+2, pour n+2=<;<2n+2.

Considérons la combinaison [(P[), (P})] de deux correspondances
(PP, (P?). On a alors une correspondance entre S et I'espace de
m-+n variables complexes (i1, Tz, ***, Tim} Vi1, Yiz, ***» Yin). INOUS
allons désigner le deuxiéme espace par X;;.

Nous avons ainsi (2m+2) X (2n+2) espaces X;; et le méme
nombre de correspondances [(P/), (PP)].

Posons
Lij= (L;m X S”) U (Smx L?),

L;; est l'ensemble des points infinis de I'espace X;;. Soit 1:;
I'ensemble des points de D sur L;. Soit D;; ’ensemble des points
de D qui n’appartiennent pas a L. L’image de D;; sur X;; par
(PP, (PD] est évidemment un domaine pseudoconvexe fini sur X;;
ayant au moins un point frontiére fini.

Dans la suite, pour simplifier I’écriture, nous désignerons un

ensemble sur S et son image sur chaque espace Xi; par la méme
lettre.
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4. Fonection 0(P). Considérons le domaine D;; sur l'espace de
m~+n variables complexes X;;. Di; est un domaine pseudoconvexe
fini sur X;; ayant au moins un point frontiére fini.

Soit P un point quelconque de D, soit P le base-point de P
dans X;, et soit V un domaine partiel contenant P dans D;;. Nons
appelons V voisinage hypersphérique de centre P et de rayon r, si
V est équivalent & une hypersphére dans X;; de centre P et de rayon
r. Désignons par d;;(P) la borne supérieure des rayons de tous les
voisinages hypersyhériques de centre P, et nous l'appelons distance
frontiére euclidienne de P par rapport a D;;, avec Oka.

Posons

1

0:; (P ) = *d:(P—) .
0:;(P) est une fonction pseudoconvexe continue dans D;; jouissant
des propriétés suivantes: 1°. Elle est positive et non nulle dans D;;.
2°. Elle ne se réduit pas a une constante. 3°. Lorsque P tend vers
la frontére fini de D;;, 8;;(P) tend vers +oo0?

Mais, lorsque P tend vers un point quelconque de ﬂ;, 0;;(P) ne
tend pas nécessairement vers zéro; c’est la différence entre le présent
cas et celui de l'espace projectif.

Considérons 8;;(P) comme une fonction définie dans D;; qui est

un domaine partiel de D, et posons
0(P)=max [0;(P)] (=1, 2, -+, 2m+2; j=1,2, -, 2n+2);

de fagon plus précise, pour un point quelconque P’ de D, soit d(P")
la borne supérieure des valeurs en P’ des seules fonctions qui sont
définies au point P’, parmi 8;(P) (:=1,2, -, 2m+2; j=1,2, -,
2n+2). La fonction 8(P) est évidemment une fonction définie dans
D.

Nous allons montrer que §(P) est pseudoconvexe et continue dans
D.

Soit Py un point gnelconque de D. Si P, n’appartient & aucun

12) Voir Oka [1] No. 14.
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des E;, 0(P) est évidemment pseudoconvexe et continue au voisinage
de P,. Traitons alors le cas ot P, est un point de l'un au moins
des Z.,

Commencons d’abord par considérer I’espace projectif S™. Soit
Qr un point de S™ qui appartient & Ly(1<SA<2m+2). Parmi les
plans I:(i=1, 2, -, 2m+2), il existe au moins un plan L7 ne con-
tenant pas Q. D’aprés la définition des L}, on peut choisir L* de
fagcon que

1<I<Sm+1, si 1<k<Zm+1,
m+2<I<2m+2, si m+2<kZ2m+2.

Pour simplifier ’écriture, supposons maintenant que k=1, /=2. Q¢
est alors fini dans X;. Dans l'espace X,, tracons une hypersphére C
de rayon R, ayant son centre a l'origine, R étant un nombre positif
suffisamment grand. Soient QY (&h, Zis, ***, Thn), QF (T4, Xih, ***, Zim

deux points de C qui n’appartiennent pas & L}, mais d’ailleurs que-
lconque. Désignons par d,(Q7, Q5), d:,(Q7, @3) les distances euc-
lidiennes entre @7, @5 dans I'espaces X,, X; respectivement. D’aprés

un calcul simple, on a
[d:(Qr, QD' |22 "R +2) [d(QF, Q)]

Soient (2%, 2%, ***, Zs) les coordonnées dans X, de Q. Comme Q
est un point de L}, on a évidemment x3,=0. Tracons dans X, une
hypersphére 7, de centre Q7 et de rayon r, suffisamment petit, et

supposons que QY soit un point de r,; on a alors
L(QF, QN =d:(Q7, Q).

Soit @” un point de y, et soit #(Q™) une fonotion positive bornée
dans 7,. Tracons, pour tout point " de 71y, une hypersphére r(Q™)
dans X, de centre Q" et de rayon »(Q"). On peut considérer que
le rayon R de C est suffisamment grand pour que toute (Q™) soit
contenue dans C. Dans ’espace X;, voyons l’ensemble +(Q™). Soit

@7 un point frontiére quelcenque de y(Q™). On a alors
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r(Q") =d:(Q", Q) =d:(Q", Q7).

Donc, pour tout point Q" de 7, qui n’appartient pas a LY, on peut
tracer, dans l’espace X;, une hypersphére de centre Q" et de rayon
7(Q™) de fagon qu’elle soit contenue dans (Q™).

De la méme maniére, pour un point Qj de l’espace projectif S”
qui appartient & L;(1=k<2n+2) et pour une fonction positive bornée
au voisinage de Q;, on peut trouver au moins un espace Y, parmi les
espaces Y;(j=1,2, -+, 2n+2), et un voisinage de @y, jouissant des
mémes propriétés.

D’aprés ce que nous venons de voir, on voit facilement que; pour
un point quelconque @, de L, dans l'espace S et pour une fonction
positive bornée (Q) au voisinage de @,, on peut trouver au moins un
espace X,, parmi les espaces X;; (1=1,2, -+, 2m~+2; j=1, -, 2n+2)
et un voisinage 7, de @, de fagon que:

1°. @, soit un point fini dans X,,.
2°. Soit 7(Q) une hypersphére dans X,, de rayon r(Q), ayant

son centre en un point @ de y,. Pour tout point @ de 7, qui n’ap-
partient pas & L., on puisse alors tracer dans X, une hypersphére
de centre @ et de rayon r(Q), contenue dane 7(Q).

Soit P, un point quelconque de L., dans le domaine D. La fonc-
tion dy(P) n’est pas définie au point P,. Mais, pour tout domaine
D;; auquel P, appartient, la fonction d;;(P) est définie au voisinage
de P, et la valeur d;;(P,) n'est pas +co. Pour tout point P de
voisinage de P,, on peut tracer un voisinage hyperspérique dans D;;
sur X;; de centre P et de rayon d;;(P); et d;;(P) est une fonction
positive bornée au voisinage de P,. Par suite, d’aprés ce que nous
venons de voir, on voit facilement qu’il existe au moins une fonction
d,,(P) parmi les fonction 6;;(P) (:1=1,2, -, 2m+2; j=1,2,---,2n+2)
et un voisinage r, de P, tels que 6,,(P) soit définie dans 7,, et que
0., (P)=6,,(P), pour tout point P de 7, qui n’appartient pas a IZ,.

On voit ainsi que 8(P) est une fonction pseudoconvexe et con-

tinue dans D.
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De la définition de 6(P), il s’ensuit que, lorsque P tend vers un
point frontiere quelconque de D, 6(P) tend vers +oo.

5. Fonctions p,;(P) et p(P). Considérons le domaine D sur
Pespace X;; de m+n variables complexes. Soit P, un point de D;
ayant les coordonnées (&}, &%, ***, Zin: Yh, Y5, ==+, ¥%) dans X;.

On peut trouver deux nombres positifs 7, ' de facon qu’il existe
dans D;; un domaine partiel univalent contenant P, et équivalent a

I’ensemble donné par
m n
7
k21|x,~k—l‘?k|2<7‘2, leyfz—y‘}:l”<r ?

dans X;;. Désignons la borne supérieure de tous les r par R}(D,),
et celle de tous les »' par R};(D,).

R5(P) et R} (P) sont des fonctions dans D qui peuvent prendre
la valeur +oo. De la définition de D;;, on voit qu’elles ne se réduisent
pas a une constante.

Suivant le mode de raisonnement d’Oka [1] No. 14, on voit
facilement que les fonctions —log R;j(P) et —logR}(P) sont des

fonctions pseudoconvexes dans D;;. Posons

— 1 )
0i (D) = By R, Py

si 'une au moins de R} (P) et R} (P) prend la valeur +oo en un
point Py de D;;, posons

Pij (P 0) =0.
0;;(P) est une fonction pseudoconvexe dans D;;.

De plus, posons
p;j(P)=0, pour PE.Z;;.

0:;(P) est alors une fonction pseudoconvexe dans D. En effet, d’aprés
la définition méme, on a p;;(P)=0 pour P=D;;, et d’aprés le résultat
du No, 2 de [4], on voit facilement que 8:;;(P) tend vers zéro, lorsque

P tend vers Li: 0i;(P) est donc pseudoconvexe sur L;;.



504 Reiko Fujita

Posons
p(P) =max [p;(P)] ¢G=1,2, -, 2m+2; j=1,2,+,2n+2);
o(P) est aussi une fonction pseudoconvexe dans D.
6. Propriétés des fonctions p(P) et p;;(P).

1. La fonction p(P) est positive et non nulle dans D.

En effet, supposons qu’il existe un point P, dans D tel que
o(Py)=0. P, n’appartiendrait pas & 'un au moins des plans L.
Pour simplifier 'écriture, supposons maintenant que P, n’appartienne
pas a L. Alors, comme P, serait un point de Dy, 'une au moins
des valeurs R (Py), Ri(P) serait + oo,

Considérons d’abord le cas ot Rj(P,) =oo, RH(P,)#co. Soit
Q(Qr, Q1) le base-point de Py, dans S. Comme D ne contient aucun
ensemble équivalent & S”, il existerait un point Q7 dans S™ tel que,
sur le point (@7, Q%) dans S, il existe au moins un point frontiére
de D. Soit M, un point frontiere sur (Q7, @;). Dans I’espace S”,
il existerait au moins un plan ne passant pas par les deux points @,
Q7, parmi les plans L7, L7, «++, Lin.s. Soit L} un tel plan. Con-
sidérons le domaine D;; sur 'espace X, on verrait facilement que
R;i(P) et Ry(P) sont finis au point P,. On a donc pi(P,)>>0; par
suite, p(Pp)=>0.

De la méme maniére, pour le cas oli on R};(P,) =oo, R}, (P,) = oo,
on pourrait trouver au moins un domaine D;; parmi Dy, Dig, +**, Dignys
tel que R};(P) et Rj;(P) soient finies au point P,. On aurait alors
P(P o) >0.

Pour le cas ot R{i(P,) oo, R}, (P,) =0oo, on aurait encore p(P,)
>0; tous les cas contredisent le fait que p()=0. On a ainsi.p(P)
>0 dans D.

2. Soit po la borne inférieure des valeurs de p(P) dans D.
On a alors p=>0.

En effet, supposons que p,=0. On pourrait alors choisir une

suite
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S) Py, P, -, P, -

des points de D de fagon que

limp(P,) =0

fbeo
Soit (S) la suite des bases-points dans I'espace S des points de ().
(S) aurait au moins un point d’acumulation @ dans S. Pour sim-
plifer I'écriture, soit (S) la suite telle que (S) converge vers Q.
Comme il existerait au moins un plan qui ne passe pas par ), parmi
les plans L.;. supposons que Ly ne passe pas par . Alors, comme
on pourrait considérer tout point de (S) comme un point de Dy,
on aurait

1

Pk =
ou(PD) =~ By R (P

(k=1,2, ).

On aurait donc

Tim R3(P,) = oo, ou fmi R (P,) =oo.

k->c0

Considérons le cas premier. De la suite (§), extrayons une suite

partielle
&) A AN A
de facon que lim R} (P;) =oco. Soient (&h, &by, =+, Thini Vi, Vizs ***s Yin)
k->oc0

les coordonnées de P; sur X;;. D’aprés la définition de R (P), pour
tout point P, de (S'), il existerait dans DD, un ensemble partiel
univalent V, contenant P} et équivalent 3 lensemble V, dans Xy
donné par

m

121|$11_$’;112< [1{;"1(Pk)]2; yu=y§1, sty y1n=yfu;

et il existerait au moins un point frontiére M, de D tel qu’il soit un

point sur I’ensemble
121 l Tu '—x:l l 1= [R;"I(Pk) ] 27 yllzyfl’ R y:[:x:y:tn

et que l'on puisse joindre M, et P, par une courbe continue située

dans V,.
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On aurait ainsi la suite
(T M., M,, =, M,, -

des points frontiéres de D. Soit (7") la suite des bases-points dans
I'espace S des points de (7"). (7°) aurait un point d’accumulation
Q' dans S. Pour simplifier Pécriture, soit (7°) la suite telle que
(T) converge vers Q'.

On pourrait trouver au mains un plan qui ne passe pas les deux
points Q, @', parmi les plans Li, La, ***, Lomiz:. Soit L un tel
plan. Dans lespace Xi, @, @' serait deux points finis. Dans le
domaine D, sur X, considérons les ensembles v,,(k=1, 2, ). On

m

verrait alors faciement que EER“(PD serait une valeur finie. Comme
on aurait Ry (P)=RL(P}), st ER&(P,,) soit fini, Z?n_Rifl(P,’,) serait
aussi une valeur finie. On verrait alors que, lorspue_)z tend vers oo,
p1(P:) ne tend pas vers zéro; par suite, p(P:) ne tend pas vers zéro.
Si Ei_ERi‘l(Pk) =oo, de la méme maniére, on pourrait trouver une suite
partiglle

(s ¢, B, B,
de la suite (S") et un domaine D;; parmi Dj;, D, +++, Dignys de facon
que l}i-m—R}'}(P,i') et ER?;(P,Z’) soient des valeurs finies. Alors, on
verrai:wencore que, lorsque % tend vers oo, p;;(P;) ne tend pas vers
zéro; par suite, pour p(P}'), lest aussi.

Pour le cas ol ?B‘Rﬂ(ﬂ) F oo, I{HER;‘(P") =oo, on aurait le méme
résultat; tous contrgdisent le fait que gr:)p(P,,) =0.

On a donc p,=>0.

3. Considérons la fonction p;;(P) dans le domaine D. Soit D~

I’ensemble des points de D donné par
1
o(P)<<—.
r

Soit Py un point quelconque de D. Supposons maintenant que P,

n’appartienne pas & L;;. Alors, P, est un point dans D;; sur 'espace
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X:;. Soient (xh, Zh, ***, Zin; Y, V5, ***» =) les coordonnées de P,
sur X;;. On peut trouver un domaine partiel univalent contenant
P, et équivalent & 'ensemble donné par

“ 0 |2 r’ - 021"
> lxik“xikl <, X Iyil_yill <5
=1 2’7 2 2

’

D’aprés le résultat du No. 7 de [4], on voit facilement que: Etant
donné un nombre positif e, pour tout plan L;; dans S, on peut trou-
ver un voisinage V;; de L;; dans S de facon que, soit V., Pensemble
des points de D" sur Vi, on ait pi;(P)<le, pour Pe V‘.,

7. Une métrique dans D’espace S. Pour chacun des espaces
S”, S”, considérons la métrique définie au No, 8 de [4]. Soient Q7,

7 deux points quelconques dans S”. Désignons par dis"(QY, Q5)
la distance entre QF et Q7 par cette métrique. De méme, pour deux
points @7, Q; dans S", désignons par dis"(Qj, ;) la distance entre

1 et Q3 par cette métrique.

Soient Q,(Q7, QY), Q.(Q%, Q3) deux points quelconques dans l'es-
pace produit S.

Nous allons définir la distance entre ‘Ql et @, dans S par
[[dis"(QF, @)1+ [dis"(Qf, Q3)]1*]
Désignons cette distance par dis(Q.,Q.). La distance dans S ainsi
définie satisfait évidemment aux axiomes de la distance.

Dans l'espace X;; de m-+n variables complexes (i1, i, ***, Lim;

Vi1, Vs ***s Yin), tracons un polycylindre
Cf' Ixik|<Ra Iyi1|<R7 (k=1) 29 e, Mg l=1, 2, ot 71)

ol R est un nombre positif quelconque. D’aprés le résultat du No.
7 de [4], on voit facilement que:

Pour le polycylindre C;;, on peut trouver une constante K;; jouis-
sant de la propriété suivante: Soient @, @ deux points quelconques
de C;;, et soit d;;(Q.,.) la distance euclidienne dans X;; entre @,

et Q,; on a alors

di;(Q1, Q) <K;; dis (@1, Q)
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pour tout couple de points Q;, @, de C;;.

Considérons le domaine D sur l'espace S. Soient P;, P, deux
points quelconques de D. Soit / une courbe continue sur D reliant
P, et P,. Soit s la longueur de [ par la métrique dans S. Nous
allons définir la distance entre P; et P, sur D par la borne inférieure
de tous les s, et nous la désignerons par dis(Py, P.) sur D), ou par
dis(P,, P,) simplement. Pour un point P de D, on peut définir un
voisinage hypersphérique dans D de centre P et la distance frontiére
de P par rapport 4 D, par la métrique dans ’espace S, de méme que
ceux définis par la métrique euclidienne.” Désignons par d(P) la
distance frontiére de P par rapport & I par la métrique dans l'espace
S.

8. Résolution du probléme. Nous allons résoudre le probléme:
Trouver une fonction pseudoconvexe ¢(P) dans le domaine pseudo-
convexe D jouissant des propriétés suivantes: 1°. ¢(P) possede la
propriété (P1). 2°. Pour tout nombre réel a, Uensemble D, des
points de D tels que ¢(P)<<a remplie la condition DyZD.

D’aprés ce que nous avons vu jusqu’ici, il sera presque évident
qu’il existe une solution ¢(P) de ce probléme, si 'on rappelle le
mode de raisonnement du Mémoire précédant. Nous allons le vérifier
briévement,

1. Commencons par résoudre le probléme auxiliaire suivant:

Soit Py un point de D, soit 1)y une composante connexe contenant

Py de I'ensemble donne par

J(P)<—, PeD

ol 1 est un nombre positif suffisamment petit pour qu’il existe D
effectivement, mais d ailleurs quelconque . trouwver wune fonction
pseudoconvexe continue W(P) dans Dy telle que, pour tout nombre
réel a, Uensemble 4, des points de Dy donné par 3(P)<<a satisfasse

a la condition 4,ZD.

13) Voir No. 4.
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Dans chaque espace Xj;, tragons un polycylindre fermé
Cy  NxalZ1, |yul <1 (k=1,2, -+,m; [=1,2-+,n)
et un polycylindre
Ci; x| <<142r, |yu|<<l4+2r (k=1,2,:,m; [=1,2,+, 7).

Pour chaque Cj;, choisissons une constante K;; telle que, pour tout
couple de deux points @, @, de Cjj,

di;(Q1, Q) XK;; dis(Q1, @2).

posons

K=max[1,K;;] ({=1,2,,2m+2; j=1,2,+,2n+2).
Soit D' une composante connexe contenant P, de I’ensemble des points
de D donné par

”»

Soit D" celle de ’ensemble des points de D donné par
r
On a alors
W=ED'CD”.

En effet, soit P un point de D,. Le base-point P de P dans S ap-
partient & 'un au moins des C;;. Soit C;; un tel polycylindre. Comme
on peut tracer un voisinage hypersphérique de centre P et de rayon
r par la métrique euclidienne dans X,,, d’aprés la propriété de la
constante K, on peut tracer un voisinage hypersphérique de centre P
et de rayon /K par la métrique dans S. On a donc D,=D'.

Pour tout point de D", posons

A(P) =dis(P,, P) sur D";

ou dis(P,, P) sur D" est la distance entre P, et P sur D" définie de la
maniére du paragraphe précédent.

A(P) est une fonction continue définie dans D". D’aprés le mode
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de raisonnement du Mémoire précédent,'® on voit facilement que:
Pour tout nombre réel a, I'ensemble 4; des points de D" donné par
A(P)<<a satisfait & la conditian 4,&D".
2. Posons
Do‘Lu‘:D?i, D'—Ly=D};, D"—Li=D.
Considérons Di;, Dj; et D}, sur l'espace X;;. Soient u,, v, (k=1, 2,
<+, m=+n) les parties réelles et imaginaires des variables complexes

Tity Ligy ***5 Lims YVi1s Vizs **%5 Yin.

Pour deux points quelconques @, @, de X;;, on a

diy(Q1, Q2) =dis (@1, Q).

On peut donc tracer, ponr tout point P de Dj;, un voisinage
hypersphérique r(P) de centre P et de rayon r[2K] ™" par la métrique
euclidienne dans X;; de facon que y(P)CD}j; et, pour tout couple
de deux points P;, P, de Djj, on a

I/I(Pl) _A(Pz) léd:'J'(Pl, Pz) sur Df;

D’ou, étant donné un nombre positif ¢, en élevant l'ordre de con-
tinuité par une modification habituelle,”™ on peut trouver une fonction
2;;(P) dans Dj; ayant les propriétés suivantes:

1° Elle admet les dérivées partielles continues jusqu'au deuxiéme
ordre par rapport aux s, .

2° Pour tout point P de Djj,
[A(P) —2;;(P) | <<e.

Pour cette fonction 4;;(P), on pent trouver une constante positive
N;;, tell que
Wl1;(P); &, 81>—Ny,

pour tout point P de Dj;, et pour tout point (a', ) sur la frontiére

de ’hypersphére de rayon 1, ayant pour centre I'origine dans I'espace

14) Voir No. 10 de [4],
15) Voir Oka [1], No. 17.
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(a, B) de 2(n+n) variables réelles.”®

Posons

m+n
wi;(P) = kX‘{ (ui+h).
On a évidemment
Wipi(P): &, p]=4.

Choisissons une constante positive ¢ de facon que 4c soit plus
grand que tonte N;(i=1,2, -, 2m+2; j=1,2, -, 2n+2), et con-
sidérons dans Dj;, une fonction

4:;(P) +cpi;(P) s
cette fonction est évidemment une fonction pseudoconvexe continue
dans Di;.

3. Dans chaque domaine D;; sur X;;, considérons la fonction
0:;;(P). En modifiant la fonction p;;(P) pour élever son ordre de
continuité, on peut trouver une fonction pseudoconvexe continue p;;(P)
dans D};. De ce que p;(P) est pseudocouvexe, il s’ensuit que
0:;(P)=p;;(P) dans Dj;.

Soti p, la borne inférieure de p(P) dans D. On a alors p,>0.
Soit ¢ un nombre positif plus petit que p,. D’aprés ce que nous
avons vu dans No. 6, on peut trouver un voisinage V;; de L;; dans

S tel qu’étant V., lensemble des points de D, sur V;,, on ait
01, (P)<e'
dans V;; et sur la frontiére de 17:; appartenant a D,.
Posons
Aii:DO—‘Zi-
D’aprés les deux inégalités
e'<<po, 0:;;(P)=pi;(P) dans D},

on voit facilement que Yd4;=D, (i=1, 2, -+, 2m+2; j=1, 2, -,

16) Voir Oka [1], No. 21.
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2n+2). Comme chaque 4;; est borné sur X;;, on peut trouver une

constante R telle que, pour toute fonction u;(P),
ﬂ;;(P)gR, dans A,’j.

Par rapport aux constantes ¢, ¢/, ¢, R donnés juspu’ici, choisissons une

constante positive ¢’ satisfaisant 4 la condition

. 29+c{§_:
0o —¢€
et posons
A (P) = 2:;(P) +cpi;(P) +¢'pi;(P)
dans 4;;.

Posons encore
AW(P)=max [2;(P)] (G=1,2, - 2m~+2; j=1,2, 2n+2)

dans D,.

Comme Yd4;;=D,, la fonction 3,(P) est une fonction définie dans D).
D’aprés la définition, on voit facilement que 4,(P) est pseudoconvexe
et continue dans D),. Encore, d’aprés la définition, on a A(P)>
A(P) —e. Dou, il s’ensuit que I'’ensemble 4, des points de ), donné
par A (P)<a satisfait a la condition 4, D.

La fonction %(P) est ainsi une solution du probléeme auxiliaire.

4, Comme le probléme auxiliaire est ainsi résolu, d’aprés I'idée
d'Oka,’”” on peut trouver une fonction pseudoconvexe continue @(P)
dans D ayant la propriété que, pour tout nombre réel a, I'ensemble
D, des points de DD donné par @(P)<<a satisfait a4 la condition
D,ED.

Soit a nouveau 1), un domaine partiel de /) tel que Dy&D, et
soit ¢ un nombre positif. Si I'on rappelle le role de p;;(P) dans le
probléme auxiliaire, on voit facilement que:

D’aprés la méthode de No, 4 du Mémoire précédent, on peut
trouver une fonction pseudeconvexe @'(P) dans D, ayant la propriété
(P), telle que

17) Voir Oka [11, No. 22,
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|o(P) —0'(P)|<<e, dans D,

Donc, par la méthode d’Oka,”™ on peut trouver une fonction pseudo-
convexe ¢(P) dans D ayant les propriétés demandées dans le pro-
bléme.

Le probleme est ainsi resolu.

9. Résumé. Revenons au point de départ. Nous avons vu
jusqu’ici que la condition (C) est nécessaire et suffisante pour que
le Lemme II d’Oka reste valable pour les domaines pseudoconvexes
sur ’espace produit de deux espaces projectifs.

D’aprés le mode de raisonnement, on voit facilement que l'on
pent obtenir le méme résultat pour les domaines pseudoconvexes sur
'espace produit de plusieurs espaces projectifs de diverses dimensions.

Nous avons ainsi le théoréme suivant:

Théoréme. Soit S lespace produit de n espaces projectifs S,
S, +++, Sn okt leur dimensions sont quelconques. Soit D un domaine
pseudoconvexe sans point critique intérieur sur S. Pour que le
Lemme II d'Oka™ reste valable pour D, il est necessaire et suffisant
que, pour au moins un point Py dans D, il wexiste aucun ensemble
contenant P, et équivalent a I'un au moins des espaces projectifs
Si, Sz, +++, Sa.

De ce théoréme, il résulte que:

Pour que le Lemme II d’Oka reste valable pour le domaine
pseudoconvexe D, il est nécessaire et suffisant que D ne contienne

aucun ensemble analytique compact a une dimension complexe.

Université féminine de Nara
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