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§ 1. Sei A emn lokaler Ring (kommutativ mit Einselement und

noethersch) mit dem einzigen maximalen Ideal n t. Sei q emn  Para-
meterideal, d.h. emn m-primdres Ideal, das von einem System von

Parametern erzeugt wird (far die Grundbegriffe verweisen wir auf [5]).

Mit dim(A) bezeichnen wir die Krull-Dimension von A. F a r genilgend

grosses n  betrachten wir das Hilbert-Samuel Polynom, das wir wie

folgt aufschreiben:

L (A Iqn+1) = eo(q, A )( 1" :1 d )—ei(q,A)( n 4
d

- d  1 )+ • • • ±

±(-1)ded(q, A),

wobei d=dim (A) und die Koeffizienten ganzrationale Zahlen sind.

D. A. Buchsbaum stellt in [2], S.228 das Problem (P), die Differenz

L lq)—  eo(q, A ) durch eine Invariante zu bestimmen, die also von

q unabhangig sein soll. Insbesondere wird vermutet, dass gilt:

L (A lq)— eo(q, ..4)= dim(A)—codh(A),

wobei codh(A) die homologische Kodimension bezeichnet, siehe hierzu
z.B. [7], S.IV-14, Prop. 6.

In [9] wird nun unter anderem gezeigt, dass es lokale Ringe A
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und Parameterideale q gibt, so dass die Differenz (Alq)—e0 (q, A)
von q abhangt.

In dieser Note wollen wir die lokalen Ringe charakterisieren, in
denen das Problem (P) von D. A. Buchsbaum gel8st werden kann, d. h.

(Alq)— eo(q, A )  is t  von q unabhangig. Diese Ringe stellen eine
Verallgemeinerung der (lokalen) Cohen-Macaulay Ringe dar. Wir

nennen sie TRinge, siehe Definition 2. Einige Charakterisierungen
von diesen TRingen geben wir im § 2, Satz 5.

Im § 3 zeigen wir dann, dass emn lokaler Ring A  dann und nur
dann emn bRing ist, wenn ,e e o ( q ,  A )  von q unabhdngig ist,

d. h. in /-Ringen existiert eine Invariante I(A ) , so dass gilt

/q)—e0(q, A )=. I (A ).

Abschliessend geben wir im § 4 einige Beispiele und Bemerkungen, die
weitere Informationen über TRinge und das Problem (P) liefern.

§ 2. Far emn Ideal a c A  bezeichnen wir mit dim(a) die Dimension

des Ringes A /a, dim(a)=dim(A /a). Ass(a) bezeichne die Menge aller
Primideale p, die zu einer Primàrzerlegung von a gehi5ren. Ferner

vereinbaren wir

Assh(a)= Ass(a )/d im (p )---d im (a)}.

U(a) bezeichne den Durchschnitt aller Primdrideale von a, deren

zugehürige Primideale in Assh (a) liegen, d. h. e s  gilt Assh(a)=

Ass( U(a) )=-Assh(U(a) ). a ist also ungemischt, wenn a= U(a).
Folgender Hilfssatz vv- ird oft von Nutzen sein, der sich aus [7],

I-3, Prop. 2.2 ergibt.

H ilfs sa tz  1 : S e i  aEA  emn  Id e al u n d  pi, . ,  p n ,  Prim ideale aus
A  m i t  dim(pi) d im (a)  u n d  pi A s s (a ) f a r  a i l e  i = 1 , . . . , n .  D ann
g ib t es  emn E lem ent a a  m i t  a  pi f a r  a lla  1 =1 ,. . . ,n .

D efin ition  1 : E in  S y s te m  v o n  Elem enten arE m  he isst

schw aehe A -S equenz , w enn f u r  jad e s  1 =1 ,... ,r g ilt :
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[(al, • • (•ai., • • • ,

(Far i = 1 setzen wir . , : (0) c A).

K oro lla r  2 : J ed e  A -S eq u en z (od er  P r im seq u en z ) is t  aine s ch w a ch e
A -Sequenz.
Über maximale schwache A -Sequenzen siehe die Bemerkung im §4.

Wir geben zun5.chst einen Zusammenhang mit den reduzierten
Parametersystemen im Sinne von [1], §4, Definition, S. 643.

H ilfs sa tz  3 : S ei ar emn  System v o n  E lem en t e n  a u s  m .
W enn ein e schw a ch e A -S equ enz  ist, dann  gilt f i i r  j e d e s  i=  1. . . . . . .

a i  p far aile pE Ass((ai,..., a i - i ) )  mit dim(p) 1.

U m gek eh rt se i far j e d  es i= r  a i  p f ü r  a ile  pE Ass( (ai, )
m it d im (p ) 1 und  m.(qi-J.: w ob e i qi_i a in e  m -p r im e ir e  K o m -
p o n e n t e  von i s t  (wenn k e in e  s o l c h e  K o m p o n en t e  a u f t r i t t ,
s e tz e n  w ir :A ), d a n n  i s t ar a in e  schw a ch e A -S equ enz  •

B e w e is : Sei a r  eine schwache A -Sequenz. Da far jedes

r aiEm ist, folgt aus der Definition 1, dass gilt :

(ai,..., m.

Angenommen nun, dass emn pE  Ass ( ) existiert mit p * in
und ai E P .  Sei dann q eine Primdrkomponente von ai-1), die
zu p  geh6rt. Wir wdhlen eine nichtnegative ganze Zahl n ,  so dass

a 7  eine p-primare Komponente besitzt, aber
a /i2H-1 keine besitzt. Es habe m noch eine Basis m=(mi,..., m i) , dann
gilt:

a i_ i): a i): = ((al, ...,ai_i) : m):

=( fl ((ai,...,ai-i): m i) : a? =  fl . . . , a i -1) : (a7. m i)
1=1 j=-1

= n ( ( a i , .  .  . ,a _ ) :  a i): : m.
i=1
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Nun besitzt das Ideal 4+1 keine p-primdre Komponente,
aber das Ideal m .  Dies liefert den Widerspruch und
beweist die erste Aussage von Hilfssatz 3.

D ie  Umkehrung ist klar, q.e.d.
Dieser Hilfssatz 3 und die Ergebnisse in  [1], §4 ergeben das

K o ro lla r 4 : Jede schw ache A -S equenz ar 1 s t  T e l l  eines
reduz ierten Param etersy stem s u n d  som it T e l l  eines Param etersystem s.
Insbesondere g i l t  r  S  dim(A).

Wir kommen nun zu dem Hauptergebnis in  diesem §2.

Satz 5 :  Die folgenden B edingungen sind f a r  einen d-dimensiona-
le n  lo k ale n  R i n g  A  dquivalent:

(i) Jedes Param etersy stem  ist eine schw ache A -S equenz .
(ii) F a r  jeden T e l l e in e s  b e l i e b i  g e n  P a ra m e t e rs y s t e m s  g i l t

U ak)) (cii, • • , ak), 0 <k  < d .

Für jeden  T e l l e in e s  b e l i e b ig e n  P a ra m e t e rs y s t e m s  g i l t :

ak-i): a  für all a m m it

ak-1, a))=d— k  und k =1 ,

( iv )  F ar jedes Param etersystem a d  g i l t :

ad=(ai, • • , a far alle a r r t  mit

dim((at, , ad-i, a))=0.

B ew eis: (ii)(i): Wenn emn beliebiges Parametersystem

ist, dann gilt U ((al,. • • , 4-1))-=-U ((ai.....at_i)); ai , also (a l . , .  , ai

al_1). Daher haben wir :

in"[ (ai,• • U (

für alle 1, d.

(i) (iii): Da in (iii) at....,ak  und ak _ i, a  fiir k =1 ,..., d  Teile
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von Parametersystemen sind, bilden sie nach Voraussetzung schwache

A -Sequenzen. Daher gilt far a =  : (a i,..., ak - i) -

a: ak a :  nt a : a, weil a m u n d

a: a .E a: m a: ak , weil akEnt.

Damit ist a: ak — a :  a  far ailed .
: W ir setzen i n  (ii) : ( a l , . . . ,  a k )  m it  k  0  ,  ,  d  — 1 . Sei

aEm, so dass ak, a  Teil eines Parametersystems ist. Wir setzen

a =  : U(a) n 1C, wobei t also emn Ideal mit dim(t)<d—k ist, t rn. N a c h

Hilfssatz 1 existiert dann emn Element a'Er, so dass ak , Teil

eines Parametersystems ist. Daher gilt:

U (a )= (U (a ): a') n  : a ')= a : a' =a: a ,  nach (iii).

Folglich haben wir

( * )  a •  U (a)=a.(ct: a) a.

S e i nun m m beliebiges Element, u n d  wir setzen Assh (a)= :

piz }. Wir nehmen an, dass mEpi,..., pt , aber mEpt + i,..., p n

emn  t  m it o < t S n .  Nach Hilfssatz 1 wâhlen wir emn Element nz ' E

t  n pt±i n fl , a b e r  m 'E  • • •, j .  Damit bildet das System

a k ,  m + m ' Teil eines Parametersystems. Nach (*) haben wir, dass

(m -F m ')•  U (a )_ a .  D a  m'E IC ist, gilt m'• U(a)_ U (a) n t= a  und somit

ist ti(a) a. D a  m  beliebig aus nt w ar, gilt (ii).

ist trivial.
Seien ai, . , ak und a i - i, a Teile von Parametersystemen

far k = 1 , . . . ,  d .  Nach Hilfssatz 1 konstruieren wir Elemente ad

aus n i ,  so dass ak, ak+1, • • a d  und ak-i, a, a k - i- L• • • • , ad
Parametersysteme sind. Dann sind auch far iedes 71 1 a k -1 ,

4, ak und 4 ,  a Parametersysteme. Daher

gilt far a =  : (al,..., a k - t ) :

a: a n (a+ (a 'k' + 1, , ) I :  a k = [ n +(az + i, ..., 4 )  ) ] :  a,
n=1 n=1

wegen d e r  Voraussetzung (iv)

n (a+(ak+i, ad » 1  •n  •  a = a : a.
n=1
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Analog erhdlt man auch a_a : ak, also a: ak=ct: a far aile k= 1 ,..., d .
Damit ist unser Satz 5 bewiesen, q.e.d.

Definition 2 :  E in  lok a ler R ing, der die v ier a q u iva len ten  B ed in -
g u n g e n  von S atz  5 e r fü l l t ,  h e i s s t  I-R ing.

K o ro lla r  6 : S e i a i , . . . ,a k  T e i l  e in e s  P a r a m e t e r s y s t em s  i n  d em
I -R in g  A . D an n  i st auch

A ak) emn I-R ing.

K oro lla r  7 : jed e r  ( lok a le )  Cohen-M acaulay R ing is t  emn  I-R ing.

Im §4 werden wir sehen, dass es I-Ringe gibt, die keine Cohen-Macaulay

Ringe sind. Daher ist es im Hinblick auf das Problem (P ) von D. A.
Buchsbaum und §3 von Interesse, wann emn lokaler Ring, der kein
Cohen-Macaulay Ring ist,  emn I-Ring ist. Wir geben eine notwendige

Bedingung an. Hierzu bemerken wir zundchst, dass in 110] bewiesen

wird, dass emn d-dimensionaler lokaler Ring A dann und nur dann emn

Cohen-Macaulay Ring ist, wenn fill. emn Parametersystem ad von

A  folgendes gilt:
ak  ist in keinem (d — k )-d im en s ion a len  Primideal enthalten, das zu

(a l,..., ak _ i) geh6rt für aile k = 1 ,.. . ,  d .

Hieraus und aus Satz 5, (i) und Hilfssatz 3 folgt

P rop os ition  8 : Sei A  emn  d -d im en s io n a le r  lok a le r  R i n g .  Wenn
A emn  I-R ing, aber k ein  Cohen-M acaulay R ing is t, dann  g ilt: F ü r  jed e s
P a ra m ete r sy s tem  ad  in  A  b es itz t d a s  Id e al (a l, . . . ,  a d _ i)  e in e  m-

p r im iir e  K om p on en te .

Siehe diese Proposition z.B. im Zusammenhang mit Satz 5, (iv).

Proposition 8 besitzt auch brauchbare Anwendungen in der Theorie

der Polynomideale, siehe hierzu die erste Bemerkung im §4.

§3. Bevor wir diejenigen lokalen Ringe charakterisieren, die das
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Problem (P ) von D. A . Buchsbaum positiv 16sen, geben wir noch den

H ilfs sa tz  9 : S ei A  emn d-dim ensionaler lok aler R in g . W e n n
(A /q)—eo(q, A ) f ür aile Param etersy stem e den gleichen W ert liefert,

dann ist jedes Param etersy stem  reduz iert (im  S inne v on [1], §4).

Beweis: Sei q= : ad) emn beliebiges Parameterideal. Dann ist
q'= : (ezi, ..., 4 )  auch emn Parameterideal. Wir setzen für alle k=0,

d - 1  c lk - - :  (ai .....ak ) und E  k =  q k -1 :  ak/qk-i. Wenn wir das
Hilbert-Samuel Polynom e (E/qn+1-. E )  f ü r  einen A -Modul E  vom
endlichen Typ betrachten, dann bezeichnen wir den Leitkoeffizienten mit
eo(q, E ) .  Nach [1], Cor. 4. 3. haben wir dann:

(A lq')—  eo(q' , A )—  (A lq)- -eo(q, A ) , nach Voraussetzung
d-1

[eo(cacik, Eic)—eo(qlqic, E k)]+ L (qd-i: aa/qd _i)
k=1

—  ((Id-I.:ad/ad-I)

E eo(q/cik, Ek)-F ai/qd_i: ad ),
k=1

weil eo(cl i /c1k, Ek)=2 . e0(q/qk, E k )  ist.

Da alle Summanden grosser oder gleich null sind, folgt insbesondere

eo(q/c1k, E k ) =0  far alle k=0, 1, ..., d - 1 .  Dies bedeutet nach [1], §4,
Definition, dass emn reduziertes Parametersystem ist. Damit
ist der Hilfssatz bewiesen, q.e.d.

Wir kommen jetzt zu dem Hauptergebnis in diesem §3.

Satz 1 0 : F a r einen d-dim ensionalen lok alen R in g  A  s in d  d ie
folgenden B ea'ingungen dquiv alent:
(i) Es gibt eine von q unablaingige Inv ariante I(A ) des lok alen R inges
A ,  so  dass f a r jedes Param eterideal q c A  g ilt:

.6' (A /q)—eo(q, A )= I (A ).

(ii) A  is t  emn  1-Ring.

B e w e is :  ( i ) ( i i ) :  Sei ad  emn beliebiges Parametersystem und
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aEm, so dass ad_ i, a wieder emn Parametersystem ist. Dann ist

auch ad-1, a•ad emn Parametersystem. Wir setzen a =  :
Nach Hilfssatz 9 ist jedes Parametersystem reduziert, d.h.

L (A /q)—eo(q, A)-= e (a: ad/a).

D a die linke Seite von q unabhdngig 1st, gilt insbesondere

(a: a d / a ) =  ( a :a .a d la ) =  e  (a: a/a), u n d  somit

a: ad= a : a .a d= a : a.

D a  al,..., ad; a beliebig waren, ist nach Satz 5, (iv) A emn /-Ring.

Wir benutzen Induktion nach d=dim(A). Für d=1 folgt

aus Satz 5, (iii), dass far aile  a 'E m  m it dim (a')=dim (ai)=0 gilt:

(0): ai=(0): a'. Daher haben wir:

(A /((a1))-0((ai), A )—  L (A 1(d))+  eo((a '), A )=
((0): a ) —  ((0):

weil a l u n d  a ' reduzierte Parametersysteme bilden.

Sei nun ad emn beliebiges Parametersystem in  A  u n d  q = :

a d ). Nach Korollar 4 ist ad emn reduziertes Parametersystem

und somit gilt:

e ic!) —  eo(cl, A)= act--1): adl(ezi, •

D a  d ie  linke Seite unabhdngig v o n  d e r  Reihenfolge d e r  Elemente

ad ist, bemerken wir, dass e s  auch d ie  rechte Seite i n  dieser

Gleichung 1st.

S e i nun a 'i ,  .., a' d emn weiteres Parametersystem i n  A .  Wir setzen

: ( a i , . . . ,  a d - i )  u n d  a '= : , . . . , a' d_i). Nach Hilfasstz 1 wahlen

wir emn Element aEnt mit a E  fiir aile pEAssh(a)U A ssh (d ). Dann

gilt nach Satz 5, (iii), dass

a:ad=a: a  u n d  a': a'd =a ': a.

Wir setzen welterA g a ) ,  b= : (a, , ad-2), b' = : (a,

b= : : b 'A . Nach Korollar 6  ist ;4-  wieder em n I-Ring

und 6+ad..4.:4 bzw. 6' + a '  A  sind Parameterideale in A . Hieraus
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erhalten wir mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung die folgenden

Gleichungen:

e  (A/q)—e0(q, A )= e (a: ad/a), da das Parametersystem reduziert ist

= (a: a/a), da a: a d = a : a

=-- L (b: ad_i/b), weil nach der obigen Bemerkung der Ausdruck

unabhdngig von der Reihenfolge der Elemente ist

=  L (i): ad-J./i1), da b : : ad_i/b

= nach Induktionsvoraussetzung

(1)': 4-1.1b') -= É (a': a/a') -= .€ (a': ce'dia')
e  (A /q')—e0(cr, A )  m it q '=  (a j, a'd ).

Damit ist auch (i) bewiesen, q.e.d.

Wir geben jetzt noch emn notwendiges und emn hinreichendes Kriterium

dafür an, wann emn lokaler Ring emn bRing ist. Ausserdem geben wir

in diesen Spezialfdllen die Invariante I (A )  an. Die Beispiele im §4

zeigen jedoch, dass diese Kriterien nicht umkehrbar sind. Zundchst

schicken wir einen Hilfssatz voraus.

H ilfssa tz 11 : Sei A  emn  lok a le r  R ing und a emn  Ideal a u s A , so
c la ss  A /a e in ist. Dann g i l t  f ü r  j e d e s  S y s t e m  v on E lem en ten

ai, ak m m i t  dim(a, ai, ..., ak)=--dim(a)—k u n d  k 0  (a0= : 0):

U (a) n( a i ,  . . . , ak) a.

Beweis : Wir führen vollstdndige Induktion nach k. Für k=0 ist die

Aussage trivial. Wir setzen b= : ak) und b'= : ..., a k -i)  mit

Sei u = :  Erça j  U  (a) n b. N a c h  Satz 5, (ii) (far k=0) erhdlt

man m. U(a)_a. Daher ist riv ai E a+ b', also rk E (a+ b') :4 --(a±b '):a k ,
d a  ai, a k  modulo a in A/a Teil eines Parametersystems und

daher nach Voraussetzung eine schwache A -Sequenz bilden. Damit
k -1

erhalten wir rkakE a+ b%  d.h. rkak= a' ± E  raj, m it dE  a . Som it

gilt:
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k -1
u—a' = E U(a) n b' a,

j=1

nach Induktionsvoraussetzung. Daher ist auch usa, q.e.d.

P roposition  12 : Wenn A emn  I-R ing i s t ,  so 1st aueh A IU  (0)  emn
I-R ing , und es gilt:

I (A)— I (A I U (0)) + L  ( U (0)).

B e w e is : Sei a= : (ai..... ad) emn beliebiges Parameterideal. Aus den

folgenden exakten Sequenzen:

U (0)—)- A  • A 1 U (0)--)-0 und

0—)- U(0)/ U(0) n /a—)-A / U(0) ± q-÷0

erhdlt man:

(A/a)—eo(q, A)-- = L (AIU(0)+q) — eo(q,A1U(0))
+  L ( U (0) U (0) n q)— eo(q, U(0)).

Nach Hilfssatz 11 (far a=-(0)) bekommt man:

U(0) n q  (0 ).

Da nach Satz 5, (ii) a k U (0) rn U (0) = (0) ist, gilt:

eo(q, U(0))=0.

Far CI= : (ezi , , ad).AI U(0) erhalten wir daher:

.8 (A I U (0 ) q) — eo(ci, A / U (0 ))=  L (A I q) — eo(q, A)— L ( U (0)).

Da nun al, ad  modulo U(0) genau dann emn Parametersystem in

AlU(0) ist, wenn al, ..., ad emn Parametersystem in A  ist, folgen dann

die Behauptungen der Proposition 12, q.e.d.

K o ra lla r  1 3 : W enn A emn  I-R in g  i s t  und ai . . . . . T e ll e in e s
P a ra m ete r sy s ten z s  in  A  1 s t  (O k<dim (A)), dann  1st• • • , a k )
emn  I-R ing, und es gilt:

I (A )= I(A IU (a i, , ak))+ L ( U(al, ...,ak)Kai, • • •, ai)).
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B ew eis : Korollar 6 und Proposition 12.

Bevor wir emn hinreichendes Kriterium herleiten, müssen wir zu-

ndchst den folgenden Hilfssatz beweisen.

H ilfssatz  14: Sei A emn lokaler Ring und a c A emn I d e a l .  Seien

as  E lem en te  aus A, d ie eine A la- Sequent b ilden, dann gilt fa r

b= : (ai, ..., as )  u n d  s 0 (ao= : (0 ) in  A ):

a n b=a.b.

Beweis: W i t  benutzen vollstândige Induktion nach s. Für s=0

ist die Aussage trivial. Wir setzen b'= : .  a s-1). S e i  x = : E  riai

E  a n b, dann ist r s as  E  a+ b',d.h. r 8 E (a+ b') : a5 =(a+b ') ,  nach Vorausse-
8-1

tzung. Daher ist 7-8 = x '±  E  r aj, m it x 'E  a , also x— x' as  E  a n

ab', nach Induktionsvoraussetzung. Damit haben wir, dass xEa.b

ist, q.e.d.

Proposition 1 5 :  S ei (A , nt) emn  lok aler R in g .  W enn A IU (0)
emn  Cohen-Macaulay Ring und 111. U(0)=0 sind, dann ist A emn I-R ing,
u n d  es  gilt 1(A )—  ( U  ( 0 ) ) .

B ew eis : Sei ci= : (ai . . . . .  ad) emn beliebiges Parameterideal in  A.
Nach Hilfssatz 14 (a= : U(0)) folgt U(0) n q= U (0).q U(0).m=(0),

also U(0) n q= -(0). D a Al U(0) emn  Cohen-Macaulay Ring ist, gilt
auch (A/ U (0 )+q )-0 (q , A/U(0) )= 0 .  Daher folgt aus dem Beweis
von Proposition 12:

e (A/q)—eo(cf, A )= L ( U(0)), q.e.d.

§ 4 . Abschliessend geben wir Beispiele und Bemerkungen, die

einige Ergebnisse aus §2 und §3 neu beleuchten.

Proposition 1 6 :  S eien m  und n  natiirliche  Z ak /en . Es existie-
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r en  I -R in g e  d e r h om o lo g is ch en  K od im en s ion  0, codh(A)=-- 0, und  der
Dim ension n, dim(A)=-n, so cla ss I(A )= m  ist.

Beweis: Sei K  emn beliebiger K5rper und r ,s  natürliche Zahlen mit
r < s .  Seien ..., xs Unbestimmte und R 8 =  K [X l, — , X s ]  der Poly-
nomring über K . Wir setzen ar= : x r) F l [(x i, • • x r ) 2 + (xr+ i, •  • • ,

x , )  c R s . W ir  b ild en  den lokalen Ring:

A n s = : R s (x i , .. • , x s )lar•R s(z i , • • x s ),

und es gilt dim (A r ,8) = s— r und codh ( A , ) = 0 .  Nach Proposition 15
folgt, dass A n s  emn bRing und dass /(Ar, )= - (U (0 ))= r s in d . S e tzt
man s= n + m , r= m , so ist die Proposition bewiesen, q.e.d.

Wir geben jetzt emn Beispiel für einen lokalen Ring, der kein Cohen-
Macaulay Ring, aber emn bRing ist.

Beispiel: Sei K  wieder emn beliebiger Keprer. In dem Polynomring
R= : K[xo, xi, x2, x3, x4] betrachten wir das (homogene) imperfekte
Ideal a= : (xi, x2) n (x3, x4)=(xix3, xix4, x2x3, x2x4), siehe [4], 153.5.
Damit bilden wir den lokalen Ring

A =: R ( x , , x 4)la•R(x,. . • •, x4).

Nach [4] ist A  kein Cohen-Macaulay Ring.
Indem  m an  d ie S truktu r von  a  ausnu tzt, ze igt m an , dass

X2, x3, x4)•U (a, F )  in R  für aile Elemente F (x i.. •  •  , x4).
Nach Satz 5, (ii) folgt dann, dass A  emn TRing ist.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass von Proposition 15 nicht die

Umkehrung gilt.

Bemerkung: Wir haben gesehen, dass wit mit Hilfe von (homogenen)
imperfekten Polynomideale I-Ringe bilden kiinnen, die keine Cohen-
Macaulay Ringe sind. Daher liefert die Proposition 8 eine brauchbare

Anwendung für derartige Polynomideale, die wir an dem folgenden

Beispiel demonstrieren wollen:
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In :K [x o, x i, x2, x3] betrachten wir wieder das imperfekte Ideal
cr=(x0x2, x0x3, x1x2, x1x3). Fik jede Form F E R  m it a:F=a besitzt

dann nach Proposition 8 das Ideal (a, F )  eine triv ia le  Komponente,

d.h. emn Primârideal, das zu dem Primideal (xo, x i, x2, x3) geh6rt.

Andere Methoden, urn solche Aussagen zu gewinnen, werden in  [4],
144.10. und 152.13. entwickelt.
W ir zeigen nun durch emn weiteres Beispiel, dass das notwendige
Kriterium in Proposition 12 nicht hinreichend ist.

B eisp ie l: Wir wdhlen wieder R und a wie im obigen Beispiel, und
wir setzen b= : a ri (4 , 4, 4 , xi, xix3, x2x4) und

B =:, 5 4 )Ib •R (x i, •  •  •  , s4 )•

M a n  bestdtigt leicht, class x2 U (b, x i+ x3)
tn. U ( ( x i+  x3). B) (xi+ x3). B
Nach Satz 5, (ii) folgt, dass B  kein I-Ring is
TRing ist, wie wir oben gesehen haben.

x i± x 3 ) ,  also gilt

t, obwohl BIU (0) emn

Bemerkungen: Wie in  d e r  Theorie der (lokalen) Cohen-Macaulay
Ringe k6nnte man auch hier eine nichtnegative ganze Zahl s-codh(A),
d ie  schwache homologische Kodimension, für einen lokalen Ring A
vie folgt einführen :

s-codh(A) ist die maximale Anzahl der Elemente in alien schwachen
A  -Sequenzen. Nach Korollar 4 gilt dann:

codh (A  )Ss-codh(A )‹dim(A ).

Man k6nnte jetzt das Ergebnis vermuten, dass A  dann und nur dann emn
I-R ing ist, wenn s-codh(A)=dim(A). Das folgende Korollar zeigt
aber, dass dieses Resultat nicht zu erwarten ist.

Korollar 17: E s  e x i s t i e r e n  l o k a l e  R i n g e  A  m i t  dim (A)=
s - c o d h (A ) , ab e r A  i s t  k e in  I -R in g .

B ew eis : Wir betrachten das Ideal Œ=(Xi) fl (x, x2) in  dem Poly-
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nomring R = :  K [x o , x i, x2, x3]. W ir b ild en  den lokalen Ring

A = : R(x„ x2, X8 i ,  x 2 ,  x 3 ) ,

und es gilt dim (A )=2 und codh(A)=1.
Man rechnet im Sinne der Definition 1 nach, dass gilt:

X3, x2 bilden eine schwache A-Sequenz, aber

x2, x3 bilden keine schwache A-Sequenz.

Hieraus folgt, dass s-codh(A)=dim(A), aber nach Satz 5, (i) gilt, dass

A  kein TRing ist.

In  der T a t  bestâtigt man, dass d ie  Differenz ,e (A lq)—eo(q, A ) von

den Parameteridealen abhângt. Hierzu betrachtet man q= : (x 2, x ; A ,,
Dann ist (A lq )=2 n  . D en  Koeffizienten eo(q, A )  berechnet

man sehr einfach m it Hilfe der Formel (8) in  [3] und Satz 1 in [7],

S.V-21. Danach gilt:

ho(a).ho(x2 , 4)=e0(q, A). ho(xi, x 2 , x 3 ),

w o b e i  h o (  )  d ie  idealtheoretische Ordnung d e r  entsprechenden

Polynomideale i n  R  bezeichnet, siehe hierzu [4], 141.15. Diese

Ordnungen kann man leicht nach [4], 143. o d e r  in nicht so einfachen

Situationen nach [8], §1 bestimmen. Hieraus ergibt sich schliesslich,

dass eo(q, A ) = n  ist, also

(A I q) — e o(q , A) = n ,

das also von q abhângt (zu dieser Methode siehe auch [9]), q.e.d.

D ie  schwache A-Sequenz x3, x2 in diesem Beweis von  Korollar

17 zeigt auch, dass die hinreichende Bedingung für eine schwache

A-Sequenz im Hilfssatz 3 nicht notwendig ist.

Offen bleibt nach [9] noch das folgende Problem, das für die

Schnittheorie interessant ist:

Seien V  und W zwei irreduzible algebraische projektive Varietâten im

n-dimensionalen projektiven Raum über einem beliebigen Grundk6rper

k . Sei C eine irreduzible Schnittkomponente von V und W, C c  V  nW

Wir setzen voraus, dass sich V  und W eigentlich in  C  schneiden, d.h.
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dim(C)= dim( V )±  dim( W)— n.

M it i(C , V  W) bezeichnen wir die Schnittmultiplizitdt von V  und W

in C im Sinne von A . Weil [11]. Hierzu dürfen wir ohne Beschrdn-

kung der Allgemeinheit nach [11] voraussetzen, dass eine Varieta,

etwa W, emn vollstdndiger Durchschnitt ist; dies bedeutet idealtheoret-

isch, dass das definierende homogene Primideal p w  von W  emn Ideal
der Hauptklasse in R =: k [x o ,  x i ,

 ..., x n ] ist, also

..., F r )  mit Formen FiER und r =n —  d im ( p  .

Mit tt,(C , V. W) bezeichnen wir die idealtheoretische Schnittmultiplizita

von V  und W in C, siehe z.B. [4], 127.16. In dieser Situation haben

wir dann das Problem (P '):

Existiert eine nichtnegative ganze Zahl N (V  , C ) , die nur von

V  und C abhdngt, so dass gilt

p(C, V' W) —  i(C, W ) =  N (V  , C)?

Wir kennen bisher kein Gegenbeispiel für (P'). F ü r  n ic h t  triviale

Beispiele, die gewisse Informationen über (P') liefern, siehe [6]. Der

Zusammenhang von (P') mit dem Problem von D. A . Buchsbaum (P)

w ird  durch den Reduktionssatz von P. Samuel gegeben, siehe z.B.

[7], S. V-26.

J .  Stückrad: TH Merseburg, Sektion Mathematik, Merseburg, DDR.

W. Vogel: Martin-Luther Universitdt Halle-Wittenberg,

Sektion Mathematik, 401 Halle, DDR.
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