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Cauchy non caractéristique associé
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Introduction
J. Chazarain [4] a résolu le problème de Cauchy C -  pour les opérateurs

faiblement hyperboliques scalaires à caractéristiques de multiplicités con-
stantes en étudiant le noyau à l'aide d'opérateurs intégraux de Fourier, sous
des conditions dites de Levi ,équivalentes à la condition de bonne décomposition
introduite par J . C. De Paris dans son étude du problème de Cauchy asympto-
tique [14].

K. Yoshida [19] a résolu le même problème scalaire en untilisant des dé-
compositions en opérateurs pseudo-différentiels portés par les bicaractéristiques
qui permettent de trouver des inégalités d'énergie propres à la résolution de ce
problème; mais la condition imposée est plus forte que celle de J .  Chazarain
et J . C. De Paris: elle n'est donc pas nécessaire.

Quant aux systèmes faiblement hyperboliques, les résultats sont plus
partiels: cf. R . Berzin [1] et [2], I . Demay [5], D . Gourdin [6], V . M . Petkov
[15], H . Yamahara [33].

La classification des systèmes différentiels à l'aide des facteurs invariants
introduite par J .  Vaillant [16] a permis de donner une définition algébrique
simple des systèmes fortement hyperboliques [17].

Elle conduit aussi à la définition des systèmes faiblement hyperboliques à
caractéristiques de multiplicités constantes que nous allons donner au para-
graphe I.

Pour ces systèmes nous donnerons au paragraphe II une condition C de
bonne décomposition ; elle se réduit à celle de J . C. De Paris pour les opérateurs
scalaires et est moins forte que celle de K. Yoshida dans le cas scalaire.

Aux paragraphe III et IV nous résoudrons alors le problème de Cauchy
non caractéristique associé, dans des espaces de Sobolev appropriés, par la
méthode de K. Yoshida [19], S. Mizohata et Y . Ohya [28], [29], [30], [31],
[32]. Nous serons amenés à utiliser des indices supérieurs (par exemple s
dans q s ) qu'il faudra distinguer des puissances algébriques notées dans ce
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travail avec des parenthèses (par exemple v s dans ( H 3) s ,  Pi  dans ( h 0) i ,  P'i
dans (k'o)s'i pour les algèbres respectives R[10 , 1 ], 0 77,(S2), 0' m (S2) introduites
dans les § I  et §II 1 ,2 ,3 etc..).

Introduisons les notations suivantes:
X° est un nombre fixé strictement positif,
S 2=[0 , X°] x Rn= { (x°, x )ER n+ 1 ; x °E [0 , X e ], x E R nI,
T *(0) est le fibré cotangent sur S2 et P ( x̀ ., , ) (S2)=Rn+ 1 = { (lo, 1); 10 R, lE  Rn}
est l'espace cotangent à. Q au point (x°, x ) de D,
(1, 0) est le champ de covecteurs de composantes (1, 0, • • •, 0) en chaque point
(x°, x ) de S-2,
B  (S 2)--- (uff) matrice m x m: E C -  (S2) et D 'u i i borné dans Q pour tout
a, (n+1)-uple d'entiers, tout i et j  entiers de [1, m]},
B - (S2)=B 1

- (S2),
0,,,°(S2)= {opérateurs différentiels sur Q , d'ordre inférieur ou égal  à  0,
coefficients appartenant  à  B „, - (S2)} ,
0 8 (S-2)= 0 1

0 (Q),
Om (Q )= U  O.° (S-2) et 0(S2)= 0 i (S2).

eeN
Soient p  et q deux opérateurs de 0„,(S2), nous dirons que p  est congru à. q

modulo OE N *, et on notera p 7 q ,  si f t— q E 0 n ,"(S 2).
Pour des commodités d'écriture, on notera parfois p z q  lorsque p = q .

I. Les opérateurs de O rn t(12) faiblement hyperboliques par rapport
au champ de covecteurs (1, 0), à  caractéristiques de multiplicités
constantes.

Soit h=h(x °, x ; D o ,  D ,)=(h j i(x °, x ; D z ., D )  un opérateur de Orn t(S2) et
H =H ( x ° ,x ; l o ,l)=(1-1/(x °,x ; l ,  1 )) sa matrice caractéristique au sens de
Cauchy-Kowalewski.

1) On suppose que le déterminant caractéristique det H =d e tH (x ° , x ; l o ,
/) est différent du polynôme nul pour tout (x°, x )  fixé dans Q et possède une
décomposition en facteurs irréductibles H, dans R[10 ,  1 ]  de multiplicités
constantes dans S2, à  coefficients appartenant à  B - (S2):

det H =C 1 -1 •••(H 8 )'.•••(H ) ,

En chaque point (x°, x ), on considère l'anneau localisé O s de l'anneau des
polynômes R[10 ,1] par rapport à. l'idéal premier défini par H 8 ; 0 ,  est un
anneau principal sur lequel on diagonalise la matrice H  en chaque point
(x°, x ) et pour chaque s  ( -1 ,• • • , a) [26], [24], [17]; on a

H équivalent
((11 8)q1 ( s ) 0 \

0 (H s )q. ( 8 ) )

    

( *)

(*) Les éléments de 0., sont les fractions du corps des fractions de R[70, 11 qui son t telles que leur
dénominateur n'appartienne pas à l'idéal défini par H,.
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dans Os avec q i (s) > • • • > q  .( s )  et 1..,8 = q 1 (s)-1-••• ± q„,(s).
2) On suppose que les multiplicités q i ( s )  sont constantes dans D, quel

que soit s =1 , • • • , a et 1=1 ,  « • ,  m.

Remarque. Dans ce travail, seule la constance de q 1 ( s ) =q 8 dans
S 2(s=1, •••, a) sera utilisée.

3) On fait la troisièine hypothèse suivante: le radical caractéristique

R = 1 1 . H , est strictement hyperbolique par rapport au covecteur (1, 0)E r (
i'x  oz )8=1

(D) en tout point (x°, x ) à  distance finie ou infinie dans D [11] c'est-à-dire que:

dans R[10], H S  a toutes ses racines p o i  réelles et distinctes et en posant
8=1

x : 4 ,  /)= H i (xo, x ; 1 , 0 )1 ]  (1 0 —po i(xo, x ; 1))
1=1

x ; l , 1 )=1 1 8 ( x ° , x ;1 , 0) I-( / 0 —po i(x°, X ; 1))

H a (x ° , x ; lo, 1) = 1 1 „(x ° , ;  1 , 0 ) ri (lo — Po /(x ° ,  x ; 1))

on a
0 = To<T1< • • •  < 7•8< • • • <T,,, d ° 1 1 8= 7"8- 7 - 8---1

et les inégalités

(1.0)
JO <inf {1Po i (x ° , 1)—p o i(x°, z ; 1 )1  ;  j, (x o , x ) E ,Q , l  =1}
10 <inf -(11-18 (x°, x ; 1 ,0 ) ;  (x°, x)E .Q , 1< s <a}

D'après les propriétés 1), 2), 3) il s'ensuit que: les facteurs H , sont uniques
un facteur multiplicatif près appartenant à  B -  (S2) et borné inférieurement en

valeur absolue.
Les multiplicités /), sont indépendantes des H , choisis vérifiant 1), 2) et 3)

[23] et il en est de même des multiplicités q i ( s ) ,• • • ,q , z (s) (pour tout s =1 ,• • •  a)
car la propriété 1 ) signifie que: dans la matrice caractéristique H , quel que
soit r=1,• • •m-1, les mineurs d'ordre r sont tous divisibles par (1 / 8 )q,-.( 8)+...+q.(8)
et un au moins de ces mineurs n'est pas divisible par (H 8 )qr*i (s)+ --1-q. (8)+ ' pour
tout s=1, •••, a.

Définition 1. Dans ces conditions, l'opérateur h  est dit faiblement
hyperbolique par rapport au champ de covecteurs (1, 0), et à  caractéristiques
de multiplicités constantes dans D.

Pour ces opérateurs, le problème de Cauchy non caractéristique est en
général mal posé dans les espaces de Sobolev.

Nous allons mettre en évidence une condition sur l'opérateur h , suffisante
pour permettre la résolution du problème de Cauchy non caractéristique associé
à. h dans des espaces de Sobolev appropriés.
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II. La condition  G  sur l'opérateur h.
Appelons A ' la matrice des cofacteurs des éléments de H  dans le

développement de det H .
A ' a tous ses éléments divisibles dans R[10 , 1] par

fi ( H 8 ) 0 2( s ) +- +Im ( s )

s=1
En posant

A ' =  H ( H s ) 0 2 (s)+...+am (8)A

= 1

on a

H A = A H = i 1 ( H s ) 'l ms=1

OU ' m  est la matrice unité m x m .
On peut toujours supposer que la suite (q8 )1 „ c, est décroissante au sens

large: q l > q 2 > . . . > q s > q .

Appelons T  le degré du polynôme (H ,)g '•--(H ,)er; alors les éléments de A
sont des polynômes de degré T — t  à  coefficients appartenant à. B ” (Q ), et quel
que soit aE  0 n z — t (Q ) de symbole principal  A , les opérateurs h  a  et a  h  ont
même symbole principal diagonal K (x ° , x ;10 , l ) =( H  i )qi • • •( H „)q° (x° , x; l ,  l) I  n i .

Définition 2. Nous dirons que l'opérateur h vérifie la condition C si: il
existe des opérateurs a l  E  0 n j - t (Q ) et a 2 E O  ( Q )  de même symbole principal
A  tels que les opérateurs k i = h a l  e t  k 2 = a 2 h  appartenant à. O nir(S2) et de
symbole principal K (x° , x ; 1 0 , l) aient la forme suivante

(2.0) i
k =  E

i =0avec

(hcy q .-2]*

E e i (h 1 ) [ q1 - 51

.1=0
• • •(h.) { e - il (tout i= 0, •••, T )

où h s E  0 (0 )  a pour symbole principal H , (s = 1 ,  • • • , a)
e i E  0 m ( 2 )  (i= 0, • • • , T )

[r] + = r  si r > 0  e t [9-1+ = 0  si r < 0 .

Nous allons analyser la condition C  et par conséquent l'expression (2.0)
dans les sous paragraphes suivants.

1. La condition de bonne décomposition dans 0„,(12) pour les
opérateurs k(x° , X; D z ., DO de symbole principal K (xo, x; 1 0 , (H i ) '•  • •
(H ) I .

Fixons H o  un des facteurs 1 / 8 (1 <s < c r) ; on a

(H i )qi ••• (H ,,)q° • I .=  E 0 x (110 )e

Soient e() E 0 . ( 0 )  et h o  E  0 (Q )  de symboles principaux respectivement E 0  et
H o , alors
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e0 (h 0 ))3 0- q°

Soit y 1 =k — e 0 (h 0 )0 ., on a y 1 E 0 W - 1 (0 ) .
Si y i  n'est pas d'ordre T - 2 ,  en appelant r i  son symbole principal et P I  la

multiplicité de 1/0 dans F i  (minimum des multiplicités de 1/0 dans chacun des
m 2 éléments de la matrice r, dans R[10 , /] et lorsque (x°, x ) varie dans D) on a:

=  E l  X ( H 0)1

avec E i  matrice m x m  dont les éléments sont des polynômes de RI/o , /1
coefficients dans B -  (S2) d'après la seconde des relations (1 .0 )  (g1 =0 si et
seulement si un des éléments de F i  n'admet pas 1/0 comme facteur de décom-
position en un point (x°, x )  de Q ); soit e i E 0 .(Q ) un opérateur de symbole
principal E 1 on a:

e0(h0)0.-Fe1(h0)0.

si V i  est d'ordre inférieur ou égal à T - 2 ,  on prend e1 = 0  et P1 =T  et la formule
précédente est encore vraie.

Après un nombre fini de telles opérations on a

k =  E  e 1(h 0) 3 i
i=o

E  e i (h o )P i pour tout i= 0, •••, T  et ei E Om (S2).

D éfin ition  3. Une telle expression (2.1) est appelée une décomposition
de k  par rapport au facteur 1/0 dans 0 .(0 ).

Remarque. Bien que la notion de décomposition soit intrinsèque, il n'y
a pas de manière canonique de l'effectuer et les nombres  flu, •••, p, peuvent
varier suivant la décomposition. Il y a cependant un type de décomposition
qui est canonique, c'est la suivante:

D éfin ition  4. Une décomposition de k  par rapport à. 1 / 0  dans 0.(S2) est
une bonne décomposition si /31 >  g o —i pour tout i =0, •••, T . On dit alors que
k  est bien décomposable par rapport à. H o  dans 0 n i (0).

On a les propositions suivantes:

P roposition  1. S i k p o s s èd e  u n e  b o n n e  d é com p o s it io n  p a r  ra p p o r t  a H o
d a n s  Om (S2), to u te  a u tr e  d é com p o s it io n  p a r  ra p p o r t  à  H o  d a n s °m( 2) e s t  u n e
b on n e d écom p o s it ion .

Proposition  2 .  k  es t b ien  d écom posa b le  d an s 0.(S2) pa r rapport a chaqu e
H , (1  <s  <o ) s i  e t  s eu lem en t  s i  i l  ex is t e  d e s  o p é r a t eu r s  h i , ••• h r,  appa rten an t

0 (0 ),  d e  s ym b o le s  p r in c ip a u x  H 1 , •••, H „ r e s p e c t i v em en t  e t  d e s  o p é r a t e u r s
6.0 , • • • , e,.E 0 .( Q )  te ls  q u e

(2.1) avec
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k =  E  e 1(h)E 0 - 0 -, •••(//)[a° - i3+
(2.2) avec 1-0

E e5 (h 1 )E0 - 1 1 .•••(k)Ev - 13, tou t i=0, •••, T .
J= 0

Remarque. Dans l'expression (2.2) les opérateurs h 8 E 0 ( Q )  de symboles
principaux H , ( s = 1 , • • • , a )  peuvent être choisis à. priori. Les défin itions 3 et
4 et les proposition 1 et 2 ont été introduites par J . C. De Paris [14] dans le
cas scalaire ( m = 1 ) ; les démonstrations s'adaptent facilement au cas m  entier
quelconque et se prolongent aux propositions 3 et 4 suivantes:

Proposition  3. S i k  possede u n e  d é com p o s it io n  d e  la  fo rm e :

k =  E  ei h„ih„i•••h„i
1 2

E i h  i•••h „.1 (tou t i = 0 , • • •
1=0" 1  “ 2 ?I

o ù  u i =  E  [qs— i] + ,
8-1

a i e s t  u n e  b i je c t io n  en tr e  le s  en s em b le s  [1, ••• • - • ,1 ; • • • ; a , •••, a]

[q1 -1 1 +  f o i s  [q°—z ]+  f o i s
a 1 ( j ) = a

h ,E 0 ( Q )  a  p o u r  s ym b o le  p r in c ip a l H , (1 < s  < a ),
ei E O m (D),
a lo r s  k  es t b ien  décom posable p a r  ra p p o r t  à ch a q u e  H , (1 < s < a )  d a n s  Om (Q).

Proposition  4. S i k  p o s s èd e  u n e  d é com p o s it io n  d e  la  fo rm e

i=o

E d • h i - e i  • h  i • • • e i  h  .1 •  e l  .o i  2 o2 i t , o v u f -4-1 ( i = 0 ,
1=0

o ù  h ,E  0 ( D )  a  p o u r  s ym b o le  p r in c ip a l H , (1 < s  < a )
er '  app a rtien t à  Om ( D )  ( 0 < i  < T ,  1 < r < u i + 1)

a lo r s  k  es t b ien  décom posable p a r  ra p p o r t  à  ch a q u e  H , (1 < s  < o - )  d a n s  Om (D).

Nous reviendrons sur la démonstration de ces propositions au paragraphe
II 3 où nous poursuivrons l'analyse de la condition C sur h  en étudiant la bonne
décomposition dans un espace d'opérateurs O V Q )  plus grand que  0 m( 12);
introduisons à  présent ce nouvel espace.

2. L 'espace d 'opérateurs OV S2).

Etant donné un nombre réel r, on désigne par

C - ([0, X °], S ')

(2.3) a v e c

  

k =  E  ei • h  a •et • h  i•••el, i • k f t • et, i + i2 .2

(2.4) a v e c

l'espace des fonctions eE C - (Dx R n) telles que, quels que soient l'entier p ,  les
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n-uples d'entiers a et fi, il existe une constante positive C 0  telle que:

vx° E  [0 , VXE Rn , v1 E Rn  on ait

D 'D x 'D I I3EE (X°, X ;  1)1 <  Cp,,,,3(1 +1/12)(r—igi)/z

[C'est aussi l'espace des fonctions e définies sur D x  Rn telles que l'application
x°—>-s(x°,.) soit indéfiniment dérivable de [0, X°] dans l'espace de Fréchet
Sr([3], [9]), sous espace de C - (R nx R n), muni des semi normes

D x 'A g Yf (x , 1)1 Ir i d =  Max sup
I i X O E R n  (1+1/12)(r-isi"ia 

I g r < i  l e R n

Par la suite on sera amené à  utiliser la propriété suivante:

Propriété 1. S o i t  si (x ° , x ; 1 ) , j=0 , 1 , • • •  u n e  s u i t e  d e  fo n c t i o n s  d e
C - ([0, X 9, Sr). A lo r s  i l  ex is t e  £(x °, x ; 1)E C ( [ 0 ,  X ° ], S r) te lle  q u e

N - 1
x; 1)—  E si (x°, x ; l ) E C ( [0 ,  X°], sr—N){

_1= 0

qu el qu e so it l'en tier  N .

dont la démonstration résulte de [9] p. 433 et [3] p. 10.
On désigne les espaces de Sobolev par

H '=  {14 E S'(Rn)/(1+ tl I  2 ) V 2 i i E  L 2 ( R n ) }

avec leurs normes II ullr=11(1 + I
H =  n H r est un espace de Fréchet pour les seminormes luit,..

r e R

H — =  n H r , muni de la topologie limite inductive, est un espace de
r e R

Silva [12].
L r (H — , H — ) est l'e.v.t.l.c. des applications linéaires continues L  de H —

dans H —  d 'ordre r ,  c'est-à-dire que L  est la limite du système inductif
d'applications formées par les restrictions 1,8

8—r continues de L  à H s dans H 8 :

H e   5   H 8 2 8  

L1,-=1.:1 ILi-s 0 IL
H e - r c . H s - r

On le munit des semi-normes I1L118
8 - r=  s u p  !I Lu!l s ,

II u II s <1

C ([0 , X 9 , Sr )

est l'espace des opérateurs scalaires pseudo différentiels en x  d'ordre r,
dépendant du paramètre x° E  [0 , X 9 , dont le symbole s(x°, x ; 1 )  appartient
C- ([0, X° ] , Se).

(2.5)

112)r/2it' Il L s ( R •



546 D an iel G ou rd in

On a:

d l  s(x °, x ; D x )y(x° , x)=. ei<x ,1>e(x°, x; 1)ji (x° , I)
(27r)re

où yE C70 ) (D).
9(x°, /)=-fe - gx , Dy(x°, x)dx est la transformée de Fourier de y par rapport

la seconde variable x.

Propriété 2 .  i) S r) E C 1 [0 , X 0], L r (H — H - - )] où
C 1[0 , X e ],  L r (H — ,  H - - ) ] e s t  l'e sp a ce  d e s  a p p lica t io n s  indefiniment dz .ff éren-
f ia b le s  d e  [0, X°] d a n s  L r (H -

ii) S i s (x ° ,x ; D x ) e s t  la  d é r iv é e  i 6'm e  par rapport à  x ° d e  e(x°, x ; D x ) E
C ° ([0 , X 9 , Sr) ,  a l o r s  e( (x ° , x ; D x ) a .C- (0 , X 01 , S r )  e t  a  p o u r  s y m b o l e

x; 1).

Démonstration: Quel que soit s réel, C e(R n ) est dense dans H 8 et
d'après [9], il existe une constante e, positive et indépendante de x°E [0, X I
telle que

(2.6) E(x°, D x )u  s—r< Cs MUlls pour t o u t  E  C e ( R n ).

Enfin si on désigne par s(10
)(x°, x; D x ) l'opérateur de C- ([0, X°], Sr) de symbole

eg x ° , x ; 1 )E C - ([0, X °], Sr) on a:
e ( x 0 +  j x 0 ,  D x )u — e(x° , , D x )u — d x° 4 -.)(x ° , • , D x)ull

<iJ x
°
i X IC(Z X

°
)1 X Ilulls+r

Cette dernière inégalité se démontre facilement dans le cas où s est un entier
positif ou nul car on a alors ([9])

E(x
°
, • , D x )u II < C r ,s  M a x  { e(x°)1 x s-Eri+i=n+2

pour tout sEC - ([0, X°], S r), et par conséquent

s(x °+dx °, •, D x )u— s(x°, •, D x )u— (dx ° )e(xV(x° , ; D x ) u  s

< i + =Mi anx+ 2  ils(x°1-Z1x)_6(xo) ___.(j x o) eg)(xo)li+8,51 X Ilulls+r

d'où le résultat d'après la définition de C- ([0, X°], Sr).
S i sEEN, la démonstration est plus compliquée et fait appel  à  d'autres

propriétés (cf. Théorèmes (2.2) et (2.3) de [9]).
Etant donné un entier 0 positif ou nul, soit

C8([0, X°1, H + - )={ y :Q Gil'application
soit 0 fois continument dérivable de [0, X°] dans H l-

c o p , 2,-(1 , H - -  ) = {y: S2 C/Fapplication x° .)
soit t9 fois continument dérivable de [0, X°] dans H - - }

A lors C°([0, _11±-)= n C°([0, H r )  avec la topologie définie par les
R
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semi normes IlY s u p  s u p  D ix o y(x° , -)!I x on  a  au ss i C°([0, X ,  H - )
o< i‘e [0 ,,co]

u  ce ([0 X , H r )  muni de la topologie lim ite inductive qui en fait un
?ER

espace de Silva [12].

Propiété 3. T out 8(x° ,x; D x ) E  C ° ([0 , X 9 , Sr )  o p è r e  continument su r
c e ([O , H-00

Co ([0, Xe], H -1- - )  A s ' C o  ([0, X 0 ],   C°([0, X 0 1, 11 8) (
- 1 9 6   C o([0 , X 0], H - )

1 © e © el
Co ([0, X 0], H+-) Co ([0 , X 0], He - - r) c . .  C0 ([0, X 0], H , - r) Co ([0, Xe], H - )

O n note s(x° ,x; D x ) E L r (C
°([0 , X

0],  H - -
) ,  C (0 ,

Démonstration: Pour tout y E C e (Q ) on a:

d ls(x° , X ; D x)Y (x
° , f  e i<x,D6 ( x o

(  

x o , 1) 
 (2-a)

 E  C ' s ([0, S )
l e -7  

(2.7) Dzo(sY)=(Dx°E)Y-+E(Dx°Y).

et d'après les relations (2.6) et (2.7) on peut trouver une constante positive C8,0
telle que:

<C8,0 11Y 1188 pour tout y E C r ( Q ) .

D'où le résultat, Co -  (Q) étant dense dans C°([0, X°), H s)

C - ([0 , X°], C -([0 , X °], L(H  -  , H + - ))

est l'espace des applications indéfiniment dérivables de [0, X°] dans l'e.v.t.l.c.
L (H -  , des applications linéaires continues de L  de H - -  dans H+

-  avec
la topologie engendrée par les semi normes II L I I r i =  s u p  II L u II„ (s i  et s2E R )

II u II i <1.

Propriété 4. S o i t  g  E C"([0, X °], L - ).

Q u el q u e so it i E N , l a  d é r i v é e  i 'em e  d e  g p a r  r a p p o r t  à  x 0 , e xio
) a d m et u n

n o ya u  G i (x
.° , x; x'), f o n c t i o n  d e  [0, X°] à v a leu r s  d a n s  B -

(Rn><Rn) [9].
Q u e l  q u e  s o i t  O E N , g  o p è r e  continument d e  C°([0, X°], H - )  dan s

C°([0, X e], H - )  c om m e  u n  o p é ra teu r  d 'o rd r e  C X )  ( <  =  >  d e  to u t  o rd r e  r E R )
c 'e s t -à -d ir e  q u e  l'o n  a  le  d ia g ra m m e:

Co([0,X 9,H+ - )c_ - Co ([0,X 0 ], H C 0 ([0 ,X 9 ,1 1 ')c -  C 0 ([0,X 0], H - )

)  com m e u n  o p é ra teu r  d 'o rd r e  r, c 'e s t -à -d ir e  q u e  l 'o n  a :

C°([0,X 0 ],11+- ) c_- C 8 ([0,X 9,11 -1- ) c -  Co ([0 ,X 0 ],H - )
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Démonstration:

11 (gy) (x o x o .) _  (gy) (x0 .) (Z1x0) [(41 6)y) (x0 , .) + (gy(x 10)) (x0 ,  . )1 11 8 2

<Il e x
°
 -  x °)11: X11.Y(x° -  d x° , .) —  (x ° ,.) — (Jx °) X Y (xib) (x° ,.)II s

+1 , 61"  XII g(x° - x°)—  g(x °)11gX11Y (x10) (x° ,.)II
e x o +  x o)._ e x o)._ (A x o)g rzio) (x o)11 >< Ily (x o

Donc g est continue de C 1([0, X°], H
—

)  dans C 1 [(0, Xe], 11+ 0). Par
récurrence sur 0, on obtient le résultat général et de plus: on a la formule
usuelle

o
aVgy)=. E Co 'gVy (xt " )

.=o

Propriété 5. [ 9 ] .  Soit C
.-

([° ,  X I,  S ' ) =  fl c-([o, X 9 ,  Sr )

On a
xo], s--)cc-({o, X 0], L - - )

C - ([0, X°], C-([0, c-([0, x€], sr)
(tout r E R ) .

C  ([0  , L r )=  C  ([0  , X  , S r ) +  C  ([0  , X ° ], C'°([0,X°], L r

est l'espace des opérateurs de la forme: A(x°, x ; D x )-= e(x° , X; D x)I g(x °) avec
e(x° , x; D x) E C - ([O, X°], S r ) et g(x °)EC'([0 , 1,—).

Le symbole s(xe, x ;1)E C - ([0, X I ,  Sr) de e(x°, x; D )  est appelé aussi
symbole de A(xe, x; D i ).

Propriété 6. Soit A = s+ g E C - ([0, X °], L T )

(i) Son symbole e(x ° x ;1) est unique modulo C - ([0, S — ) et pour
tout entier O, A opère continument de C°([0, X 1,11 - - ) dans lui-même comme un
opèrateur d'ordre r.

(ii) A admet un adjoint A* E C°'([0, LT) au sens suivant (Au, v)L 2—(u,
A*v)L 2 pour tout uEC 0- (R n) et v E C cr(R n); A* a un symbole e*(x° , x; 1)E
C - ([0, X 0], Sr) tel que:

N - 1
(2 .8) v N  entier, e *(x o,  x ;  1)— E  e (x o, / ) E r0([0 , jo b  sr-N)

3=0
1 31-1  ( 1 a y

(2.9)a v e c  e(x °  , x ; l)= E - e(x
0 
, x ;1 )E C - ([0 , Sr--5)

la  1= j  a. ax z  al
on a aussi (A*)(W) =(AW)* pour tout i E N.

Soient AIE C 00 ([0, LT') et E C ° ° ([0, X °] , L r2) de symboles respectifs
1 (x°, x ; 1) et ez(x° , x; 1).

(iii) Alors A1 .A2 E C °° ([0, X°], L r i+r2) et a un symbole 1..t.(x° , x;1)
N - 1

(2.10) tel que v N  entier, pc(x° , x ;1)— E jui (x°, x ;1)E C ( [ 0 ,  Xe],
 5 r

 i±r2— N)
5= 0
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a vec itc.i(x° , x ; 1.E1=1 al 1 ( 1
7] 319(2.11) ei(x° , x • P(—a y

' ax 62(x 0 , x ; 1)

appartenant a c - ( [ o ,  X°],
O n a  d é p lu s: (Al• A2)W = (k) (x10) • A2 + A l .  (A2) (26) .

La démonstration de cette propriété résulte de celle de [9] (théorème 1.2
p. 417). En particulier: l'inégalité

v)L2l<  II Au Ils x H V  II-8 < Il AN+ r Xilulls+rX 11v
pour tout uEi-/s+r et vEI-1 -8  entraine

11A* (x0)1128- r =11A(x° )111-Er

(tout s R) et par la suite (A*)go) =(A ( 0))* pour tout i EN.
On a aussi:

A1. A2(x 0 +LI x 0) Ai ( x 0 )  (z1 x 0) [ka) A2(x 0) ± A2(1)(x0) H
1 + - F r 2

) X II A2(x° + j x ° )
— A 2 ( x 0 ) _ ( j x 0 ) A 2 ( 1 ) / x 0

1 6

\

r i

<Il v x 04.. jx0\ )11:-Vr.1-vn
+Il A1(x 0+21x 0)___A

1
(x 0)_(zi x o)A

1
m , x 0,)114ri X II A2(x°)11:t2+n

qui entraine l'égalité: (A1 •A2 ) () b
) =(A 1) (

x
1
0
) • A2 + A 1 • (A2)W.

Toutes ces définitions et ces propriétés se généralisent aux opérateurs
matriciels m x m. On note alors les espaces d'opérateurs matriciels corres
pondants respectivement: Cee([0, X°], S m '), C - ([0, X°], Sm n) C°°([0 ,X9)
C1(0, Xe], Lm ') et les propriétés résultantes se résument par la:

Propriété 7.
(i) A=E+gEC - ([0 , X °], L m r) (sEC 0 ([0 , .7{9, Sm

r )  e t  gE C - ([0, X°],
L m

- - ) )  e s t  u n e  m a t r i c e  mXm  d ' é l ém en t s  Ai i=e/H-g/EC - ([0, X 9 ,L r)(e/E
C - ( [0 , X ° ],  S r )  e t  g i iEC - ([0, X°], L - - ) ) ;  s o n  s y m b o le  e(x° , x; 1)EC - ([0,
X 0 ], S m ) ,  m a t r i c e  d ' é l ém en t s  ei i(x° , x; 1)E C ° ([0 , X 9 , S r) est un ique m odu lo
C - ([0, X°], S m

- - ) ;  A op ère continument d e  C R O , X °],(H - - )m) dan s lu i-m êm e
com m e un  op éra teu r d 'ord re r  (qu el qu e so it OE N).

(ii) A adm et un  ad join t A* E C °° ([0, L m ') au  sen s su ivan t (Au,v) [2 ( R n) ] .
=(u,A*v) [n R . ) ] . p ou r tou t u e t  vE [C 0 (Rn)]m.

A* adm et un  sym bo le s*(x°, x;1)E C`° ([0, X e ], S m
r ) te l qu e:

N -1
(2.12) VN en tier , e*(x° , x;1)— E e(x° , x;1)E C °° ([0, X e], Sm '- N) avec

3=0

1 aloi ( 1  a )o
(2.13) 4 (x o  ; E n x c t  i   x o x ; /)E C ° ([0, , Sm

r—j)
1.1=1 a • a

o ù e T(x o, x -; l ) d ésign e la  tran sp o sée d e la  m a tr ice  (x°, x;1).
D e p lus (A*) (P=(Ag?)* pour tout i E N.
Soien t Al E C -  ,  X °1 ,  LW') et A2 E C`° ([0, X e ], Lm

r 2) d e sym bo les  s i  e t  62.
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(iii) A lors Ai • A2 C ' s ( [ 0 ,  X 0 ] , Lm r1+r2) a un symbole p(x° , x;1)

N -1
(2 .1 4 )  tel quer N  entier, p(x° ,x;1)—  E ti,; (x°,x; /)E C — ([0,X 1,S m

r i+ r2
—

N )  a vec
5=0

(2 .1 5 )  p i (x° ,x;1)= E 1 ( 1 a ( x °  x • l)( a y e (x° x•l)EC - ([0, X ° ] ,S ;e r ' i )
1.1—j a !  i  a/ 

D e p lu s (A1 .A2) ()b) =(A /)W.A2 +4.(A 2) (20) .
(iv) Si A1 EC - ([0, Xe], L T ') et A 2 EC - ([0, X 0 ], L m

r  2)  a lo r s  le  c om m u ta
teur [A 1 ,A2 ]=A1 .A2 —A2 .4E C "([0 , X°],

C - ([0 , X 0], L g)

est le sous-espace des opérateurs Ar (x°, x; D )  d e  C00([0, X°], L,,,r) ayant un
symbole er (x°, x ;1)E C - ([0, X°], S m r) développable en sous-symboles er ,i (x°, x;1)
E C °° ([0, X f l , S m

r— i )  homogènes de degré r — j  par rapport à  / p ou r /1> 1  au
sens suivant

N -1
(2.16) vN entier, e r (x° , x ;1)— E sr ,i (x°, x ;1) E C ([0 , X 0 ], S m

r
—

W ) .
5=0

On note C- ([0, Xe], SZ)respace de symboles correspondants; de même
C- ([0, X°], S Z ) est le sous-espace de C- ([0, X°], Sm r )  tels que les symboles
appartiennent à  C- ([0, X°1, S g).

On démontre aisément la propriété suivante, résultant de la propriété 7:

Propriété 8.

(i) L es sous-sym boles e r d (x° , x;1) sont uniques pour  > 1 .
(ii) C - ([0, X°], Lg) est ferm é pou r la  d ériva tion  par rapport  à x° E  X°]

et le pa ssa ge a l'ad jo in t.
(iii) S i Ai  E C's ([0, L g-') et A2 E C's ([0, L g ')  a lo r s  AI .A2 E  C ([0 ,

X01 , LZI-Er2) .

Soit OE N on appelle

l'espace des opérateurs p(x°, x; D o , D )  de la forme

x; D o , D ) =  E A o _i (x°, x; D x )Dix o où Ao_i (x°, x; D )
1=0

appartient à  C- ([0, X°],

Propriété 9 . Soit p(x 0  , x; De, D ) = A o_ i (xo , x ; D x )D o E o g ( s -2).
1=0

(i) Pour tout 0'E  N , p  agit continument de C°+° ([0, 21{0 ] ,(H — )m ) dans
C°' ([0, X9,(H - - - )m) et on  a :

Lmr1+r2-1).
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C"' ([0 , (H-1--)m)c— C"' ([0 , X 9, (H '')m)c...,..C° 4-°' ([0 , ( H ) " ) , X I, (H - -
)m)

p © p

C°' ([0 , X0 ], (H +-)m ) — ([0 , X 0 ], (H s' — 6 )m )--C
°
 ([0 , , (H '

—
°)m) —  ( [0  ,  X 0 ], (H ----)m)

(ii) p  a d m e t  u n  a d jo in t  f i * (x° ; x; D o ,   D x)= . E x; D )
1=0

s en s  su iva n t: (py , z )E 2( e +1)3 .=  (y  p *  z ) [1 , 2( R , 1 ) ] m  pour to u t y  e t z  appartenant
[C0

- (6)r n, les op éra teu rs , x ; D x ) é ta n t d é fin is  p a r  la  p rop r ié té  7

p* (x° , x ; D o ,   D ,) E 04(0).

(iii) Si p l  E 0;g1 (D ) et p 2 E04z(52) alors p
1
p 2 E 0'41+ °2 (0).

La démonstration de cette propriété résulte de façon évidente des propriétés
7 et 8 et de la relation de commutation:

1[D x . , A(x°, x; D ) ] =  -
z

-
*

4 10, (x° , x; D )  pour tout AE C - ([0, Xe], L m r).

On a 0 m ° (S2) 0 1 9 (S2). On pose 0 1 ' (Q)= ° (S2).
De même si on pose OM(S2)-= U 04,(0), alors 0 m (S-2 )c  0 (0 ).

O N
o

On dira que p = E Ao_i (x°, x ; D x )D ix oE 0;g(S2) est unitaire si Ao (x°, x ; D x ) = I m .
1=0

Soient p et q appartenant à O'm (Q); p est dit congru à q modulo 0 dans 0,42)
et on écrit p '- 'q  si p —qE O r i (S2)(OE N * ) .  Pour des commodités de rédaction,
on écrira aussi p 7 q  lorsque p = q .  Appelons symbole principal homogène (pour

I ll >1) de l'opérateur p(x°, x ; 19,o, D ) =  E  0 _1(x°, X; D x )D . 0 ,g (S 2 ) l'expres-
1-0o

sion cr(p)=P(x°, x ; 10,1) =  E eo-i,o(x °  x ;p o l y n ô m e  d e  R [4 ] de degré 0
1-0

pour (xo , x; /) fixé dans S2 x Rn , à  coefficients appartenant à C . - GO, X°1, Sm °).

On déduit alors aisément des propriétés précédentes la

Propriété 10.
(i) Pour p fix é  d a n s 0'4(52) , (p) es t homogene d e  degre 0 p a r  ra p p o r t

(4,1) p o u r  I11> 1  et un iqu e pou r
(ii) S o ien t p l E OVS2) et p 2 O Z 2(Q), on a :

a(p 1 .p2 )=0.(p 1 )x a(p 2 ) p o u r  Ill > 1 .

(iii) S oit p =  E Ao_ i D ix o e t  q =  E 1.t0_1D i
x . appartenan t à  0 4 (S 2 )  a lors

i=o
p - ; ,q<=>cr(p)=cr(q) p o u r  Ill > 1  e t  Ao =ix o .

(iv) S i  PE 04 (Q ) e t  q E 0 'e (S -2 ) , leur com m u ta teu r  [p , q]=pq —qpE
04+0 ' 1 (52) si et seu lem en t si P o; P ol= 0 (pa r ex em p le si p ou  q est un ita ire).
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3. La condition de bonne décom position dans 0 ( 1 2 )  pour les
opérateurs k' (x° ,x ;D x o,D x ) de O m (Q) de symbole principal K' (x° ,x ;1° , 0 =
(H 'i )q1 • • • (H'„)e' (x° , x; 10 , 1).1(*).

(* ) On pose 1-4(x °,x ;1 0 1 ) -
1 1 , ( x ° , x ;  lo ,  1)

H s (x ° , x ; 1,0)( s = 1 ,  • • • , a).

Considéré comme opérateur de O'n ,(S2), supposons que k '(x°, x ; D o , D )  ait un
symbole principal a(k ') de la forme:

a(k ')= ( K ) r ' .  •  •  (K ) " . l n ,

avec K (x ° , x; 10 , 1) polynôme unitaire de degré Oi dans R[10],  homogène par
rapport à (le , 1) pour 1 1 > 1 ,  à  coefficients appartenant à  C - ([0, X°], S°i) et
homogènes par rapport à / pour /1>  1 , pour tout i=1, •••, p,., tel que K i' et

soient premiers entre eux dans R[10 ] pour 1/1> 1  si i  /  j.
Remarquons que k ' est unitaire et que a(k ')= K ' pour
Fixons K o un des facteurs K i(1 < i< p c ) ; on a

(K i )r' x • • • x (K ) "  = E '0 x  (K

Soient eo' O'n ,(S2) et ko' 0 1 ( Q )  de symboles principaux respectivement E 'o x 1m

et K o'  et unitaires, alors

k' e'o (k'o)f4 =r° (propriété 10. iii)

Et y'i =k' —e'o (E0 )14 E  OZ- 1 (Q).
Si yiEE O 2(S2) on a: y 4 = 4 1-(x°, x ; D x )D 1-+  E A1lDrx7 1 - i  et y i  admet

-,--1
un symbole principal ri= E 61 0 (x°, x; /)/o ' - 1 - i homogène de degré T - 1 par

i=o
rapport à (lo , 1) pour 1/1> 1 .

Appelons f l  le minimum des multiplicités de K o'  dans chacun des m2

éléments de la matrice r i' dans R[Lo ] et lorsque (x°,x ; 1) varie dans S2 x sphère
unité de R n(P i= 0 si et seulement si il existe (x3, x 0) E,S2 et /0 (1/0 I = 1 ) et un
élément lu  tel que r 1' (x3, x o ; l ,

 /°) ne soit pas divisible par K o'(.4 , x 0 ; /0 , 15 ).
En faisant la division suivant les puissances décroissantes dans R[10]  de

r; par K o'  pour chaque (x°, x; 1)E Q x  R ,  on met r; sous la forme:

F = E  (K ,;)Pi E E i i x (K( ) PL— i
j=1

et on a r;--Elx(A-)13; si 1/I> 1 .
De plus E i est un polynôme en 10 ,  homogène de degré 7 - 1 - 13'100 par

rapport à (lo , 1) pour 1/1> 1 , à coefficients appartenant à C 0 ([0, SL-1-010.)
homogène par rapport à I pour VI> 1 ., et il existe par conséquent O'm(Q)
de symbole principal E i(x°, x ; 4, /) (pour i1l> 1 )  de la forme:
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, 7- 1 4 0 0

e l _A o i(x o; x ;  D x )D1- 01 — $0 0+  E /111 (x°, x ; D x )/Yx 7, 1 - $1,90- i

D'ou k' )04  e jf k 'o r'i

Si y O 2 , on prend e'1= 0  et pl aussi grand que l'on veut et l'équivalence
précédente est encore valable.

Après un nombre fini de telles opérations on a dans 0 ,n (Q):

(2.17) avec
k '=  E

i=o

k E  e'j (k W ; pour tout i=0, •••, T .
j= 0

Définition 5. Une telle expression (2.17) est appelée une décomposition
de k ' par rapport au facteur K o'  dans O'n ,(D).

Remarque. Comme dans Om(Q), il n'y a pas de manière canonique
pour effectuer la décomposition de k ' par rapport à  K o'  dans 0 ( S 2 )  et les
nombres Po', •••, fi', peuvent varier suivant le choix de e , • • • ,e .

Définition 6. Une décomposition de k ' par rapport à  K o dans 0 ,7,(D)
est une bonne décomposition si f3',> P 0' —r pour tout r= 0 ,  •••, T . On dit alors
que k ' est bien décomposable par rapport à  K o' dans 0 ( Q ) .

Proposition 5. S i k ' possèd e un e b onn e d écom position  pa r rapport  à K o'
dan s 0 ,n (Q), tou te au tre d écom position  d e k ' pa r rapp ort a  K o'  dans  O ( Q )  est
une bonne décom position .

D ém on stra tion : En modifiant éventuellement les opérateurs e'j  on peut
écrire la bonne décomposition sous la forme:

k' =e"o (E0),%+ e'1(k'0)1 4 -1 +...  -Fe(4) 1 4 -3+ • • • -Fek

Considérons une seconde décomposition de k ' par rapport à  K :

k' E  é j( k 0') (v.i
j= 0

on a eo' ( k ) ,%,-,/, J o'( 4 ) 4 ,; et d'après la propriété 1 0  il y a égalité des symboles
principaux pour l > 1  d'où:

--e o x ( K 0')k =-E 0' x ( K 0')I% pour Ill> 1.

D'où =i9O=r0 =m ultiplicité de .K,; dans cr(k').
Montrons que pour tout j ,
Pour j= 0 ,  l'inégalité est démontrée; supposons la prouvée pour 0, . . . , j - 1

et démontrons la pour j :  si j > 8 0 , elle est évidente; sinon, en modifiant éventu
ellement les ep' pour p <j — 1 on peut écrire
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on a donc:

k' (Zo' )eo + • • • + 6 _1(4' ))%- 5+1 + 6(Z0' ) ;

e/p(kO)°— P —

p=o
Grâce au

Lemme 1. [141 Oo  é ta n t l 'o rd r e  d e  ko'  et n = a 0  0 -F(13—a); s i 13<a i l ex is te
u n  op éra teu r  A7, o'1 (0) t e l  q u e :  (ZO)"

;3tn
On montre qu'il existe un opérateur tyi E a m (Q ) tel que q'

T
j (4 ) 4 - 5 ;- i

on a bien alors le résultat g i >/30' — j puisque P ',/ x (K 0')e`i = 0 3'(K)is'o - i e t q u e
K o n'est plus en facteur dans - -E'5 dans R[10 ] en un point au moins de 0 x sphère
unité de R .

En utilisant la technique de démonstration de [141 (p. 250) on obtient les
proposition suivantes:

Proposition 6 .  k' est bien décomposable pa r rapp ort a chaque K ;(1 < s< 1 .t)
d a n s  0',n (P )  s i e t s eu lem en t s i il ex is te  d es  op éra teu rs  k'i ,•• • , k„' E 01A u n ita ir e s
d e  s y m b o le  p r in c ip a l  h o m o g èn e  p o u r  Ill > 1  r e sp e c t iv em en t  , •••, K  e t  d e s
o p éra teu r s  e ,  ••• , E O'n ,(D ) te ls  q u e

(2.18) I a v e c
k '=  E  e'i (kj.)Eri-1 3 + • • • (k;‘ ) I r  P - 1 ]

i=0

k' E
5=0

tout i=0, •• •  , T .

Rem arque. On peut choisir arbitrairement dans 0'1(0 ) les k ; unitaires
avec «Es )  =- C ;(1 1> 1) .

Proposition 7. S i k' p o s s èd e  u n e  d é com p o s it io n  d e  la  fo rm e :

(2.19)
k' E i• • •ku,'

i = 0 1 2 2/,'
a v e c

k' E  Z5 k5Er,./•. •k 5 ,  t o u t  i=0, •• • , T
j = 0 1 2 u i

 

o u  u' -=  E  [rs  —  +  (0  <  j < T ).

aj e s t  u n e  b i je c t io n :

[1, -• • •• • , 1; • • ; , • • • , ti]
[r i - 5] 4  fois [rp— p+ fois

(i) =  ai i

k'i E 0 '1. (S2) e s t  u n i ta i r e  e t  a  p o u r  s y m b o le  p r in c ip a l  K ; ( I l l  >  1) p o u r  to u t
i =1,•••,

e' a n ,(Q ) (0  <  j < r)

a lo r s  k ' es t b ien  décomposable p a r  ra p p o r t a ch a q u e K ; ( 1 < i < l x )  d a n s  0 (Q ).
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Proposition 8. S i k ' p o ssèd e u n e d écom position  d e la  fo rm e

  

k ' E a

•

 i ik i••1 2

k ' E •
• J=0 1  2 " 2

 

(2.20) a vec ut

••cti , ( to u t i = 0 ,  •••, T)ju i u  + 1

  

a v e c  le s  m êm es  h y p o th è s e s  su r  Ei  (i=1, ••• , ,u) e t  a1  ( j=0 , • • , T )  qu e dan s la
p r o p o s i t io n  7  e t  l e s  o p é r a t e u r s  a e l  appartenan t  à  O 'n ,(Q )  a lo r s  k ' es t b ien
décomposable pa r rapp ort a chaque K ; (1< i< ,u )  d a n s O (S 2).

Nous allons à  présent formuler une décomposition particulière du type
(2.19) des opérateurs k '.

4. Les opérateurs ki(x°, x ;  D o, D )  de 49.(S2) de symbole principal
K' (x° , x; l , / )= i)q' • • • (. 11;,)q° (x° , x; 10 , 1 ) 1 .  et la condition C'.

X ; l)=( / 0 — p 6 ( x 0 ,  x ; 1 ) )  ( 1 < s  < a ).

On pose

(1/1) 0  • • • (H)q° (x° , x; l ,  1)=7r,(x° , x ; l ,  l ) =  J  ( / 0 — p 0 i(x°, x;1))A i

On considère la suite finie strictement croissante à valeurs dans [1, •••, a]
définie par: T s ,  est le plus petit T s  tel que q8+1 <ql, •••, T8 1 est le plus petit T s

tel que q8+1 < q 8 i-1+1- (2 < i <  x-2), •••, T„_, est le plus petit T s  tel que q8+1 =q° ,
sx =-

On a: Tsi <T82 < •  • •  < T 8 X - t < T 8 X — T o , ( 1 ‹  i < x )  et A=q 1 =A 1 =-

A2 =q81>k
8 1

+ 1 = • • • = A „  =4'82 > + 1 = • .. = A r  = q 8X-1  >' 8 1 2 8X-2 SX-1

8X-1 ' 8
 on pose p i = k 8 , —A,8 1 =q 8 i—q8 i+1 (1 < i < x —  1), p, =

X X
On a T =  E p i r 8 ; e t  A=q 1 ---- E pi .

i=t
Pour des commodités d'écriture on convient de poser aussi:

Ts x ,, =T„1- 1 et px + i =O.

Soit OE C ( R )  qui vaut 0 pour 111<1/2 et 1 pour / 1 > 1 .
On considère les opérateurs de O'1 (S2) suivants:

p o (x °, x ; D x ) E C ° 0([0, X 43], .51 )  de symbole

p o i(x°, x ; 1)0(1)E C ([0 , X °], S 1)

ai = D x .- -p o i(" x ;  D x ) ( 1 < i < T „ )
8 , - 4  8 2- 3 24  •••,

,
s „ ,— a , s , i —i•••

,
92.31, s 31 s •••,

(
8

>s,)Pi
, 8 P178/

1 -1• • • , 8,• • • 3 1 8 p 11•

 81
, • • •

8 1 '1' S i
+ P 2' 8 2

8 1'2' 82
. 8  P V . 8 , ' •  • •  8 P 1' 8 1

± - ± P C 8 i 8 P C S , • • • 8 P 1' 8 1 ' •••

8 ,- - 8 Pes x
• •• 8 P1' cy'
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On a k ' m c0  dans 0' ,,(0) d'après la propriété 10.
En développant les S i (1 < i< T -1 ),  on calcule, par récurrence sur i,

/Ao=5 i +  E x ;  D ) _ 5  avec Ej i(x °, x ; E  C ([0 , X 11 ,
.1=1

r-1
et k ' = 1 ,6 ) ,±  E bi (x°, x ; Dx )k_ 1_i avec bi (x°, x ; D x ) EC 's([0, E g)

i=o

b i (x° , x ; D )  a donc un symbole Pi (x°, X ; l)E  C  ([0 , sg) développable en
sous symboles fii ,i (x ° , x ; l)E C - ([0, X e], S4,- 3 )  homogènes de degré j  par
rapport h l  pour 111> 1  (si gi (x°, x ;l ) E C ( [0 ,  X e], S i) alors fli ,; (x°, x ; /)=0
pour 1/1> 1  et 0 < j< n 1--1; on convient de choisir gi ,i (x°, x ;  l) 0 pour
0 < j< n i - 1 ) .  On peut écrire

i-1
x ; D ) =  E g i ,j (x°, x ; D x )-±b'i (x° , x; D )

3=0
avec

x ; D x ) E C ([0  ,  ) 17 9, L',g)
On pose

x ; D x ) =f l i ,i (x° , x; D x ) E C ( { 0 , S m ')  de symbolePid(x° , x ; l)= b , 5(x° , X; I )  pour ,7=0, •••, i - 1 .

X; D ,)= b 'i (x° , X ; D ,)  C °'([0, X 9 ,  1 ' )

d'où l'expression de k '
= -1 j ,-]

k ' =6,,(7),±  E E bi ,j (x°, x ; D E E b i ,j (x°, x ;
i=o 3=0 3=0

Définition 7. k ' vérifie la condition C ' si:
b
Px+i' sx + ,+ - +Pdr 8 a_L-F ,Px+i+ - +P. -H6 - 1 ( x °  '

pour tout 1< a < x + 1 , 0 <fl<Pa-i, 0 <y<T - 1 — Px-Ffrsx+i— •••— p„7-8,,— fir,_,
(avec la convention d'écriture by ,_1(x°, z ; l ) =0  pour y=0, •••, -r — 1).

Remarque. Cette condition C' se décompose en q1- 1  sous conditions
matricielles:

C i: les symboles b,„,0=--b.,,,+bo-=---•••-- b,_1,0-=0

les symboles 6 px, „,, x_1 6 px=.„-i-1,px-1------••• - 6 ,.-1 ,px -1- 0

les symboles b px , a + , ,px -_---bp„ +1,ipx • • • -b.,._b px
--=- 0

8 x-■ x-i
+ „„.+13 :  les symboles bpx ., x + a + , 3 , 8 • • -=

b (1 < a < x ;  O <P <P-1.)
Cg'i_ i : les symboles bpx , , x +..+p2 = s +2 (P1 - 1 ) ' 8 i '°1 - 2 —  • • — b  =- 1 , 0  -2= 0  •
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5. Il résulte de la proposition 2  que l'analyse de la condition
C  portant sur l'opérateur h E 0„,t(S2) faiblement hyperbolique,
caractéristiques de multiplicités constantes, se formule par les
théorèmes suivants:

T h eo rèm e  1 . S oit k E 0 , 7,(Q ) d e sym bo le p r in cip a l (H 1 ) . , x;
1)1  m et e I   

E  0 W(S2) de symbole principal (I- I Do • • •
1 )ql • • • (H 0)a° (x° , x ;1, 0)

(11,)e (x° , x; l , 1)4 .
f l y  éq u iva len ce en tre les  a sser tion s su ivan tes :
(i) k' v ér ifie  la  con d ition  C ',
(ii) k' est b ien  décomposable pa r rapport  à  chaque d i =

(1 < i  < T  )  dan s 0 (0 ) ,
(iii) k ' e s t  b ien  décomposable p a r  ra p p o r t  a ch aqu e I I ; (1 < s < o - )  dans

0 ' .(Q) ,
(iv) k ' e s t  b ien  décomposable p a r  ra p p o r t  cl ch a q u e  H ;(1 <  s < a) d a n s

0 ,„,(D) ,
(v) k  e s t  b i e n  décomposable p a r  ra p p o r t  à  c h a q u e  H 8 (1 < s < u )  dans

(vi) k est b ien  décomposable pa r rapport  à  tou te d écom position  du  rad ica l
ca ra cté r is t iq u e  R  e n  p r o d u i t  d e  p o ly n ô m e s  K  p r em ie r s  d eu x  a  d eu x  d a n s
R[10 ,11, a co efficien ts dan s B - (0 ), tels que i n f  IK i (x°, x; 1, 0)1> 0 .

(x.,x)Ea
D ém onstra tion :

(ii) En effet si k' vérifie la condition C', la décomposition
T-1

k' E  E  bi ,i (x°, x; D x )8,_ i _ i

5=0 i=5

est du type (2.19) avec ./.(;=/J i .
(ii) (i) On a

r — lr - 1
k' E E b i ,5 •8 1 _i  (0 < r< T )

1=0 i=5
et k' étant bien décomposable par rapport à chaque J i (1 < i < r )  dans 0 '7,,(S2) ,
il existe des opérateurs e', E0'.(52) (0  <  p<T) tels que

k' E
r—r p = o

D'après la dernière remarque, la condition C ' se décom pose en  A -1=0-1
sous conditions C; avec r= p x + 1 +•••-l-p.+P variant de 1 a A-1.

Démontrons par récurrence sur r  que toutes ces sous conditions  C  son t
satisfaites: on a d'abord

4,6), , ,, , e'o (a DA • • • (a ,    e'o= Im

Pour r=1 , on a:

lo—Poi (x°, x ;1)0(1)

i - 0
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Ces deux opérateurs de OZ- 1 (Q ) ont donc même symbole principal pour
11>1 à savoir X (J1) u ' - 1 ) . '•*(J (A '° - 1 ) . • On montre qu'il existe v s

et ils E O'n ,,(Q) tels que

inbco„"1 1,&cas>", - " ,

e'0(.91)Ài••• (ar„)A-- .7 , -{ 14(aous - ') , }

Donc /in c.),— e(a l )Ai•••(a.,0A= E OZ- 1 (Q ) a un symbole principal divisible
par (d s) (A.- 1 ) ,  pour tout s = 1 ,  • • • , r„ e t  /1 > 1 .

T i r - 1
D 'autre part E  b 1,0 8„._l _i  a aussi un symbole principal divisible par

(Z18) (4 - 1 4  pour 1 1 > 1  d a n s  R [ 4 ] ;  il en est donc de même pour le symbole

principal de E b1,0 8,._1_ i ,  quel que soit s= 1, •••, T or ; ce qui n'est possible qu'il

la condition:

x ;  l ) - - 0  pour tout i=r„, •••, T - 1 ; tou t (x ° , x )E Q  et tout I/ 1> 1 .

Avec la convention faite sur les symboles b i ,j (x ° , x ; l) , cela revient à. dire
que bi ,o (x°, x ; dans Q x Rn  pour tout i=T„, •••, T— l.

La sous condition Ci est donc vérifiée; on démontre de même par récur-
rence que toutes les autres le sont aussi.

(i) Il suffit d'appliquer la proposition 7 en prenant K = H ; ,
7 - 1

r s= q 8 et en remarquant que k' =  1 .64+  E  E be s t  u n e  d é c o m p o s i t i o n
j=0 i=1

dans O'n ,(Q ) du type (2.19) pourvu que l'on choisisse

h's — a=sa=8-1 - • a „ ,- r i

( i i i ) ( i i )  On utilise la proposition 6 avec K 's = H ;  en choisissant h'8 =
a„.••a,. s ...1± ,  et on applique la proposition 7.

(iii) (iv) Considérons une décomposition du type (2 .1 ) en remplaçant
H o et h o par H,; et ho',  k par k' et appelons la (2.1)'.

D'après la proposition 5  en prenant K o' = H o cette décomposition (2.1)'
dans Om (D ) est une bonne décomposition dans 0 ,n (Q) par rapport à.

H  (x ° l  l )H 0  » x • ) , > g oO

H o (x° , x ; 1, 0)
pr o_ r= g  — r .

k' est donc bien décomposable par rapport à. chaque H ; ( 1 < s< u )  dans 0 . ( 2).
(iv) (iii) Toute bonne décomposition dans  O m (Q ) est une bonne décom-

position dans 0 ( Q ) .
(iv) (v) On applique la proposition 2 à. ( k ',  H ,  h )  dans 0 m (Q).
On obtient une décomposition du type (2 .2) que nous notons (2.2)'.
En remplaçant /z  h s (x°, x; D z ., D z )IH ,(x°, x  ;1 , 0 )  dans (2 .2 ) ' et en

écrivant k = (H 1) 0 •••(1/„) 1°(x°, x ;1, 0 )k ', on obtient une décomposition du type
(2.4).

(v) (iv) C'est la même démonstration que précédemment; il suffit
d'intervertir les rôles de k et k ', H , et H ;, h , et h',.

pour tout s=1, •••,
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(i) (vi) L'étude de la bonne décomposition des opérateurs k dans 0,n (P)
faite au paragraphe II 1  peut se faire de la même façon par rapport
l'ensemble des facteurs de toute décomposition du radical R  en produit de
polynômes K 5 premiers entre eux deux  à  deux dans R[10 ,1], à  coefficients dans
B - (Q ), tels que i n f  IK J ( x ° , x ;1 ,0 )1 >0 ; on obtient de la même façon

x)Es2
qu'avec les facteurs premiers H ,,  l'équivalence de la bonne décomposition par
rapport aux .1(5 dans 0 .(Q ) avec la condition C' sur k '.

Définition 8. Si k  ou k' -=-kl(H1 )0  • • •(II 0)r (x° , x; 1, 0 ) vérifie l'une des
assertions du théorème 1 , on dira que k  e t k '  sont des opérateurs bien
décomposables.

On peut alors conclure par l'énoncé suivant :

Théorèm e 2. L 'o p é r a t e u r  h  fa ib lem en t  h y p e r b o l iq u e  p a r  r a p p o r t  a u
ch a m p  d e  covecteurs (1, 0), a ca ra cté r is t iq u es  d e  m u ltip lic ité s  con s ta n te s  d a n s
Q v ér ifie  la  con d ition  C s i e t seu lem en t s i il ex iste d es op éra teu rs a l EOW - I(P)
et a2 E  On j - I(S2) de m êm e sym bole prin cipal A  tels que  h a ,  e t  k 2 =a 2 h so ien t
b ien  décom posab les.

III. Résolution du problème de Cauchy pour les opératurs k' E  Om (Q)
de symbole principal (H)a`•••(11:,)q° bien décomposables.

Pour cela nous avons besoin d'une autre caractérisation de ces opérateurs.
1. D écom position  d e k ' en  op éra teu rs p ortés pa r les bicaractéristiques.

Définition 9. On désigne par 3 4 m  l'ensemble des sommes finies de
monômes du type coi i • a,,•83 ,•.•a,, (o<i< T  ;  a50 =1 )  coefficients à  gauche
les opérateurs coj i de C - ([0, X°], L ) , P = ( .11 , • • • , j )  étant une injection à valeur
dans l'ensemble: {1, ••• , 1; 2, • , 2 ; • • • T j  dont les éléments sont considérés---____--

A, fois A, fois A,.„ fois

distincts deux à deux. On note ,94 1 = ,T .

Théorème 3 .  k' est bien décomposable si et seulem ent si W= k' — 4,64 E

D ém on s tra t io n : On démontre le théorème direct  à  l'aide des lemmes
suivants:

Lem m e 2. S i i j ,  i l ex is te  K i ,i (x° , x; D x )= K c j E C 0 ([0, X °], S ' - 1 ) e t
=--Qi ,J E C "([0 ,X 9 ,L — ) tels que K i d • (ai —a,)= I— Q1,5  (Lest l'op éra teu r

id en tité)

qui résulte de l'éllipticité de ai —ai ;  .1(1,5 est une paramétrix à  gauche de ai —a,
([3] et [19])

A l'aide de ce lemme, on démontre par récurrence sur les nombres
r 1 , r2 , •••, r  le

Lem m e 3. O n con sid ère les en sem b les d 'op éra teu rs su ivan ts
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• • • , , N 's 2 = {a, s 2 ,  a, 8 2 _
1

, • • • , a,} , • , Arrr, =  { a,„ • •.,

- - { N - '8i 0 • • • 0  N 1 C 1 N ' 8 2 ••• û N 's2  Û ••• Û N ' s x  ••• CJN'sx}
r, fois r2 fois rx fois ---

ou  Û  d é s i g n e  la  reunion d is jo in t e  [27].
S o it 0=0 w = r x ( T s ,- 1 ) - F r x _ i ( r s „ - 1 ) ± • • • + r i (7 8 , - 1 ) .
A lo r s  l 'o p é ra teu r  id en t it é  I  p eu t  s 'é c r i r e  s o u s  la  fo rm e :

0 -1

oK 0 a o f • E(3.1) 1 = oo+
op )EepQ aP.a ''.••3P=0 'P

. 8 = (° " ''' '.0 )E e 0

ou ( 0 ( p < 0 )  pa rcou r t l'en sem b le  O p  d es  p erm u ta tion s d e  p in d ices  p r is  d a n s

l'en sem b le  J ' =  6  ([1, rs ]  u • • • u [1, % ]) d es  in d ices  j  d es a, de N 1 1 ;x 8 x

K „0EC's({ 0, L '— °) e t  Q „p E C ( [0 , X °],

et son corollaire le

L e m m e  4 .  S o ien t  2 < d < ,
 0<e<"/0 d - 1 ,  1 < f  <T s d _i ;  o n  co n s id è r e

l'en sem b le

N 1:1 ia„., • • • , a, } = iv l û 1V2 .
8 d-1

e t  le s  n om b res  01 =p ,(T s , - 1 ) ± • • • + p d (rs d - 1 ) +e ( T s d , - 1 )

0 = 0 1+ 0 2
A lo r s  l 'o p é ra teu r  id en t it é  I  p eu t  s 'é c r i r e  s o u s  la  fo rm e :

(3.2) ./=  E  K o e•a„,•••a„+ E  E  Q o p•a„,•••a„ p
" p=o op E e p

ou  & = ( a ,  • • •  ,a p ) ( 0 < p < 0 )  p a r co u r t  l 'en s em b le  d e s  p e rm u ta t io n  d e  p  in d ic e s
p r is  d a n s  l 'en s em b le  .1. '0 1 ' . . . :0 d - 2 :e

8 d - 1 : p
S
d

d :,...; x
8 X [ f  , T8 d _ J = I  d e s  in d i c e s  d e s  a, d e

0 )  e t  Q 0 pE C - ([0, L - - ) .N ,  p oE C ( [0 ,  X 0] , L ' -

A l'aide de ces lemmes montrons le théorème 3:
=-1

On a k ' E  E  b“, r _ 1 (x 0 , X ; D x ) _ 1 . Puisque k ' vérifie la condition
r=1 a=r-1

41-1
U C ,  chaque r tel que 1<r<q 1 -1 étant de la forme r=p x + 1 +•••+p 0+ j

r=1
a vec  2 < i< x + 1  e t  0 <  j< p i _ 1 -1 uniques, chaque expression E

a = r - 1

vèrifie la condition C ; et se met donc sous la forme:

Er =  E (1 < r < q 1 - 1 )
.--.0

avec
a 0= Px+1+ —  +P 1 et ali +/— =Px-FiTsx+1+ • • • +PiTs H iT s 1

Tous les intervenant dans k'r , contiennent en facteur le produit des
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éléments de A ••• ,P ,_ , .P t _ i – j , 0 ,  - . 0 •

Considérons un nombre a avec Px +i+Px + •  • a<Px+iTsx+i+•••
- pe r r s ,_, — 1 alors a peut se mettre de manière unique sous la forme:

a=Px+iTsx+i - l- "•+Pcirsa - reTsd-i+ 7-3,,, — ./

avec soit d >  i, e < p d _ i , 1 < f  < 7 - s a _, soit d = i ,  e  < j  et 1 < f  < 7 , .

Le complémentaire dans de l'ensemble des facteurs qui com-

posent 8,_ i _ „  est l'ensemble

N =  N '0 7  .
:.ro s d-2:es fa r s, ' •• 

°
f

}
S o i t  0=p,(1-s x -

D'après le lemme 4, en écrivant l'opérateur I sous la forme (3 .2 ) on a:

z

P r= 0 crP E e p

On a a— rd-1< 0, d 'où  b0 ,,- 1 .&61EC - ([0, L's) e t  bc„ r _ i Q a pE C - ([0,
L - - ).
D'autre part 0 < a 0 - - F ( 7 - - 1 — a ) < T - 1  d 'où  k'r E 5 1 4 . ( 1 < r < q 1 - 1 ) .

Lorsque q l < r < T ,  il n'y a plus de condition c ; portant sur 4 ,  cependant on
démontre de la même manière que k'r E,gg n e .

Démontrons la réciproque du théorème 3.

Par hypothèse k '= 6 ),/ ,,.± w  avec w E31/..

D'où w =  E E coa —i • ar„..•3 „ avec w0

,--i E C ( [0 , L' ) .
i= 1

Appelons l'ensemble des permutations d'au plus T - 1  indices pris dans
l'ensemble des indices [1, •••, 1; ••• ; r , , , . . . ,  r j . Pour tout il existe i

i  fois Arc, foisA 

unique ( =1, •••, T )  tel que a = a " . - i = ( a i , •••, a„. ) ;  en notant 8 ,= a a ,•••.9„._„ on
peut écrire w sous la forme w =  E 0..),A, avec w „E C 0 0 ([0, L'„(1) et k ' sous la

forme k'-=-11,1([ E  ( Im fb,+,x 0,„3„)] ( i f = c a r d
aEs ,

c,

Or chaque a=o-' - ' T )  a son image dans [1, •••, 1; •-• ; •

Ai  fois A,- fois

contenant au moins (A 1 — i) +  fois 1, •••, ( À , — i) ,_  fois T o . Il en résulte que
chaque ,,a 0  peut se mettre sous la forme:

ala cq a g g • • •  i a c,< i + i  avec aci E

a° injection:

[1, • • •, 24,] [I , • • • , 1; •••, r„, •••, Tr,], w r,a„ E (S2).
(A 1— i ) .  fois( A , — O , .  fois

D'après la proposition 8, il en résulte que: 1.5,,-FiCw0 a0 E oz,(Q) est bien
décomposable par rapport à  chaque d, (1 < s < T„) dans a m (52) et d'après la
proposition 6 et sa remarque, il existe des opérateurs e j

a E 0 , , , (0 )  (0  < j< T )
tels que

1)1-  • • • 
- hod(T8d - 1 ) - Fe(T8d-I - 1 ) +(Tgd-I — f ) '
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J
Ln,(-0,--FiCcorrac, " :  E  epV0[Ai-P]....(a, )[A, , , - P]

(tout 0  <  <  T ) .
D'où

k' ,E 11,X ( E  e;')(a,)EA,--.P],...(a r o [A „ - m .  (tout 0 < j <  r).0 
Œe,

D'après la proposition 6, k ' est donc bien décomposable.

2.

Théorème 4. S i k ' est b ien  décomposable, a lo rs  le  p rob lèm e d e  C au ch y
p o sé p a r le  sy s tèm e

(3.3) k' z =1 ' a vec f ' EC°([0, X °],(H - )m)

et les d onn ées d e C au ch y su r l'h yp erp lan  x° =0 notées

(D 3) z i=(D oz ) (0, .) (.1-P °)m  ( 2 . = 0, • • • , T —  1)

adm et u n e so lu tion  et u n e seu le z E C '([0 , X 9 ,(H - )m).

D ém o n s t r a t io n :  On utilise le lemme suivant:

Lemme 5. [19] O n désign e par s les m onôm es d e a l d e la  fo rm e s = a ,=
(a...=1 ) .  A lors pour tou t rE R , il ex iste un e con stan te

C >0  telle qu e

(3.4) E  II su(x°,.) 1r
2 < C{ E 1r2dx'0}

s 5f se ,5t
pou r tou t uEC" .([0, , H +") et tou t x° E [0, X°].

Effectuons alors le changement de fonctions inconnues:
, -1  (x o)i

z =z H - E  zi
i=o i!

on est ramené à  résoudre le problème de Cauchy

(3.5)

données nulles sur l'hyperplan x °= 0 :

(D ) zo' = • " = - 4 _ 1= 0
(x

et avec le second membre f "  f
, 
—

o)i
i !  

z jE C °([0 , Xe], (II - )m ) on
i=o

résout d'abord le problème

fd),u=f"
(3.6)

tu0= •• •= u ,_ 1 = 0 :  données de Cauchy nulles sur l'hyperplan

que l'on peut remplacer par le système d'équations équivalent:

iD eu— p 0 1 (x° , x ; D x )u=v 1-
D z o v i _ p oz(x o,  x .;(3.7) Dx)vi = v2

_b x 077-1—p o --(xo , x ; D ce)z/-1=f"
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avec les données nulles:  u 0 = v 0
1 =••• =v 0

- - 1 = 0  sur l'hyperplan x ° = 0 .  On
résout le système (3.7) en commençant par la dernière équation. S. Mizohata
[13] montre que cette équation admet une solution

77- 1 E C°([0, X°], (Hr)m) n (H r - l )m ) (tout r E R )

Donc z/ - 1 E C 1([0, (H+-)m).
On résout successivement les autres équations de la rri rne manière et on

obtient ainsi v". - 2 C 2 ([0, X°], H - )m), •••, uEC'([0, X°], (H - )m). La résolu-
tion de (3.5) se fait par approximations successives avec la relation de récurrence:

ico.,.z'a+1 =f"— coz a = 0 , 1 , • ( z '° = 0 )
iDonnées nulles sur l'hyperplan x ° = 0 :z o'a= • • •= z 1 = 0 .

(3.8)

on a alors

(3.9)

(3.10)

fd.u,.(z'"+1 —z'")=co(z'“ - 1
— z''')

tz e l œ z o'“= •• • =.z,.'+1
1 —z 1 = 0  sur l'hyperplan x°= 0 .

E II su(x° ,.)11r2< C I ° II co,u(x'°,.) j I2dx (lemme 5)
sG

lorsque u i = 0  (i= 0 , •••, T - 1 ) . ,  U E  C ( [0 , X ,  (H r ) m ), w appartenant à5Ytm ,
on a:

(3.11) H cou(x°, .)11r2 < Clcr 116).,u(x' ° ,.)

En appliquant (3 .10) e t  (3.11) au système (3 .9 ) et en posant M =
di" ,(z' 1 —  °) f, on obtient

(3.12) E II s(z ''+ 1 — z '')  Ir 2(x°) < (C 'X ° )M 2  "C 'X°'
S.3/ a!

On déduit de (3.12) que D ix o z'' est une suite de Cauchy dans C °([0 , X j , (H r ) n )
pour tout r  et tout i=0, •••, T .

D'ou z '' converge vers z' solution de (3.5), (D ) dans

(x°)iC'([0, X °], (H - )m) et z = z i+  E   .  z i  est solution de (3.3) D3.
=0 2 !

Le lemme 5  montre aussi l'unicité de la solution z.

Proposition 9. [19] Q uel q u e so it rE  R , le s  o p é ra teu r s  k' b ien  d écom po -
sa b le s  v é r i f i e n t  l ' in é g a l i t é  d 'é n e r g i e  s u iv a n te :  i l  ex is t e  u n e  c o n s ta n t e  C p o s i t iv e
te lle  q u e

E II .190z(x°,.)I! <  C j  D I2oz(0 ,.)11-E.,-1-51- fe ° Ilk' z(x'° ,.)11r
2 d.e }

J=0 J=0
p ou r  to u t zEC '([0 , X°], ( H ) )  e t  to u t  x° E [0, X 0].

IV . Le problèm e de Cauchy pour l'opérateur h faiblement hyperbo-
lique par rapport au champ de covecteurs (1, 0), A caractéristiques
de multiplicités constantes dans D.

Théorèm e 5. L e p rob lèm e d e  C a u ch y  p o sé  p a r  le  sy s tèm e
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(4.1) h(x° , x; D z o , D z ) y(x° , x)= f (x° , x)

e t  le s  d o n n ée s  d e  C a u ch y  su r  l 'h yp e rp la n  x ° =0  n o té e s

1(
D

y, D z o y , • • • , y )(0 , x )= (y ,3 (x), • • • , y t _ i (x))
y i  E (11 - )m

a v ec le  s e con d  m em b re  f  E C ° ([0 ,X 1 ,(H - )m) adm et u n e so lu tion  y  E Ct([0, 21179,
(H - )m) s ' i l  ex is t e  u n  o p é r a t e u r  a l  E  Om

- t(Q) d e  s ym b o le  p r in c ip a l A  t e l  q u e
k l =h a i  s o it  b ien  décomposable; ce tte  so lu tion  es t u n iq u e s 'il ex is te  u n  op éra teu r
a2 E 0 W - 1 (Q) d e  sym b o le  p r in c ip a l A  te l q u e  k 2 =a 2 h so it  b ien  décomposable.

A utrem en t d it le  p rob lèm e d e C au ch y  (4.1), D  est b ien  p osé dan s Ct([0,X 1,
(H - )m) s i h  v é r i f ie  la  co n d it io n  C .

D é m o n s t r a t i o n :  1. E x isten ce  d e  la  so lu tion .

Supposons qu'il existe a l  F OW - t(D ) de symbole principal A  tel que
k l =h a i  soit bien décomposable.

de fonctions inconnues: y =y '
i!)

On se ramène à  un problème à  données nulles par un premier changement
t-t ( x ot

t=o 
E 

t --1 ( . -o

(4.2)
Ih y '=f '=f — l z  

i ! ' y iiEC °([0,X 9,(11 - )m)

_51■3= '••= Y t-1 = 13 .

Par le changement de fonctions: y ' =a l z  on obtient le système:

(4.3)
Ik iz =f

ZO -  •  •  •  - = 0

équivalent

f '  ik 'l z =f " = (H 1)0 .. . (H ,r)qa (x ( X ; 1 , 0) E  C " ' (11‘.°)m)

1Zo = • • =2,_ 1 =  0

Le théorème 4 assure une solution zE C .([0, X 01, (H - )m) à ce système et par
suite une solution

t- 1  (x°) 1

y = a l z +  E  .  y i ECt([0, X°],
t=o

au système (4.1).

2. U n icité  d e  la  so lu tion .
Supposons qu'il existe a2 E On ir- t(S2) de symbole principal A tel que

k 2 =a 2 li soit bien décomposable.
On montre alors que l'adjoint  k = h * a  est bien décomposable et par un

raisonnement du type de Holmgren on prouve l'unicite de la solution y de (4.1),
D dans Ct([0, X°], (1-/-)m).

(4.4)
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Remarque. Rappelons que det H=-(1-11) ' , ••.(H „)'.. et que A H = H A =
( I  1 )g' (H „)q° .1 m . Dans [6] nous avons étudié ce problème de Cauchy dans le
cas particulier où v i -=2, ql-=2 et q 2 =  •  ••  =q ° =1 , les multiplicités v 2 , • • •, v„ étant
quelconques, sous une condition équivalente à  la bonne décomposition, mais
dans des espaces de Sobolev plus larges, en remplaçant (4.1) par un système
d'équations du premier ordre mais pseudo-différentiel. Sous la même condi-
tion, R . Berzin [20] détermine des solutions oscillatoires du problème de
Cauchy; I . Demay [5] résout alors le problème de Cauchy CO" pour les systèmes
d'ordre 1 en construisant une paramétrix au moyen de Fourier intégraux et
R . Berzin [1] en utilisant ses calculs précédents résout les systèmes d'ordre
quelconque; dans [2], il étudie un autre cas: v 1 =3, q 1 =3, v 2 =3, q 2 =2 et pour
s=3, •-•, a, vs est quelconque et q 8 =1 .

V. M. Petkov [15] a étudié les cas où l'on a soit v s < 3, soit v s > 3 et q8 =1 .
Les résultats démontrés ici ont été annoncés en partie dans une note au

C.R.A.S [7] et exposés au Séminaire Goulaouic-Schwartz [8].
Ce travail a été entrepris suite  à  une question posée par M. J. Vaillant.
Je remercie vivement M. Vaillant pour ses conseils et ses encouragements

qui m'ont été très précieux.
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Ajouté dans les epreuves: Note de L'auteur—Dans le  cas particulier d'un
opérateur différentiel matriciel faiblement hyperbolique du premier ordre tel
que l'on ait soit q8  =1, soit 98 =2 , soit encore q 8 - - =  8  (S .  = 1 ,  * * *  ,  a) V. M. Petkov
(C. R. Acad. Bulgare des Sciences, T29, N°8, p. 1095-1097 (1976)) énonce
une condition suffisante pour la propagation du front d'onde e t la  résolution
du  problème de Cauchy P o u r  c e  même problème, plus récemment,
avec les hypothéses du § I  et la  condition C du § I I ,  R . Berzin et J . Vaillant
(C.R.A.S. Paris t 283 Série A p. 485-487 (1976)) construisent une paramétrix.


