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Probleme de Cauchy faiblement hyperbolique II
Par

Daniel GOURDIN

Introduction.

On construit des inverses, dans la classe des opérateurs intégro-pseudo-
différentiels de Volterra, du probleme de Cauchy a données nulles, associé a des
équations hyperboliques du second ordre et a des systémes hyperboliques de deux
équations du premier ordre, a caractéristiques de multiplicité variable, sous des
hypothéses moins restrictives que celles énoncées dans un premier article [1].
D’autre part, certaines démonstrations esquissées dans [1] sont plus largement
développées dans ce travail complétant et approfondissant [1].

I. Hypothéses et résultats.

On utilise:
i) les espaces fonctionnels de Sobolev H ,(X) (s€ R, me N) sur une bande
X de R'*! définie par

X=RF' ; 1={xeR"™; x,e[T_, T,], x' e R"}

avec x=(xq, X')=(Xg, X15.-e, X}), —00<T_<T, <+ 00,
ii) les classes de symboles d’opérateurs pseudo-différentiels:

Su,v,hom(X X C— X E/)’ S;t,v,hom(x X C X E/)’ S;A,hom(X X El),
S, (XxC_x="), §, (XxCx="),

iii) les classes de symboles dépendant d’un paramétre te R,, de noyaux
pseudo-différentiels d’opérateurs intégro-pseudo-différentiels:

S;l,v,s,hom(R+ X Rl+] X C— X E’)’ ;J,v,e,hom(R+ X Rl+l X C X EI)’
SumeRy X RFIXC_x =), S, (Ry x R*1xCx =",

(neR,veZ, eeR,=]0,+0[, Ci={zeC; +tlmz>0}, ='={¢eR'; ¢ #0},
=={fe R'*!; £#0} avec £E=(&y,-E)=(&y, &ys-.., &) variable duale de x),

iv) les espaces d’opérateurs pseudo-différentiels L, (X) et L, (X) a symboles
de classes signalées dans ii),
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v) les espaces de noyaux pseudo-différentiels L,, (R,, R'*') et L, (R,
R'*') dépendant du paramétre 1€ R, a symboles de classes signalées dans iii),
vi) les espaces d’opérateurs intégro-pseudo-différentiels L,,(U;, X) et
L,,/U,, X), restrictions & X d’opérateurs intégro-pseudo-différentiels s’écrivant
sous la forme:

a=S a(OU ,(1)dt
R+

a noyaux pseudo-différentiels a(t) respectivement dans les espaces L, (R, R'*!)
et L, (R,,R'*") (signalés dans v) et formant les espaces L,, (U, R'*') et
L, , (U, R'™*1") respectifs, associés a un semi-groupe U,(r) (cf. §.1I).

Tous ces éléments sont définis par V. la. lvrii dans [2], et résumés dans la
premiére partie de [6]. L, (X)etL,,(U,, X)d'une part, L, (X)et L, , (U,, X)
d’autre part sont des sous-espaces respectivement de &, (X)et .S?N(X ) (cf. [2] p. 10),
qui désignent des espaces d’'opérateurs de Volterra opérant sur H,(X) a valeurs
dans H,_, ,,_(X) (Vse R, Vme N, m>zv, =sup (v, 0)). .?E,V(X) est un sous-espace
de £, (X) défini dans [2] p. 10.

1. Probléme de Cauchy pour les équations du second ordre.

92
"ax'(z)"‘ o<.§{§l P;(x)- dx 6 -+ Z Clk(x)‘— + Pgo(x)

P=

est un opérateur vérifiant les hypothéses suivantes (cf. [1]):
1) Les coefficients c=p;;, g, (Vi, j, k=0,...,[) de classe C°(R'*') sont tels
que:
lim c(x)=cy(xy) € C*(R)

|x" |00

sup (1-+1x'7I(4; ) (e() = alxo)) < +00

VX=RI' 1.5 VpeN, VB=(Bo.... Bye N'*.

2) Les racines A,(x, &) et A,(x, &) en &, du polyndme caractéristique i2P,(x, &)
de P définissent des fonctions A, et 4,, a valeurs réelles, de classe S} ,,,(R'*' x =');
on note:

4,(x, €)=€o—/1,f(x, ¢) (xeR™., le="j=12);

!
{4,,4,} et K=P,— Z 666 gz_k sont respectivement la parenthése de Poisson
de 4, et 4, etle polynome sous caractéristique de P (P, et P, sont les parties homo-
génes de degrés respectifs 1 et 2 en £ du symbole de P).
On obtient le théoréme I suivant complétant le théoréme 1 de [1] du fait que

B?+4y est ici de signe quelconque.

Théoréme 1. Sous les hypothéses précédentes, pour toute bande X =R} 1.,
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de voisinage XO—RHA 9 tel que: il existe des constantes o, 8,y avec a >0 (resp. a <

4z
(TO TO)Z
vérifiant dans X° x =" la condition:

(C1) {{4,, 4.}, 4,}=B{4,, 4.} +¥(4,—4,)
(resp. {{4,, 4,}, 4,}=p{4,, 4,} +y(4, —4,)) et la condition

1), 0<—(f2+4y)< - ou B?+4y>0 et un symbole be Sg ,m(X°x =)

1—-2a

(Cy) <K+ —{4,, Az}) to=2, =b(42—4)),

le probléeme de Cauchy “‘a donneés nulles’ (cf. définition de H, (X) dans [2] et
[6D):

( Py=f (feH, (X))

posséde une et une seule solution ye H,_,; .4, _1,((X) avec p=a (resp. p=1—a)
ot [p] est la partie entiére de p.

2. Probléme de Cauchy pour les systémes de deux équations du premier ordre.

h =12‘a———+ Z h (x) +h0(x)
est un opérateur dont les coefficients h; (j=0...., ) sont des matrices & deux lignes et
deux colonnes de fonctions de classe C°(R!'*!) vérifiant I’hypothése 1) relative a P
et I, est la matrice unité. On suppose que le déterminant de la matrice caracté-
ristique iH de h vérifie I’hypothése 2) relative a i2P,. De plus, en appelant 4 la
matrice des cofacteurs des éléments de H dans le développement de det H, on suppose
que pour j=1, 2:

inf {|4](x; {o=2,(x, &), &)|; xe R, &' =1}>0.

On obtient alors le théoréme Il suivant complétant le théoréme 2 de [1] du fait
que B%+4y est ici de signe quelconque.

Théoréme Il. Sous les hypothéses précédentes, pour toute bande X = R}}!

de voisinage X°—Ré;é e tel que: il existe des constantes réelles o, f, y avec a0

L

(I3—-19)2

So.hom (X0 x =") vérifiant dans X°x =" la condition (C,) énoncée au théoréme I et la
condition:

(resp. a<1), 0<—(B2+4y)<- ou B*+4y>=0 et un symbole be

(©) |[K+1524, 45041

to=1,=b(42—

ou K' est le polynéme sous caractéristique du systéeme (cf. [3] p. 15 et [4] p. 460),
le probléme de Cauchy *‘a données nulles”’

() hy=f (feH? (X))
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posséde une solution et une seule ye H?_ | _,, ,_,(X) avec p=a (resp. p=1—a);
H? (X) désigne les colonnes dont les deux composantes sont des fonctions de
classe H, (X).

II. Démonstrations.

1. Cas des équations du second ordre.

On utilise la proposition 1 suivante:

Proposition 1. ([1]). La condition (C,) est vérifiée si et seulement si pour

chaque bande X de voisinage X°, il existe des opérateurs: 0;= o _

0xq

- iAj<x;%gradx,> o Aj<x;~:rgradx,)eL'I_O(R“l) a pour symbole principal
Ai(x, &) (j=1,2) et un opérateur re Ly o R'*") vérifiant

3) P=0,0,+a[0,,0,]+r dans X

ou [0,, 0,]=0,0,— 0,0, est le commutateur de 0, et 3,.

On opére alors trois réductions de P, afin de construire des inverses de Volterra de P.

Premiére réduction de P.

Soit U,(t) le semi-groupe d’opérateurs de générateur — 0, (cf. [2] p. 26, et [6])
et L,,sU,, X) les classes d’opérateurs intégro-pseudo-différentiels de Volterra
associées.

Pour tout p constante complexe, on définit alors:

00 =I~1(m—p) SR tm=p=1U (1)omdt

ou I'(z) est la fonction d’Euler, —p_<Rep<p,, my=[ps]+1 et m un entier
non négatif >m,. Alors 0/ ne dépend pas de m>m,, 0fe £9 ., (X) ol p, =
=sup(m,, 0) et

dfelL -Uy, R™Y (0<d<p,—ps).

P+sP+sP+ ~ P+

Proposition 2. Supposons a>0 et {{4,, 4.}, 4,}=p{4,, 4,}+y(4,—A4,); 0on a
alors:

P'=07%P04=0,0,+r+ R, +R,
dans X avec RyeL; o (U, R'™'), Rye Ly, (U, R™Y).
Preuve. On peut écrire:

05 =I-1(q—a) SM t=a=1U (199d1
4]

ou q est le premier entier strictement supérieur a a: g=_[o]+1;
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072 =T1(e) S:‘” #+=1U (1.
D’ou
072Po3 =~ (0)[~(q — ) gki 18- (1)PU ()0 dde, =

, T e Y(Py ) (U (e + 1,)01ddT,

R

= @rg -

avec (Py, )(1)=U,(0)PU(—1).

On fait le changement de variables d’intégration

t=t+1,€R, et (=1tl= T-:'tl e]o, 1[.
D’ou:
1
oroPa =@ g~ | ! o=y 0t U watar
Or
Pyt =UL(0)PU (~ 1) =P+ P - 1{+202 [ (1= p)X PP (1L0)dp

avec P=P{ et P’ =[P%-1, 9,] d’aprés [2] p. 27. D’ou:
1 + 0
a;apag=r—1(a)r-l(q—a)<8 C“'I(I—C)q‘“'ldC>P(S (91U (D0%d )+
0 0
+r@rg-o( () ea-orag) P ([ 7 euiotan) +
o (4]

+ I Y)Y (g—a) %

x| tw(g(‘,c«+l<1—oq-a-l[§;(1—p)(Pg?)U.(n:mdp]dc)Ul(r)azdt

Comme
! a— —Na—a- — r(a)r(q_a)
[ e —grerar= QTS
! Fa+D)Ig—o) _ ol ()I(g—a)

g1 =gy dL =

So q! q! ’
S”’ 11U (0%t = S:m«%)"_lzq-l)alUl(t)dz=(q —1,
|

0

e 11U, (H)0fdt=q! Sm U,(vdt,
0

0

on obtient:

31
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072 Pos = P+aP51,'S+°° U (0dt+ ')l (g —a) x
0

< T ([ e ~o Lo =Py (1Lp)dp |dT) U ()0t
D’autre part:
3) P=0,0,+a[d,, 3,]+r:
calculons, en posant P{!) =[P, d,],
P@ =[PV, 8,],..., PV =[P&=1), 8,] les expressions suivantes:
P§)=[0,, 8,10, +al[[d,. 8,1, 8,1+[r. 8,1,
P2 =[[0,, 8,1, 0,10, +a[[[d,. 3,1, 8,], 0,1+ I[[r, 0,1, 0,].
D’aprés I’hypothése (C,) on a dans X:
[[0:. 0,], 0,1=PBl[0,, 0,]1+7(0, —0,)+6
avec 6 € Ly o(R'*"): donc, dans X, on a:
PO =[8,, 8,10, +0BLd,, 93] +0a)(d, — ) +e
avec e=ad+[r, 0;]€ Ly o(R'*1) et aussi
PR =(BL0,.0,1+ %0, ~8,)+8)0, + aB(B01,0;,1+ 78, — 03)+ &) — ay[9,,0,]+[6.8,] =
=(BL03, 0,]1+¥(0,—01)+6)0, +a(B2+y) [, 3,1+ +afy(d, — d,) +
avec Yy =afio+[e, 0,]€ Ly o(R'*!). D’ou:
(3) 07*P03=P' =0,0,+r+R,+R, avec
R, =(o2[2,. 3,1 +0a2y(0, —az))g:w U (0t + M)l =1(q — o) x
reo ) d \a+1
=0 (LA p (L) i Blo,. 0,490,000 (0 +
(i) B 21, 231+ 3@, ), (1Cp) |dpdCU (e
de classe L} o ,(U,, R'"*!) et
R,=as S:w U, (0)dt+ () '(q —a)S;w S; {a+1(1 — gya-at S;(l —p)x
<[ () e @t (4 ) o 20 dpdzy o
de classe Ly o,,(U,, R'*1).

Remarque. On a une proposition analogue lorsque a<1 et {{4,, 4,}, 4,}=
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=p{4,, 4,} +y(4, —4,) a savoir
071179 P0y* = 0,0, + '+ R{ + R}

dans X avec r'eLyo(R'"™'), RieLj, (U, R™*Y), RyeLg,,(U, R'*Y).
Avant d’effectuer une deuxiéme réduction, on a besoin des deux lemmes suivants:

Lemme 1. Le symbole principal a,(0,)y (1) est donné par [’expression (4)
suivante:

4y — 2
0=ty i] = b ppexp(B)sin N =P N, a4

+iexp<%t>|:cos t\/_izy_jﬁi—exp(—ﬁt)—\/‘_ﬁ,_ﬂzsin (\/:sz—:ﬂ—z](dz—m)

lorsque B?+4y<0.
Preuve. Notons 45" le symbole défini par. la récurrence:
AP ={Ay"D 4} (nx1) et AP =4,.
Comme
AP =p{4y, A} +9(4,—-4))
on en déduit
AP =BA § V4457 (n>3).
Donc 44" est de la forme:
A =a(x, &)ri+b(x, &)ry

ol r, et r, sont les racines complexes conjuguées de r2—fBr—y=0 et a et b sont
déterminés dans S{, o pom( R'*! x =) par les équations:

AP(x, &)=ar?+bri=p{4,, 4} +y(4,—4,)
AV(x, E)y=ar, +br,={4,, A4,}.
On a:

P 2 B

Par conséquent:

TR ds )49y = 4] = ay{dy, A} +ax(dy - 4y)

a=
ry(ry

et

b=y LB =r0(ds, 4} +9(d; = 4)]= b,{4s, 4} +bs(4,~4)
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avec

G,

i
CETSmop BT ampy 0 BT b

Comme d’aprés [2], on a:

00 (0=02+'F, £+ Lon [ (1= 10,800, (10)d
on en déduit que:
Ve SIS
0@ =i Z £:48).
k=0 k .

D’otr
4) 0,((02)y) () =id,+i[a (e —1)+by(e2—1)]{4,, 4,} +

+ifay(etr'— 1)+ b,y(et2—1)](4,—4,).
D’ou le lemme 1, en utilisant les expressions de a,, a,, b,, b, précédentes.

D’aprés les propriétés des opérateurs intégro-pseudo-différentiels associés a
U, () (cf. [2]) on déduit du lemme 1 I’égalité suivante:

® b0 @=(02)0,(002, Uy ()dr= A COCR AN ROV

B)
+ 00 Lty _ —_ R2
- —S A p? e"p< 3 ) sin N =Y =B 15, 69U (dt+0,5 + 070, +7
o dt \/_—_ZY——ﬁz 2

lorsque B2+4y<0 avec b(t)€ Ly (Ry. R'™1Y), s" et ¢' dans Lo, (U, R'T) et
t'€ Lo,1,1(Uy, R'™H).

A l'aide de (5) nous allons démontrer le lemme suivant:

Lemme 2. Soient b et b de classe Ly o (Uy, R'*") ayant des noyaux pseudo-
différentiels de méme symbole principal by(t, x, £). Alors lorsque B*+4y<0,
0,0,b—bd,0, peut se mettre sous la forme suivante:

(6) 0,0,b—bd,0, =

B
oo 2 exp
=s@1+620+r+go %{b(t)\/_“( ﬁZSm =4+ 5 ‘;y_'_ﬁ }[az/al]Ul(t)dt

oitsetceLyg (Uy, R*Y) et teLy,; (Uy, R™Y).

Preuve. Appelons b(t) et b(t) les noyaux pseudo-différentiels de b et b; on
obtient:

(1) 8,0,b—bd,d, =
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=7 00,50~ b(93,0)U 01+ | b(0) (@20, ~ (220,00, (0)U (01 =
=07 (20,80~ b(02,0,)U (0 + | b(0) (0, @200, (000, U (0.
De plus 0,0, b(1)— b(t)0,0, € L, , (R, R'*!) et peut s’écrire:
0,0,(b(1) = b(1)) + 0,0, b(1) — b(1)0,0, = 0,0, b'(1)+[0,0,., b(t)]
avec b'(t)e L_{ o,(R,, R'*Y).
D’ou:
0,0, b(t) = b(1)0,0, = 0,([9;, b'()]+[0;, b(1)])+(,b'(t) + [8,, b(t)])d, =
26262(1)4-82(1‘)@1 .
Donc le premier terme de (7) peut s’écrire:
S:w(620,E(t)—b(t)@zal)Ul(t)dt=52crz+s261
avec
s2=S:°°sz(t)Ul(t)dteLo,,,l(Ul, R+
et

o, = S;w (DU (D)dte Lo, (U, RI*1).

En utilisant (5), le lemme 2 est démontré en prenant:
s=s'+s,, o=0'+0, et t=1.
+0
Remarque 1. 1 peut s’écrire t= S 7% [b(Otp()]U(1)dt avec ¢(t)e
0
Lo,o,1(R4, R'™?") car 0, —(0,)y,(1) est divisible par .

Remarque 2. Par un calcul du méme type que précédemment on montre les
lemmes suivants:

Lemme 1. Le symbole principal ¢,(d,)y (1) est donné par les expressions
suivantes:

Bt
2exp ( &- g
0.1(8,)u, () =idy+i < 2 > sh ’\/B;”V {4,, 4.} +

Jar+B2
R SN L p__ A 1B +4
+L[e2ch_ﬂ2_)_’_\/ﬂ2+4ye2sh '32 y—1:|(A2—A1)

si f2+4y>0, et
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0,@)u (=i +itexp(Z Yy ay+iexp 1= Bl exp B )2,- )

si p2+4y=0.

Lemme 2’ ([1]). Soient b et b de classe Lgo (U, R'*') ayant des noyaux
pseudo-différentiels de méme symbole principal by(t, x, &). Alors 8,0,b—bd,0,
peut se mettre sous la forme:

8,0,b—bd,d, =

2 +oo o t t/p*+4
=s61+626+t—\7ﬁ SO W[b(t) exp<%7>sh \/lzi._q[@z, 0,] U,(t)dt
si p2+4y>0, et sous la forme:
0,0,5— b8, =50 vd Br
,0,b—b0,0,=50,+0,0+1— gt b(z)zexpf-i— [0,, 0,]U (1)dt
0

si f2+4y=0,0useta€ Ly (U, R"*)ette Ly, (U;, R
Deuxiéme réduction de P.

Avec le lemme 2 et sous les mémes hypothéses, on va obtenir la proposition
suivante:

Proposition 3. il existebetbe Ly, (U,, R'*") de noyaux pseudo-différentiels
ayant méme symbole principal, s"€ Ly ,(R'*"), 6" et S"€Lg, (U, R"™") tels
que:

(8) (I+b)P'=(0,0,+0,0"+s5"+S")(I+b)

dans X vérifiant |X|<\7:i_Iy] = g (|X| désignant la largeur de la bande X).

Preuve. Rappelons que:

07%P03=P' =0,0,+r+ R, +R,

avec R;eLj (U, R"*Y) et R,eLy,, (U, R'™*'). Calculons le symbole
principal de I’opérateur pseudo-différentiel [0,, 0,]y,(1) (cf. (3")). Ona:

n—1

® a,([0y, 0,1y, (1)) =i Z A(z"z (n =0T =
=i(a,re +byryem) {4, A} +i(ayrie’ +byraet) (4, —4,).
Par conséquent R, peut s’écrire sous la forme suivante: R, =R} + R} + RY avec

Ri=0, [ —ar+r@rg - | e g [[La-px

(Y™ 103 Blagrye6om 4+ by (1 +ax(eem = 1)+ b= 1) ) +
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+<7ddt—>qtq+ l<a(ﬁ2 +7)(—a,retrr—b,ryetterr) —

—ay(1 +ay(ePm — 1)+ by(eréors — 1)))}1,0](1(} U, (d)dt.
+o +00 (1 1
Ri=[0,, 0,1{z*’ U\@di+ T (g =) | [Lena-pel a-p)x

X [(%)qﬂtq“(ﬁ( —a,ryeri—b retrr2)+y(a(1—er)+ b (1— e"””))>+

H( LY (a4 @ byraetm +
+aylay (e —1)+by(e = 1)) | dpdCU, ()}

Ry =a2y—T" (@)l ~'(g—a)(g+1)! S;C’“(l —{ametdl S;(l —p)dpy+

@ g = || =gt + 0| (= p)dpapy| U 01+
+RIY
avec RIVe L, ,(Uy, R'™Y).

D’autre part, en utilisant les relations:

[t -peag=LOTUED. r@sn=ar@),

on a facilement:

_ 2 +
Ry ={2=Day | (L By go Uy(t)dt + R1Y

D’ou:
R, =0,5,+[0;, 0,]s{ +RY

avec s; et sje Lo (U, R et Ry €Ly, (U, R'™'). En utilisant le lemme 2,
on obtient:

(I+b)(0,0,+r+R{+R)=(I+b)0,0, +(I+b)R;+(I+b)(r+R,) =
=0,0,(I+b)+08,5,+ [0y, 0,151 +b0ys, +b[0,, 0,151+ R +bRY +(I+b)(r+Ry)—

o 2 exp B — s
— 58, —0,0—T+[0,, 0] SO %[b(r)\/_‘w(_zlp) sin ’J“;V‘ﬂz} U, ().

On a:

—sdy= —S:w dfj(t‘) U, (1)di—s(0)
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si b(1) et b(t) e C*(R§, Lo o R'*1)) (avec R§=[0, + o).
On peut poser alors:
RY +bRY +(I+b)(r+R,)—s0,=a+ A4

avecae L, (R"") et AeLy, (U, R'*'). D’autre part:

by = b @2)o, (U (1,

bL2,, 0,1={ 7 b (121, 0,1 (OU (1),

D’aprées les expressions (4') et (9) de 5,(,)y (1) et a,([0,, 0,]y,)(t), on peut écrire:

4o 2€XP
bd,=0,b+[0,, 01180 < > =4y -p 4y p? b(r)U,(1)dt +

V=4 Zgasin
+5g <expﬁt>[cosi%_ﬁg2 exp( ﬁt)
—\/_4 ﬁzsm\/ 4y - ﬂ:|b(t)U1(t)dt+

+ SM b(1)d(1)U ,(1)di — SM di [b(1)d'(1)]U (1
0 0 t
avec d() et d'(1) de classe Ly, (R4, R'™*1),
b[21, 221=T01, 1 b(o) (ayre+ byroe)U (D +

+62S:w (azriem +byrae)b(nU,(dt+ S“O b(H)d" (U, ()dt—
0

B g:w —ddT [b(nd”()]U (dt —a,ry —byry

avec d"(t) et d"(t)e Ly,;,,(R 4, R'™).

Donc dans (I+b)(0,0, +r+ R, + R,) les opérateurs intégro-pseudo-diff érentiels
ol intervient I’expression [d,, 0,] ont pour somme:

(10)  b=[,, 02151+ [2s 0,3 \/_4y_ﬁ2(sin 928 b oydss, +

+ 00
+[0,, 8,] SO b(1) (a,r e+ byryetm) U, (1)dis) +

Bt
+[61,62]S d[b(t)f/exz< ><smt‘/ ? ﬂ):lUl(t)dt-
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Nous allons construire b et b tels que b(t) et b(t) e C*(R§, Lo,o( R'*1)) vérifient:

o, (b)(1. x, é)|[o

[xxO =’ =0.

Alors, puisque yxxoU ((1)=0si t>T%— T2 (cf. [2] et [6]), on peut écrire dans X
(I4+b)(0,0, +r+R,;+R;)=0,0,(I +b)+0,035+53+S3
avec 63 € Lo, (U, R'*Y),55€ Lo ((R'"), S5 € Lo,;,1(Uy, R'*1); et par suite dans X:
(I+b)(020,+r+ R, +R;)=(8,0, +0,0"+5"+S") (I +b)
avec 0" =0a5(I+b)1, s"+S"=(s3+S3)I+b)~". La proposition 3 est démontrée.
Lemme 3. 1] existe b(t) et b(t) dans C*(R§, Lo o(R'*Y)) vérifiant o.(b)t, x, &)

—0 0it § est défini dans (10) et 1€ 0, \/i‘%—?ﬁ[

Preuve. o(b)t, x, £)=0 s'écrit:

2 2exp(fy) tJ—AT—TZ}:

bo(1) J—dy_p s 5

2 exp
_‘Sl(t)'i'g b0(9)7_4<—ﬂ‘>ism =4 4)’ r ((s4(t=0))y,(0)),d0 —

- S; bo(0) (a,r e 1+ b,yraefr) ((sy(t—0))y,(0)),d0
ol by(t) est le symbole principal de b(t) et ((s,(t—0))y,(0))1, ((si(t — 0))y,(0)), désignent

les symboles principaux respectivement de (s,(t—0))y,(0) et de (s3(t—0))y ().
Montrons que cette équation est résoluble en b,. On a:

1 1
(=02 + 1M (g = || 1=t (1= x
[ (Y™ (B ayryerm = byrgetom) 4 pay (1= o) by (1 =) ) +
(LY 1 (a(p 4 9) @y byrsen) dafylay (e~ 1)+

+b,(eor— 1)))} dpd¢

et

1 1
()= —aty+ T (g = || 1t =t [ -y

* [(%)qﬂt““(ﬁ(azrle'éﬂ" +byraeter) +y(1+ag(erter — 1)+ by(er— 1)) +
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q
+<%> 1 (B2 +y) (—apr errri—byraetter2) —afy(1+ ay(ee — 1) +

+by(eréor — 1))] dp] dc.

On a:

arye +b,r2e"’2=e£21{cos 0\/??:_[35_'_\/_4[; = p sin O\L;iif}

aj(em—1)+b(etr2—1)=2 -\;Xp4(yﬁztﬁ>2 sin t\j# -F

a(e" —1)+by(et2—1)=exp <%> [cos L‘/_iv%y—:kﬁz - exp< _%> -
e P

2yexp< ) 0\/ 4y BZ
\/_4)) B sin

a,r e971+b2r Ory —

D’ou:

si(=a?B+ T Yo)[ (g _a)S; {1 = )41 x

XB:,(I _p)[<%>q+l’q+'<—ﬁ exp<ﬁt2Cp >{cos I_CJ.’\/_ZI_,_

BZ

+\/_4 V —4vpB? p)
( ) tq+|<a(ﬁ2+y) exp<ﬂ2§_p_>{cos t_Cp\/—zﬂ_'_
—o 2 Bl
+\/—4[;_ﬂzsin th\/—24y_ﬁz}+2aB\jexj’y< ﬂ2p> - 1{py/—4y—P? 4)’ B2

5= =y + @I q-a) | -0 [ a-p)x

x[( d >q+1zq+l<2ﬁ)’ CXP<£!2€—p~> . th\/?‘fﬁ_‘-

dt \/_47'—ﬂ2 sin

B — sin th\/Wi} 2y exp( ﬁtCP> N ICP\/W>+

)lie ez

+7 exp<ﬁtsz ){cos th\/tZZy—-F_ B S sin ICP\/——WD_'_

N R ]
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+<‘gf>qt"+'< zay(ﬁzjy::xp[gzﬁtch>$n 4N 4” B

—afy exp<ﬂtcp ){cos tc&/:jyiﬁz—\/‘—ﬁ fﬁ—zs in oy - 247) B }):Idp:]dC.

L'équation o,(b)(t, x, £)=0 se raméne & une équation intégrale d’inconnue
bo(t) du type:

bo(t)f—/ix;L >sm W4y ‘” - S f(B)d0+S;SZbo(r)g(0, )dzd0

ou f(0)= —s',(0)<donc f(0)=—a2f+prY()[(q—o) S; (1 =02l x

x S; (1—p)dp(g+1)! i.e. f(0)= @Q{ﬁl) et

e -
+i;i_<_2:l— <\/C’47—WB{2 cos L\/Qg—_ff+ﬁ sin Wod B y =P >S1(9—T)

2 exp(ﬂ) S
1 .t —4y—p? 21
Comme< >\/ Zy—p2 Sin 3 #0 pour tout te]0, NETTEYE [et

2 — — A2
que lim %sin - 42y B =‘/ 4; B #0, il est facile de montrer par la

t—0 4

méthodedes approximations successives que cette équation a une solution unique

211
vec ([0, 2T,
0( ) \/ __4.y _ Bz
Remarque. Dans le cas ou B?2+4y>0, on obtient la proposition suivante
(analogue a la proposition 3):
Proposition 3’ ([1]). 1l existe b et be Ly, ,(U,, R'*') de noyaux pseudo-

"

différentiels ayant méme symbole principal, s"e€L, (R'*'), ¢" e S'e
Ly,1.1(Uy, R™1Y) tels que

8) (I+b)P' =(0,0,+0,06"+5"+S")(I+b)=P"(I+b)
dans toute bande X de R'*!.
a l'aide du lemme 3’ suivant analogue au lemme 3

Lemme 3’ ([1] p. 266). Il existe b(t) et b(t) dans C*(RY, Lo o( R'*Y)) vérifiant
a,(b)t, x, &)=0 avec a,(b)(t, x, £)=0 de la forme:
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2exp<ﬁi> "y
0 - 2 1/ B?+4y
W[b,,(z) Jprva ]_
8O
2expi~
=3o(1) — § bo(6) ﬁri— hWii‘”« e(1—0))y,(6))od0 +
2
S bo(6) e z( nOVE? /_3_+gy 78 _T_Tsho‘/ p +4y>((6(t-~0))ul(0))od0

oudeteeLyy (Uy, R™*Y) ont un noyau de symbole indépendant de x et de &, de
classe C*(RY) lorsque B2+4y>0, et a,(b(t, x, £))=0 de la forme:

Sl oty rexp(B1) | =r10 = 5o(0) 0 exn B (g1 - 0, @odto +

t
+. 0@ (exp B )14 B2 )7 - 00,0000
o B” et y" € Ly o,,(U,, R™1) ont un noyau de symbole indépendant de x et de &,
de classe C*(R§) lorsque B*+4y=0.
Troisiéme réduction de P.

Proposition 4. 1] existe b'eLyq,(U;, R'*Y), p eLoo( R'*Y), o, et S,€
Loo,(Uy, R'™Y) tels que

=0,0,+0,0"+5"+8"=(0,0,+0,0,+p, +S,)(I+b")

dans toute bande X de largeur |X|<\/ in lorsque f?+4y<0.

I
Preuve. Rappelons que:
8 P'=(I+b)P'(I1+b)'=0,0,+0,6"+s"+S"
On pose:
b"=0,6"+s"+S", b"=0,0,+p,+S,.
On utilise alors les opérateurs F* (u e Z) définis dans le lemme suivant:
Lemme 5 ([2]). Les opérateurs pseudo-différentiels V* définis par (F*u)(x)=

_I+1

=@m ? S |, e (o I+ DA pour tout ue CE(R'™Y), sont de
classe Lu,‘,(RI'(“) (Yue Z) et vérifient les relations:
VOo=Identité, VrP>=Frtv (NVue Z,Vve Z).
De plus
rreL, (R'™Y). (YueN).
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On a donc:
b"=V2F-2b"=03,0,F 2b"+b"
avec
b" =0,(c" — 8,7 20,0")+(F?—0,0,)F "*(s"+S")
Or:
6" —0,V20,0"=(F2—0,V~20,F})F 20" =
=(P2=0,0,7 2P 2+40,[8,, V2P 2P 26" =(F2—0,0,)V "26" +0,[0,, V ~*10"
et
F2—0,0,€ Ly (R'*Y), [0, F~2]=[A,, F72]e L_, _,(R"™1).
D’ou
(F2—0,0,)F 26" €Ly (U, RY™Y),
0,[0,, F~2J6"€ L_, 4,(U,;, R™1)
et par suite
G'=0¢"—0,F"20,06"€ Ly (U, R'™MY),
= (P2—0,0,)7 2" € Lo o RI*),
S"=(F2—0,0)V~'S"€Lg,(Uy, R'™Y).
On pose alors b'=F"2b"eL_,,,(U,;, R'*') et on résout I’équation
d’ inconnue b":
0,0,+b"=(8,0,+b")(I+b")
équivalente a:
b"=b"(I+b")+0,0,b'
c’est-a-dire:
b"=b"(I+b')+0,0,F2b".
D’ol1 la solution:
b"=(b"—08,0,F~2b")(I+b) '=b"(I+b)"'=b"(I+C").
La proposition 4 est alors démontrée en prenant:
6, =¢"(I+b), p=§,
S, =5"¢'+S"(I+b)".

Remarque. On a de méme:
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Proposition 4" ([1] p. 267). Lorsque f*+4y>0, il existe b'e Ly o (U, R'*1),
pr€Loo(R™), 0, et S; €Ly (Uy, R'*Y) tels que

P'=0,0,40,0"+5"+S"=(0,0,+0,0,+p,+S,)(I+b)
dans toute bande X de R'*!,
Construction des inverses de Volterra.

Proposition 5.  Sous les conditions (C,) et (C,) pour chaque bande X de
voisinage X° de largeur |X0|=T2_T9<;7’_—%%fﬁ lorsque p?+4y<0, et pour
chaque bande de X de largeur quelconque lorsque *+4y >0, 'opérateur P admet
des inverses a droite et a gauche de classe %7, (,,-(X) avec p=a pour a >0 (resp.

p=1—o pour ag 1) dans X.

Preuve. En effet d’aprés les propositions 2, 3 et 4 et 3', 4/, on a lorsque >0,
(I+b)o72P3(I1+b)) '=0,0,+0,0,+p,+S; dans X avec o, et S,e
Loo1(Uy, R*Y), pyeLoo(R™* ) et by=b+b"+b'b.

+00
Donc, puisque %=S U(t)dt est un inverse bilatére dans R'*' de 0; (i=1, 2),
0

Ra=R(I+0,2,) "B +(py +S)%, (I +0,2,) 'R,

est un inverse a droite de (I+b)o7*Pd%(I+b,)™" et #=03(1+b,)"'2,(1+ b)o;*
est un inverse a droite de P dans X.

De méme Z,=[1+(I+2,0,) %R, )p;+S,) 'I1x(U+R,0,)"'% %, est un
inverse a gauche de (I+b)d72Po3(I+b,)"'. Donc #,=0%(I+b,) ' & ,(I +b)o;= est
un inverse a gauche de P dans X. La classe de %, et %, se calcule en remarquant
que:

.@d=a‘f_’(1+01515f1)al.@;(1+b)al—“.

Dans le cas a< 1, on a une démonstration analogue.

2. Cas des systémes de deux équations du premier ordre.

On procéde comme dans [1] p. 268 en utilisant le premier paragraphe ci-avant.
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