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Solution globale de I’équation d’un gaz visqueux
isotherme dans le demi-espace assujetti a une grande
force exteriéure dérivant d’un potentiel

Par

Rachid BENABIDALLAH

1. Introduction

Dans cet article, on se propose de démontrer l'existence et l'unicité de la
solution globale du systéme d’équations

(1.1) atu—%Au-F Vo+ (- V)u=0,
(1.2) 0w0+u- - Vo—u- -VO+V -u=0,
(1.3) o= log (0/0es)

avec les conditions initiales
(1.4) uli=o=1o, 0lt=0=10g (00/ 0eq) = o,

sous I'hypothése de la petitesse des conditions initiales uo, Go.
L'opérateur A figurant dans (1.1) est donné par

(1.5) Au=pAu+2A2V (V - u)

avec deux constantes positives # et A vérifiant la condition A=>py/3, tandis que
@ = @ (x) est une fonction scalaire donnée. Quant a la fonction Peq = Oeq (),
elle est donnée par

(1.6) Oeq=exp(—D(x)).

Les équations (1.1)-(1.3) sont a envisager dans un domaine non borné
2 de R® et pour t>0. Dans ce travail nous considérons le cas ou £ est le
demi-espace R3={x= (x}, x2 x3) ER%xs>0}. Nous signalons en outre que le
résultat d'existence et d’unicité locales (théoréme 3.1) est valable également
pour le cas ou 2 est un domaine extérieur, plus précisément le complémentaire
d’un compact de R3. La solution u devra en outre vérifier la condition

(1.7) ulpe=0, u—0 pour |z|—oo.
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Pour la fonction @ on suppose les hypothéses suivantes:

(1.8) L™ (Q),
(1.9) voeL”(Q) NL(9Q),
(1.10) 0:,0:,DEWL(Q)  (i,j=1,2,3).

On remarque que (1.6) et (1.8) (et la régularité de @) entrainent
I'existence de deux constantes positives m et m telles que

(1.11) 0<m < pp(x) Sm<oo VreEQ

Si on substitue les relations (1.3), (1.5) et (1.6) dans les équations (1.1) et
(1.2), ces derniéres s’expriment sous la forme

ALDbis  du—s (et AT (V) + eV DtV o=—7 0,
(1.2)bis 9,0+ V + (ou) =0.

Le systéeme d’équations (1.1) bis et (1.2) bis est un modéle simplifie du
mouvement d'un gaz visqueux dont la température est considérée constante et
la pression est proportionnelle 4 la densité, mouvement assujetti & une force
extérieure dérivant d'un potentiel .

Le résultat fondamental concernant la solution globale du systéme
d’équations d'un gaz visqueux est di 2 Matsumura et Nishida [7], [8], qui ont
démontré l'existence et l'unicité de la solution globale du systéme d’'un gaz
visqueux calorifére sous les hypothéses que les données initiales soient petites
et que le potentiel @ soit suffisamment voisin d'une constante. Plus récemment,
Matsumura et Padula [9] ont démontré que dans un domaine borné un
résultat analogue a lieu méme avec une grande force dérivant d'un potentiel.
D’autre part, dans [2], nous avons prouvé I'existence et 'unicité de la solution
globale du systeme (1.1) bis et (1.2) bis dans l'espace tout entier sous une
grande force dérivant d’'un potentiel.

Dans la suite, pour une fonction u a valeurs dans R3 on désignera par V¢
(=1, 2, 3) les vecteurs de R¥ (n =2, 3, 4 respectivement) dont les
composantes sont dzu; (i, 7 =1, 2, 3), 0z,0zux (i, 7, k=1, 2, 3) et 04,0:,0z,u
(i,7, b, 1=1, 2, 3) respectivement.

En outre, si # et ¢ sont des fonctions définies dans R3 a valeurs
respectivement dans R? et R on entendra par D et D¢ les vecteurs de R® et
de R? dont les composantes sont respectivement les dérivées premiéres
tangentielles dzu; (i=1, 2 etj=1, 2, 3) et 0;,¢ (i=1, 2). Quant a D’ et D%
ils sont les vecteurs de R!? et de R* dont les composantes sont respectivement
les dérivées secondes tangentielles 0,0;ux (i, i =1, 2 et k=1, 2, 3) et 05,05¢
(i,j=1,2).

Par ailleurs, on notera

.

|L'v " : "L'(ta.r.; H)
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au lieu de || * lr@), I+ I o) les normes dans L?(2) et L7 (to, t:; H* (2)).
Mais lorsqu'il s'agit d'un sous-domaine £ de £, on le précisera toujours par
la notation

" ‘ "L’(.o')-

Je tiens a remercier le professeur H. Fujita Yashima pour les discussions
trés utiles que j’ai eues avec lui.

2. Préliminaires

Nous introduisons les opérateurs différentiels V; et Va. Ils sont
caractérisés par les relations

(2.1) — (u, Av) 2= (Vau, Vav) 2,
(2.2) Va (gu) = (Vap)u+¢ Vau,

vérifiées pour toutes fonctions u, v et ¢ a valeurs respectivement dans R?, R®
et R assez réguliéres et telles que

u|3g==0.
Plus précisément, ils sont définis par les relations

(2.3) Vau="(as,"**.a10)

avec

1=V UO0zu1, 2= Oz s, **, ag= /1L Oz

3
ag:x/ﬁ—lazgua, alo:ﬁ(v : 14) :ﬁzaz,ui
i=1

et

(2.4) Vap= (by) (matrice (10X3))

avec

bu=bz=b3s=yL0z,0), bsy=bsy=bes= /11 0z, ),
b =bga=bes= L0z, bio;=+/ A0, (=1, 2,3),

les autres b;; =0.

On voit aisément que les opérateurs V, et V. définis ci-dessus vérifient les
relations (2.1) et (2.2). Nous allons maintenant rappeler quelques résultats
classiques. On rappelle d’abord le

Lemme 2.1. Soit Q le demi-espace R ou un domaine extévieur de R®. Si
Au€H* (), alors on a pour k=0, 1

(2.5) 17 21llar <c (st +lhellz2)
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avec une constante c.

Remarque. La presence dans (2.5) de la norme de u dans L%(Q) est
due au fait que notre domaine £ est non borné.

Démonstration. C'est un résultat classique (voir par exemple [1]).
On considére le systéme d’équations de Stokes
—udv+ Vp=f,
(2.6) V «v=h,
v|sa=v]e=0.

On a alors le

Lemme 2.2. Soit 2 le demi-espace R ou un domaine extérieur de R3. On
suppose que v et p vérifient (2.6). Si fE€ H' (), h € H? (), alors on a les
mégalités
(2.7) 17 2l 41V plt=<c (Inllf+1 7 =41V wliE2),

(2.8) 17 2olliz+1 7 2plEe <c (Il £ G+ 7 wliE2)

avec une constante positive c.

Remarque. Le terme |V v ||12,2 figurant dans le deuxiéme membre de
(2.7) et de (2.8) n’est pas nécessaire lorsque il s’agit du demi-espace.

Démonstration. Voir le lemme 4.3 de [8].

3. Solution locale

Théoréme 3.1. Soit Q le demi-espace R% ou un domaine extévieur assez
régulier de R3. Sous les hypothéses (1.8)-(1.10), si on a

(3.1) wEH (), 0 EH(Q),

alors il existe un T'> 0 tel que les équations (1.1) - (1.3) avec les conditions
(1.4) admettent dans Uintervalle [0, T'] une solution et une seule dans la classe

(3.2) wE€L=(0, T, H2(Q) NH§(2)) NL*0, T'; H*(2)),
(3.3) geL=(0, T"; H*(Q)).

Remarque. L'intervalle [0, 7'] mentionné dans I'’énoncé du théoréme
3.1 dépend de uo et gp. Mais, les raisonnements qui nous ont conduit au
theoréeme 3.1 nous ont permis de déterminer T'> 0 comme fonction d’un
nombre positif M de telle sorte que la solution subsiste au moins dans [0, 7]
quelque soient les données initiales uo, 0o vérifiant

lheollrz+-llollrz < M.
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Démonstration. L'existence d’une solution locale (u, ) dans un certain
intervalle [0, T'] a été établie (voir [2]) comme le point fixe d'une
application résultant de la résolution des équations linéarisées
(3.4) a,u—%Au‘—‘f(v),

(3.5) 0i0+v - Vo=g ),

ou p, f et g sont des fonctions données.
En effect, pour v donnée, on résoud d’abord I'équation de continuité (3.5)
correspondante a

gw)=v- VO—V -0
Soit o (v) sa solution. On pose
0=0 ) =peexp (o))
et on résoud I'équation linéaire (3.4) correspondante 2
0=p, fw)=—@w-V)v—Val).
Sa solution qu’on désignera par
u=G ()

définit ainsi une application dont le point fixe nous fournira la solution locale
du systeme (1.1)-(1.3) (pour les détails voir [2]).

4. Estimations a priori

Dans la suite nous ne considérons que le cas o £=R3 et nous établirons
des estimations a priori sur u et 0. Ces estimations seront obtenues sous
I'hypothése

(4.1) 17 oll- 0, 0. 19y < B,

ou O, est un nombre positif donné, on verra que I'hypothése (4.1) sera
vérifiee sous les hypothéses du théoreme 5.1. Ces estimations nous
permetterons dans le paragraphe suivant de prolonger la solution sur
I'intervalle [0, oo [.

A cette fin on définit les fonctions Do et £y de t (0<t<T) par

(4.2) Do (t) =V ullyz+ ¥ ol + /0 0+ /o Voull,
(4.3) Lo(t) =V ultz+Ivo V olt+1vo V 20l
On ala

Proposition 4.1. Soit 2 = R3. Si (u, 0) est la solution du systéme
d'equations (1.1)-(1.3) appartenant a la classe (3.2)-(3.3) et si les hypothéses
du théoreme 3.1 ainsi que I'hypothése (4.1) sont vérifices, alors on a les inégalités
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suivantes

2 t
E"x/ﬁu (t) |I%2+Lpeq (e®—e’+1) +j; V4 (s) [Bods =

4.4) )
=5 lVoauli+ fgpeq (ge”—e%+1),
3 ,
ol Ve (6) [+ f,, (ou) + Vo+ j; Vo dnlzds <c (lolltn+loolz) +
(4.5)
t t 1 1
oo (exp loli) | Pulfads +e [ (exp lole-) 20 (5) 25 s)as,
t t
L0 s <o [ exp 2lolen) | Valas+
(4.6)

t t
e (exp ol Wodadias+c [ 'y (s) £0(s)as,

(o Vo @li+ [ (7ot vl as <
t
@D | <cvudz+l Vodt) +c [ exp 3ol Do) Lo (s)ds +

t t
[ te j; (exp 2lloflz=) (I Vuli=+ Vo diulliz) ds +es j; lo"l32cads,
s t
law =2 p(aw) - Vot [ 1V6 Vadalias <

t 1

@8 | <cOaudi+Ivals) +e [ (exp Sholk-)20(5) 27 ()as+

t t
| oo Woduliaas+e [ (exp o) | Pulfds,

t

(W5 V2o lis+ [ (17ull+1720l) as e loolhe+ o) +

@9 1 e[ (exp 3loli) Buls) (£5(5)+2Lols))ds+

t
[ oo Cexp 2loli) (W0 Voulis+ I Villo-+ o Dl +1 Vol

oncetci i=1,-, 8) sont des constantes qui ne dépendent que de Oo, i1, A et @,
tandis que §2 et & figurant dans (4.6) et (4.7) sont données par (4.10) et
(4.12) plus bas.

Pour la commodité de I'exposition, nous décomposerons la démonstration
de la proposition 4.1 en six parties correspondantes a I'égalité (4.4) et aux
inégalités (4.5)-(4.9).

Mais avant d’aborder la démonstration des inégalités, il nous est commode
de définir la fonction w qui nous sera nécessaire pour établir I'inégalitée (4.6).

En effet, soit £" un sous-domaine borné de £ tel que
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1
(4.10) <|Qlf|%"‘7 Olisa H7 Ploinen) < =75

ou m est la constante figurant dans (1.11).
On considére maintenant 1'équation

(4.11) V «w=0 dans £,

ol

(4.12) 7=o—157/,0
avec la condition aux limites

(4.13) wls9-=0.

On a alors le

Lemme 4.1. Le systeme d'équations (4.11) avec la conditions (4.13)
admet au moins une solution wE Hy (') satisfaisant & l'estimation
(4.14) “w"H;(a'> <cllo'llz2an
avec une constante ¢ ne dépendant pas de 0 EL*(K').

Démonstration. L’existence d'une solution w € H§(£') et son estimation
(4.14) sont des conséquence immédiates de résultats connus (voir [6]).

Pour la démonstration des inégalités (4.4)-(4.9), nous convenons
d'indiquer par ((1.1),:), D.(1.1),+), D% (1.1),+) ou (D.(1.2), ),
(D%(1.2), * ) le produit scalaire des équations (1.1) ou (1.2), auxquelles

sont éventuellement appliqués les opérateurs différentiels D, et D% avec des
fonctions convenables a préciser.

Dans la suite, ¢ désignera des constantes qui ne dépendent ni de # ni de 0.
On utilisera constamment les théorémes d'immersion de Sobolev, y compris le
théoreme de Morrey (voir par exemple [4]), sans toutefois les citer
explicitement dans chaque démonstration d'inégalité ou ils seront appliqués.

Démonstration de (4.4). Le produit scalaire ((1.1), ou) nous donne
1 1
(4.15) 5 Loults— [ (0.0 -+ Vaulhs—
— [ (o) - (- V) + [ (ow) - Vo=0.
En vertu de (1.2)bis, on a
3L @old=—5 7 - @ol= [ (o) - (- 7)),
— —i o__ 0O
L, o0 - Vo= [ 00 o= [ petoeo—e7+1).
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Donc, en intégrant (4.15) par rapport a t, on obtient facilement l'égalité
(4.4).

Démonstration de (4.5). A l'aide de la relation

L(p@u) . Vo=%fn(pu) . Va—fg(afp)u' Vo—fgplatolz,

le produit scalaire {(1.1), pdm) s’écrit sous la forme

DO —

3
«.16) (17l +2 [ (on) - 70)+oowlt=) I
i=1

avec
== (oow) + (G- 7)),
Iz=j;p(6,o)u - Vo, 13=j;p(6,0)2.

Il n’est pas difficile de voir que

1
Il <e(exp Slolee)Ivp el Bl 7l

Quant aux termes I, et Is, compte tenu de (1.2) et de la condition (4.1) (voir
aussi (1.9)), on a

|]2+13' <c (eXp ”0'"1_") ” Vu"%_Z.

Ces estimations, jointes a2 (4.16), nous donnent, en intégrant par rapport
at, l'inégalité (4.5).

Démonstration de (4.6). On considére le produit scalaire dans L%(2’) de
I'équation (1.1) avec la fonction—w (voir (4.10)-(4.13)). Il s’exprime sous
la forme

4
(4.17) lo’I32 g, = Zli
i=1

avec

Il=_[g,0gu - w, Iz=j;,((u - Vu) - w,
f= [ 5 (V) - Vo 1= [ () - (40~ Fao)u).

Or, compte tenu de (1.3) et de (4.14), on a

1
I 32"0/"1%2(9') +c (exp loll-) Vo .
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Il est, d’autre part, facile d’estimer I, de sorte que, a I'aide de (4.14), on a
1ol < oo, +l Pl Pl
Quant aux termes I3 et I, compte tenu de la condition (4.1) et de (4.14),0n a
s+ 1 < 10 2+ (exp 2alie) 17l

Cela étant, en adjoignant les estimations relatives aux termes I; (i=1,-, 4) et
en les intégrant par rapport a ¢, on déduit de (4.17) I'inégalité (4.6).

Démostration de (4.7). On considére maintenant les produits scalaires
<Dr(1-1), PDTM«>. <Dr(1-2)» 0D10'>.

A l'aide de la relation
DV +u)=D:u - 7 ) —D(47)
(voir (1.2)), ou
(4.18) %‘f=6t<p+u- Vo
(¢ étant génerique), et de la relation
fp (D.(V )D,a——fp (D) * D:(V o) fp(Vo V@) - (Dw)D.o,

conséquence immeédiate d’une intégration par parties et du fait que D |s0 =0,
la somme des produits scalaires envisagés ci-dessus, s’écrit sous la forme

o8 =Y

Il=fpu' (VD.®)D.o, 12=f (D:D)Au - (D),

b=—[ D) au- 0w, 1=22f (0(42)) D:tu - v 0)),

=__[gp (D) = V)u) - (D), IGZ_AL!DT(M . V@)iz.

1 d
(4-19 Ed_ "fD-;O'"H"‘"fDﬂd"ﬁ) +ﬂ"VDru”L

avec

Or, compte tenu de (1.9), on a
I +1 S% (v o=+ v ulf2) +£L1|| Va2

+§l (exp 2llole-) |V ulte  (e,>0).
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I1 est, d’autre part, facile d’estimer I3 et I, de sorte que

11| <ENV Daullza+c (exp lolleo) 17 2ulls (I ¥ ol Vo 7 %6le),

A (d_a) 2
=g|P- dt /|2

|Is+ Il S‘ff” V Dallt+c (exp 2lollz=) | V ullfzll ¥ wllz +cl| 7 wel32.

Quant & Is et Is, on a

Ces estimations, jointes & (4.19), nous donne, en rappelant les
expressions (4.2) et (4.3) de Do et de %,
o).

< (exp 2oll-) @0f0+c(8—1+1)|| Vulge+

4.200 & (WoDalts+IVoDaulg) +217 D

+§1(exp 20lall=) 17 wlzz e, (| oflzz+ | 7 2ullz:) .

On considére maintenant les équations
do ) = .
00,(49) +0,,(V - u) =00, (u - 7 0,
00ms— ttAus— A0z, (V + u) +00,,0+0w + V)us=0.

En éliminant de ces équations le terme @2, us, on obtient

4.2) (a2 9,(92) +00s,0= — 00+ (u+2) 3ey o - ¥ 0) -

=0+ V)us+p(0ius+0Zus) —
— Y0z, (Ozu1t Ozu) .

Comme, en rappelant (4.18), des calculs nous conduisent

4.22) {0(%2)., p0ei0) = LoOuclir+ [ (Best) - (V 0)00us0,

le produit scalaire dans L?(£) de (4.21) avec 00,0+ (u+ 2) 0, (%%) nous

donne

4
2
-5
L

i=1

(4.23) (42§ Woorolttlodnolte+ (u+ )2

o 7)

avec
11=—2(u+2)fgp(613u) - (Vo) 0z,0,

12=j;(—p6,u3+ (u+2) 0, (u + Vd)))(pazaﬁ (e+2)0; (?{f))
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== [ o+ P)us) (00eio+ (ut 1) 2(42)).
Lo=u [ (Odus+ 03 (090 (w2 8,(42)).
s= =t By @+ Buate)) (000 (2 8, (29))
On a évidemment

1| S%Hpaﬂdlizﬂ (exp llol-) (Voo V olliz+Ivio V *olls) | 72l
do)\||?
-]

2
14 < Hod ol + 452 Lt

+e (exp 2llofe-) |V ulell v ullf+
+c (exp lole-) Vo Buullzz+-c|| V ulfe.

En outre, on a

i1 < ot o+ 152

do
().
En adjoignant les estimations relatives aux termes I; (i=1,.., 5), on déduit de
(4.23), I'inégalité
2, st <d_0>
(4-24) ”N/—a‘tao”L #+2 ||pazaa||L + 4 a-1.‘3 dt
<c (exp 2|ofl-) Dobot+

+ 4|V Dl +c (exp |lofli=) V0 daulEz 4| V ullz-.

Si on rappelle la relation évidente

2" VDT“”L2

2

<

L2

(4.25) “fi—‘t’ p

SC" VM"LZ,

conséquence immédiate de (1.2) et des conditions (1.9) et (4.1), en
adjoignant les inégalités (4.20) et (4.24) a (4.25) et en rappelant
I'hypothése A=>x/3, on obtient

a 2 2, 1-‘_+_'1|Q‘1 2
@200 L(/ovolp+ivopul) +£14|d0)
<c (exp 2|o].-) DoLo+
1
o4 1)I7 ull+ £ Cexp 2lolen) 7wl +
e (| Polfe+1 7 3ulg) +c (exp loli) Vo Dl

L'inégalité (4.26) étant établie, on applique le lemme 2.2 avec

v=u,

P=0e0,
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(. _do
h=w- Vo) TL
f=hHtfatfs

(voir (4.12), (4.18)), on

A=—p0m+AVh—p W V)u,
fo= (peq_p) Vo= (peq_P) Vo,
f3=U’pqu¢.

I1 vient, compte tenu de la relation
1V ollez<c (IV (0eq0") 241107 0eq V ©llz2)
(voir (1.11)), que

3
(4.27) 1V 2t + 17 ol <c(lnllo + Y ).

i=1

Or, on a

2
Iilga+ il <e | 22)° +e (exp loln) IVp ol

+e (exp 2lofe=) |V ullzell vl +cll 7 sl

En outre, grace a la relation

(4.28) 1(1—e) e < (exp lloll=) e~ (p€ [1, 0]),
il est aisé de voir, grace a 1'égalité
(4.29) peq_p:peq(l_ea)

(voir (1.3)), que
If2lltz<c (exp 3lloll.-) Vo ¥ ollz= (17 ofi3e+ (| 7 2013:).

Pour estimer le terme fs;, on considére le sous-domaine borné £ de &
satisfaisant a la condition (4.8) et on écrit

k= [ otdotiv o+ [ ool vale
Compte tenu de (1.11), de (4.12) et de la condition (4.10), on a
|lfa||izSW|| V Ol3-lo' 22007,

+t(| 7 Olf- o +——
Qs

, 1
SC"U ||%2(9r>+§|| 4 0“%2

IV Olfzco lofte<

Ces estimations, jointes 4 (4.27), nous donne
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2
@30 17%l+7 ol <a[ 9] el vl i+
+c (exp llol-) Vo ez +c (exp 3lallz-) LoDo.

Cela étant, si on adjoint (4.30) multipliée par %1—& a (4.26) dans

laquelle on choisit & = % on obtient, en l'intégrant par rapport a t,
l'inégalite (4.7).

Démonstration de (4.8). On considére le produit scalaire de 1'équation
(1.1) avec —pd,Au. 1l s’exprime sous la forme

(4.31) %E‘i;(lmll%z—z j; 0Au - Va)+||J5 VAa,u||£z=i1,-
avec a
== [ p(Vaow) + (Ta)ow, L= o(Vad) - (740) i,
== [ 0(Vadow) + (Tao—Ta®) (- V)u)),
== [ p(Vadas) + Vallu - 7)u),
== paw - 7 @0). 1=- [ p@0) (4w - Vo
Or, on a

1+ <GB Vadultsel Vool
+c<exp %ll(f”L") o VA@“"?("/E Volz+vo 7 20l.z).
D’autre part, il est aisé d'obtenir a 1'aide de (4.1)
1 <e(exp lolir) VB Vadadid) 7l 7 2l

Par ailleurs, en s’appuyant encore sur (4.1), on a
|15+ Is| <c (exp lloll=) | 7 2213, ¥ ofl.2.

Or, si on applique l'opérateur 0z, (i =1, 2, 3) a l'équation (1.2), on
obtient

16. ¥ all=<cll v ullar +¢'ll v sl 7 201l

Il en résulte que

51 <c(exp Sl )| 7 sl 7 2o+ (exp ol 17wl
2
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En adjoignant maintenant ces estimations a (4.31), on obtient, en l'intégrant
par rapport a t, I'inégalite (4.8).

Démonstration de (4.9). A l'aide des relations
_ . _m2(do
DAV - w) =D} - 7 @) —Y(47)
(voir (1.2), (4.18)) et
[o02(v ) Di0) == [ o) - 027 0)
—fp (Vo—V @) - (D) (Dio),

conséquence immédiate d’une intégration par parties et du fait que
0r,0zla0=0 (i, j=1, 2), la somme des produits scalaires

(D%(1.1), pD%u) + (D%(1.2), pD2o),

nous donne par un raisonnement analogue a4 (4.20) (voir aussi (4.2)-(4.3))

I'inégalité
2
D2< ) <
LZ

432) L (/oDulE+I/EDiolE:) +4 7 Dl 4|
<c(1+2) (exp 2lol-) L2+
2
el VDeal+e(241) (exp 2ol 17l (e2>0).

On applique maintenant a 'équation (4.21) I'opérateur différentiel D. et on en
fait le produit scalaire dans L%() avec pD:0;,0 + (¢ + ) D0y, <((ij—?) On
obtient alors par un raisonnement analogue a (4.23) et par les techniques
usuelles d’estimations, 1'inégalité

pt+2 2
(4.33) IIf D0l + + T(at ) DBzl +54 Dfazs .

<c¢ (exp 2|o];- )@o (Lot £0) + 4| V D222
+c (exp 3llolle-) (Vo Vadauli+1V alz) +cll 7wz,

Cela etant, si on adjoint (4.32) a (4.33) et en se servant de la relation

évidente
el
Ndt /2

(voir (1.2) et (4.18)), on obtient

<

2

<c]| 7 2ullts

2

(4.34) ||«/’ Diulfz+[Vo DV alf2) < ) W
<c (exp 2|oll-) @0(.‘50+5€0 +62"VDTU”L2+
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+c (exp 3llole-) (Vo Vadulda+V uln +1 7 olfz).
Par ailleurs, si on applique a I’équation (4.21) 'opérateur différentiel 0,
et on en fait le produit scalaire dans L2(2) avec pdZo+ (u+24) 0@(%), on

obtient on raisonnant tout comme dans la démonstration de (4.33), I'inégalité
+2) 52 (do)

_L_
(4-35) dt"x/_azao'”LH' 4 (,Ll+/2) "pazao'" :+
oit X est obtenu en substituant g ||V 2D |32 a4 p ||V D% |3 dans le second
membre de (4.33).
Si on applique maintenant le lemme 2.2 avec

<X,

LZ

v=0gu,

pza.z‘;(peqa)v

_ . _do .
h=0a(u- Vo-22) (i=12),
f=hHhtfatfs,

ou

f1=0z,(—p0mu—pw * V)u)+AVh,
= axa((peq o) Vo),
f3 I,(peqav@)

on obtient, compte tenu de la relation
1V 0z0li2<c (|V 8z, (0eq0) 241V o]l12)
(voir (1.9) —(1.11)), I'inégaliteé

3
4.36) 1V Dalis+ 17 Deoli<c Ulha+ Y ll+1 olfe).

i=1
Or, grace 2 la condition (4.1), on a
~ do\|?

el + il <5 Do(S2) | +ell 7l

¢ (exp 3llolc) (I dullz+ o Vadaelf2)
+c (exp 2lofle=) |V alzll 7 2.

D’autre part, il est aisé de voir, compte tenu des relations (4.28)-(4.29), que

lr2llz<c (exp 3lloll-) |V ol (1o ¥ alli+lvo V2ale).

Quant au terme f3, on a évidemment

rsllz <l ¥ olz.

Ces estimations, jointes a (4.36), nous donnent
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2
@.37) 1V Dali+I7 Deoli<a|p(42)| +e (exp 3loli-) 2,20+

+c (exp 3llol-) (Vo dumlE+vo Vidml3)
+e (|7 oltz+l P ul) .

gt

En multipliant maintenant (4.37) par & = g, eten choisissant dans

(4.34) Sz:%, on obtient, en les adjoignant

4.38)  L(/oDuli+WoDV olfe) + el V Dalte+ IV Deoffe+
st
+434

Do(42)], <c texp 3ol B0 (Lo+2D) +
+¢ (exp 3lol=) U1V ul+ Vo duliz+1vo Vaduli+V olfe).
Si on rappelle les relations évidentes

dt Il g
3
(0= pe0) B20liz < (exp Slol)I 7 ol 72l

2
[ 4]} <clvult

conséquences immédiates de (1.3), de (4.18) et de (4.28)-(4.29), on obtient
(voir aussi (1.11)), en adjoignant (4.38) a (4.35)multipliée par

k;=min (1, ,u‘llc), I'inégalité
@.39) L (WoDuli+ 1—r) Vo D,Voﬂ%z>+xzdt||f V2ol +

+ IC3|| %4 20||L2 +MI€2

< 4
dt ok

) ( £ )( ir (1.11) ), tandi 3 designe |
ol £3=min (%", Tt (voir (1. pour m), tandis que ésigne le

second membre de (4.38).
Finalement, si on applique encore le lemme 2.2 avec

v—u,
p=(oo—AV - u)
=u * Vq)——c-i—t_'
f=hHtfa

ou

fi=—p0m—p W - V)u,
fo=pa(Vo—V D),

on obtient en particulier
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(4.40) 1V 322 <c (Il + ol + fallr)
Or, grace a la condition (4.1), on a

do

2
Il -+ il <&s| | IV el

+e (exp 2llofe=) |V ulltl v 2ulfs
+c (exp 3lol-) (Vo dulfz+ Vo Vaduli).

Quant a f,, on a
Il <c (exp 3lalle-) IWo V 20l V oflf +c (exp 2llofle=) |V oflz=.
Ces estimations, jointes 4 (4.40), nous donnent

~ 2
4.41) |V 3uft<cs %% o TelVullite (exp 2loli-) £6Do +

+c (exp 3lole-) (IWo duliz+Ivio Vadulz+|V ol2z).

Cela étant, en multipliant (4.41) par ( —gé) K2 et en I'adjoignant a (4.39), on

obtient, en l'intégrant par rapport a t, l'inégalité (4.9), ce qui achéve la
démonstration de la proposition 4.1.

5. Solution globale

Théoréme 5.1. Soit 2 = R%. On suppose que Peoq et D satisfont aux
conditions (1.8) - (1.11) et que les normes |uollyz et lloolluz sont suffisamment
petites. Alors les équations (1.1) - (1.3) admettent une solution et une seule
(u, 0) dans la classe

u€L”(0, °o; H*(2) NHY (L)), Vu&L?(0, °; H*(2)),

s
o€L=(0, 0; H2(R2)), Vo<€L?(0, oo; H' (Q)).

Démonstration. Le théoréme 5.1 résultera du théoréme 3.1, si nous
démontrons une estimation a priori en vertu de laquelle les normes ||u (t) ||H2 et
lo () |2 restent uniformément bornées pour tout ¢t € [0, o [. En effet, si elles
restent bornées pour tout ¢ par une méme constante, le théoréme 3.1 implique
que (u, 0) peut-étre prolongée a l'intervalle [t, t+T'] (voir la remarque au
théoréme 3.1) et en réitérant cette procédure, on peut prolonger (u, 0) a tout
I'intervalle [0, oo [.

A cette fin, on introduit les fonctions @ (t) et £ (t); on pose en effet

(5.2) D) =|Vull+V ol + Vo dmliz+ Vo Vadulliz o320,
1
6.3 20 =Srl/ouli+ el Vali o v olp el
+k6||‘\/5V20||%2+k111+k212+k513v
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ol
11=fgpeq(0e"—e"+1),
(5.4) 12=fg(pu) Vo,
13=—2L40Au - Vo,
tandis que k; (i =1,.., 6) sont des constantes & déterminer convenablement.
Elles seront définies par les relations (5.8)-(5.13).

Nous voulons en effet choisir les constantes k; (i =1,..., 6) de sorte que,
sous 'hypothése (4.1) et I'hypothése

(5.5) ol 0.0 1) < 61
avec une constante positive 0;, on ait
(5.6) £ (1) 20,

(5.7) 20) +a f ‘D (s)ds< L (0) +B f ‘D (s) (L (s) + L5 (s))ds,

avec deux constantes positives & et B ne dépendant que de 0; outre les
constantes données du probléme.

Nous nous proposons de déterminer les constantes k; (i =1,.., 6) par les
relations suivantes

(5.8) ke=1,

(5.9) ks=1+cs exp 201,

(5.10) ky=1-+max (ksco, c7ks exp 01+cs exp 201),

(5.11) k3=1+cs,

(5.12) ky=1~c3k; exp 01+ caks exp 0, Fcekstcs exp 20,
— 151

(5.13) k1—1+max<K, k4)

avec

K =kac; exp 01+ kacz exp 201t kacs exp 201+ cks exp 01+ cs exp 201

(c; i=1,.., 8) sont les constantes figurant dans (4.4)-(4.9), tandis que co est
donnée dans (5.16)).
Pour montrer (5.6), on remarque d’abord que

1
(5.14) smlloliz <5 <clolt:

qui résulte immédiatement de (1.3), de (1.11), de (5.5) et de la relation
évidente

N{l—-‘

<re'—e"+1<rexplrl VrER.
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D’autre part, on voit aisément que, sous I'hypothése (5.5), on a
k k
(5.15) |1l <5 Vo ¥ alf+5 HVoulls,
2’32 2k4
1
(5.16) 1| < glAulfz+collvio ¥ oz

Si on rappelle la définition de £(t) (voir (5.3) - (5.4), (5.8) - (5.13)), on
voit aisément que les inégalités (5.15)-(5.16) entrainent (5.6).

Ces relations impliquent, en outre (voir aussi le lemme 2.1), qu’il existe
deux constantes positives v; et V; tells que

(5.17) w1 (e () B2+ llo (8) r2) <L () Swo (e () e+ llo () o).

D’autre part, en sommant l'égalité (4.4) et les inégalites (4.5) - (4.9)
multipliées par les constantes k; (i =1,.., 6) données par (5.8) - (5.13), on
obtient immédiatement I'inégalité (5.7) avec deux constantes a et 5.

Or, en vertu de (5.17), on a

[ 1V o @ l<c£ ()
lo @) [2-<c'2(t)

avec deux constantes positives ¢ et ¢’.
On suppose maintenant que

(5.19) #(0) <min (%+%(1— /1+%“), ffz’, 57%)

Alors, comme on a

(5.18)

Blr+r) <a
a1 4a .
pour 7€ [O, E+§ 1+? [ on déduit de (5.7) que
(5.20) P <L) Vve>0.

D’oil il résulte des relations (5.18)-(5.20) que

’ IV oll-0.0:1) < 8o,
lofl- 0.0 ) < B4,

c’est-a-dire que les hypotheéses (4.1) et (5.5) sont vérifiées.

Donc, maintenant on peut dire que (5.19) entraine (5.20) sans les
hypothéses (4.1) et (5.5). Par conséquent, en vertu de (5.17), sous
I'hypothése (5.19) on obtient I'estimation a priori

(5.21)

e ) e+l (0 <2 ),

pour tout t€ [0, o [, ce qui d’aprés le théoréme 3.1 (voir aussi sa remarque),
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nous permet de prolonger la solution (#, ¢) dans tout I'intervalle [0, o [.
Finalement, comme

a—BE B +22()) =7>0
(voir (5.19)-(5.20)), on déduit de (5.7) que
D(-)EL (0, ).

En rappelant I'expression de @ ( ) (voir (5.2)), on voit aisément que u et ¢
appartiennent a la classe donnée par (5.1).

L'unicité de la solution résulte du théoréme 3.1, ce qui achéve la
démonstration du théoréme 5.1.
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