
J. Math. Kyoto U niv. (JMKYAZ) 1
38-1 (1998) 1-20

Solution globale de l'équation d'un gaz visqueux
isotherme dans le demi-espace assujetti à une grande

force exteriéure dérivant d'un potentiel

Par

Rachid BENABIDALLAH

1. Introduction

Dans cet article, on se propose de démontrer l'existence et l'unicité de la
solution globale du système d'équations

(1.1) atu - - 1 Au ±  c r+  (u  •  G' )u = 0,

(1.2) ata±u • Va — u • 17 0+  G' • u=0,
(1.3) 6.= log  (p/ p e q )

avec les conditions initiales

(1.4) u I t -o = uo, t=o = log (po/ p.) 0-0,

sous l'hypothèse de la petitesse des conditions initiales uo, ao.
L'opérateur A  figurant dans (1.1) est donné par

(1.5) Au=fidu+2 V ( V  • u)

avec deux constantes positives ,u et A vérifiant la condition  A _,u/3, tandis que
0 =  0 (x ) est une fonction scalaire donnée. Quant à  la fonction pe q  =  peg (x ),
elle est donnée par

(1.6) peq= exp ( — 0 (x)).

Les équations (1.1) -  (1 .3 ) sont à envisager dans un domaine non borné
Q d e  R 3 e t  p o u r  t> O . D ans ce travail nous considérons le  cas où D est le
demi - espace En= { x = (x1, x2, 1 3) Itlx3 > Oh Nous signalons en outre que le
résultat d 'existence et d 'unicité locales (théorèm e 3 .1 ) est valable également
pour le cas où D est un domaine extérieur, plus précisément le complémentaire
d'un compact de R 3 . La solution u devra en outre vérifier la condition

(1 . 7) ulas2=0, u - - .0  p ou r ixl' ° ° •
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Pour la fonction 0 on suppose les hypothèses suivantes:

(1.8)
(1.9) GVEL0(S2) n L2 (s2) ,
(1 . 10) axiax,0E 1473 (Q) ( i , j= 1 , 2, 3).

O n  re m a rq u e  q u e  (1 .6 ) e t  (1 .8 ) (e t  la  r é g u la r ité  d e  0 )  entraînent
l'existence de deux constantes positives m et m telles que

(1.11) 0<m . pe g (x) VxE,Q.

Si on substitue les relations (1.3), (1.5) e t  (1.6) dans les équations (1.1) et
(1.2), ces dernières s'expriment sous la forme

(1. 1) bis

(1. 2) bis

1 1
atu - - (gdu - HIV (V .0) ± (u.r7)u±—C7 p=— G' 0,

p+ 17  •  (pu) =O.

L e systèm e d 'équations (1.1) b i s  e t  (1.2) b is est un  m odè le  sim plifié  du
mouvement d'un gaz visqueux dont la température est considérée constante et
la pression est proportionnelle  à  la densité, mouvement assujetti  à  une force
extérieure dérivant d'un potentiel 0.

L e  ré su lta t fo n d am en ta l co n ce rn an t la  so lu tio n  g lo b a le  d u  sy stèm e
d'équations d'un gaz visqueux est dû  à Matsumura et Nishida [7], [8], qui ont
dém ontré l'existence et l'unicité de la solution globale du systèm e d 'un gaz
visqueux calorifère sous les hypothèses que les données initiales soient petites
et que le potentiel 0 soit suffisamment voisin d'une constante. Plus récemment,
Matsumura e t  Padula [9] o n t d ém o n tré  q u e  d an s  u n  d o m a in e  b o rn é  u n
résultat analogue a lieu m êm e avec une grande force dérivant d'un potentiel.
D 'autre part, dans [2], nous avons prouvé l'existence et l'unicité de la solution
globale du systèm e (1.1) b is  e t  (1.2) bis dans l'espace tout entier sous une
grande force dérivant d'un potentiel.

Dans la suite, pour une fonction u à valeurs dans R3 on  désignera  par va
(a = 1, 2 , 3 ) le s  v e c te u rs  d e  R 3n (n  =  2 , 3 , 4  respectivem ent) dont les
composantes sont ax ,u; (i, 2, 3), axi axi uk k 1, 2, 3) e t az,ax,axkul
(i, j, k, 1 =1, 2, 3) respectivement.

E n  o u t r e ,  s i  u  et s o n t  d e s  f o n c t io n s  d é f in ie s  d a n s  R I  à  v a le u rs
respectivement dans R3  e t  R on entendra par Dru et DT O les vecteurs de R 6 et
d e  R2 don t le s  com posan tes  son t re spec tivem en t le s  dé rivées p rem iè res
tangentielles ax ,u; (i =1, 2 et j =1, 2, 3) e t ax,0 (i =-1, 2). Quant à IX-u et MO
ils sont les vecteurs de R 1 2  e t d e  R4  dont les composantes sont respectivement
les dérivées secondes tangentielles ax,ax,uk (i, j =1, 2 et k =1, 2, 3) e t ast ax10
(i, j =1, 2).

Par ailleurs, on notera

L P( t o i . ;  le)
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au lieu de II • lieu», II • IL(ta.t,.le(s2)) les norm es dans LP (D ) e t  L' (t0, t1; HP (Q )).
M ais lorsqu'il s'agit d'un sous - domaine D' de Q , on le précisera toujours par
la notation

II ' IILP(s), ).

Je tiens à rem ercier le professeur H. Fujita Yashima pour les discussions
très utiles que j'ai eues avec lui.

2 .  Préliminaires

N o u s  in tro d u iso n s  le s  o p é ra te u rs  d if fé re n tie ls  V A  et V A . I ls  s o n t
caractérisés par les relations

(2.1) — (u, Av)L 2 = (VAu, 7.40/.2 ,
(2.2) VA (Ou) (çb )u + çb V A u ,

vérifiées pour toutes fonctions u, y  e t 0  à. valeurs respectivement dans R3 , R 3

et R assez régulières et telles que

u  =  0 .

Plus précisément, ils sont définis par les relations

(2.3) VAn=f

avec

ai="ITtaxlui, a2= i /T t  a x i 14 2 ,  •  •  ,  as=,Cua.r3n2
3

a9
=

a i o = 4 / I  (  V  •  u )  =----/XEax tui
i =1

et

(2.4) VA0= (bi1) (matrice (10 X 3) )

avec

bu . = b22= b33=,/itax,O, b41=b52=b63=,/ita.20,
b71=b82=b93 / 3(,b, b101 J a x 10 (i = 1 ,  2, 3),

les autres 611 =0.

O n voit aisém ent que les opérateurs VA e t  VA définis ci-dessus vérifient les
re la tions (2 .1 ) e t  (2 .2). Nous allons maintenant rappeler quelques résultats
classiques. On rappelle d'abord le

Lemme 2 .1 .  Soit D le demi - espace R .  ou un  domaine extérieur de R 3 . Si
Au E Hk (Q ) , alors on a pour k= 0, 1

(2.5) Il 17
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avec une constante c.

Remarque. L a presence d a n s  (2 .5) de la  norm e de u dans L2 (D) est
due au fait que notre domaine Q est non borné.

Démonstration. C'est un résultat classique (voir par exem ple [1]).

On considère le système d'équations de Stokes

— ftdv+ Vp=f,
(2 . 6) V  • v=h,

IdaD=vios=0.

On a alors le

Lemme 2 .2 .  Soit Q le demi - espace R . ou un domaine extérieur de R3 . On
suppose que f E H1 (D) ,  h  e  H 2 (Q) ,et p vérifient (2 .6). Si alors on a les
inégalités

(2.7) 11721)1112+11 vpIli2 (11h112H. +11f 1112+11 vvIlb),
(2.8)I i  V

 3vIii2 + Il V  2p i
c  a/Ili/2+11f +Iir7,

avec une constante positive c.

Remarque. L e  te rm e  11Vv ii 2 f igu ran t dans le  deux ièm e m em bre  de
(2.7) e t d e  (2.8) n'est pas nécessaire lorsque il s'agit du demi - espace.

Démonstration. Voir le lemme 4.3 d e  [8].

3. Solution locale

Théorème 3.1. Soit D le demi-espace Ri_ ou un domaine extérieur assez
régulier de R 3 . Sous les hypothèses (1.8) -  (1.10), si on a

(3 . 1) uo E H 2 (D) , 0-0 E I-12 (Q),

alors il existe un T'> 0 tel que les équations (1.1) - (1.3) avec les conditions
(1.4) admettent dans l'intervalle [0, Tl une solution et une seule dans la classe

(3.2) u EL (0, T'; H 2 (D) n H  (D) ) n L2 (0, T'; H3 (Q)) ,
(3.3)G r E  L -  (0, T'; H2 (S2)) .

Remarque. L 'in terva lle  [0, T l  mentionné dans l'énoncé du théorème
3 .1  dépend  de  uo e t  ao.  M ais, les ra isonnem ents qui nous ont conduit au
théorèm e 3 .1  n o u s o n t p e rm is  d e  d é te rm in e r T '>  0  comme fonction d'un
nombre positif M de telle sorte que la solution subsiste au m oins dans [0, T']
quelque soient les données initiales uo, ao vérifiant

Ilu0llH2 + 110'062 . 3/.
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Dém onstration. L'existence d'une solution locale (u, a) dans un certain
in tervalle  [0 , T l  a  é té  é ta b l ie  ( v o ir  [ 2 ] )  com m e le  point fixe d 'une
application résultant de la résolution des équations linearisées

(3.4) atu — — A u = f (v) ,

(3.5) ara+v • G' cr=g (v),

où p, f  et g  sont des fonctions données.
En effect, pour y donnée, on résoud d'abord l'équation de continuité (3.5)

correspondante

g  (v)= v • V  0—  V  • v.

Soit a(y) sa solution. On pose

p=  p (y) = Pe g exp (Gr (V) )

et on résoud l'équation linéaire (3.4) correspondante

p = i5, f (v) = — (v • G' )v —  a (v).

Sa solution qu'on désignera par

u=G  (y)

définit ainsi une application dont le point fixe nous fournira la solution locale
du système (1.1)- (1.3) (pour les détails voir [2] ).

4 .  Estimations a priori

Dans la suite nous ne considérons que le cas où D =R  et nous établirons
des estim ations a priori s u r  u e t  a. Ces estimations seront obtenues sous
l'hypothèse

(4.1)I I  17. allr (o, o 50,

o ù  50 est un  nom bre  positif  donné , on  verra  que  l'hypo thèse  (4 .1 ) sera
v é r if ié e  so u s  le s  h y p o th è se s  d u  th é o rè m e  5 .1 . C es estim ations nous
permetterons d an s le  p a rag rap h e  su iv an t d e  p ro lo n g e r la  so lu tio n  su r
l'intervalle [0, 0 0  E.

A cette fin on définit les fonctions et Y o de t (0 T ) par

(4 . 2) Do (t) = II V vtlI2H2+ II V ± 115004112r+ 115 vat1112,
(4.3) (t) = 1 Vulli2+11,/,6 20-1122.

On a la

Proposition 4 . 1 .  S o it Q  =  l e .  S i  (u , a )  est la solution du sy stèm e
d'équations (1.1) -  (1.3) appartenant à la classe (3.2) -  (3.3) et si les hypothèses
du théorème 3.1 ainsi que l'hypothèse (4.1) sont vérif iées, alors on a les inégalités
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suivantes

(4.4)
{ 11 u(t)112„-FLPeti (ea — e' +1) ± fo f IIG ' Au (s)ili2ds=

115 ou oili2 + Lp e , (ace° — ea °+1) ,

{ - 11Vu (l) 112,-FL(pu) • vo-H-E1155,012dsc(Iluoiliii+11,7011,)--F

+cif of (exp lIallr) II Vulli2ds + c f '  (exp 1164L. . ) 0 (s) seit (s)ds,

(4.6) {
± c3f :  (exp lialir-) if-,6- atuvi2ds 4-cf:, (s) yo (s)ds,

f  t lidlii2ands c2f  (exp 2110.11L- ) II Vulli2ds ±

II/  Va (t)iii2 + f 0 '  (11 vo-1112+11 72u1112)ds

(4.7) <c (II Gruoili2+1117 0-0112L2) +cf: (exP 3110i- ) Do (s) Yo (s) ds +

+c410 (exp 211011c) I Fulli,2 +114 -atulli2 )ds ±c5f f ildobands,
,

Iku (011i2-2ff lp (A u) • 17' a+ J:115 vAatullbds

(4.8) c (IA/401112+11 74112) +cf (exp Ilulli...)00 (s) SPÔ (s) ds+

±c6f t il atvtiii2dsd- c7f t (exp 'Hic) Il vull2Hids,

115 7 2 a (01112+f: (II 73u112+11 7242) d s c (110A 2 ± iluoll2n2) ±

( 4 . 9 ) f+ c  f '  (exp 311011/7) o CO (sti (s) + Se o(s)) ds+

± c8f t (exp 2 110.11r) (II/Ï9 Vatu1112 + II VulliP+11 019tulli2 + II Va1112)

où c et c, (i=1,•••, 8) sont des constantes qui ne dépendent que de 50 , g, A et 0,
tandis que Q ' et a' figurant dans (4.6) e t  (4.7) sont données par (4.10) et
(4.12) plus bas.

Pour la commodité de l'exposition, nous décomposerons la démonstration
de la proposition 4.1 en six parties correspondantes à. l'égalité (4.4) et aux
inégalités (4 . 5) - (4 . 9) .

Mais avant d'aborder la démonstration des inégalités, il nous est commode
de définir la fonction w qui nous sera nécessaire pour établir l'inégalité (4.6).

En effet, soit Q' un sous - domaine borné de Q tel que

(4.5)
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(4.10) (1;i1117 011na)±11V Oliv ( a w ) )  42 4 ,

où m est la constante figurant dans (1.11).
On considère maintenant l'équation

V • w= ci d a n s  Q',

1 1
= i g I J  D'a

wlasr =0.

avec la condition aux limites

(4.13)

On a alors le

Lemme 4 .1 .  L e systèm e d'équations (4.11) av ec la conditions (4.13)
admet au moins une solution wEle (S2') satisfaisant à l'estimation

(4.14)
avec une constante c ne dépendant pas de cr' L 2 (S2').

Dém onstration. L'existence d'une solution w e  H  (g )  e t so n  e s tim a tio n
(4.14) sont des conséquence immédiates de résultats connus (voir [6]).

P o u r  la  d é m o n s tra t io n  d e s  in é g a lité s  (4.4) -  (4 .9), nous convenons
d 'in d iq u e r  p a r  ((l. 1 ), • ), 0 2..(1.1), • ), KM . (1 .1 ) ,  )  ou
KM- (1.2), • ) le  p rodu it sca la ire  des équa tions (1.1) o u  (1.2), auxquelles
sont éventuellem ent appliqués les opérateurs différentiels Dr  e t  Ig  avec des
fonctions convenables  à préciser.

Dans la suite, c désignera des constantes qui ne dépendent ni de u ni de cr.
On utilisera constamment les théorèmes d'immersion de Sobolev, y compris le
th é o rè m e  d e  Morrey ( v o ir  p a r  e x e m p le  [4 ]),  sa n s  to u te fo is  le s  c ite r
explicitement dans chaque démonstration d'inégalité où ils seront appliqués.

Démonstration de (4 .4 ). Le produit scalaire ((1.1), pu) nous donne

21 dd(4.15) tI uII2 fQ (a,p) 1u12 + j
— (pu) • ((u • V  )u) f9 (pu) • G' 0=0.

En vertu de (1.2)bis, on a

1
3'1 : 2 (atto)lul 2 = (pu)jur= I:, ( p u )  • ( (u • v)u),

I:, ( p u )  • 
V (0:19)0= L p e ,(0 -e a — e a + 1 ).
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D onc, en intégrant (4 .15) par rapport à  t, on obtient facilement l'égalité
(4.4).

Démonstration de ( 4 .5 ) .  A l'aide de la relation

L(Pa  tu) • a =  f2 (pu) • a
—  fa (atio)u • a

—  LPla '612 '
le produit scalaire ((1.1), paru) s'écrit sous la forme

3
1  d(4.16) 2 (Tt-(1117Aulli2-1-2L  ( p u )  • a) +11, a

i=1

avec

L(pafw) • ( ( w • 7 )w ) ,

12 =L p  (a,a)u • va, 13= i p p (ata) 2 .

Il n'est pas difficile de voir que

c(exp —IIGIIL- )11,7,-0 atuIlL2 117ullell

Quant aux termes 12 et 13 , compte tenu de (1.2) et de la condition (4 .1 ) (voir
aussi (1.9)), on a

112+131-c ull2e.
Ces estimations, jointes à  (4.16), nous donnent, en intégrant par rapport

t, l'inégalité (4.5).

Démonstration de ( 4 .6 ) .  On considère le produit scalaire dans L2 (g )  de
l'équation (1.1) avec la fonction — w (voir (4.10) - (4.13)). Il s'exprime sous
la forme

(4.17)
4

110 112L2(9') = EI,

avec

Il= f  a iw  •  w , .[2 =fp ,( (w •v )w )  •  W,

1 1 1 7  \ T7
I3

=
 f VAVi) V A W ,p

= ( vAu) • ( ( 0 —  -VA w) .

Or, compte tenu de (1.3) et de (4.14), on a

-1,110 / 11i.2 (sr)+c (exp atu
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Il est, d'autre part, facile d'estimer  12, de sorte que, à  l'a ide  de  (4.14), on a

1121 +110'112(v)+c117141121171411/P.

Quant aux termes 13 e t 14, compte tenu de la condition (4.1) e t d e  (4.14), on a

113+1.41 -111dIlf.._2(1), )+c ( e x p  2 110-11L- )117  /4112 .

Cela étant, en adjoignant les estimations relatives aux termes I, 4) et
en les intégrant par rapport  à  t, on déduit de (4.17) l'inégalité (4.6).

Démostration d e  (4.7). On considère maintenant les produits scalaires

(D1 (1.1) , pD r u), O r (1.2) , pD a .

A l'aide de la relation

Dr( 17 • u ) •  D r  (u • 17 0) —Die
(voir (1.2) ) , où

(4.18) d   _
arço+ u • Fr godt

(q) étant générique), et de la relation

Lp (Dr ( V • un Dr a= —  f o p (Dru )  • Dr ( 0 )  -  l e p ( -  7  0 ) • (D ru) D r o- ,

conséquence immédiate d'une intégration par parties et du fait que D ru. lop= 0,
la somme des produits scalaires envisagés ci - dessus, s'écrit sous la forme

  

52

L 2

= E ii(4.19) ci ï9Dralliz+11 Drulli2) +PO Druili2+2 Dr)dt

  

i=1

avec

ii=f p u .  (  D r O) D r o- , = f  (DrO) A U  • (Dru),D
I3 = — f Q (Dra) A u •  (Dru) , I 4 = 22f,  (Dr  ( dwa

. )) (Dr  (u • V  0)),

I 5 = — L P(((D ru) • 17 )u )  •  (Dr u) , 1 6 =  ÂLIDT (u • 17 0) 12.

Or, compte tenu de (1.9), on a

I/1+/21-< (11 17 alli2+ Il V 2u11/.2) + 1 1117Aulli?

(exp 2110-11,-) Il Full/2 (Ei >0).
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Il est, d'autre part, facile d'estimer  13 et 14, de sorte que

1/31-q117D71411/2±c ( e x p  11a11L- )117 2341112 (11. 0V 01112+11/1j V 2a1112)

II 41 r(dct'):2+ cil V u  2.1
Quant a 15 et 16, on a

115+ 161 4 117,Dru1112 -Fc (exp 2110-11L-)1117 u111211Vullii±c117u1112.

Ces estim ations, jointes à  (4.19), n o u s  d o n n e , e n  ra p p e la n t le s
expressions (4.2) e t  (4.3) de O p et de 0,

d(4.20) it(11.s/ Dralli2+11.191)Tulli2) + P l  Dru1112+ Dr ( cMdt
2

L2 —

  

(exp 2 110.11r) OoSeo±c( - ±1)117u1112+

(exp 2 110-11L- )117u1112+61(11 01112+0 2u1112)

On considère maintenant les équations

5r eZ)-F 5x 3 ( 7 • u) (V/ • V  0),

P5tU3 — fidu3 - 25 3 ( v  •  o +p 5 x 3 0--Fp(u • G')u3=0.

En éliminant de ces équations le terme 51.3 u3, on obtient

(4.21) (tt +À) axe cl )  +Pas3a= — Patu3+ (11 + 2 ) ax3 (u • 7

p(u • 7)u3+ ti(4u3+a1. 2u3)
g5x3 (5xiu1+ 5.4142) .

Comme, en rappelant (4.18), des calculs nous conduisent

(4.22) <ax3( d
ci ) ,  Pax3a> c*I5a,x3(71112+L ( 5x3u) • ( va)pax 3 a,

le produit scalaire dans L 2 (D )  d e  (4.21) avec pax3 a+ (g+ A) ax3M  nous

donne

(4.23) (g+ /1) —d
d

t il xfirlib+ lip a s ,u112L2 + (g+ A)

avec

11-= — 2 (i4+ ,1 ) ff l p(ax,u) • (17 0) ax 3 0-,

12= f (—pat u3 +  (p+.1)a,(ss • 0 ) )  ( p ax 3 a+  ( +A) ax3(M ) ,s2
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13= — f2 p((u • I 7 ) u3)(Pax3a± ( +2) a s3 (cfn ),

14= (a.i1u3+ atu3)(pax3a+ (g+ 2) ax3( d
c1 ) )

15,—ttin (as3(as,ui+ax,u2» (pax3a+ ( +A) a x3( d
d

a
t ) )

On a évidemment

(exp 04 - ) (01[16V 01112+W  17  2  Gr012) II 72ullb,

1/2+/31 -111p5x3a1112+ (1' 1 -
2

2 ) 2  a,(1—i c  2ir.) L 2 +

+G' (exp 2 00-0L- ) 0 VullzO7 +
+c (exp Of,619tvt0i2±c0 V u 0/2.

En outre, on a

114+151 (11+2)2 
4

2
L2 

+a211
 V Detili. 2 .

 

En adjoignant les estimations relatives aux termes /i (i =1,..., 5), on déduit de
(4 . 23) , l'inégalité

(4.24) f t 0AFP-a.r3a0/2±  ( d2(11
1+2) 0Pax3Griliz+g I 2  ax3 d at )

12 <
L2 —

(exp 2 00.11L- ) 00-Vo+

+tell 7Drulli2-Fc (exp 04 - ) 0.VÏ9 atulli2±c0 V upi2.
Si on rappelle la relation évidente

(4.25) du
dt L 2

cil v u Iel ,

conséquence immédiate de (1.2) et des conditions (1.9) et (4.1), en
adjoignant les inégalités (4.20) et (4.24)a (4.25) et en rappelant
l'hypothèse 2_,a/3, on obtient

(4 . 26) c
i t (II65 V cr0i2+ 0 Drulli2) +A I da 

d
12 <
H1

(exp 2 00.0/.- ) 13.E0+

1-c 1)0 u0i2+ti (exp 2 0011c) 0 V upi2+

(11 0 .1112 ± Il 2141112) +c (exp

L'inégalité (4.26) étant établie, on applique le lemme 2.2 avec

v —u,
P=Pegd,
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h = (u • 0 )  — d
d

a
t ,

f=fl+h+f3
(voir (4.12), (4.18)), où

f i =  Patul- ÂV h — p(u  • 1V)u,
f2= (p e ,— p) V a' = (p e q — p) V 0,

h= d peq VIP.

Il vient, compte tenu de la relation

il V a11L2 c (Il V (peqd)11L2+11d peq V 011L2)
(voir (1.11)), que

3
(4.27) V 2.111.2±11

Or, on a

ilhil3/1 +11fdli2 C 
d a

H
2

 1 +C (eXP liCillL̀")111/r0

+C (exp 2110-1IL- ) il Vul1il Vuil +cII
En outre, grâce à la relation

(4.28)1 1 ( 1  —eu) iiL (exP HL - ) iI0 .11LP( p  E [1, °°]),
il est aisé de voir, grâce  à l'égalité

(4.29) Peq— P= Peq(1 — e)
(voir (1.3)), que

11121112 - c(exp 3IAL- ) ll,CoV 0.012 (II V alliz+ ll V 20.1112).
Pour estim er le  term e h , on considère le sous - dom aine borné Q' de  D
satisfaisant à la condition (4.8) et on écrit

E012=LpLi0-1217 voi2.

Compte tenu de (1.11), d e  (4.12) et de la condition (4.10), on a

111-31112 1T12 11 V 0111- 11012(w)
+m- 2 (11 y  011f(s2v7)+ ll V 011i2(Q))Ilalli6

+1-
2-11 V 01112.

Ces estimations, jointes à (4.27), nous donne
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(4.30) II V  2 14112L2 + II
dal
dt

2
+cll ulli2 - 1 - cilalli2w)

+c (exp II 11/f7atulli.2+c (exp 311011r) se000•

Cela étant, si on adjoint (4.30) dansmultipliée parà

p +  laquelle  on choisit E l = , on  ob tien t, en  l'in tég ran t pa r rappo rt  à  t,
l'inégalité (4.7).

Dém onstration de (4.8). O n considère le produit scalaire de l'équation
(1.1) avec — paiAu. Il s'exprime sous la forme

6

(4 .3 1 )
1  d  I
2 cW01Aulli2-2LpAu Va) VAatulli,2=Eit

1-1

avec

= V A a 04) • ( a) au, 12= f  ( VAa e t) •  ( VA 0 )  atu,

.13
=

V o l a t U )  • (  ( -VAT') (14 • Fr )14  ),

( V AatU ) • VA ( (et • )u),

15= _L p (Au) V (ara), 1 6= — Lp (a ta) (Au) • V a.

Or, on a

111+1,1 lI PrAatullb+c11.1t5a1ull2

+c(exP VAatuili.2 70-IIL2+Ilf,6- V 2 0-11L2) .

D'autre part, il est aisé d'obtenir  à  l'a ide  de  (4.1)

113+141 (exp —

1
2 11011L-)11,/ VaatuIlL2II V vt11L2II V  2 14IIHI.

Par ailleurs, en s'appuyant encore sur (4 .1) , on a

115+161c  (exp 11011/...) II V 2UIlL2Ila V al1L2.

Or, si on applique l'opérateur ax , ( i  =1 , 2, 3) à l 'é q u a t io n  (1.2), on
obtient

Ilat V crilL2--cli +cil V ulIH'II V2 UIIL2.
Il en résulte que

1151- 161 c(exp —

3
2 11011r)11 vtilifillif5 V 2 alL2-Fc (exp II Vie .
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En adjoignant maintenant ces estimations  à  (4.31), on obtient, en l'intégrant
par rapport  à  t, l'inégalité (4.8).

Démonstration de (4.9). A l'aide des relations

M( V • u) = (u • V $) — 13( d
d

( r
t )

(voir (1.2), (4.18)) et

L p  ( V • u)) (Ma) = -Lp (Mu) • (M- V a)

-  fo p (V a-  V )  •  (Mu) (Da),

conséquence immédiate d'une intégration par parties et du fait que
axiax,u 109=0 j 1, 2), la somme des produits scalaires

(M-  (1.1) , pMu) (Eq- (1.2) , paW ,
nous donne par un raisonnement analogue  à  (4.20) (voir aussi (4.2) - (4.3))
l'inégalité

(11,/, D4,11.+Iii,JDG112) r7Mulli2+.10Le )

(exp 2 11017)420+E2

E 211 V D r 01112 C 1) (exp 2 110.1117) II Vr a i! ' (62> 0) .

On applique maintenant  à  l'équation (4.21) l'opérateur différentiel Dr  et on en

fait le produit scalaire dans  L 2 (Q) a v e c  pDr ax ,a (tt .1 ) D r ax , .  On

obtient alors par un raisonnement analogue  à  (4.23) et par les techniques
usuelles d'estimations, l'inégalité

(4.33) dtlif erax,alli2 + 4 (m
1
+ /1) 11PDrax3a1li2+P +

4 D r a x 3 ( )—dt <1,2—
d do'\ 2

1
(exp 2 Ilallr) o (se.- se) +II VD u z

+c (exp 3 11011r) 0 (1 --P- VAatulli2+ II V  olliz) ±cii V /sil'.

C ela  é tan t, si on  ad jo in t (4.32) à  (4.33) et en  se  servant de la  re la tion
évidente

 

Dr(dc)dt
2
L 2

V 2 4 2 2

 

(voir (1.2) e t  (4.18)), on obtient

 

(4.34) (11 0 MU1112 +11/16 Dr V alli2) + 11 + 1 1  D r(
d a

)  0 2 <4 dt
Sc (exp 2110111.°) 00 (4 + Yô) + 6211 V Dralli2 +

(4.32)
2
L2
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+c (exp 31lallr) VAatu II/2 + Il V u ±  Il V alliz)
Par ailleurs, si on applique à l'équation (4.21) l'opérateur différentiel a,

et on en fait le produit scalaire dans L2 (Q) avec pe,a+ (g+  2) a e a -d t ) , on

obtient on raisonnant tout comme dans la démonstration de (4.33), l'inégalité

(4.35) f t 11.1ï9 aLall2L2+ 4 (ti
1
+ 2 )  IlpaLallD+ ( P +

4
 A )

2

L2

où Z '  est obtenu en substituant plIv 2Dru 2  a11V M-u 1112 dans le second
membre de (4.33).

Si on applique maintenant le lemme 2.2 avec

v=as,u,
P= a,(peao-),

h= ax,(u • v (i = 1, 2) ,

f= f l+ f2 + f3 ,

où

f  a xi P a ru  — p (u • )  u ) +  V h,
f 2 = as,((Peq —  p) a),
fs—ax,(pego- v 0),

on obtient, compte tenu de la relation

Il v ax,0.11L2 c (II V ax, (Pegu) Ile+ Il V allr)
(voir (1.9) — (1.11)), l'inégalité

3
(4 . 36)i i  V 2 DrUili 2 + II V Dr01112 C  (> 6 1 + Eifria2+

Or, grâce à la condition (4.1), on a

Ma\ 2

.<F2 ±CII 17/4112H1

+c (exp 3 110 1 - ) (Watull12±11
+c (exp Il V ulli2Il V2u

D'autre part, il est aisé de voir, compte tenu des relations (4.28)- (4.29), que

11121112 - c ( e x p  3lIallc) Il V (Ilft6- V ull12 +W V 2 (1E2) .
Quant au terme h, on a évidemment

Ilf31112 c11 V a1112.
Ces estimations, jointes à (4.36), nous donnent



(4.37) 11 v 2Dru 1121.2 + Il vpro-112 +c
H 1( exp 3116d1L-)4300+
2
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+ c (exp 311011r ) (II,/ aiu 112e+ VAatulli2)
+c (11V aliiz+ il V itil2H0

En m ultipliant m aintenant (4.37) par K1 = o et en choisissant dans

Ici(4.34) 6 2 = -
2  ' 

on obtient, en les adjoignant

(4.38) (iii/ÏoMu lli2+ 11A/T)D, Va i2) +/cil' V 2Druili2+ 1 -11 V +

+ 11+
8  D ( ) (exp 3110I-) o  (Y0+Ii)

+C (eXP 3 110-lir ) 141121/1±11450tUili.2±11,/ VAatulli2+ Il V 0111.2)
Si on rappelle les relations évidentes

2
714112Hi,

II (p — pe,) ô 3 ac  (exp v20-11r,

conséquences immédiates de (1.3), d e  (4.18) e t d e  (4.28)- (4.29), on obtient
(voir aussi (1.11)), en adjoignant (4.38) a  (4.35)multipliée par
/C2 min (1, p - l i c ) ,  l'inégalité

(4.39) (ili oDâtili2+ ( 1 — ■79o  ++ K 2  dd t ILI V  f 2K2) )1),- V

+K311 G' 24,2+ 11 +
8

2 K2

/C2M
2

.où K 2 ' 4 (g+.1) (vo ir3 = min ( i c i   ( v o ir (1.11) pour m), tand is  que  I"  désigne  le

second membre de (4.38).
Finalement, si on applique encore le lemme 2.2 avec

—u,
p= ( p o - -  V • u) ,

da 
h=-- -u  •  G' 0— dt '
f =f i+f 2 ,

où

f i =  — Patu —  p (u • V ) u,
h= po- (V a— V ) ,

du
dt

da 2
d t  H2

on obtient en particulier



Equation d'un gaz visqueux isotherme 17

(4.40)1  VulIi c (Iihil2H2 + V A '  lif21 1) .

Or, grâce à la condition (4.1), on a

11h112H2 +11A L  (7-3

 

da
dt

2

H '
+11V 14 112H1+

   

+c (exp
+c (exp 3110-11r) (11 .904112/.2+114/ 7Aatu1112).

Quant Ah, on a

(exP V2allidi (exP

Ces estimations, jo'ntes a (4.40), nous donnent

(4.41) cidat H2 2+c (exp Yo0o+

+c (exp (11.J9(1,1a1411,112)+,121 7-A atu +  V

Cela étant, en multipliant (4.41) par 8 6 e t  e n  l 'a d jo ig n a n t  a (4.39), on

o b tien t, en  l'in tég ran t p a r  rap p o rt à . t, l'inéga lité  (4.9), ce  qu i achève  la
démonstration de la proposition 4.1.

5. Solution globale

Théorème 5.1. S o it  Q = R .  O n  suppose que pea e t  0  satisfont aux
conditions (1.8) - (1.11) et que les norm es Iluollu2 e t  licr011u2 sont suf f isam m ent
petites. A lors les équations (1.1) -  (1.3) adm ettent une solution et une seule
(u, a) dans la classe

(5.1)
f u E (0 , co ; H2 (Q) n , u E  L 2 (0 ,  c o ;  H z (D)

0- E (0, 00; H' (Q)), aEL 2 (0, 0 0 ; (S2) ) .

Dém onstration. L e théo rèm e 5.1 ré su lte ra  d u  th é o rè m e  3.1, si nous
démontrons une estimation a priori en vertu de laquelle les normes Ou (t)IIH2 et
lia (t) 1iH2 restent uniform ém ent bornées pour tout t G  [0, 0 0  [. En effet, si elles
restent bornées pour tout t par une même constante, le théorème 3.1 implique
q u e  (u, cr) peut-être prolongée  à l 'in te rv a lle  [t, t T l  (voir la rem arque au
théorème 3.1) et en réitérant cette procédure, on peut prolonger (u, tout
l'intervalle [0, 0 0  [.

A cette fin, on introduit les fonctions 0 (t) et (t); on pose en effet

(5.2) ( t) =11 Aie +Il 7 ofil+ atuiii2+

(5.3)T  (t) VAuili2+k411 alli2+ksilAulli2+

+k611,/ï9 V 2 0•11/2+kdi + k2/2+1e5/3,
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où

Ii.-= L p eq (ce  — eu  +1) ,

(5.4) 12 = L (p u )  • Va,

13 = - 2LpA vt - Va,

tand is  que  k = 1,..., 6 )  sont des constantes  à  déterminer convenablement.
Elles seront définies par les relations (5.8) -  (5.13).

Nous voulons en effet choisir les constantes k = 1,..., 6 ) de sorte que,
sous l'hypothèse (4 .1 ) et l'hypothèse

(5.5) 110- 11L-m.-; 51

avec une constante positive 51, on ait

(5.6) (t) 0 ,

(5.7) Y (t) +a (s) ds (0) ± (s) (Y (s) + (s)) ds,

avec deux constan tes positives a e t  S  n e  d é p e n d a n t q u e  d e  Si o u tre  le s
constantes données du problème.

Nous nous proposons de déterminer les constantes k (i = 1,..., 6 )  par les
relations suivantes

(5.8) k6=1,
(5.9) /es= 1 ±c 8 exp 251,
(5.10) k4=1-Fmax (k 5 c9 , c7k5 exp 5 1 - 1- c8 exp 25 ) ,
(5.11) k3= 1 ±c 5 ,
(5.12) k2=1±c3k3 exp 5 1 - Fc4 k4 exp 5 1 4 - c6 k5 - H 8  exp 25 1 ,

(5.13) ki=l+max(K ' k4 )

avec

K=k2c1 exp 51±k3c2 exp 251±k4c4 exp 25 1 +c 7 k5 exp 51 - H8 exp 251.

(c, = 1 ..... 8 ) sont les constantes figurant dans (4 .4 )- (4 .9 ), tandis que cs est
donnée dans (5.16)).

Pour m ontrer (5 .6 ), on remarque d'abord que

(5.14) 110-111.z c.110-11i2

qui résulte  im m édiatem ent de (1 .3 ) , d e  (1 .1 1 ), d e  (5 .5 )  e t de  la  re la tion
évidente

1
— r2 <re r  — er ± 1 exp tri V rER.2 —
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D'autre part, on voit aisément que, sous l'hypothèse (5.5), on a

(5.15) 1121: .14e2111/1 Griii2+ 2
k
k
2
4

(5.16) 1131 1,ii1Aulli2±c911,/(i

Si on rappelle la définition de Y  (t) (v o ir  (5.3) - (5.4), (5.8) - (5.13)), on
voit aisément que les inégalités (5.15) -  (5.16) entraînent (5.6) .

Ces relations im pliquent, en outre (voir aussi le lem m e 2.1), qu'il existe
deux constantes positives vi e t v2 tells que

(5.17) vi ii2H2+110" (t) (t) (t) li2H2 + lia (t)
D 'a u tre  p a r t , e n  so m m a n t l 'é g a lité  (4 .4 ) e t  le s  in é g a li té s  (4.5) - (4.9)
m ultipliées par les constantes k i ( i =1 ,..., 6 )  données pa r (5.8) - (5.13), on
obtient immédiatement l'inégalité (5.7) avec deux constantes a et p.

O r, en vertu de (5.17), on a

f V 0" (t) (t)
(5.18)

[116(0 Ili° (t)

avec deux constantes positives c et c'.
On suppose maintenant que

( a____t_1 ( 1— /1 +  4a 5 6  5?(5.19) (0) < min
13  2 1/ c "  c

Alors, comme on a

13(r+.1i) <a

pour rE [0' —

a  
+ —

1 1
1 + '

4 a
 o n  d é d u i t  d e  (5.7) que2 

(5.20) (t) (0) Vt>0.

D 'où il résulte des relations (5.18) -  (5.20) que

(5.21) a1L-(0,00. L3) 50,
51,

c'est - a - dire que les hypothèses (4.1) e t  (5.5) sont vérifiées.
D o n c , m a in te n a n t o n  p e u t d ire  q u e  (5.19) e n tra în e  (5.20) sans les

hypo thèses (4 .1 ) e t  (5 .5 ). P a r  c o n s é q u e n t ,  e n  v e r tu  d e  (5.17), sous
l'hypothèse (5.19) on obtient l'estimation a priori

Ilu (t) lI2 + la (662 (C) ,

pour tout tE [0, 0 0  E, ce qui d'après le théorème 3.1 (voir aussi sa remarque),
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nous permet de prolonger la solution (u, a) dans tout l'intervalle [0, 0 0  [.
Finalement, comme

(t) +,e ( t) ) .7 ->0

(voir (5 .19)- (5 .20)), on déduit de (5 .7 ) que

D( • ) EL' (0, 0 0 ).

En rappelant l'expression de D( • ) (voir (5 .2 )) , on voit aisément que u  et a
appartiennent à  la classe donnée par (5.1)

L 'un ic ité  de  la  so lu tion  résu lte  du  théorèm e 3 .1 ,  ce  qu i achève  la
démonstration du théorème 5.1.
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