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DIE GRUPPE A; ALS FIXPUNKTFREIE
AUTOMORPHISMENGRUPPE

VON
HaNs KURZWEIL

Die Gruppe A operiere als Automorphismengruppe auf der endlichen,
auflosbaren Gruppe G, und zwar fixpunktfrei, d.h. es gelte Cc(A) = 1;
weiter sei (|G|, |[A|) = 1 vorausgesetzt. In [6] und [7] zeigen wir fiir eine
Reihe von nichtauflosbaren Gruppen A, daB dann die nilpotente Lénge
(= Fittinglange) von G durch eine Zahl ¢ beschrinkt ist, die allein von A
abhidngt. Im Falle A = A; (alternierende Gruppe vom Grade 5) konnten
wir ¢ < 17 beweisen [6]. Angeregt durch allgemeinere Uberlegungen in
[7] betrachten wir hier noch einmal diesen speziellen Fall und beweisen
jetzt die Abschitzung

c<3$,

die nahe am genauen Wert von c liegt, da einfache Beispiele 3 < ¢ belegen
[6, S. 401]. Der hier vorgelegte Beweis ist recht elementar; er verwendet
nur allgemein bekannte Hilfssédtze, und vor allem kommt er ohne den recht
aufwendigen Apparat der Fittingketten [2] aus, den wir in [6] und [7] we-
sentlich beniitzen.

AuBlerdem 148t sich der Beweis auf fixpunktfreie Gruppen A iibertragen,
die eine sehr dhnliche Struktur wie die Gruppe As besitzen; wir verweisen
auf die Bemerkungen am Schlu8 der Arbeit.

Die Bezeichnungen sind wie iiblich, oder wie im nichsten Abschnitt
erklirt. Die nilpotente Liange einer auflésbaren Gruppe G ist die das Min-
imum der Langen aller Normalreihen von G, deren Faktoren nilpotent sind;
sie sei mit A(G) bezeichnet. Dem Referenten danke ich fiir sein sehr
sorgfaltiges Lesen der Arbeit.

1. Hilfssitze
In diesem Abschnitt sei durchgehend folgende Situation vorausgesetzt:
Es seien B, K, N, V Gruppen, so daB gilt:
B operiert als Automorphismengruppe auf K,
) (K|, |B) =1,
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K ist auflosbar,

N st ein B-invarianter Normalteiler von K,

V st eine elementarabelsche Gruppe, auf der das semidirekte Product
KB operiert; wir schreiben V additiv und betrachten V als KB-Modul,

) (vl,|B) = 1,
K operiert treu auf V.

Bekanntlich folgt aus (*)
Cx/m(B) = Cx(B)M/M

fur jede B-zuldssige Faktorgruppe K/M von K [4, 7.8]; dies wird im Fol-
genden ohne besonderen Hinweis angewandt.

Wegen (*) gilt auch [4, 7.5]:

1.1. Die Gruppe KB operiere als Permutationsgruppe auf einer Menge

); die Operation von K auf Q) sei transitiv. Dann existiert ein o € ) mit
B
o = a

Fiir of € Q = oX, b € B, folgt daher (&)’ = o = o~

Eine homogene N-Komponente von V ist eine maximale Summe von
zueinander isomorphen irreduziblen N-Untermodulen # 0 von V. Die
Menge aller homogenen N-Komponenten von V sei mit (V, N) bezeich-
net. V ist ein homogener N-Modul, wenn WV, N) = {V} gilt.

Folgende Bemerkungen ergeben sich aus dem bekannten Satz von Clif-
ford [4, 12.7].

1.2. Die Gruppe KB operiert als Permutationsgruppe auf der Menge
QV, N) vermédge

U= U, x € KB,

und zwar ist diese Operation transitiv, falls V ein homogener KB-Modul
ist; in diesem Fall gilt zudem

V= > U.

Ue(V,N)
Speziell fir N = K ergibt sich:

1.3. Es operiere KB irreduzibel auf V. Dann operiert B transitiv auf
QV, K); fir U € UV, K) gilt

N Cx(U)’ < Ck(V) =1
beB
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Immer gilt:
1.4. Zpecaw.n U ist direkt.
Aus 1.2 und 1.4 folgt:

1.5. Sei U € QV, N), S := Ng(U), und W := (U?) = @pes:sU®. Dann
gilt
Cw(B) = {bz ub|’u (S Cu(S)};

€B:S

dabei sei B:S ein Vertretersystem {Sb} von S in B.
Ein Spezialfall von 1.5 ist:

1.6. Seien U, S, W wie in 1.5. Dann gilt
Cu(S) = 0 Cs(B) = 0;
insbesondere folgt Cy(S) = 0 aus Cy(B) = 0.

1.7. Als K-Modul sei V vgllstdndig reduzibel. Seij/' ein KB-Faktormodul
# 0 von V; es sei U € UV, K), so dap U° = U und Co(B) # 0 gilt.
Dann existiert ein U € QV, K) mit U2 = U und Cy(B) # 0.

Beweis. Sei ¢ : V — V der kanonische KB-Epimorphismus. Da V
vollstindig reduzibel ist, existiert zu jedem irreduziblen K-Untermodul W
von U ein irreduzibler K-Untermodul W von V mit (W) = W. Man findet
daher ein U € Q(V, K) mit $(U) = U. Da B den K-Isomorphietyp
von U fixiert (O? = D), fixiert es auch den von U, d.h. U? = U. Es ist
daher ¢|y : U — U ein B-Epimorphismus, aus Co(B) # 0 ergibt sich also
Cy(B) # 0, beachte (*).

1.8. Sei V ein homogener K-Modul. Dann existiert ein U € UV, N)
mit U? = U.

Beweis. Aus 1.2 folgt (mit B = 1), dal K transitiv auf Q := UV, N)
operiert; die Behauptung folgt daher aus 1.1.

1.9. Die Gruppe B sei perfekt (B' = B), und V sei ein homogener K-
Modul. Dann gilt Cx(B) # 1, falls K # 1.

Beweis. Dazu sei N ein abelscher Normalteiler # 1 der auflésbaren
Gruppe K. Nach 1.8 existiert ein U € Q(V, N) mit U? = U, sei M die
B-invariante Gruppe N/Cx(U). Weil eine abelsche Gruppe auf einem ir-
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reduziblen Modul zyklisch operiert, ist M zyklisch, wird daher von der
perfekten Gruppe B zentralisiert. Aus (*) folgt Cy(B) # 1 falls M # 1. Im
Falle Cy(U) = N folgt

N = N* < C(U)

fir alle x € KB, also N < Cg(V) nach 1.2.

1.10. Es sei V ein homogener K-Modul. Es gelte Cy(B) = 0, aber
Cw(D) # 0 fiir jedes D ¥ B. Weiter sei vorausgesetzt:

(+) Ist L ein abelscher B-invarianter Abschnitt von K, so existiert ein
x € L mit Cg(x) = Cpg(L).

Dann operiert Cx(B) transitiv auf UV, N).

Beweis. Fir N = K ist dies richtig, da Q(V, K) = {V} vorausgesetzt
ist. Wegen der Auflosbarkeit von K findet man einen B-invarianten Nor-
malteiler M, N ¥ M, von K, so daB M/N abelsch ist. Per Induktion nach
|K:N| sei bereits bewiesen:

(i) Ck(B) operiert transitiv auf ( V, M).

Insbesondere normalisiert B jedes W € (V, M), nach 1.8. Fiir ein solches
W setze Q := (W, N); dann operiert MB als Permutationsgruppe auf ().
Wegen N < Kern (M auf Q) folgt aus 1.2, da die abelsche Gruppe M/N
eine regulire Permutationsgruppe L auf Q induziert, auch diese ist B-in-
variant. Nach Voraussetzung (+) existiert ein x € L mit

Cs(x) = Cp(L) =: S.

Wegen 1.1 operiert B genauso auf () wie auf L; es existiert darum ein
U € ) mit

S = Ny(U).

Aus Cy(B) = 0 und 1.6 folgt Cy(S) = 0. Da L = C(S) transitiv auf Q
operiert, folgt daraus Cy(S) = 0, mit (i) und Cx(B) < Ck(S) schlieBlich
Cv(S) = 0. Die minimale Wahl von B erzwingt nun S = B (setze D =
S = B). Es operiert daher Cy(B) transitiv auf Q(W, N) fiir jedes W €
Q(V, M), also auch Cx(B) transitiv auf ((V, N) nach (i).

Aus 1.10 folgt:

1.11. Die Situation sei wie in 1.10, und N sei eine p-Gruppe. Dann gilt:

(@ Z(N) < CnuB)

(b) Es gelte N' < Z(N). Dann operiert Cp(D) treu auf C(D) fiir jedes
D ¥ B.

Beweis. Wegen 1.10 kénnen wir fiir den Beweis von (a) und (b) an-
nehmen, daB V ein homogener N-Modul ist. Dann ist V nach 1.2 auch ein
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homogener X-Modul fiir jeden Normalteiler X von N, fiir den N = XCp(X)
gilt.

(a) Insbesondere ist V ein homogener Z(N)-Modul. Nach dem Schur’schen
Lemma [4, 12.2] ist daher die abelsche Gruppe Z:= Z(N) zyklisch, also
auch die Automorphismengruppe B/D =: E von Z, wobei D := Cyz(Z) ist
(beachte (*)). Im Falle D = B wird Z von B zentralisiert. Sei D ¥ B, also
W = Cy(D) # 0 nach Voraussetzung. Dann ist ZE eine Frobeniusgruppe,
die treu auf W operiert; bekanntlich folgt daraus fiir das zyklische Komp-
lement E, dafl Cy(E) # 0 ([4, 12.8], vergleiche 1.14) im Widerspruch zu
Cw(E) < Cy(B) = 0.

(b) Hier ist X := Cp(D) ein Normalteiler von N wegen Z(N) < X und
N' < Z(N). Bekanntlich gilt N = XCu(X) wegen (*) [4, 7.14]. Da V nun
ein homogener X-Modul ist, operiert X auf jedem Untermodul # 0 von V
treu; ein solcher ist Cy(D) nach Voraussetzung, beachte D < B.

Folgende Untergruppenliste der Gruppe As entnehme man z.B. [3, S. 227].

1.12. Sei B die Menge der echten Untergruppen B # 1 einer zur Gruppe
As isomorphen Gruppe. Sie RB,,; bzw. B, die Menge der minimalen bzw.
maximalen Gruppen in B. Dann gilt:

B = RBma U B,y U {B}, wobei B =2, X Z,;
|B| € {2, 3, 5} fiir B € B,;
B € B,,, ist eine Frobeniusgruppe der Ordnung 4 - 3,3 + 2 oder 5 - 2.

1.13. Fiir B € B gilt (+) in 1.10.
Dies zu beweisen ist eine Ubungsaufgabe, siehe auch [7, §8].

1.14. Die Ordnung von K sei ungerade. Sei V ein irreduzibler KB-Modul
und sei B € B \\ B,a. Es gelte Cy(B) = 0. Dann wird K von einer
Untergruppe 1 # D < B zentralisiert.

Im Falle |B| = 2 ist dies trivial. Im Falle |B| € {3, 5} folgt dies aus Th.
3.1in [8]. Im Falle B = Z, X Z, (nur hier benétigt man, dafl V irreduzibel
ist) entnimmt man die Behauptung entweder Th. 4.1 in [8], oder leitet sie
leicht aus 1.11 ab.

1.15. Sei V ein homogener K-Modul, und sei B € B \\ B,,;. Es gelte
Cy(B) = 0, aber Cy(D) # O fiir jedes D = B. Schliefilich sei N' < Z(N)
und N eine p-Gruppe. Dann gilt

Cn(E) = CN(B)

fiir jeden maximalen Normalteiler E von B.
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Beweis. Nach 1.13 gilt 1.11.b fiir D = E. Danach operiert Cy(E) treu
auf W := Cy(E) # 0, beide Gruppen sind B-invariant (E 2 B); auf ihnen
operiert also die Gruppe F := B/E. Aus Cy(B) = 0 folgt Cw(F) = 0. Wegen
|F| € {2, 3} (siehe 1.12) und 1.14 wird Cy(E) von F zentralisiert; es folgt
Cn(E) = Cn(B).

1.16. Der K-Modul V sei vollreduzibel. Es sei B € B,,, und E sei der
Frobeniuskern von B. Es gelte

0 # Cy(E) = Cu(B).
Dann existiert ein U € UV, K), so daf3 entweder (i) oder (ii) gilt:
i) U = Uund CyB) # 0
(i) Es existiert S < B mit |S| € {2, 3} und C(S) = U.
Beweis. Da V vollreduzibel ist, gilt

v= Y U.
ve(V,K)
Sei § = Np(U) fir U € Q(V, K). Gilt Cy(S) = 0 fiir jedes U € Q(V, K),
so folgt Cv(B) = 0 aus 1.6, entgegen der Voraussetzung 0 # Cy(E) =
Cy(B). Es existiert also ein U € Q(V, K), so da}

Cuy(S) # 0.
Sei T := E N S. Dann folgt fir W = (U?) = @yep.sU:

{E;Tuﬂu € CU(T)} < Cw(E) (1.5
= Cw(B)

bEB:S

_ { S e CU(S)} (1.5,

also Cy(S) = Cy(T), und |B : S| = |[E : T|.

Sei T = 1. Dann ist Cy(S) = U and S ein Komplement von E in B, also
|S| € {2, 3}; es folgt (ii). Im Falle T = E gilt S = B, es folgt (i). Sei
schlieBlich 1 # T 5 E, also B die Frobeniusgruppe der Ordnung 4-3. Dann
ist |[E : T| = 2, also |B : S| = 2; B besitzt aber keine Untergruppe der
Ordnung 6.

2. Das Ergebnis

Hier beweisen wir den

Satz. Die zur Gruppe As isomorphe Gruppe A operiere als Auto-
morphismengruppe fixpunktfrei auf der auflosbaren Gruppe G; es sei
(G|, |A) = 1 vorausgesetzt. Dann gilt h(G) < 5.
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Beweis. Sei G # 1. Aus einem Reduktionsargument von E. C. Dade
[2, S.511] folgt, daBB G eine A-invariante Untergruppe Y besitzt, so daB
®(Y) < Z(Y), und fir X:=Y/®(Y), H:= Ng(Y)/Cs(Y) folgendes gilt:

(1) X ist ein treuer, irreduzibler HA-Modul, h(H) = KG) — 1.

Im Falle H # 1 ergibt dasselbe Argument, angewandt auf H, eine
A-invariante Untergruppe Y; von H;, so daB ®(Y;) < Z(Y;), und fir
X;:= Y,/®(Y,), H:= Ny(¥,)/Cyx(Y)) gilt:

(2) X, ist ein treuer, irreduzibler H/A-Modul, h(H,) = h(H) — 1.

Wir beweisen nun vieles gleichzeitig fiir den HA-Modul X wie fiir den
H,A-Modul X,, formulieren aber nur fiir das Paar X, H.

Zuniachst zerlegen wir den irreduziblen HA-Modul X in seine H-
Komponenten.

(3) SeiVeEQX, H)und S = Nu(V). Dann gilt C(S) = 1.
@4 IstH # 1,s0ist S # A.

Die erste Behauptung folgt aus Cx(A) = 1 und 1.6 (setze V = X, B = A),
die zweite aus 1.9.

Sei D < A. In der Menge ¥ aller A-invarianter Abschnitte (= sections)
Z von G ordnen wir D eine Untermenge 9(D) folgendermaBen zu:

Ze 94D ﬂA [Z, D% = 1.
ac.
Offenbar gilt ¢ = ¢(D), falls D = 1, und 4(D) = {1}, falls D = A (wegen
Cs(A) = 1).

(5) Sei U # 1 ein H-invarianter Abschnitt von X mit [H, D] < Cyx(U)
fiir D < A. Dann gilt H € 4(D).

Denn A operiert transitiv auf den Isomorphietypen irreduzibler H-Un-

termodulen von X nach (1) und 1.3. Weiter ist X als H-Modul vollreduzibel;
also gilt

1.

M [H, D] = () [H, D" < N CxU") < Cu(X)
a€A a€A aEA

Wir behandeln zunichst die Fille G € 4(D) fir D € % (wie in 1.12),
und zeigen:

(6) Sei G € 4(D), D € B. Dann existiert ein V€ QUX, H) mit VP = V
und [H, D] < Cyx(V) = Cy(Cv(D)).

Wegen G € 4(D) liegt die A-invariante Untergruppe Y nicht in [G, D], die
Faktorgruppe X = Y/®(Y) wird also nicht von [G, D] N Y gedeckt. Danach
existiert eine HD-invariante Faktorgruppe X # 1 von X, die von D zent-
ralisiert wird. Da der H-Modul X vollreduzibel ist, findet sich eine Kom-
ponente V € Q(X, H) mit V2 = V, welche X nicht trivial “‘schneidet’
(vergleiche Beweis von 1.7 mit V = X und U = V). Insbesondere folgt
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Cv(D) # 1. Wegen [H, D] < Cx(X) < Cgx(V) ist Cy(D) unter H invariant.
Dies beweist (6).

(7) Seien G, V, D wie in (6) und S = N4(V). Dann gilt D 5 S und
H € %(D%)).

Denn D = S widerspricht (3). Wegen V5 = V folgt
[H, D’] = [H, DI
< Cu(Cv(D))* (6)
= Cu(V)" (6)
= Cu(V)

fir alle s € S, also [H,(D%] < Cg(V); nun ergibt (5) (setze U = V,
D = (D%) die Behauptung H € 4(D")).

8) Sei G € YD), D € RB. Dann folgt H € 4(B), wobei B € RB,,, oder
B=27,XZ,und D = Z,.

Zum Beweis sei S wie in (7). Sei zuniachst D £ S. Nach (6) operiert S/D
auf H/Cg(V) und Cy(D), und zwar fixpunktfrei auf C(D), da Cy(S) = 1.
Wegen |S/D| € {2, 3} (beachte D < §) kénnen wir 1.14 anwenden (setze
K = H/Cyx(V), B = S§/D). Danach folgt [H, S] < Cy(V), also mit (5)
HeE %S). Wegenl # D2 8§, D# S(@Tund S # A (4) sind nur die
Fille S € %,,, oder [D| = 2 und S = Z, X Z, moglich, setze B := §.

Sei nun D nicht normal in S. Dann folgt B:= (D%) € &,,, oder |S| = 12,
|ID| = 2 und B = Z, X Z,; die Behauptung folgt also aus (7).

Wir unterscheiden nun die Fille G € 9(D), D € %:

1. Fall. Gilt D € B,,,, so (G) < 1. Andernfalls ist H # 1; dann
widersprechen sich (3) und (6), da D = § wegen der Maximalitit von D
(A # S nach (4)).

2. Fall. Gilt D = Z, X Z,, so h(G) < 2. Denn nach (8) liegt H in %(B),
wobei B € 3,,,; Aus Fall 1 folgt also h(H) < 1, siehe (2).

3. Fall. Gilt D € ,,, so (G) < 3. Nach (8) liegt H in 4(B), wobei
entweder B € %,,, oder B = Z, X Z, gilt. Im ersten Fall folgt h(H) < 1,
also A(G) < 2 aus Fall 1; im zweiten Fall folgt A(H) < 2, also /(G) < 3
aus Fall 2.

Wir kommen nun zu dem allgemeinen Fall. Es sei H # 1 und:
VeQX, H), S=NuV)
K = H/Cu(V), N = Y;/Cy(V)
X, = N/®\NN).
(9) X, ist eine H,S-invariante Faktorgruppe # 1 von X, = Y,/®(Y,).
Andernfalls gilt mamlich Y; = ®(Y;)Cy,(V), also ¥, = Cy(Y;) und wir
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erhalten den Widerspruch
Y, = Y?
N Cu(VY)

acA
= Cy(X) (1.3)
= 1.
Wegen Cy(S) = 1 (3) existiert eine Untergruppe B von A, so daf3
(10) B < S, Cy(B) = 1, aber Cy(D) # 1 fiir jedes D  B.

Dieses B sei im Folgenden fixiert. Der Fall B = 1 fiihrt wegen V = Cy(B)
zu'V = 1, also X = 1 im Widerspruch zu G # 1.

4. Fall. Gilt B € RB,,;, so ist (G) <= 4. Sei U ein irreduzibler KB-
Untermodul von V. Wegen Cy(B) = 1 folgt aus 1.14 (setze U = V), daB
K von B zentralisiert wird; nach (5) gilt daher H € %(B). Aus Fall 3 folgt
h(H) =< 3, aus (1) daher die Behauptung.

S. Fall. Ist B=2Z, X Z,, so gilt h(G) < 4. Sei U wie eben. Nach 1.14
wird K von D < B, D # 1 zentralisiert; es liegt daher H in 4(D). Aus Fall
2 oder Fall 3 folgt h(H) < 3, also (G) < 4.

6. Fall. Gilt B € B,,,, so ist h(G) < 5. Sei E namlich der maximale
Normalteiler von B, also |E| € {4, 3, 5}. Wegen unserer Annahme (10) folgt
aus 1.15, Cy(E) = Cyn(B), insbesondere

Cx,(E) = Cx,(B), X, wiein (9).

"

Sei zunéchst Cg,(E) = 1. Fir einen irreduziblen H,E-Untermodul U, von
X folgt dann aus 1.14, da H,/Cy,(U,) von einer Untergruppe D < E,
D # 1 zentralisiert wird. Aus (5) folgt H, € 4(D), also h(H,) < 3 nach
Fall 2 oder 3. Aus (2) folgt h(G) <

Sei nun Cx,(E) # 1. Da X, w1e X als K-Modul vollreduzibel ist, kénnen
Wll‘ 1.16 anwenden (setze V = X,, K = H,/CH,(X 1). Danach existiert ein
U, e QX,, H,), so daB (i) oder (ii) gilt:

@ O = 0, Co® # 1. R
(ii)) Es existiert D € B,,; so daf3 Cy(D) = U,

Sei zunichst (i) richtig. Nach 1.7 (setze V = X, V = X)) existiert ein
U, € QX,, H) mit U} = U, und Cy,(B) # 0. Weil B eine maximale Un-
tergruppe von A ist, folgt daraus N,(U;) = A wegen (3) (angewandt auf
das Paar X,, H,); aus (4) folgt H, = 1, also h(G) < 2.

Es gelte nun (ii). Die Gruppe H,/ CHl((?]) wird daher von D zentralisiert.
Aus (5) (angewandt auf das Paar X, H)) folgt H, € 4(D), also h(H,) <
3 nach Fall 2 oder 3. Es folgt A/(G) < §.

Da im Falle B = A, also A = S aus (4) H = 1 folgt, haben wir alle
moglichen Fille diskutiert und damit unseren Satz bewiesen.
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AbschlieBend zwei Bemerkungen

(1) Fir eine Gruppe A sei n(A) das Maximum der Langen n aller
Untergruppenreihen

1=B|<#B2<¢...<¢Bn=A

von A. Es ist n(A) = 5 fiir A = As; daher besagt unser Satz A/(G) < n(A)
fir G, A wie dort. Mit einem geringfiigig allgemeineren Beweis 148t sich
diesselbe Aussage

h(G) < n(A)

auch fiir eine einfache Automorphismengruppe A beweisen, sofern jede
maximale Untergruppe von A einen abelschen Normalteiler von Primzahl-
index besitzt. Speziell gilt also #/(G) < 6 falls A = PSL(2, 2*) und h(G)
< 8 falls A = PSL(2, 2°).

(2) Dies fiithrt zu der Vermutung, dafl auch im allgemeinen Fall (fir
beliebiges A) die nilpotente Linge von G eine enge Funktion der Zahl n(A)
ist. Dies wiirde gut zu den Ergebnissen passen, die fiir auflosbares A bekannt
sind; hier ist n(A) + 1 die Lange einer Kompositionsreihe von A; vergleiche
[1] und [5].
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