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SUR L’ALGEBRE DE COHOMOLOGIE CYCLIQUE
D’UN ESPACE I-CONNEXE APPLICATIONS

A LA GEOMETRIE DES VARIETES

PAR

MICHELINE VIu-PolmI

Introduction

Dans toute la suite, X d6signe un espace topoligique 1-connexe, point6 par
xo, et ayant le type d’homotopie d’un C.W. complexe de type fini, et k est un
corps de caract6ristique z6ro. I1 a 6t6 prouv6 dans [2, I] que la K-th6orie
alg6brique rationnelle r6duite de X, not6e

/,+x(X) (R) Q

et 6gale/

K,+(X) (R) QIK,+(Xo) (R) Q,

est isomorphe t l’homologie cyclique r6duite de X, not6e H(,(X, Q) et 6gale t

HC,( X, Q)/HC,( ( xo ), Q).

Ensuite, il a 6t6 prouv6 dans [2, H] que HC,(X, k) est isomorphe/ l’homolo-
S Sgle equivariante de l’espace des lacets libres sur X, not6e Hg (X k) et 6gale

H,( xSl sa ESI, k ).
Enfin, dans [5], on a d6crit le mod61e minimal de Sullivan de Xsx s ES i
partir du mod61e de X, ainsi que le mod61e de la fibration

p. Xs s ES1- BS CPoo.

On voit que H*(XSx Xsx ES1) a une structure de module gradu6 sur l’anneau
de polyn6mes H*(BS1, k) = k[ a] o deg a 2.
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Dans cette note, le th6or6me 1 d6crit avec pr6cision la structure de k[a]-
module sur H*(Xsx s ES), et on montre que rgkto,lHC*(X) 1, pour tout
X. Diverses propositions en d6coulent facilement. En particulier, on retrouve
le corollaire 3 de [5] sans aueun calcul, (/ savoir que H*(X) s’injecte dans
HC*-x(X)). On a imm6diatement une formule pour la K-th6orie alg6brique
rationnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac-Lane (proposition 2). Ce
r6sultat 6tait d6j/a dans [8], mais d6coulait de longs calculs. Si A(X) d6signe
l’espace de Waldhausen de la K-th6orie alg6brique d’un espace X 1-connexe,
et si Wh(X) est la fibre homotopique de l’application de stabilisation
A(X) As(x), on donne une formule pour les dimensions des groupes
d’homotopie rationnelle de Wh(X), (th6or6me 2). Des calculs explicites sont
effectu6s pour X= K(Z, n), S",CP",I-If..K(Z,2j). Ensuite nous rappelons
la th6ofie de Burghelea-Lashof permettant de calculer, en basses dimensions,
les groupes d’homotopie rationnelle de Diff M", le groupe des diff6omomor-
phismes d’une vari6t6 COo compacte M de dimension n. Les th6or6mes
pr6c6dents nous donnent les valeurs des entiers dim I-I(Diff M) (R) Q lorsque
H*(M, R) est une alg6bre tronqu6e h un g6n6rateur (th6or6me 3), lorsque M
est une grassmannienne complexe et < 8 (th6or6me 4).

Remarque 1. Grace/ la th6orie de Quillen [10] qui 6tablit une 6quivalence
de cat6gories entre les types d’homotopie rationnelle de C.W. complexes
1-connexes et les alg6bres de Lie diff6rentielles gradu6es minimales sur Q, le
th6or6me I s’6tend/ la cohomologie cyclique de toute Q-alg6bre de cha]nes

connexe (A, d) ayant une structure d’alg6bre de Hopf diff6rentielle gradu6e
cocommutative; (il suffit de travailler avec l’espace X dont le mod61e de
Quillen est le mod61e minimal de l’alg6bre de Lie diff6rentielle gradu6e
Prim(A, d ).

Remarque 2. Dans [16], nous donnons un mod61e pour calculer l’homolo-
gie cyclique d’une alg6bre de chanes commutative gradu6e et nous montrons
l’analogue du th6or6me 1.

Exlms des rsultats

Nous renvoyons le lecteur/ [2], [5] et [14], pour la d6finition de l’homologie
cyclique, la K-th6orie alg6brique d’un espace, et h [7], [11], [13], pour la
d6finition et le calcul du mod61e minimal de Sullivan d’un espace. Comme X
est 1-connexe, l’espace Xs muni de la topologie compacte ouverte, ainsi que
l’espace 6quivariant Xs s ES sont nilpotents, et la th6orie de [7] s’ap-
plique. Rappelons que le fibr6

XsxXss ESxBS
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induit, en cohomologie, une suite exacte de Gysin:

s
H* H*-" (x es - _....

qui, lorsqu’on identifie H*(Xsl Xsl ESt, k) ? HC*(X, k) est isomorphe h la
suite exacte de Connes. De plus, le morphisme S de k[a]-module gradu est la
multiplication par le g6nSrateur a de H*(BSx, k). Tous les r6sultats sont
formulas en cohomologie, mais, par dualitY, les mSmes r6sultats sont vrais en
homologie.

Darts la th6orie du modSle minimal de Sullivan [7], [11] on associe tout
espace X, une Q-algSbre diff$rentielle gradu6e minimale, appel6e modSle
minimal de X, et notre ’x (AZ, dx) o Z n> 0Zn est un espace
vectoriel gradu6, avec Z= Hom0-I(X),Q), dx est une diff6rentielle de
degr6 +1 telle que si z Z, alors dxz appartient/i l’alg6bre engendr6e par
les g6n6rateurs z Z, < n, de plus H*([x, dx) = H*(X, Q). Si (AZ, d)
est le mod6.1e minimal de X, on dfinit Sp>0’ par ’ zP+X’
l’application identiq__e i" Zp/I P s’tend en une d6rivation de degr -1
de AZ AZ (R) AZ par i(z A z2) i(zt) ^ z2 +__(--1)degZz ^ i(z2)_et on
p_rolonge [i_Z par 0. On dfinit sur AZ (R) AZ une_ diffrentielle d par
dlAz d et di + id_ 0, on dfinit sur_Aa (R) AZ (R) AZ une diff6rentielle D
par Da O, D d + ai sur AZ (R) AZ. Darts [5] et [12], on a montr:

TH/oiM [5]. Soit X un espace 1-connexe de module minimal de Sullivan
(AZ, d); alors (AZ (R) AZ, d) est le module de Xs, (Aa (R) AZ (R) A, D) est
le module de Xsl s ESt, et les morphismes

(Aa,0) - (Aa (R) AZ (R) A, D) (AZ (R) A, )

(oit est 1 ’inclusion, q la projection), sont les modules de la fibration

Xs __, Xsx Xsx ES --, BS1.

On a

H*(BSX, k) HC*({Xo},k ) k[a] avecdega= 2.

Remarque. HC*(X, k) est un module gradu6 de type fini sur l’anneau
principal k[a], il admet done une d6composition en somme directe d’un
module libre de rang fini et d’un module de torsion. Le th6or6me suivant dit
que, pour tout espace X, la partie libre est de rang 1.
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THOldME 1. Soit X un espace 1-connexe, on note (AZ, d) le module
minimal de Sullivan de X, et (AZ (R) AZ-, ) celui de Xs. Alors le k[a]-module
gradu$ HC*( X, k) admet une dcomposition en somme directe de k[a]-modules
gradu$s du type: HC*(X, k) k[a] V* o V* >oVn est un k[a]-mod-
ule gradu de torsion, dfini ?t partir de (AZ (R) AZ, d). De plus, V* possde
une seconde graduation V* * telle que, pour tout p > 1, * O,
et pour chaque n > O, on a n O si p > n + 2.

Remarque. Le th6or6me 3.5. de [1] dit que si Vest une vari6t6 compacte sur
laquelle agit le cercle S et si F est l’ensemble des points fixes de cette action,
alors Y’.dim Hi(F,R)= rang H*(V Xsl ESI, R) (o rg H*(V sl ES,R) est
le rang de la partie libre du H*(BSX)-module principal H*(V s ES)). On
voit que ce th6or6me est faux si V n’est pas compacte; en effet, soit M une
vari6t6 compacte 1-connexe et V Ms, alors l’ensemble des points fixes de
l’action de S sur Ms est M, et on a toujours

rg H*(Ms s ESt, R)= 1,

d’apr6s le th6or6me 1.

Le d6monstration du th6or6me I utilise plusieurs lemmes. Je remercie Yves
F61ix de m’avoir montr6 les lemmes 1 et 2.

L. 1. Tout cocycle # Aa (R) A+(Z Z) s’$crit D#’ +/(to),
AZ (R) AZ, di(to)= O.

Preuoe. Soit # Aa (R) A+(Z Z) et D/ 0, 6cfivons

/ =/o + a/x + a/, avec/j A+(Z ).
On a

0 D/t d-/x 0 + a(i(/.tO) + P’I) +aJ(i(txj-1) + l*j)’’" +at’+li(/’t,)
D’o (/p) 0, i(_..,_x) + d/, 0,..., i(/o) + d# 0, d/0 0. I1 est_clair
que H.(AZ (R) AZ, i) 0, done si i(/,)_.= 0, il existe v,

_
A+(Z Z) tel

que/p i(,,); on a alors 0 i(/,-x) + di(ve..) i(p,p-1 dip)._ Par le mSme
raisonnement, on d6termine v,_x A+(Z Z) tel que/,_x d,, + i(v_x).
De pr_oche en proche, on d6termine_.,,_ x,..-, ’0 tels que si 0 < j < p 1, on a

/y d,y+ + i(,y); la condition d#0 0 implique que di(vo)= O. Alors #
s’6cdt # i(,o) + D(,x + a,2 + +ar-x’,).

Le k-espace vectoriel gradu$

Im N ker d
(Im i)

i(AZ (R) A) N Ker d
(i(AZ (R) A))
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peut tre muni d une structure de k[a]-module, et on a HC*(X, k) = k[ a] + V*.
De plus, si on pose, pour p > 1,

i(AZ (R) AP-t) N Ker r
g( (az (R)

on a V* 15’’ et V" 0 si p > n + 2.

Preuve. I1 d6coule, du lemme 1, une k-application lin6aire surjective de
Im N Ker d sur H*(Aa (R) A /(Z $ Z), D). Comme, pour v A +(Z $ Z)
tel que di(v) 0, on a D(i(v)) 0, cette application d6finit une application
surjective de Imi N Kerd/d(Im i) sur H*(Aa (R) A+(Z Z), D). Un calcul
semblable /i celui de la preuve du lemme 1 montre que cette application
lin6aire est injective. Cette bijection entre V* et H*(Aa (R) A+(Z $ Z), D)
per_met de transporter/i V*, la structure de k[a]-module de H*(Aa_ (R) A /(Z
$ Z), D) de la mani6re suivante: soit v V*, alors v [i(9)] avec di(9) O,
ai(q) Dq dq et i(dq) 0, donc dq i(q0’) et di(qo’) 0. La classe de
i(q’) dans V* est indpendante du repr6sentant choisi pour v, on peut donc
poser a. v [dq0] [i(q0’)]. De la d6composition en somme directe de k[a]-
modules,

HC*(X) k[a] + H*(Aa (R) A+(Z + ), D),
il d6coule la formule HC*(X, k) k[a] V*. On remarque que, pour p > 1,

i(AZ (R) A’-) c AZ (R)

donc Imi ,ti(AZ (R) A-I). D’autre part,

’(AZ (R) A’-) -ig(AZ (R) AP-) c i(AZ (R) A’-),
ceci prouve que si on pose

* [i(AZ (R) A-t) ( Kerg]/g(i(AZ (R) M’-)),
on a

CV ,.
p>l

LEMM 3. Pour tout p > l, on a a’ V* O.

Preuve. Soit v V*, v [i(q0)], q AZ (R) A-t,_ et a(q0) 0. D’aprs
le lemme 1, a’i(p) est de la forme D/ + i(pp), avec di(pp) 0; de plus,

t- p-1 " ap-2 -I- "’aP-21l "I- aP-l,
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et la suite t,-.., % est d6termin6e par d i(Pl), dt i(p2),.--,
i(qp). Comme p AZ (R) A-t, on en d6duit que

La condition i(d%_t) 0 implique que % 0, d’o

a’i(q0) D(#). C.Q.F.D.

Ceci ach6ve la d6monstration du th6or6me 1.

Ce th6or6me permet d’avoir imm6diatement le r6sultat suivant:

PROPOSITION 1.
par

L’application fl: (AZ, d) (Aa (R) AZ (R) AZ, D) dfinie

(to) (--1)degi(to)

pour to AZ, est un morphisme de complexes qui, en cohomologie, induit un
isomorphisme de H* + t( X, k) sur VI*.

COROLLAIRE. (i) H*-(X, k)= H*(X, k) (;2Vp*-1)
(ii/ /,(X) (R) k = H,( X, k) * Hom(, _> 2V* ,
Dmonstration. Soit to AZ, dto 0; alors fl(to) i(AZ) c3 Ker d donc

fl*[to] VI*, et r6ciproquement, tout 616merit de VI* est l’image par/3 * d’un
616merit de H*(AZ, d). Si fl*[to] 0 dans V*, cela veut dire qu’il existe
to’ AZ tel que/3(to) di(to’), d’o

i((--1)de’to + to’) 0,

[to] 0 dans H*(AZ, d).

PROPOSITION 2. Soit X un espace 1-connexe, ayant le type d’homotopie
rationnelle d un produit fini d espaces d ’Eilenberg-Mac Lane,

p

X-O I-I K(Z, n.) (% >_ 2);
j=l

alors HC*( X, k) k[a] V*. La s&ie de Poincar$ Pv,( ) E dim Vit est
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donn$e par la formule

Pv*(t) 1 + n "r (1 t nj)
)<

(1 + tn)rI (1 tn,_l)
1
Jnj impair

D$monstration. On a vu que

V* (Imi C Ker J)/J(Im i).

Si x VIf_xK(Z, nj), son mod61e minimal de Sullivan est

(A(x,,..., x,), d 0)
oh x, est un g6n6rateur de degr6 ny. L module minimal de Xs est

Soit la d6rivation de degr6 1 prolongeant application ldentlque x, x,.
On a, pour tout rn > 1, une courte state exacte d’espaces vectonels gradu6s,

o - (K,)- (Az A)m._.)(imi ) -1._)0,

et Vm (Ker i)m (Im i)m puisque d O. On en d6duit donc que

dim(AZ (R) A)m dim Vm + dim Vm

de lh, on tire la formule annonc6e.

Ces r6sultats vont nous permettre de faire des calculs en K-th6orie alg6brique
rationnelle d6finie par Waldhausen [14]. I1 construit un foncteur A de la
cat6gode des espaces topologiques 1-connexes dans celle des espaces de lacets
infini; la projection d’un espace X sur son point de base x0 induit une
application A(X) --, A({ x0 }),.on appelle A(X) sa fibre homotopique, et on a
une d6composition A(X) = A(X) X A(xo). Par d6finition, pour > 0, on
pose

r,(x) II,(a(x)), g,(x)= II,((x)) II,(a(x))/II,(xo).

On d6finit, de manire classique, l’application de stabilisation

a( X) A (X) .( X) X A (xo ) + lim__.fl".( Y. "X) X

A(x).
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On appelle Wh(X) la fibre homotopique de a(X). On suppose d6sormais que
X ale type d’homotopie d’un CW complexe fini, Waldhausen d6montre les
r6sultats suivants:

(1) A(X) = AS(x) x Wh(X) sur les rationnels.
(2) II(As(X)) (R) Q = H,(X, Q), > 0.
(3) Si f:X--, Y induit un isomorphism en homotopie rationnelle pour

< k, alors II(Wh(X)) (R) Q IIi(Wh(Y)) (R) Q pour < k.
Le th6or6me 1 permet de donner une formule explicite pour la srie de

Poincar d’homotopie de Wh(X) dfinie par

1-Iwtx)(t) E dim(IIi(Wh(X)) (R) Q)t i.
i>0

Totu 2.

alors on a

I-Iw(x)(t)

o

Soit X un espace 1-connexe point de cohomologie cyclique

1--t4 + tP%v;(t)= 1-1Wh((0))(t) + tP%v;(t)

P..vr(t) Edim(,2vi)t

D$monstration. On a, pour > 0,

1-,(A(X) k gi(x) k

g,(x) k K,(Xo) k

Hi(X, k) Horn( 2Vj-x, k) Ki(xo) (R) k

rI,(Wh(X)) (R) k Ki(xo) (R) k Hom( @,2Vi-, k).
I1 est bien connu que

dim Ki(xo) (R) k
i>o 1 --t4 i>0E dim(II,(Wh(x0)(R) k)t’

on en d6duit la formule annonc6e.
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COROLLAIRE 2.1. Si X K(Z, n), n >_ 2, alors I-Iwhx)(t) I-Iwh(x0)(t).
Wh(X) a les mmes groupes d ’homotopie rationnelle que le point.

Ce r6sultat est 6vident h partir du th6or6me 2, car, dans ce cas, on a, 2V* 0. I1 g6n6ralise des calculs de [3].

COROLLAIRE 2.2. Soit X un espace 1-connexe point tel que H*( X, Q) soit
une algbre tronque ?t un gnrateur de la forme Q[u]/(un+l), n >_ 1, deg u
2p. Alors

rIw   0)(t) + t2(pn+2p-1)(1 t2Pn)
(1 -t2p)(1 -t2(en+p-))

Exercice 2.3. Soit X K(Z, 2) K(Z, 4), alors

rIw  x)(t) 1-Iwh{x0)(t) + (1 --t2)(1 --t 4)

et done lI2i(Wh(X) (R) Q 0 pour tout > 0.

Nous allons montrer que les th6or6mes 1 et 2 ont des aplications int6-
ressantes au calcul des groupes d’homotopie rationnelle d’une vari6t6 diff6ren-
tiable M de dimension n h bord aM. On note DiFFM le groupe des
diff6omorphismes C qui sont l’identit6 sur OM, et on munit DiFFM de la
topologie compacte ouverte. Le r6sultat g6om6trique c16 dans cette th6orie est
expos6 dans [3] et [4] et peut se r6sumer ainsi: il existe une fonction croissante
(n) qui tend vers l’infini avec n (en fait, (n)- n/12), telle que le
((n)- 1)-6tage de Postnikov de DiFFM, localis6 en 0, a le type d’homo-
topie de l’espace total d’un fibr6 principal

T(M)- [(DiFFM)(.)_,]o- T2(M ).

L’espaee T2(M) est le localis6 du groupe simplieial des diff6omorphismes par
blocs, et ses groupes d’homotopie rationnelle peuvent 8tre enti6rement calcul6s
h l’aide de la th6orie de la chirurgie, l’espace T:(M) est un espaee de laeet
infini, dont le type d’homotopie rationnelle ne d6pend que de celui de M, et
peut 8tre calcul6 h partir de la K-th6orie alg6brique rationnelle de M. Pour
d6crire TI(M), Burghelea et Lashof construisent un foncteur S de la cat6gorie
des CW complexes finis dans celle des espaces de lacets infini tel que:

(i) I1 existe une application naturelle O(X): aut X - S(X) o aut X est le
mono’ide topologique des 6quivalences d’homotopie simple de X.
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(ii) Pour tout fibr6 vectoriel stable KO(X), il existe une involution

s(x) s(x)

qui induit une d6composition S(X) 0 (S(X)/) (S(X)_).
(iii) I1 existe une transformation naturelle de foncteurs S f]Wh qui,

pour tout CW complexe fini, est une 6quivalence d’homotopie rationnelle.

Si M est une vari6t6 de dimension n, on pose e(n) (- 1) n, on considre le
fibr tangent , T(M), et on note O(n) le compos de l’application O(M)
d6finie plus haut avec la projection de S(M) sur le facteur S(M)(n). On
montre, (th6or6me 2.B de [3]), que TI(M) a le type d’homotopie de fS(M)(n)
et que l’application classifiante d6finissant le fibr6 (.) h partir du fibr6
universel est le compos6

T2(M ) (DiFFM)0 - (aut M)o - S(M),(,,).

On remarque donc que si l’application induite par 0 entre les groupes
d’homotopie rationnelle

rIi(aut M) (R) Q IIi(S(M)) (R) Q 1-Ii+I(Wh(M)) (R) Q

est nulle pour < K fix6, alors la fibration

Tx(M) [(DiFFM))_]o T2(M )

est triviale en basses dimensions, et donc on a

0 - II,(T(M)) (R) Q FI,(DiFFM) (R) Q FI,(T(M)) (R) Q 0

n+(S’(M),) (R) Q

pour < inf(o(n)- 1, K). Dans [9], W. Meier ufilise cette remarque pour
calculer les groupes d’homotopie de certaines vari&s dont l’homologie ration-
nelle est concentre en degrs pairs. Grce au thorme 2 de ce travail, nous
allons retrouver ou amliorer les rsultats de Burghelea et Meier.

THIOltlME 3. Soit M une vari$t$ compacte 1-connexe telle que H*(M, R)
soit une algbre tronqu$e un gn$rateur de la forme R[u]/(un+), n > 1,
deg u 2p. Alors on a, pour 0 < j < (2np):

Si jest pair, IIj(DiFFM) (R) Q 0.
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Si jest impair,

dim Hj(DiFFM) (R) Q

dim IIj (aut M) (R) Q

+dim"(XJ+t(M t3 pt)) (R) Q + dim IIj+t(S(M)+ ) (R) Q,

2
dimIIj(autM)(R)Q= 1

0

sij 2p 1,
sij 2kp- 1,
sinon

2<k<n+ 1,

0
dimlIj+l(S(M)+) (R) Q

< 1
sij 1 (4),
sij 3 (4),

dim6(Xi+i(M t2 pt) (R) Q n + 2.

Preuve. D’apr6s le corollaire 2.2, on a H2i(Wh(M) (R) Q)= 0 si i<
dim M. Par ailleurs, le corollaire 2 de [9] montre que II2i(aut M) (R) Q 0,
ceci entraine que l’application

Oj" IIj(aut M) (R) Q IIj(S(M)) (R) Q IIj+I(Wh(M)) (R) Q

est nulle pour tout j < dim M. Le fibr6

2S(M) + --> [(DiFFM),o(,)-]o (DiFF M)o

est donc trivial en dimension j < dim M. Le calcul de

dim Hj(aut M) (R) Q

r6sulte du corollaire 2 de [9], et celui de

dim"(XJ+l(M t3 pt)) (R) Q,

du fait que si Y est un espace compact, on a KO""(Y) (R) Q k > on2k(Y, Q)"
Passons au cas plus int6ressant des grassmanniennes complexes

Gn, k= U(n)/U(k) X U(n k) oh2_<k_<n-k.

Ce sont des vari6t6s kiihl6riennes compactes 1-connexes de dimension com-
plexe k(n k). On a

H*(G,,,k, C) C[xl,..., xk] (R) C[Yl,..., y,_k]/1
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avec deg x deg yi 2i, pour n- k, et l’id6al I est engendr6 par les
relations Y’q+r_pXq Yr, 1 < p < n, q >_ O, r >_ O, oh, par convention x0 Yo

1. I1 est facile de voir que

H*(Gn,k, Q) Q[xl,..., Xk]/(fl, fk)

off (f,..., f) forment une suite r6guli6re de polyn6mes homog6nes en les x,
avec degfx=2(n-k+l)<degf2=2(n-k+2)< <degfk=2n.
Comme le type d’homotopie rationnelle de G, k ne d6pend que de sa cohomo-
logie, le morphisme de projection *,

Q[xx,..., Xk] --* Q[x,..., Xk]/(f,..., fk),

se rel6ve en une application continue tp: (Gn, k) o -- Y= K(Q, 2)
K(Q, 2k) qui est une 6quivalence d’homotopie rationnelle en dimension

< 2(n- k + 1); voir [13]. D’apr6s la th6ode g6n6rale de la K-th6orie
alg6brique de [14], on en d6duit que

dim H,(Wh(Gn,k)) (R) Q dim Hi(Wh(Y)) (R) Q

pour < 2(n k + 1). On a alors une g6n6ralisation du th6or6me 5 de [9]:

Tn/ORi 4. Soit M G,, k la grassmannienne complexe des k-plans de C
(2 <_ k <_ n k). Alors, si 8 < inf(0(2k(n k)) 1, 2(n k) + 1), on a:

(i) H2(DiFFM) (R) Q H4(DiFFM) (R) Q H6(DiFFM) (R) Q 0.
(ii) Si k 2, HEi(DiFFM) (R) Q= 0, si 2i <_ inf(o(4(n- 2))- 1,

2(n-2)+1);
si k > 2, dim Us(DiFFM) (R) Q < 1.
Off) Soit

N,+ Ker[ YI,+(DiFFM) (R) Q --, YI,+(DiFFM) (R) Q -* 0]
pour 0 < < 3. Alors Nx 0, dim N 2, dim N5 1 si k 2 et dim N5 _< 2
si k > 2; dimN73sik=2,dimN7<5 si k= 3 et dim N76 si k > 3.

La d6monstration du th6orb.me 4 est semblable t celle du th6or6me 3. Elle
utilise l’exercice 2.3 pour k 2, et si k > 2 le lemme suivant dont la preuve
est laiss6e au lecteur.

Soit Y II’_K(Z, 2j) et k > 3; alors on a

ltWh(y)kt] 1 4

5 + 7 + akt9 + . Q(t)
k

l-I (1 2’)
j--1

oi Q(t) Z[t] et Q(O) 1, a k 2 si k > 3, a 1 si k 3.
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Nous allons terminer cette note par une remarque qui a, sans doute, des
applications en th6orie quantique des champs; voir [15].

Remarque. Soit V une vari6t6 C compacte 1-connexe, et soit (AZ, d) le
mod61e minimal de Sullivan de V. Alors (AZ (R)oR, d_(R) 1) est_ le mod61e
minimal de l’alg6bre de de Rham 2*(V), et (AZ (R) AZ (R)oR, d (R) 1) est le
module minimal de l’algbre de de Rham 2*(vS). Posons, pour tout s R,
d a7 (R) 1 + si, on a d2 0, et on peut d6finir le R-espace vectoriel W
Ker d/Im d, par analogie avec la construction de Witten. Mais il faut se
souvenir que Vs n’est pas compacte, et que l’action I: S Vs Vs n’est
pas diff6rentiable! On peut montrer, grace au th6or6me 1 et au lemme 5.3 de
[1] que, pour tout s 4: 0, on a W = R.
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