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SUR L’ALGEBRE DE COHOMOLOGIE CYCLIQUE
D’UN ESPACE 1-CONNEXE APPLICATIONS
A LA GEOMETRIE DES VARIETES

PAR
MICHELINE VIGUE-POIRRIER!

Introduction

Dans toute la suite, X désigne un espace topoligique 1-connexe, pointé par
X4, et ayant le type d’homotopie d’'un C.W. complexe de type fini, et k est un
corps de caractéristique zéro. Il a été prouvé dans [2, I] que la K-théorie
algébrique rationnelle réduite de X, notée

Kei(X)©Q
et égale
Ky11(X) ® Q/Ky1(x,) © Q,
est isomorphe 2 I’homologie cyclique réduite de X, notée HC,( X, Q) et égale 4
HC,(X,Q)/HC4({x,}, Q).
Ensuite, il a été prouvé dans [2, IT] que HC,(X, k) est isomorphe 4 ’homolo-

gie équivariante de I'espace des lacets libres sur X, notée HS' (X%, k) et égale
a

Hy( XS x5 ESY k).

Enfin, dans [5], on a décrit le modéle minimal de Sullivan de XS’ Xg ES' 2
partir du modéle de X, ainsi que le modéle de la fibration

p: X5 xg ES' - BS' = CP™.

On voit que H*(XS' Xg ES') a une structure de module gradué sur anneau
de polyndmes H*(BS, k) = k[a] ou deg a = 2.
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Dans cette note, le théoréme 1 décrit avec précision la structure de k[a]-
module sur H*( XS Xq EST), et on montre que 1841 HC*(X) = 1, pour tout
X. Diverses propositions en découlent facilement. En particulier, on retrouve
le corollaire 3 de [5] sans aucun calcul, (2 savoir que H*(X) s’injecte dans
HC*~Y(X)). On a immédiatement une formule pour la K-théorie algébrique
rationnelle d’un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac-Lane (proposition 2). Ce
résultat était déja dans [8], mais découlait de longs calculs. Si 4(X) désigne
Pespace de Waldhausen de la K-théorie algébrique d’un espace X 1-connexe,
et si WhP(X) est la fibre homotopique de lapplication de stabilisation
A(X) - A5(X), on donne une formule pour les dimensions des groupes
d’homotopie rationnelle de Wh?( X), (théoréme 2). Des calculs explicites sont
effectués pour X = K(Z, n), S",CP",T1?_,K(Z,2 j). Ensuite nous rappelons
la théorie de Burghelea-Lashof permettant de calculer, en basses dimensions,
les groupes d’homotopie rationnelle de Diff M", le groupe des difféomomor-
phismes d’une variété C® compacte M de dimension n. Les théorémes
précédents nous donnent les valeurs des entiers dimIT,(Diff M) ® Q lorsque
H*(M, R) est une algébre tronquée a un générateur (théoréme 3), lorsque M
est une grassmannienne complexe et i < 8 (théoréme 4).

Remarque 1. Grice a la théorie de Quillen [10] qui établit une équivalence
de catégories entre les types d’homotopie rationnelle de C.W. complexes
1-connexes et les algébres de Lie différentielles graduées minimales sur Q, le
théoréme 1 s’étend 4 la cohomologie cyclique de toute Q-algébre de chaines
connexe (A, d) ayant une structure d’algébre de Hopf différentielle graduée
cocommutative; (il suffit de travailler avec I’espace X dont le modéle de
Quillen est le modéle minimal de lalgébre de Lie différentielle graduée
Prim(4, d).

Remarque 2. Dans [16], nous donnons un modéle pour calculer ’homolo-
gie cyclique d’une algébre de chaines commutative graduée et nous montrons
Panalogue du théoréme 1.

Exposé des résultats

Nous renvoyons le lecteur a [2], [5] et [14], pour la définition de I’homologie
cyclique, la K-théorie algébrique d’un espace, et a [7], [11], [13], pour la
définition et le calcul du modéle minimal de Sullivan d’un espace. Comme X
est 1-connexe, I'espace X ' muni de la topologie compacte ouverte, ainsi que
Iespace équivariant X5 Xq ES! sont nilpotents, et la théorie de [7] s’ap-
plique. Rappelons que le fibré

X5 - x5 xg ES' S Bst
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induit, en cohomologie, une suite exacte de Gysin:
> H Y (XS k) > H* (XS xg ESY, k)

S (X5 xg ESY, k) » HY (XS, k) > ---

qui, lorsqu’on identifie H*(XS' xq ES%, k) & HC*(X, k) est isomorphe 2 la
suite exacte de Connes. De plus, le morphisme S de k[a]-module gradué est la
multiplication par le générateur a de H*(BS', k). Tous les résultats sont
formulés en cohomologie, mais, par dualité, les mémes résultats sont vrais en
homologie.

Dans la théorie du modéle minimal de Sullivan [7], [11] on associe & tout
espace X, une Q-algébre différentielle graduée minimale, appelée modéle
minimal de X, et notée A = (AZ,dy) ou Z= &, ,Z" est un espace
vectoriel gradué, avec Z" = Hom([1,(X),Q), dx est une différentielle de
degré +1 telle que si z € Z", alors d xz appartient & I’algébre engendrée par
les générateurs z; € Z', i < n, de plus H*(M y, dy) = H*(X,Q). Si (AZ, d)
est le modéle minimal de X, on définit Z = ®,.,Z" par ZP = ZP*Y,
Papplication identique i: Z?*! — Z? s'étend en une dérivation de degré —1
de AZ > AZ ® AZ par i(z; A z,) = i(z;) A z, + (—1)%B2z, A i(z,) et on
prolonge i a z par 0. On définit sur AZ ® AZ une différentielle d par
dIAZ =d et di + id = 0, on définit sur Aa ® AZ ® AZ une différentielle D
par Da =0, D =d + ai sur AZ ® AZ. Dans [5] et [12], on a montré:

THEOREME [5]. Soit X un_espace 1-connexe de modele minimal de Sullivan

(AZ, d); alors (AZ ® AZ,d) est le modéle de XS', (Aa ® AZ ® AZ, D) est
le modéle de X5 Xg ES', et les morphismes

(Aa,0) > (Aa ® AZ ® AZ, D) > (AZ ® AZ, d)
(ot i est ’inclusion, q la projection), sont les modéles de la fibration
X5 - x5 xq ES! - BS.
Ona
H*(BS', k) = HC*({x,}, k) = k[a] avec dega = 2.
Remarque. HC*(X, k) est un module gradué de type fini sur 'anneau
principal k[a], il admet donc une décomposition en somme directe d’un

module libre de rang fini et d'un module de torsion. Le théoréme suivant dit
que, pour tout espace X, la partie libre est de rang 1.
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THEOREME 1. Soit X un espace 1-connexe, on note (AZ,d) le modéle
minimal de Sullivan de X, et (AZ ® AZ, d) celui de XS'. S'. Alors le k[a]-module
gradué HC*( X, k) admet une décomposition en somme directe de k|a)-modules
gradués du type: HC*(X, k) = k[a] ® V*ou V* = @ _ V" est un k[a]-mod-
ule gradué de torsion, défini a partir de (AZ ® AZ, d). De plus, V* posséde
une seconde graduation V* = @ |V * telle que, pour toutp 2 1, a? - V,* = 0,
et pour chaque n > 0, ona V) =0sip>n+2.

Remarque. Le théoréme 3.5. de [1] dit que si V est une variété compacte sur
laquelle agit le cercle S* et si F est Pensemble des points fixes de cette action,
alors X, dim H(F,R) = rang H*(V Xg ES',R) (ou rg H*(V Xg ES,R) est
le rang de la partie libre du H*(BS‘)-module principal H*(V Xg ES')). On
voit que ce théoréme est faux si ¥ n’est pas compacte; en effet, soit M une
variété compacte 1-connexe et ¥ = M, alors ensemble des points fixes de
Paction de S! sur MS est M, et on a toujours

rg H*(MS' xg ESLR) =1,
d’aprés le théoréme 1.

Le démonstration du théoréme 1 utilise plusieurs lemmes. Je remercie Yves
Félix de m’avoir montré les lemmes 1 et 2.

LEMME 1. Tout cocycle p € Aa ® A*(Z ® Z) s’écrit p= Dy’ + i(w),
weAZ®AZ di(w) =0

Preuve. Soit p € Aa ® A*(Z ® Z) et Du = 0, écrivons
p=po+ap - +aPp, avecp, € A*(Z o Z).
On a
0 = Dp = dpo + ali(pe) + dpy) -+ +a/(i(p;_y) + dp;) -+ +a?*i(n,).

Dou i(p,) =0, i(p,_1) + dpzp =0,...,i(pg) +dp, =0,dp,=0.11 est clair
que H(AZ ® AZ,i) =0, donc si z(u ).=0, il existe », e =A"(Z o Z) tel

que p, = i(y,); onaalors 0 = i(p,_,) + dt(v ) =i(pp_q — ) Par le méme
raisonnement, on détermine »,_; € A*(Z & Z) tel que Pp-1= dv + i(v,_1)
De proche en proche, on déterrmne Vp_15--+5 Vg telsquesi0 < j < p -1, on a

= dy, 41+ i(v); la condition duo = 0 unphque que di(vy) = 0. Alors p
’écrlt p=i(vy) + Dy, +av, + -+ +aPly )

LEMME 2. Le k-espace vectoriel gradué

Iminkerd i(AZ® AZ) N Kerd

V= Tdmi) ~ d(AZe AZ))
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peut étre muni d ’une structure de k[al-module, et on a HC*( X, k) = k[a] ® V*.
De plus, si on pose, pourp 21,

P - i(A_Z ® AP7'Z) ﬂ_KerJ

b d(i(AZ ® AP7'Z)) °

onaV*= Gszle*,etI/;,"=0sip>n+2.

Preuve. 11 découle, du lemme 1, une k-application linéaire surjective de
Imi N Kerd sur H*(Aa ® A*(Z & Z), D). Comme, pour » € A*(Z & Z)
tel que di(v) = 0, on a D(i(»)) = 0, cette application définit une application
surjective de Im i N Ker d/d(Im i) sur H*(Aa ® A*(Z ® Z), D). Un calcul

semblable a celui de la preuve du lemme 1 montre que cette application
linéaire est injective. Cette bijection entre V* et H*(Aa ® A*(Z & Z), D)
permet de transporter & V*, la structure de k[a]-module de H*(Aa ® A"(Z
® Z), D) de la maniére suivante: soit v € V*, alors v = [i(¢)] avec di(p) =
ai(p) = Do — do et i(de) = 0, donc do = i(¢’) et di(¢’) = 0. La classe de
i(¢") dans V* est indépendante du représentant choisi pour v, on peut donc
poser a - v = [do] = [i(¢")]. De la décomposition en somme directe de k[a]-
modules,

HC*(X) = k[a] ® H*(Aa ® A*(Z ® Z), D),
il découle la formule HC*( X, k) = k[a] ® V*. On remarque que, pour p > 1,
i(AZ® A?7'Z) c AZ ® A?Z,
doncImi= @, ,i(AZ® A?~1Z). D’autre part,
dGi(AZ® A?7'Z) = —id(AZ ® AP7'Z) ci(AZ ® A?P7'Z),
ceci prouve que si on pose
V,* = [i(AZ ® AP71Z) N Kerd]/d(i(AZ ® AP7'Z)),

on a

LEMME 3. Pour toutp > 1, ona a? - V= 0.

Preuve. Soit v € V,*, v =[i(p)], e € AZ ® A?7'Z, et di(p) = 0. D’aprés
le lemme 1, a?i(¢) est de la forme Dp + i(¢@,), avec dl((‘pp) = 0; de plus,

b= (pp—l + a‘pp—Z + - +ap~2¢1 + ap—'l(p,
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et la suite @,, ..., @, est déterminée par do = i(p,), dp; = i(9,),..., dp, ,
= i(¢,). Comme ¢ € AZ ® A?~'Z, on en déduit que

9, EAZ®APZ, g, e AZ® APT3Z,..., ®,_1 EAZ.
La condition i(dg,_,) = 0 implique que ¢, = 0, d’olt
a?i(p) = D(p). C.Q.F.D.
Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.
Ce théoréme permet d’avoir immédiatement le résultat suivant:

PROPOSITION 1.  L’application B: (AZ,d) - (Aa ® AZ ® AZ, D) définie
par

B(w) = (=1)***i(w)

pour w € AZ, est un morphisme de complexes qui, en cohomologie, induit un
isomorphisme de H* (X, k) sur V*.

COROLLAIRE. (i) HC*Y(X, k) = H*(X, k) ® (@ P A
(i) Kau(X)® k= Hy(X, k) ® Hom(®, _,V,*1 kJ.”

Démonstration. Soit w € AZ, dw = 0; alors B(w) € i(AZ) N Kerd donc
B*[w] € V}*, et réciproquement, tout élément de V;* est I'image par 8* d’un
élément de H*(AZ,d). Si B*[w] =0 dans V;*, cela veut dire qu’il existe
o’ € AZ tel que B(w) = di(w'), dou

i((—l)degww + Jw’) =0,
d’ou
w=(-1)%"dw,
[w] = 0 dans H*(AZ, d).

PROPOSITION 2. Soit X un espace l-connexe, ayant le type d’homotopie
rationnelle d’un produit fini d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane,

4
X~ l—'[lK(Z, n;) (n;22);
j-

alors HC*(X, k) = k[a] ® V*. La série de Poincaré P,.(t) = LdimV't' est
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donnée par la formule

Pa() = o] TT G0 o )

T+1 n; pair (1 - tnj) n; impair (1 - t"/—l)

Démonstration. On a vu que
V* = (ImiN Kerd)/d(Imi).
Si X =I17.,K(Z, n;), son modéle minimal de Sullivan est
(A(x,,l, e x,,p), d= 0)
ou x,, est un générateur de degré n;. Le modéle minimal de X' ' est
(A(x,,. %, ),d=0).

Soit i 1a dérivation de degré —1 prolongeant I’application identique x, - X,
On a, pour tout m > 1, une courte suite exacte d’espaces vectoriels gradués,

0 - (Keri)™ > (AZ® AZ)" > (Imi)" ' > 0,

et V™ = (Keri)” = (Im i)™ puisque d = 0. On en déduit donc que
dim(AZ ® AZ)" = dim V™ + dimV™"1;
de 13, on tire la formule annoncée.

Ces résultats vont nous permettre de faire des calculs en K-théorie algébrique
rationnelle définie par Waldhausen [14]. II construit un foncteur 4 de la
catégorie des espaces topologiques 1-connexes dans celle des espaces de lacets
infini; la projection d’'un espace X sur son point de base x, induit une
application 4(X) — A({x,}), on appelle A(X) sa fibre homotopique, et on a
une décomposition A(X) = A(X) X A(xy). Par définition, pour i > 0, on
pose

K,(X) = IL(4(X)), K(X) = IL,(4(X)) = I, (A(X))/IL,(x,)-
On définit, de maniére classique, application de stabilisation
a(X): A(X) = A(X) X A(xo) - imQ"4(2"X) X imR"4(S™)

= A5(X).
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On appelle Wh( X) la fibre homotopique de a(X). On suppose désormais que
X a le type d’homotopie d'un CW complexe fini, Waldhausen démontre les
résultats suivants:

(1) A(X) = A5(X) X Wh(X) sur les rationnels.

@) TL(A5(X))® Q = H(X,Q), i > 0.

(3) Si f: X — Y induit un isomorphism en homotopie rationnelle pour

i <k, alors IT,(Wh(X)) ® Q = II,(Wh(Y)) ® Q pour i < k.

Le théoréme 1 permet de donner une formule explicite pour la série de

Poincaré d’homotopie de Wh( X') définie par

Mynon (1) = Y. dim(IT,(Wh(X)) ® Q)¢'.

i>0
THEOREME 2. Soit X un espace 1-connexe pointé de cohomologie cyclique
HCY(X, k) = kla] @  ® 72);
p=1
alors on a

t
My (2) = 114 + tPe,sz;(t) = l—[Wh((xo))(t) + tPe,sz;(t)
ou

psz (1) = zdlm( pz2"p )ti

Démonstration. On a, pour i > 0,
M,(A(X)®k=K,(X)® k
=K(X)® ko K,(x,) ®k
= H(X, k) ® Hom(®,, 7, "%, k) ® K,(x,) ® k

d’ou

p22V;—1’ k)‘

IT,(Wh( X)) ® k = K,(x,) ® k ® Hom( &

11 est bien connu que

= Y dim(IT,(Wh(x,) ® k)7,

i>0 i>0

on en déduit la formule annoncée.
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COROLLAIRE 2.1. Si X = K(Z, n), n 22, alors Tlyyx)(t) = Iym(x,(0)-
Wh(X) a les mémes groupes d’homotopie rationnelle que le point.

Ce résultat est évident a partir du théoréme 2, car, dans ce cas, on a

® . ,V,* = 0. 11 généralise des calculs de [3].

p=2
COROLLAIRE 2.2. Soit X un espace 1-connexe pointé tel que H*( X, Q) soit
une algébre tronquée a un générateur de la forme Q[u]/(u"*1), n > 1, degu =
2p. Alors

t2(pn+2p—1)(l _ t2pn)
Mwnx)(2) = HWh(xo)(t) + (1 — 127)(1 — (2Pnr-D)

Exercice 2.3. Soit X = K(Z,2) X K(Z,4), alors

/5
HWh(X)(t) = I_[Wh(xo)(t) + 1 -)1 -9

et donc II,,(Wh(X) ® Q = 0 pour tout i > 0.

Nous allons montrer que les théorémes 1 et 2 ont des aplications inté-
ressantes au calcul des groupes d’homotopie rationnelle d’une variété différen-
tiable M de dimension n 4 bord dM. On note DiFFM le groupe des
difféomorphismes C* qui sont l'identité sur dM, et on munit DiFFM de la
topologie compacte ouverte. Le résultat géométrique clé dans cette théorie est
exposé dans [3] et [4] et peut se résumer ainsi: il existe une fonction croissante
w(n) qui tend vers linfini avec n (en fait, w(n) ~ n/12), telle que le
(w(n) — 1)-étage de Postnikov de DiFF M, localisé en 0, a le type d’homo-
topie de I’espace total d’un fibré principal

(%) T,(M) - [(DIFFM) y(ny-1], = To(M).

L’espace T,(M) est le localisé du groupe simplicial des difféomorphismes par
blocs, et ses groupes d’homotopie rationnelle peuvent étre entiérement calculés
a Paide de la théorie de la chirurgie, 'espace T;(M) est un espace de lacet
infini, dont le type d’homotopie rationnelle ne dépend que de celui de M, et
peut étre calculé A partir de la K-théorie algébrique rationnelle de M. Pour
décrire T,(M), Burghelea et Lashof construisent un foncteur S de la catégorie
des CW complexes finis dans celle des espaces de lacets infini tel que:

(i) Il existe une application naturelle §( X): aut X — S(X) ou aut X est le
monoide topologique des équivalences d’homotopie simple de X.



SUR L’ALGEBRE DE COHOMOLOGIE CYCLIQUE 49

(ii) Pour tout fibré vectoriel stable £ € Eé(X ), il existe une involution
7(£): S(X) - S(X)

qui induit une décomposition S(X), = (S¥(X),) X (S¥(X)_).
(iii)) Il existe une transformation naturelle de foncteurs S - @Wh qui,
pour tout CW complexe fini, est une équivalence d’homotopie rationnelle.

Si M est une variété de dimension n, on pose &(n) = (—1)", on considére le
fibré tangent » = T(M), et on note 6, le composé de I'application 6(M)
définie plus haut avec la projection de S(M) sur le facteur S*(M),,,. On
montre, (théoréme 2.B de [3]), que T;(M) a le type d’homotopie de @S* (M),
et que l'application classifiante ¢ définissant le fibré (*) & partir du fibré
universel est le composé

e(n)

T,(M) = (DIFF M), > (aut M) — S(M) (n)-

On remarque donc que si l'application induite par 6 entre les groupes
d’homotopie rationnelle

II;(aut M) ® Q > I1,(S(M)) ® Q =1I,,,(Wh(M)) ® Q
est nulle pour i < K fixé, alors la fibration
T, (M) - [(DiFFM)w(n)—I]O - T,(M)

est triviale en basses dimensions, et donc on a

0 > IL(Ty(M)) ® Q > I1,(DIFFM) ® Q > I1,(Ty(M)) ® Q - 0
1l

Hi+l(S”(M)€(")) ®Q

pour i < inf(w(n) — 1, K). Dans [9], W. Meier utilise cette remarque pour
calculer les groupes d’homotopie de certaines variétés dont I’lhomologie ration-
nelle est concentrée en degrés pairs. Grice au thoéréme 2 de ce travail, nous
allons retrouver ou améliorer les résultats de Burghelea et Meier.

THEOREME 3. Soit M une variété compacte 1-connexe telle que H*(M,R)
soit une algébre tronquée a un générateur de la forme Rlu]/(u"*'), n =1,
degu = 2p. Alors on a, pour 0 <j < w(2np):

Si j est pair, I1 (DIFFM) ® Q = 0.
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Si j est impair,
dim IT,(DiFF M) ® Q
= dim IT;(aut M) ® Q
+dimKO(Z/* (M U pt)) ® Q + dim I1,,,(5"(M), ) ® Q,

ol
2 sij=2p-—1,
dmIl (aut M) ® Q=1(1 sij=2kp—-1, 2<k<n+]1,
0 sinon,

0 sij=1(4),
<1 sij=3(4),

dimKO(Z/* (MU p') ® Q=n + 2.

dim Hj+1(S"(M)+) ®Q-= {

Prewve. D’aprés le corollaire 2.2, on a IT,(Wh(M)® Q)=10 si i<
dim M. Par ailleurs, le corollaire 2 de [9] montre que II,,(aut M) ® Q =0,
ceci entraine que I'application

6;: T, (aut M) ® Q > II,(S(M)) ® Q=1I,,,(Wh(M)) ® Q
est nulle pour tout j < dim M. Le fibré
Qs*(M) . ~ [(DiFFM) ym)-1], = (DIFF M),
est donc trivial en dimension j < dim M. Le calcul de
dim IT;(aut M) ® Q
résulte du corollaire 2 de [9), et celui de
dimKO(Z/*'(M U pt)) ® Q,

du fait que si Y est un espace compact, on a KO(Y) ® Q = & v>oH (Y, Q).
Passons au cas plus intéressant des grassmanniennes complexes

G, = U(n)/U(k) x U(n — k) ow2<k=<n-—k.

Ce sont des variétés kihlériennes compactes 1-connexes de dimension com-
plexe k(n — k). On a

H*(Gn,k’c) = C[xl’“" xk] ® C[}’1,~~-, yn—k]/I
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avec deg x; = deg y, = 2i, pour i < n — k, et I'idéal I est engendré par les
relations ¥, ,x,®y,,1<p<n,q=0,r=0,ol, par convention x, = y,
= 1. 1l est facile de voir que

H*(Gn,k’Q) = Q[xv-”’ xk]/(fl’--'9fk)

ou (fy,..., f,) forment une suite réguliére de polyndmes homogenes en les x;,
avec degfi=2(n—k+1)<degf,=2(n—k+2)< - - <degf,=2n.
Comme le type d’homotopie rationnelle de G, , ne dépend que de sa cohomo-
logie, le morphisme de projection ¢*,

Q[xl""’xk] - Q[xl""9xk]/(fl""’fk)’

se reléve en une application continue ¢: (G, ;) — Y = K(Q,2) X
-+ XK(Q, 2k) qui est une équivalence d’homotopie rationnelle en dimension
i<2(n-— k+1); voir [13]. D’aprés la théorie générale de la K-théorie
algébrique de [14], on en déduit que

dim IT,(Wh(G, ,)) ® Q = dim IT,(Wh(Y)) ® Q
pour i <2(n — k + 1). On a alors une généralisation du théoréme 5 de [9]:

THEOREME 4. Soit M = G, , la grassmannienne complexe des k-plans de C"
Q2 <k<n-—k). Alors, si 8 < inf(wRk(n—k))—1,2(n—k)+ 1), on a:

(i) II,(DIFFM)® Q = II,(DiFFM) ® Q = II(DiFFM) ® Q = 0.

) Si k=2, II,,(DIFFM)® Q=0, si 2i <inf(w(4(n —2)) -1,
2(n—2)+ 1)

si k> 2, dimII{(DiIFFM)® Q < 1.

(iii) Soit

Nyjv1 = Ker[l'[z,.“(DiFFM) ®Q~ Hzi+1(Dlii M) ®Q -~ 0]

pour 0 <i <3. AlorsN, =0,dim N; < 2,dimN; < 1sik =2 et dim N5 < 2
sik>2,dmN,<3sik=2,dimN,<5sik=3et dimN, <6 si k>3

La démonstration du théoréme 4 est semblable a celle du théoréme 3. Elle
utilise 'exercice 2.3 pour k = 2, et si k > 2 le lemme suivant dont la preuve
est laissée au lecteur.

LemME 4. Soit Y =TI}_,K(Z,2j) et k 2 3; alors on a

t B+t +a,’+ 10 0(1)
nWh(Y)(t) 1- + x .
[10-)
j=1

ouQ(t)eZt)ete Q) =1, a,=2sik>3,a,=1sik=3.
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Nous allons terminer cette note par une remarque qui a, sans doute, des
applications en théorie quantique des champs; voir [15].

Remarque. Soit V une variété C* compacte 1-connexe, et soit (AZ, d) le
modéle minimal de Sullivan de V. Alors (AZ ®,R, d ® 1) est le modeéle
minimal de P’algébre de de Rham Q*(V), et (AZ ® AZ® oR d® 1) est le
modéle minimal de P'algébre de de Rham Q*(VS"). Posons, pour tout s € R,
d,=d®1+si,onad?=0, et on peut définir le R-espace vectoriel W, =
Kerd /Im d,, par analogle avec la construction de Witten. Mais il faut se
souvenir que Vs n est pas compacte, et que Iaction p: S' X VS — VS nlest
pas différentiable! On peut montrer, grice au théoréme 1 et au lemme 5.3 de
[1] que, pour tout s # 0, on a W, = R.
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