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HYPERZENTRALE TORSIONSGRUPPEN, DEREN
UNTERGRUPPEN ALLE SUBNORMAL SIND

VON

WALTER M6HRES

Wir zeigen in dieser Arbeit, dab hyperzentrale Torsionsgruppen, deren
Untergruppen alle subnormal sind, nilpotent sind. Nach einer Arbeit von H.
Heineken und I.J. Mohamed, [1] gibt es p-Gruppen mit trivialem Zentrum,
deren Untergruppen alle subnormal sind. Daher ist klar, dab wir auf die
Voraussetzung der Hyperzentralitit nicht verzichten k6nnen. H. Smith, [7]
hat eine gemischte, hyperzentrale Gruppe, deren Untergruppen alle subnor-
mal sind, konstruiert. Also ist auch die Voraussetzung, dal3 die Gruppen
periodisch sind, notwendig.

In Abschnitt (1)wenden wir uns zunichst dem Fall einer hyperzentralen
Torsionsgruppe G zu, deren Kommutatoruntergruppe G’ endlichen Expo-
nenten hat. Unter K,,(G)verstehen wir im weiteren das n-te Glied der
absteigenden Zentralreihe der Gruppe G. Zun[ichst folgt ein Hilfssatz.

(1.1) LEMMA. N sei ein nilpotenter Normalteiler der Gruppe G und habe als
Exponenten eine p-Potenz. G/(N’Np) sei nilpotent. Dann ist auch G nilpotent.

Beweis. Wegen [5], 5.2.10 k6nnen wir N’--1 annehmen. Es gibt ein
n N mit K,,(G) < Nv. Fiir ein m N sei gnm_m+l(G) <_ Npro. Dann gilt

Kn(m+l)-(m+l,+l(G) [Npro, n-1G] [N,n_IG]pm .< Kn(G)pm Npm+l.

Ist nun pe der Exponent von N, so folgt Kne_e+l(a) -< Npe-- 1, d.h. G ist
nilpotent.
Im folgenden Satz untersuchen wir die Torsionsgruppen, die eine Engelbe-

dingung erfiillen.

(1.2) SATZ. Sei G eine Torsionsgruppe, die eine Engelbedingung erfiillt. G’
habe endlichen Exponenten. Jede Untergruppe yon G sei subnormal in G. Dann,
ist G nilpotent.
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Beweis. Wegen [2], (2.6) k6nnen wir voraussetzen, dab G eine p-Gruppe
ist fiir eine Primzahl p. Nach [2], (2.7) ist G’ nilpotent. Wegen (1.1) k6nnen
wir daher annehmen, dab G’ eine elementarabelsche p-Gruppe ist. Es gibt
ein n N mit [x,p,y] 1 fiir alle x, y G. Dann gilt

[X, ypn] I’-I [x,:y] 1
j---1

fiiralle (1, 1)fiir alle x, y G, denn p ist ein Teiler von j p
Folglich hat G/Z(G) h6chstens Exponenten pn. Nach [3], (12) ist G daher
nilpotent.
Wie wir bereits im Beweis des vorhergehenden Satzes gesehen haben,

geniigt es aufgrund von [2], (2.6) und (1.1) statt einer Torsionsgruppe G mit
einer Kommutatoruntergruppe G’ von endlichem Exponenten, eine p-Gruppe
G mit einem elementarabelschen G’ zu betrachten. Wir wollen nun den
folgenden Hilfssatz aus [3] anwenden, der dort als Lemma (3) auftritt.

(1.3) LEMMA. Sei G eine nicht nilpotente, metabelsche Gruppe, deren
Untergruppen alle subnormal sind. Dann gilt eine der beiden folgenden Aus-
sagen:

(1)

(2)

Es existiert ein nicht nilpotenter Abschnitt K yon G und ein a CK(K’),
so daft U/aU nilpotent ist fiir alle Untergruppen U yon K mita U.
Es existiert ein nicht nilpotenter Abschnitt K yon G und ein n N, so
daft jede nicht nilpotente Untergruppe yon K h6chstens Defekt n in K
hat.

Beweis. (2) gelte nicht. Nach [3], (2) gibt es eine nicht nilpotente Unter-
gruppe L von G, eine endlich erzeugte Untergruppe T von L und ein
n N, so daf3 alle nicht nilpotenten U mit T < U < L h6chstens Defekt n
in L haben. Sei / die Menge aller Paare (A, B), so daf3 A ein nicht
nilpotenter Abschnitt von Gist, B eine endlich erzeugte Untergruppe von A
ist und alle nicht nilpotenten U mit B < U < A h6chstens Defekt n in A
haben. Dann ist ’ nicht leer. Sei (K, H) ’, so dal3 die minimale Anzahl
dder Erzeugenden von H minimal ist. Da (2) nicht gilt, ist H 1 und daher
d 0. Es ist N := (H, K’) ein nilpotenter Normalteiler von K nach (1).
Folglich ist K/N’ nicht nilpotent, und wir k6nnen daher N’ 1 annehmen.
Sei H (al,..., ad). Weiter sei U eine Untergruppe von K mit ad U,
undes sei M a. Da N abelsch ist und M < N, ist M ein Normalteiler von
(U, H). Wegen

HM/M (aiM,..., aa_M)

und wegen der Minimalitit von d ist ((U, H)/M, HM/M) ’. Folglich ist
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(U, H)/M nilpotent und damit insbesondere auch U/at U/M nilpotent.
Wegen N’= 1 ist aa CK(K’).

Mit Hilfe dieses Lemmas k6nnen wir eine Fallunterscheidung treffen. Fall
(2) aus Lemma (1.3) wird der Gegenstand von Lemma (1.6) sein. Wir
ben6tigen jedoch noch zwei Hilfssitze als Vorbereitung. Im folgenden Lemma
ist vor allem Teil (ii) interessant, der die nilpotenten Untergruppen der von
uns untersuchten Gruppen beschreibt.

(1.4) LEMMA. Sei G eine p-Gruppe, deren Untergruppen alle subnormal
sind. Sei G’ eine elementarabelsche p-Gruppe. Dann gilt:

(i) C(G’)/Z(G) ist eine elementarabelsche p-Gruppe.
(ii) Eine Untergruppe U yon G ist nilpotent genau dann, wenn UZ(G)/Z(G)

endlichen Exponenten hat.

Beweis. (i) Seien a, b Co(G’) C. Dann gilt [a p, x] [a, x]’ 1 und

[a,b,x] [b,x,a]-l[x,a,b] -x= 1

fiir alle x G. Folglich ist C < Z(G) und C’< Z(G). Also ist C/Z(G)
eine elementarabelsche p-Gruppe.

(ii) Sei U < G. Hat UZ(G)/Z(G) endlichen Exponenten, so ist UZ(G)
und damit U nilpotent nach [3], (12).

Sei nun U nilpotent. Dann ist nach [3], (1) auch UG’ nilpotent. Also gibt es
ein n N mit [G’,p,_IU] 1. Fiir alle x G und alle y U gilt folglich
[x, y’"] [x,,y] 1. Der Exponent von UZ(G)/Z(G) - U/(U c Z(G))
ist deshalb h6chstens pn. I-1

(1.5) LEMMA. Sei G eine hyperzentrale p-Gruppe, deren Untergruppen alle
subnormal sind. Sei N ein nilpotenter Normalteiler yon G, so daft G/N eine
abelsche p-Gruppe yon endlichem Rang ist. Dann ist G nilpotent.

Beweis. Nach [5], 4.3.4 hat G/N eine Basisuntergruppe B/N, d.h. B/N
ist ein direktes Produkt zyklischer Gruppen und G/B (G/N)/(B/N) ist
divisibel. Da G/N endlichen Rang hat, ist B/N endlich. Nach [3], (12) ist B
nilpotent.

Sei H G/B’ und A B/B’. Angenommen, H ist nicht nilpotent. Dann
gibt es a A und x H mit [a, x] 4= 1. Da H/A divisibel ist, gibt es eine
Folge (Xi)N Hr, so dab x]’ =- xi_ (mod A) fiir alle N, wobei x0 x.
Sei pm die Ordnung von a. Dann ist [a, xi]pm [a, xi] 1 fiir alle No.
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Also existiert

pk max{ord([ a, xi] ) No}.
pk-1Sei n N mit ord([a, Xn]) pk und sei C {c A[c 1}. Weiter sei

b [a,p_lXn+l,...,p_lXn+i]

fiir alle No. Dann gilt

[bi, xn+il [bi_l,pXn+,] [bi_l, xPn+i] [bi_l, Xn+i_l] (mod C)

fiir alle N. Also ist

[bi, Xn+i] [b0, xn] [a, xn] 1 (mod C)

und damit insbesondere b 1 fiir alle N. Folglich ist a nicht im
Hyperzentrum von H im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist H und
damit auch G nilpotent.
Wie angekiindigt beweisen wir nun, dab Fall (2) aus Lemma (1.3) bei den

von uns untersuchten Gruppen nicht auftreten kann.

(1.6) LEMMA. Sei G eine hyperzentrale p-Gruppe, deren Untergruppen alle
subnormal sind. Die Defekte der nicht nilpotenten Untergruppen yon G seien
beschriinkt dutch ein n N. Weiter sei G’ eine elementarabelsche p-Gruppe.
Dann ist G nilpotent.

Beweis. Angenommen, G ist nicht nilpotent. Sei Z Z(G). Da G nicht
nilpotent ist, gilt dies auch fiir H G/Z. Nach (1.2) erfiillt H keine
Engelbedingung. Also gibt es w, x e H mit [w,, / 2x 1. Folglich ist

I[n’,,x]l >-I([w,n+lX],[w,n+x])[-’P und I<x> c n’l
Also gibt es ein a H’ mit [a, nx] (x.).

Fiir alle NO sei C {X G IxP’ CG(G’)}. Wir konstruieren nun
eine Folge (xi)N HN. Fiir ein N seien Xl,..., xi_ gegeben mit

[a,nX . <X, Xl,... Xi_l).

Nach (1.4) ist Ci+ 1/Z nilpotent und nach (1.5) ist Ci+ 1/Ci unendlich. Nach
[3], (6) gibt es folglich ein x Ci+ 1/Z \ Ci/Z mit [a, n x] q (x, Xl,. xi).

Sei K (x, xili N). Fiir alle N ist x Ci/Z und daher ord(xi) >
pi. Also hat K keinen endlichen Exponenten. Nach (1.4) ist K daher nicht
nilpotent. Der Defekt von K in H ist somit nach Voraussetzung h6chstens
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n. Folglich ist [a, x] K U i l(X, Xl,..., Xi> im Widerspruch zur Kon-
struktion von (xg)r.

Als niichstes behandeln wir Fall (1) von Lemma (1.3). Bevor wir in (1.9)
zeigen, dab auch er nicht auftreten kann, ben6tigen wir noch zwei Hilfssiitze.

(1.7) LEMMA. Sei G eine nicht nilpotente, hyperzentrale p-Gruppe, deren
Untergruppen alle subnormal sind. Sei A eine elementarabelsche p-Gruppe mit
G’ <_ A <_ G. Weiter sei Veine endliche Untergruppe yon A und M eine endliche
Teilmenge yon A mit V t M . Dann existiert eine nicht nilpotente Unter-
gruppe K yon G mit A <_ K und VK ;3 M ;.

Beweis. Fiir alle No sei C (X (. G Ix p’ AZ(G)}. Nach [3], (12) ist
C nilpotent und nach (1.5) ist Ci/Ci_ unendlich fiir alle N.

Sei N und seien Xl,..., xi_ G gegeben mit V( X_l> M
Nach [3], (6) folgt per Induktion nach IMI, dab ein x Ci/l \ Ci existiert
mit

(V(xl Xi-1), xi) M .
Dann ist insbesondere V(x’ x,> fl M . Sei K (A, xg[i N). Dann
ist A < K und

VtOM= U(V(x ,>oM) =f.
i--1

Da x C fiir alle N, hat KZ(G)/Z(G) keinen endlichen Exponenten.
Also ist K nicht nilpotent nach (1.4).

(1.8) LEMMA. Sei G eine nicht nilpotente p-Gruppe, deren Untergruppen
alle subnormal sind. Sei A eine elementarabelsche p-Gruppe mit G’ A < G.
Weiter sei n N und a A. Dann existieren x, y G mit x, n Y] q a (r >.

Beweis. Angenommen, [x, ny] a> fiir alle x, y G. Nach (1.2) erfiillt
G keine Engelbedingung. Also existiert ein y G mit [A,p+ly] 1. Nach
Annahme ist [A,,,py] [Z,nyp] <_ a (yp). Da {[a,y] [j N0} \ {1} unab-
hiingig ist, erhiilt man folgenden Widerspruch:

[A,np+lY] < [a(’’>, y]
([a,p:+y] Ij No) ([a,p:y] Ij No) 1.

Wie oben angekiindigt zeigen wir nun, dab Fall (1) von Lemma (1.3) nicht
auftreten kann.
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(1.9) LEMMA. Sei G eine nicht nilpotente, hyperzentrale p-Gruppe, deren
Untergruppen alle subnormal sind. G’ sei eine elementarabelsche p-Gruppe. Sei
V eine endliche Untergruppe yon G. Dann existiert eine Untergruppe H yon G,
so daft H >_ V und H/VH nicht nilpotent ist.

Beweis. Angenommen, das Lemma ist falsch. Da V endlich ist, gibt es
eine Ordinalzahl a mit V < Z+I(G)und V Z,,(G). Sei a minimal gewihlt.
Nach a sei auch IV[ minimal gewihlt.
A (V, G’) ist nach [3], (1) ein nilpotenter Normalteiler von G. AuBerdem

hat A endlichen Exponenten. Wegen (1.1) k6nnen wir daher A’A; 1
annehmen.

Sei a V\ 1. Wir konstruieren Folgen (ci)r Ar und (xi)r Gr. Fiir
ein n N seien Cx,...,cn_l A und Xx,..., xn_l G gegeben mit

[ci,ixi] a<Xl x,_l>=: W fiirallei {1,...,n- 1}.

Nach (1.7) existiert ein nicht nilpotentes H < G mit H > A und [c, xi] qa
W/-/fiir alle {1,..., n 1}. Sei X W rq Z(G). Wegen der Minimalitiit
von a gibt es ein K < H mit K >_ X, so dab K/X nicht nilpotent ist. Nach
(1.8) gibt es daher x, y K mit [x,+y] a<Y>Xr. Sei c, [x, y] und
x y. Dann ist

a(Xl x,,> W<,> (a, X)(y> < a(Y>Xr

und deshalb [Cn,nXn] - a(x x,>. AuBerdem ist a (xl x,> < WI-I und da-
her auch

[Ci,iXi] a(Xl xn) fiir allei {1,...,n- 1}.

Sei L (A, xili N). Dann ist

Cn’ nXn] U a(xl Xn) a

fiir alle n N. Also ist L/aL nicht nilpotent. Aber IWa/al < IvI im
Widerspruch zur Minimalitit von [V[.
Nun k6nnen wir das Resultat von Abschnitt (1) beweisen.

(1.10) SATZ. Sei G eine hyperzentrale Torsionsgruppe, deren Untergruppen
alle subnormal sind. G’ babe endlichen Exponenten. Dann ist G nilpotent.

Beweis. Wegen [2], (2.6) k6nnen wir annehmen, dab G eine p-Gruppe ist
fiir eine Primzahl p, und wegen (1.1) k6nnen wir annehmen, dab G’ eine
elementarabelsche p-Gruppe ist. Nach (1.6) und (1.9) treffen beide Fille von
Lemma (1.3) nicht zu. Also ist G nilpotent. [3
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Wie bereits eingangs gesagt, wollen wir zeigen, dab hyperzentrale Tor-
sionsgruppen G, deren Untergruppen alle subnormal sind, nilpotent sind.
Nach [4] sind solche Gruppen aufl6sbar. Wir k6nnen unsere Untersuchung
daher auf metabelsche Gruppen beschrinken. Wegen [2], (2.6) k6nnen wir
auBerdem annehmen, dab G eine p-Gruppe ist. Um unseren Satz zu zeigen,
wenden wir wiederum Lemma (1.3) an. Mit Hilfe von (1.10)wird uns Fall (1)
dabei wenig Mfihe bereiten. Zunichst wenden wir uns jedoch Fall (2) zu.
DaB er nicht auftreten kann, wird das Ergebnis von Lemma (2.5) sein.
Zunichst fiihren wir eine Funktion ein, die nach einem bekannten Satz von
J.E. Roseblade, [6] existiert.

(2.1) DEFINITION. Nach [6] gibt es eine Funktion /z: N- N, so dab
folgendes gilt:

Ist n N und ist G eine Gruppe, deren endlich erzeugte Untergruppen
alle subnormal vom Defekt h6chstens n in G sind, so ist G nilpotent der
Klasse h6chstens/z(n).
Zur Behandlung von Fall (2) aus Lemma (1.3) miissen wir metabelsche

p-Gruppen betrachten, bei denen der Defekt der nicht nilpotenten Unter-
gruppen beschrinkt ist. Fiir diese Gruppen verallgemeinern wir nun (1.10).

(2.2) LEMMA. Sei G eine hyperzentrale, nicht nilpotente, metabelsche p-
Gruppe, deren Untergruppen alle subnormal sind. Die Defekte der nicht nilpo-
tenten Untergruppen seien beschriinkt dutch ein n N. Dann gilt

K.,O+ I(G) N ( V’) pi

i=O

Beweis. Wir kSnnen voraussetzen, dab i")i=o(G’)pi= 1. Sei =/z(n).
Angenommen, Kt+i(G) 1. Nach Definition von /z existiert eine endlich
erzeugte Untergruppe V von G, deren Defekt in G gr613er als nist. Also gibt
es ein a [G,,,V] \ V. Nach [3], (7) ist

v v. (G’)" Cl ((G’)"v).
i=0 i=0

Folglich existiert ein m N mit a (G’)vmv. Sei N (G’)pm. Nach (1.10)
ist G/N nilpotent. Also gibt es ein c N mit Kpc/ I(G) <_ N. Seien x, y G.
Dann gilt

pC+m

pC

I-I [x,iy]
1=1



154 WALTER MtHRES

Fiir j {1 pc_ 1} ist (pC+m) durch p’ teilbar. Fir ,j {pC, pc+m}

ist

[x,yy] Kv+(G) < N.

Also ist [x, y vc+m] N. Es folgt

G, Gpc+m] <_ N.

Sei H (V, Gpc+m). Nach [3], (12) ist Gv+’ und damit auch H nicht
nilpotent. Weiter gilt VH’ < V[G, Gv+m] < VN und somit a VH’. Sei K
eine Untergruppe von H, die maximal ist mit a K > VH’. Dann hat H/K
Rang 1. Also ist K naeh (1.5) nieht nilpotent. Nach Voraussetzung hat K
daher h6ehstens Defekt n in G. Folglieh gilt a [G, V] < [G, K] < K im
Widersprueh zur Wahl von K.
Die entscheidende Rolle bei der Behandlung unserer Gruppen G werden

die Untergruppen L := {x GI[G’, x] < Zi(G)}, N, spielen. Bevor wir
sie in Lemma (2.4) einfiihren, ben6tigen wir noeh einen Hilfssatz.

(2.3) LEMMA. Sei G eine hyperzentrale, nicht nilpotente, metabelsche p-
Gruppe, deren Untergruppen alle subnormal sind. Die Defekte der nicht nilpo-
tenten Untergruppen seien beschriinkt dutch ein n N. Sei Ix(n), sei
x G, und sei k N mit [G’, k x] 1. Fiir alle {0,..., k 1} gilt dann
[G’, k_ix] Zit(G).

Beweis. Sei D I")i=o(G’)v’. Nach (2.2) ist Kt+l(a)< D. Sei k > 2.
Angenommen, [G’,k_X] liegt nicht in Zt(G). Dann gibt es a G’ und
Xl,..., xt G mit [a,k_lx, Xl,..., Xt] 1. Es ist

b [a, Xl,..., xt] gt+l(G) <_ O.

pmSei pm die Ordnung von x. Dann gibt es ein c G’ mit c b. Es folgt

14: [a,k_lX, X,...,xt] [b,k_,X [C,k_,xlVm C,k_2x,xpm] 1,

ein Widerspruch. Also ist [G’,k_IX] <_ Zt(G).
Fiir 0 ist die Aussage des Lemmas klar. Sei N und sei die

Behauptung fiir i-1 richtig. Sei xG und sei kN mit k>i und
[G’, k X 1. Dann ist

[G’,k_lX <_ Zt(G ) G’ M,

also

[G’/M,k_lXM 1.
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Die Gruppe G/M erfiillt dieselben Voraussetzungen wie G, da sie insbeson-
dere nicht nilpotent ist. Nach Induktionsannahme folgt

[V’/M,k_l_(i_l)XM < Z(i_l)t(G/M ) G’/M (Zit(G) G’)/M

und damit [G’,k_iX] < Zit(G).

Nun fiihren wir die oben erwihnten Untergruppen L ein und zeigen ihre
wichtigsten Eigenschaften.

(2.4) LEMMA. Sei G eine hyperzentrale, nicht nilpotente, metabelsche p-
Gruppe, deren Untergruppen alle subnormal sind. Die Defekte der nicht nilpo-
tenten. Untergruppen seien beschrtinkt dutch ein n N. Fiir alle No sei

L {x GI[G’,x] < Zi(G) }.

Dann gilt"
(i) Fiir alle NO ist L ein Normalteiler yon G.
(ii) G I,.J i=oLi
(iii) Eine Untergruppe yon Gist nilpotent genau dann, wenn sie in einem

der L steckt.
(iv) G/L hat unendlichen Rang fiir alle N0.

Beweis. (i) Sei N0. Seien x, y Li. Dann ist

[G,, xr _< [G,, x][G,, r] _<

d.h. xy -1 Li. Also ist L eine Untergruppe von G. Wegen L > G’ ist L
ein Normalteiler von G.

(ii) Sei xG. Da (x) subnormal in G ist, gibt es ein kN mit
[G’, kx] 1. Nach (2.3) folgt [G’, x] < Z(k_l)t(G), d.h. x L(k_l)t, wobei
=/x(n).
(iii) Sei N0. Dann gilt

Ki+3(L,) < [G’,i+Li] < [Zi(G),iG 1.

Also ist L nilpotent.
Sei U eine nilpotente Untergruppe von G. Nach [3], (1) ist dann auch

V UG’ nilpotent, etwa der Klasse c. Sei x V. Dann ist

[G’,cX < gc+l(V) 1.

Nach (2.3) folgt

[G’, x] < Z(c_l)t(G),
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d.h. x L(c_l)t. Also ist

U < V < Lc_ 1)t"

(iv) Da die Z alle nilpotent sind, folgt diese Behauptung aus (1.5).

Das folgende Lemma zeigt, dab Fall (2)von Lemma (1.3) nicht auftreten
kann bei hyperzentralen Torsionsgruppen.

(2.5) LEMMA. Sei G eine hyperzentrale, metabelsche p-Gruppe, deren Un-
tergruppen alle subnormal sind. Die Defekte der nicht nilpotenten Untergruppen
seien beschriinkt durch ein n N. Dann ist G nilpotent.

Beweis. Angenommen, G ist nicht nilpotent. Dann gibt es nach [6] eine
endlich erzeugte Untergruppe U von G, deren Defekt in G gr/SBer als nist.
Also existiert ein b [G, nU] \ U. Fiir alle NO sei

L {x GI[G’,x] < Zi(G)}.

Sei U0 U. FiJr ein rn NO sei die endlich erzeugte Untergruppe U mit
b q Um gegeben. Sei K {x GIxp Lm}. Nach (2.4) ist K/Lm unendlich.
Ebenfalls nach (2.4) ist Zm nilpotent. Also ist K nilpotent nach [3], (12).
Nach [3], (6) gibt es folglich ein Xm/ K\ Lm mit b
(Um, Xm+I) Um+l

Sei V= IJ=0Um Dann ist b V und b [G,U] < [G,,,V]. Der De-
fekt von V in G ist daher gr/SBer als n. Folglich ist V nilpotent. Deshalb
existiert nach (2.4) ein N mit V < Li. Aber xi/ V\ Zi.

Das folgende Lemma wird zur Behandlung von Fall (1) aus Lemma (1.3)
gebraucht.

(2.6) LEMMA. Sei G eine hyperzentrale, nicht nilpotente p-Gruppe, deren
Untergruppen alle subnormal sind. Sei A ein abelscher Normalteiler yon G mit
G’ <_ A. Weiter sei m N, und es sei B {a A lap= 1}. Dann ist G/B
nicht nilpotent.

Beweis. Nach (1.10) ist G/A’ nilpotent, etwa der Klasse k. Angenom-
men, G/B ist nilpotent der Klasse n. Dann gilt

Kk+l+n(G) [Zpm ha] [h,na]pm < B’’ 1,

d.h. G ist nilpotent im Widerspruch zur Voraussetzung.
Es folgt das Resultat dieser Arbeit.

(2.7) SATZ. Sei G eine hyperzentrale Torsionsgruppe, deren Untergruppen
alle subnormal sind. Dann ist G nilpotent.



HYPERZENTRALE TORSIONSGRUPPEN 157

Beweis. Wegen [2], (2.6) ktinnen wir annehmen, dab G eine p-Gruppe ist
mit einer Primzahl p. Nach [4] ist G auflfsbar. Wir k6nnen daher annehmen,
dab G metabelsch ist. Weiter nehmen wir an, dab G nicht nilpotent ist.

Sei K ein nicht nilpotenter Abschnitt von G, und sei a Cr(K’). Sei
A (a, K’), sei pm die Ordnung von a und sei B {b A bpm 1}. Nach
(2.6) ist K/B nicht nilpotent. Also ist auch K/ar nicht nilpotent. Nach
Lemma (1.3) gibt es folglich einen nicht nilpotenten Abschnitt K von G und
ein n N, so dab jede nicht nilpotente Untergruppe von K htichstens
Defekt n in K hat. Dies widerspricht (2.5).
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