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MECANIQUE HAMILTONIENNE EN PRESENCE
DE CONTRAINTES

P. DAzoRD

Le but de cet article est de donner une formulation hamiltonienne de la
m6canique de systb.mes de solides en pr6sence de contraintes. Le cadre est
celui de la m6canique "ind6pendante du temps" ce qui signifie que les forces
donn6es ne d6pendent pas du temps et que le temps n’appara$t pas explicite-
ment dans les 6quations de liaisons (6ventuellement aprs d6rivation par
rapport au temps). La mise en 6quation utilisera la forme g6n6rale du
principe de d’Alembert [2]. Les difficult6s rencontr6es dans l’application de
ce principe tiennent pour une part l’utilisation d’une forme restreinte du
principe, 6nonc6 seulement pour les dplacements virtuels compatibles avec
les liaisons (cf. [1] par exemple), ce qui n’est 16gitime que si les liaisons sont
holonomes parfaites, c’est-h-dire, grossirement parlant, des liaisons
holonomes dont la nature m6canique (consommation d’6nergie) est
d6termin6e par leur nature g6om6trique. Ces difficult6s tiennent pour une
autre part au fait qu’en pr6sence de frottements entre solides on se
trouvemdans le cadre de la m6canique des solides--aux frontires de
validit6 de la th6orie (cf. 1 hypothse H.).
Du point de rue mcanique, on distingue parmi les liaisons, le liaisons

actives et les liaisons passives.

Les liaisons actives comportent un dispositif, int6rieur ou extErieur au
systb.me, lui fournissant, au sens alg6brique, de l’6nergie. Le type mme de
ces liaisons est constitu6 par les m6canismes de contr61e ou liaisons d’asser-
vissement: afin d’imposer un systme m6canique certaines restrictions son
mouvement on introduit un m6canismemet donc des paramtres g6om6tri-
ques suppl6mentaires--et des liaisons entre certains de ces paramtres.
Ainsi pour stabiliser un bteau soumis la houle place-t-on dans le bateau
un gyroscope dont le carter est mobile par rapport t un axe perpendiculaire
l’axe longitudinal du bateau. Un moteur, fix6 sur le bfiteau et agissant sur le
carter, r6alise la liaison d’asservissement et fournit l’6nergie n6cessaire la
stabilisation (cf. infra 7).
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Les autres liaisons sont appel6es liaisons passives. Sont de ce type, les
liaisons de contact, de roulement sans glissement etc. Ces liaisons, a priori,
consomment de l’6nergie; cependant dans le d6placement rel cette consom-
mation peut tre nulle: c’est le cas des contacts sans frottements, du roule-
ment sans glissement sur un obstacle fixe.
Du point de rue gomtrique il est d’usage de classer les liaisons en liaisons

holonomes et non holonomes" les premieres sont dfinies, aprs int6gration
6ventuelle, sur l’espace de configuration, les secondes sur l’espace des phases
(sans tre les d6riv6es ,de relations holonomes).
A cette classification nous pr6f6rons la classification, que nous intro-

duisons, en liaisons hamiltoniennes et liaisons nonhamiltoniennes, qui conduit
h un formalisme agr6able dans le cadre symplectique. La totalit6 des liaisons
holonomes, les liaisons non holonomes que nous rencontrerons sont de type
hamiltonien.

Les trois classifications des liaisons (parfaites ou non, actives ou passives,
hamiltoniennes on non) sont ind6pendantes; la th6orie propos6e concerne les
liaisons hamiltoniennes (actives ou non, parfaites ou non).
La pr6sence de contraintes va introduire des paramOtres mdcaniques qui

s’ajoutent aux paramOtres cindmatiques. En effet ce qui distingue des forces
donn6es agissant sur le systme, les forces de liaisons c’est que ces dernires
ou leur travailne sont pas fix6es a priori, mais d6pendent du mouve-
ment. Ainsi pour des liaisons avec ou sans frottement la r6action de l’ob-
stacle sur le systme d6pend du systme et de son mouvement et les lois du
frottement introduisent des limitations ou conditions de possibilit6. Dans le
cas de liaisons d’asservissementou m6canismes de contr61eon connMt
les d6placements virtuels bloquant le m6canisme (ceux fixant le carter sur le
pont dans le cas du stabilisateur) mais l’6nergie h fournir par le m6canisme
pour obtenir l’effet d6sir6 est une inconnue du probl6me.
Math6matiquement, on a donc, un systme d’6quations qui comporte des

paramdtres cindmatiques et des paramdtres mdcaniques, les 6quations 6tant
d6termin6es par le principe de d’Alembert et l’espace des d6placements
virtuels dans lesquels les liaisons ne travaillent pas. Pour les systmes usuels,
cet espace a la nature d’un fibr6 vectoriel sur l’espace des phases. I1 est
pr6f6rable d’introduire son annulateur qui repr6sente l’espace des travaux
virtuels de la liaison, espace fibr6 dont le rang est le nombre d’inconnues
m6caniques introduites par les liaisons. Le systme aura donc autant d’incon-
nues que d’6quations si le rang de ce fibr6 est 6gal au nombre de conditions
de liaisons introduites.
En pr6sence de frottements ceci n’est pas toujours assur6 ou du moins

exige des hypotheses plus pr6cises sur la nature du frottement, par exemple
sur la nature g6om6trique des contacts.
La possibilit6 de r6soudre, de manire unique, le systme n’est pas assur6

pour autant: il n’y a par exemple aucune raison pour qu’un dispositif donn6
permette de contr61er le mouvement du systme comme on le souhaite. La
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condition math6matique de r6solution du systme est, dans le formalisme
choisi et pour les problmes trait6s, la condition m6canique de possibilit6.
Cette condition (condition C infra) est appel6e condition de couplage dans la
mesure oh elle indique sur quelle variables agir pour contr61er celles que l’on
souhaite contr61er. Cette condition sera automatiquement v6rifi6e si la liai-
son est parfaite.
La tentative d’obtenir une formulation hamiltonienne de la m6canique en

presence de contraintes a fait l’objet de deux atricles importants. Le premier
[12] de J. Marsden, R. Montgomery et R. Ratiu concrne le cas des liaisons
holonomes parfaites.

C. M. Marie [11] a 6tendu le formalisme pr6c6dent h certains types de
liaisons non-holonomes parfaites (r6sultats annonc6s dans [10]). Ce forma-
lisme pr6sente l’avantage d’inclure 6galement certains problmes de contr61e.
Dans notre note [4] nous avons 6tendu le formalisme pr6c6dent h des

situations plus g6n6rales incluant la plupart des liaisons non holonomes
parfaites ou non ou des problmes de contr61e. Une remarque de C. M.
Marie sur la formulation choisie en [4], nous a conduit h d6gager la notion de
liaison hamiltonienne h laquelle cet article est consacr6 et pour laquelle la
plupart des r6sultats de [4] sont 6tablis. On obtient ainsi une th6orie dont la
g6n6ralit6 semble suffisante pour inclure nombre de situations rencontr6es.
Le premier paragraphe est consacr6 une discussion de l’axiomatique

utilis6e pour 6tablir les 6quations du mouvement tandis que le paragraphe 7
est consacr6 h l’6tude d’exemples classiques illustrant la m6thode propos6e.

Notations. 1. On fair syst6matiquement la convention des indices muets.
2. Pour tout fibr6 vectoriel E ---> M on note E* --, M le fibr6 dual et on

d6signe, par abus de notation, leurs projections par la mme lettre. Si

f: M- Q est une application C, et E--, Q un fibr6 vectoriel, on note

f-1E ---> M le fibr image r6ciproque par f.

I. Du principe de d’Alembert au formalisme Lagrangien

Les systmes 6tudi6s sont des systmes de solides ind6formables soumis
des contraintes et h des forces donn6es ind6pendantes du temps. L’espace de
configuration du systme est donc le produit d’un certain nombre d’exem-
plaires du groupe des d6placements de l’espace euclidien. C’est une vari-
t6 M0.

Ces systmes sont soumis des liaisons, c’est-h-dire un certain nombre
de relations auxquelles est astreinte la vitesse dx/dt du systme pit x M0

repr6sente le systme. Autrement dit ces relations sont d6finie sur TMo,
6ventuellement sur M0 si elles ne concernent que la position du systme. On
suppose dans la suite qu’on peut les formaliser ainsi: il existe une vari6t6 Q
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et une application fibr6e (Y1, f)

TMo TQ

M0
., Q

telles que la liaison s’6crive

(1) -d-ff( x ) -d )
A l’utilisation pros du th6orme des fonctions implicites, cette formulation

n’introduit aucune restriction: par exemple si g: TMo --) R est une contrainte
r6gulire, c’est--dire que g est une submersion quand on restreint g aux
fibres de TMo ---> Mo, on peut localement 6crire g dans des coordonn6es
locales naturelles de TMo,

(1 go(ql, qn, 2, n)
liaison du type (1) avec Q intervalle de R et Yl(q, c)) (ql, go).

Cette mod61isation a 6t6 introduite par Marie [10] dans le cas oh Y1 se
factorise travers Q, c’est--dire dans le cas oh la liaison est donn6e par un
champ de vecteurs Y0 sur Q et s’6crit, pour y Q, 3) Y0(y).
Pour 6viter des complications, anecdotiques ici, on supposera toujours que f

est ?t fibres connexes.
On distingue usuellement
les liaisons holonomes si Y1 0 et dans ce cas ne subsiste que la submer-

sion f: M0
--, Q

les liaisons non holonomes si Y1 0
les liaisons non holonomes lindaires si Y1 est un morphisme (non nul) de

fibr6s vectoriels.
On dira que la liaison est presque (resp. semi-) holonome si Y1 se factorise
travers Q (resp. M0).
Une liaison du point de vue mdcanique n’est pas seulement d6finie par sa

nature g6om6trique. I1 faut encore connatre les d6placements virtuels dans
lesquels le travail virtuel de la liaison est nul. Par exemple, pour le stabilisa-
teur de houle ce sont ceux fixant le carter sur le pont. Ceci est formalis6 par
la donn6e d’un sous fibr6 F de 7r-lTMo TMo. Si on considre la suite
exacte canonique de fibr6s sur TMo,

0 --o ,rr-lTMo i_ TTMo ,rr_lTMo O,
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0

i( x X) -d-( x + tX)
.._0

j(z) ( p(z), r rZ)

(p est la projection naturelle TTMo ---> TM0), et si on d6signe par F
l’annulateur de j- a(F) (F a pour sections sur TM des formes semi-basiques),
F repr6sente l’espace des travaux virtuels de la liaison. Autrement dit si
(w) est une base locale de sections de F, le travail virtuel de la liaison est
a priori/xto, les/z" 6tant des param6tres m6caniques inconnus.
On suppose que les forces, hors forces de liaisons, sont prises en compte

dans un lagrangien L: TMo R c’est--dire que le travail virtuel des forces
d’inertie et des forces donn6es s’6crit dans une carte locale (qi) de M0,

d OL OL )dt O0 -q’i dqi

01 (qi, i) est la carte naturelle de TMo associ6e.
Les 6quations du mouvement sont obtenues partir du principe de

d’Alembert, non sous la forme donn6e par Lagrange [7] et reprise par Arnold
[1], mais sous la forme g6n6rale suivante [2].

PRINCIPE DE D’ALEMBERT. Dans tout d6placement virtuel, respectant ou
non les liaisons, la somme du travail des forces d’inertie, des forces donn6es
et des forces de liaisons est nulle.

Autrement dit en coordonn6es locales naturelles, (qi, ti)de M0

dt O q’i -[- ].l,z(.Ooti dq i-’ 0

ce qui conduit aux 6quations de Lagrange avec multiplicateurs

d OL OL
(li) dt O0 Oq ittO

auxquelles il convient d’ajouter les relations de liaisons.
Si la carte locale de M0 est choisie, ce qui est toujours possible, de faon

que f: M0 ---> Q s’6crive

(qi)l<i<mo ((qt)l<Omo-n, (qJ)(l<jn))
o?a f((qi)) (qt), ces relations s’6crivent:

(lii) gl gll(q i,
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On aura autant d’6quations que d’inconnues si l’on fait l’hypothse suivante:

(H0) le rang du fibr F TMo est gal ?t la dimension de Q.

Remarque sur l’hypothdse (Ho). Pour une liaison d’asservissement cette
hypothse signifie, grosso modo, qu’il faut agir sur autant de paramtres
g6om6triques qu’on d6sire en contr61er. Des difficult6s apparaissent par
contre pour des liaisons faisant intervenir des phnomdnes de frottement
comme le montre l’exemple suivant: on considre un pav6 cubique glissant
avec frottement sur un plan horizontal. Dans le cadre de la m6canique du
solide, le travail de la liaison dans un d6placement virtuel est repr6sent6 par
un torseur c’est--dire un 616ment du dual de l’algbre de Lie du groupe des
d6placements, ce qui introduit 6 paramtres m6caniques. La liaison introduit
3 paramtres cin6matiques, le mouvement 6tant d6crit par le sous groupe G
du groupe des d6placements extension par les translations horizontales des
rotations verticales. Le nombre de paramtres m6caniques est r6duit ? 3 si le
contact est sans frottement car alors le torseur des forces appartient ?
l’annulateur de l’algbre de Lie de G. En pr6sence de frottements on pourra
r6duire ? 3 le nombre des inconnues m6caniques en utilisant les lois
(616mentaires) du frottement si l’on suppose que le contact n’a lieu qu’en 3
points deux ? deux distincts, les inconnus m6caniques 6tant alors, par
exemple, les composantes verticales en ces 3 points des r6actions. On notera
que ceci n’est pas totalement surprenant; ou bien le pav6 et le plan sont
parfaitement lisses et alors le contact a lieu suivant un carr6 mais est, soit
sans frottements, soit avec tellement de frottements que le pav6 est immo-
bile; ou bien les contacts ne sont pas parfaits et dire que le pav6 et le plan
sont en contact signifie g6om6triquement que 3 points de l’un sont en contact
avec 3 points de l’autre. De mme un contact d’un cylindre avec un plan
suivant une g6n6ratrice ne rentrera dans ce cadre que si l’on suppose, soit le
contact sans frottement, soit, s’il y a du frottement, que le contact a lieu en 2
points [cf. 13].

Soit donc

( Mo, L, f Mo - Q, Y, F)

un systme de solides soumis ? des contraintes. Soit

VM0 Ker Tf et r-1VM0

son image r6ciproque par 7r" TM0 --* M0.

DtFINITION 1.1. Une liaison est parfaite si F r-1VM0.
Dans ce cas l’hypothbse H0 est automatiquement v6rifi6e.
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Remarque. Une situation physique 6tant donn6e, il y a un certain arbi-
traire dans la formalisation des contraintes. En particulier une liaison
g(q) 0 oh g" M Rest une submersion peut tre consider6e comme non
holonome de diff6rentes manires dans notre formalisme. Si q (ql,..., qn)
est un systbme de coordonn6es locales U telles que g(q) 0 s’6crive ql
G(q2,... qn), on pourra consid6rer f: U R, q --, ql et

Yl(a) E
j> oqJ

I1 pourra arriver (cf. {}7) que suivant le formalisme choisi la liaison soit
parfaite ota non.

Supposons toutes les liaisons holonomes et parfaites" Y 0 et F 7r-xVM0.
Soit M la sous vari6t6 de M0, M f-l(y0) ott Y0 Q est le position initiale.
Soit (qk)l<k<m_n une carte de M. I1 r6sulte, par un simple calcul, des
hypotheses pr6c6dentes que le mouvement sur M est r6gi par les 6quations

d aL aL
dt ak Oqk =0, 1 <k <m-n.

Autrement dit on peut toujours r6duire le nombre de variables en utilisant
les liaisons holonomes parfaites ou, si l’on pr6fre, 6noncer ainsi le principe
de d’Alembert:

PRINCIPE DE D’ALEMBERT. Dans tout dplacement virtuel compatible avec
les liaisons holonomes parfaites, la somme des travaux des forces d’inertie, des
forces donnes et des forces de liaison est nulle.

En particulier si toutes les liaisons sont holonomes parfaites on retombe
sur l’6nonc6 de Lagrange [7] ou Arnold [1].
Pour 6tudier un systme m6canique en pr6sence de contraintes on com-

mence donc par r6duire 6ventuellement le nombre de paramtres en utilisant
des liaisons holonomes parfaites. Ceci fournit un espace de configuration M
qui sera une vari6t6 de dimension m.
Les liaisons restantes seront repr6sent6es par l’application fibr6e (Y1, f)
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ou fest une submersion h fibres connexes, et les travaux virtuels des liaisons
par un sous-fibr6 F de T*TM TM de rang la dimension de Q (hypoth,se
H0) et contenu dans j*(r-IT*M).

Enfin les forces d’inertie et les forces donn6es sont repr6sent6es par un
lagrangien L. Un syst6me m6canique est donc un quadruplet (M, Y1, F, L).
Le principe de d’Alembert appliqu6 aux d6placements virtuels de M conduit
dans une carte (qi,)l<i< m de M, telle que (qi)= (qa, qj)lam_nl<j<m et
f((qi)) (q,), aux 6quations

d OL OL
(2) dt Ok Oqk atOai

(t, y,(qi, i)

aux inconnues (qi) et

Remarques. 1. On ne peut se servir des liaisons non parfaites pour op6rer
cette r6duction, comme le montre l’exemple suivant. Soit P un point materiel
mobile avec frottement sur un plan horizontal et soumis h la seule action de la
pesanteur. Si oxyz est un repre fixe tel que oz soit vertical et oxy le plan
horizontal donn6, le lagrangien et L 1/2m(c z + pz + .z)_ mgz (ou g est
l’acc616ration de la pesanteur, m la masse du point) et la liaison est z 0.
Compte tenu des lois du frottement F est le sous-fibr6 de T*TM dont une
base au point TM (ou (x, y, z, , p, 2))est la 1-forme dz-

b’(/ .2 + ) 2 ) dA v()/]/2 + ) 2 ) dy ouv est le coefficient de frotte-
ment. Les 6quations du mouvement sont done

2,= -g+N

z=O

aux inconnues (x, y, z, N)
On en d6duit imm6diatement que N =g et que le mouvenment est

rectiligne uniform6ment d6c616r6 d acceleration constant -ug.
Si l’on avait appliqu6 le principe de d’Alembert aux seuls d6placements

virtuels compatibles avec la liaison z 0, on aurait L 1/2m(22 + pz) et
obtenu le r6sultat, exp6rimentalement faux, que le mouvement est rectiligne
uniforme.
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2. Si on essaie de traiter de la mme faon le cas du mouvement avec
frottement sur un axe horizontal on tombe sur un systmemcompatibleude
5 6quations ? 4 inconnues. Q dans ce cas est R2 mais F est comme
pr6cdemment de dimension 1. On a les quations pr6cdentes auxquelles il
convient de rajouter y 0 ce qui fournit, la deuxime 6quation 6tant triviale
alors, un syst,me de 4 6quations 4 inconnues et pour Pun mouvement
rectiligne uniform6ment d6c616r6 d’accel6ration -vg. Nous avons exclu de
notre th6orie les cas de ce type ou F h un rang diff6rent de la dimension de
Q. Si l’on suppose (par exemples) la liaison y 0 parfaite, on peut r6duire
par y 0 et on retrouve un exemple rentrant dans le cadre de la th6orie
g6n6rale. On notera que l’on fait toujours une hypothse de ce type en
m6canique h 2 dimensions!

Dordnavant, compte tenu des remarques pr6c6dentes, un systdme mdcanique
est un quadruplet (M,(Y, f), F, L) ou M est une vari6t6 de dimension
m, (Y1, f) une application fibr6e

TM TQ

M ,Q

ou f est une submersion, F un sous-fibr6 de T*TM TM de rang la
dimension de Q et contenu dans j* (Tr- 1T,M).

L’orthogonal de F est le fibr6 des d6placements virtuels annulant le
travail de la liaison. La donn6e des liaisons est la donn6e du couple
((Y1, f), F)"

Remarque sur les liaisons parfaites.
liaisons parfaites. Soit

Soit (M, (Y1, f)) un systme m6canique

(qi) (qO, qj) f__ (qO)

un systme de coordonn6es adapt6es. Les liaisons 6tant parfaites F 7r

et le travail des liaisons est dq ce qui conduit aux 6quations

d OL OL
dt 00 OqY
d OL OL

=0

dt Ogl Oq, I,

gl yo(qi, Oi)
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Les 6quations se scindent en deux: le deuxime groupe d6termine les
paramtres m6canique/z, le premier et le troisime groupe le mouvement.
Dans le cas holonome parfait les 6quations se r6duisent au premier groupe
pour q q constante. La suite va consister, plus ou moins, h la g6n6ralisa-
tion aux liaisons (hamiltoniennes) du cas des liaisons parfaites.

2. Du formalisme Lagrangien au formalisme Hamiltonien

Afin de donner une formulation hamiltonienne des 6quations (2) on
suppose le systme rgulier, c’est--dire que la transformation de Legendre
est un diff6omorphisme de TM sur T*M. Cette hypothse est toujours
v6rifi6e pour les systmes classiques. On note H le hamiltonien associ6. En
coordonn6es locales naturelles (qi, (i) on a

.(qi, ti) qi, pi

n(qi pi)-- (4ioz )-L --1

Dans T*M les 6quations (2) s’6crivent, en notant Y Y1 =za,

OH
(3) 0 0Pi

OH
i -[- [d’atOai

1 ya(qi, Pi)

On munit, comme il est d’usage, T*M de la structure symplectique de
2-forme tr dh ou hest la forme de Liouville.
_W induit un isomorphisme de fibr6s vectoriels de TTM--) TM sur

TT*M --) T*M dans lequel on note /l’image de j-I(F).
F se transforme en l’annulateur /0 de /. On note / l’orthogonal

symplectique de /. Par construction / est contenu dans le sous fibr6
lagrangien de TT*M --) T’M, Ker TTr, ou l’on note, par abus de notation,
la projection de T*M sur M.
Pour toute fonction q: T*M --) R on note X le champ de hamiltonien

d6fini par
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Les 6quations (3) s’6crivent alors, : d6signant un point de T’M, et
(r fo’n’" T*M Q

(4) e r
d.
-Tr(s) Y(:)

Ces 6quations vont prendre une forme agr6able dans le cas des liaisons
hamiltoniennes.

DtFINITION 2.1. Une liaison ((Y, f), F) est hamiltonienne si il existe h
C(T*M, R) telle que

Y=TroX
En g6n4ral, mme une constante additive pr6s, h n’est pas unique.
Compte tenu de la premiere relation (4) et de Tzr(:V) 0 le systme (4)

est 6quivalent

(5) r
0

3. Exemples de liaisons Hamiltoniennes

Toutes les liaisons holonomes sont hamiltoniennes puisqu’alors Y 0 et on
prend h 0.

Plus gnralement supposons que Y se factorise h travers V*M par la
projection ’: T*M V*M duale de l’inclusion i: VM TM ou VM
Ker Tf. Soit g’0 une connexion d’Ehresmann sur f: M Q [6], c’est--dire
un sous fibr6 vectoriel de TM--, M suppl6mentaire de VM. g(’0 est iso-
morphe par Tf vr-1TQ ce qui permet de construire le relev6 horizontal Yh
de Y dans TM. Yh est d6fini par Yh o et

Tf Y Y

soit h: T*M - R l’application d6finie par

h(s:) (s, Yh(s)).

On v6rifie ais6ment que T(r Xh Y si Y se factorise h travers V*M.
C’est en particulier le cas si Y se factorise h travers M, i.e., si Y est de la

forme Y0 zr ou Y0: M --, TQ se projette sur f. Dans [4] ces liaisons ont
appel6essemi-holonomes. Ce cas contient le cas presque holonome 6tudi6 par
Marie [10] [11] ou Y U0 et U est un champ de vecteurs sur Q.
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Remarques. (1) Dans de nombreux problmes m6caniques il y aura une
fajon naturelle de choisir

(2) Connexion d’Ehresmann et phase de Berry:
Si est une connexion d’Ehresmann sur f: M Q il n’y a aucune raison

pour que l’on puisse relever globalement les courbes de Q en chemins
horizontaux de M. On ne peut donc parler dans cette situation g6n6rale
d’holonomie, de phase de Berry, etc., mme si le fibr6 M--. Q est trivial,
comme le montre l’exemple suivant: M R2, Q R, f(x, y) x et ,’(x, y)
a pour base le champ de vecteurs X(x, y) (1, yZ) dont les courbes int6grales
ont une asymptote verticale. Ainsi on ne peut relever la courbe x x! On
obtient un contre-exemple base S compacte en quotientant l’exemple
pr6c6dent par l’action de Z: n.(x, y) (x + n, y). Ceci devient par contre
possible dans deux cas, si M Q est un fibr6 G-principal et est une
connexion de fibr6s principaux [8] ou si f est une submersion ? fibres
compactes (et dans ce cas f est un fibr6 localement trivial ? fibres compactes).

4. Condition de couplage et equations reduites

Dor6navant on ne s’int6resse qu’aux liaisons hamiltoniennes. Ces liaisons
sont caract6ris6es par 7v et h.
Pour r6soudre (5) on considre

N6cessairement les solutions de (5) sont des courbes trac6es sur W. On fait
l’hypothse suivante, souvent r6alis6e dans la pratique, et 6quivalente ? celle
utilis6e par Marie [10], [11]:

(H) West l’image dans T*M de V*M par un morphisme s de fibr6s sur
M tel que " s soit l’identit6 de V*M.

La formulation utilis6e dans [4] (s est une section de ’) est ambigue et
laisse supposer, ce qui n’est pas toujours le cas, que s est un morphisme de
fibr6s vectoriels.
On suppose (H) toujours vrifie dans la suite.
I1 est alors clair que, sous cette hypothse, le systme a une solution

unique si la condition (C) suivante, appel6e condition de couplage, est
r6alis6e:

(c) TW 1,={0).

Compte tenu de l’hypothse sur le rang de F et donc de Y, TW et g
sont suppl6mentaires dans TT*MIw. Si (C) est r6alis6e les paramtres
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m6caniques seront donc d6termin6s en projetant XI4IW sur 7/lw parallle-
ment TW puisque ( TW et X/4(:)

Exemple. (C) est automatiquement v6rifi6e pour les liaisons parfaites. En
effet on v6rifie ais6ment le lemme suivante.

LEMME. Une liaison est parfaite si et seulement si 7/ Ker Tsr.

(C) d6coule alors de ce que s est un inverse droite de sr sous l’hypo-
thse H.
Pour poursuivre un peu de g6om6trie symplectique est n6cessaire. On note

zrv: V*M --. M la fibration naturelle de V*M.
rv zrlv.t. Soit v forv On a le diagramme commutatif suivant:

T*M

Q V’M;

on v6rifie que sr 6tant la transpos6e de i: VM--. TM et VM 6tant Ker Tf,
Ker T- est un sous fibr6 co’isotrope de TT*M d’orthogonal le sous-fibr6
isotrope Ker Tsr. (, sr) est une paire duale particulire au sens de Weinstein
[14] appel6e r6alisation isotrope de Libermann [3], [5] et

Q L T*M V*M

est un affino’ide symplectique au sens de [5], [15] (Exemple 1 de [5]). En
particulier ’: T*M V*M munit V*M d’une structure de Poisson A, ce qui
avait 6t6 ant6rieurement obselw6 par Lichnerowicz [9], dont le feuilletage
symplectique est Ker Tv et l’espace des feuilles Q, car f est h fibres
connexes.

(C) tant r6alise on dcompose X/4 suivant TW et 7/[w’XI4 f(i4 +
ou2 /1w.
Le systme (5) 6quivaut alors h l’unique 6quation sur W, (=)n(:), 2

6tant entirement d6termin6 par la projection de XH sur ;V.
Remarques. (1) La m6thode de r6solution choisie g6n6ralise celle indiqu6e

pour les liaisons parfaites (Remarque 2 ? la fin du 1). La condition (C),
automatiquement v6rifi6e pour les liaisons parfaites, appara]t comme une
condition math6matique suffisante pour assurer l’existence et l’unicit6 des
solutions. La puissance consomm6e par le systme est dH/dt -x dh()
soit 2 dh(().

(2) W ne d6pend pas de h mais seulement de Y: T*M - TQ.
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Pour r6soudre l’6quation diff6rentielle ( )?H(:) sur W on la projette par
sur V*M.
ff est un diff6omorphisme de W sur V*M.

DtFINITION 4.1 [10]. Dv
systme.

T)HIW s’appelle le champ dynamique du

La seule 6quation h r6soudre est donc sur V’M,

Dy(,).

La fin de ce paragraphe est consacr6e h l’obtention d’une d6composition
canonique de Dy sur V*M.
Pour toute application q: V*M R on note X -[A, q] son hamil-

tonien; soit s*H. Comme , et " sont g-orthogonale, T@(X(H_h)) 0 si
et seulement si

d(H- h)(Ker Tlw) O.

Comme ’os Idv*

(H- h (*I- *s*h))lW o.

Comme TW et Ker Tlw sont suppl6mentaires le long de W, les deux
relations pr6c6dentes entranent que

d(H- h *(t)- s*h))lw= O.

I1 en r6sulte que le long de W,

x, x,, + x,(,:,_,,,).

Soit Z T,Iw (};Iw est la projection sur /e"’ de XH). En projetant par "on obtient

Dy XI Z + TXhO s X,h.

Soit alors 0 s*h.
0 ne d6pend donc que de W. dO est une 2-forme ferm6e prolongeant

la forme symplectique des feuilles de (V*M,A). Soit E0 l’annulateur du
feuilletage symplectique de (V’M, A). I1 est classique (cf. [12]) que l’on
d6finit une connexion d’Ehresmann vw sur le fibr6

7"vV*M ----. Q
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ainsi: X dvw si et seulement si x dO i,. De plus [cf. 12] tout champ
drtavw-horizontal relevant un champ sur Q est un automorphisme de Poisson
car dO est ferm6e. Soit Yw: V*M- TV*M le relev6 dr’vw-horizontal de
Yos

LEMME. Yw TXh s X,h.

Preuve du lemme. Posons U Xh s X,s,h.
T(rV TU T(rU Y s puisque, *s*h 6tant constant sur les if-fibres,

X;,s,h Ker T,. Tout revient donc prouver que pour tout vecteur S
dO(TU, S) 0 soit dA(TsTU, TsS) O. Or Y- TsTU Ker Tff puisque

s Id. Comme s Ker T(rV, TsS Ker T@, tr- orthogonal Ker T’.
I1 en r6sulte que

dO(TU, S) =- dA(U, TsS)

Comme h- *s*h est nul sur W, U TW.
dA(U, TsS) 0 ce qui achve la d6monstration.
On a finalement prouv6:

Comme TS TW,

THIORME 4.1. Si la condition (C) de couplage est rdalisde, le champ
dynamicque De se ddcompose en la somme de trois termes

Dy=X + Yw-Z

ou I s’H, Yw est le relevd avw-horizontal de Yet Z, qui est contenu dans
le fibrd lagrangien Ker T(rv, ddpend des liaisons.

Remarques. (1) Z Tsr, et , est la projection de XHIW sur /. C’est en
ce sens que Z d6pend des liaisons.

(2) Ce th6orme g6n6ralise aux liaisons hamiltoniennes le th6orme 3.1 de
[10], [11] 6nonc6 dans le cas particulier ou Y: T*M--, TQ se factorise
travers V*M.

Cas des liaisons presque holonomes (Y se factorise
Soit d0 une connexion d’Ehresmann sur M - Q. On a donc une d6c-

omposition en sous-fibr6s vectoriels TM VM d0 et par dualit6 une
scission so" V*M - T*M de la suite exacte

0 f-IT*Q T*M V*M O,

qui identifie V*M l’annulateur de ao.
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Comme h(:) (:, Yh())(cf. 3) h so 0.

LEMME: Xh est -projetable.

Preuve du lemme. Comme les if-fibres de

T*M - V*Msont engendr6es par les champs de hamiltonien appartenant @* C=(Q, R) il
suffit de v6rifier que pour tout q C(Q, R),

[Xh, X,] Ker Tsr

or

[Xh, X.] =X{h,*q} et {h,@*} =dqo Y

soit

ce qui entrane le r6sultat puisque 7? et ff sont tr-orthogonales.

Soit v la connexion d’Ehresmann sur V*M associ6 5 s dh dOo.

LEMME 2. TXh est le relev oav-horizontal de Y.

Preuve du lemme. I1 suffit de prouver que pour tout
dh(Tso TXh, TsoS) O.
Comme sros0=Id, Xh- TsooTXhKerTsr. D’autre part

Ker T. I1 en r6sulte que
TsoS

dA(TsoTXh, TsoS ) dA( Xh, TsoS ) -sd(h So) 0

car h so 0 ce qui achve la d6monstration..

COROLLAIRE. Si la liaison est presque holonome, si o est une connexion
d’Ehresmann sur M 0 et g,av la connexion canoniquement associe’e sur
V*M ---> Q, Dy se d#compose en trois termes

Dy=Xn, + Yv- Z

ou XH1 est le champ de Hamiltonien H s*(H- h) et Yv est l’automor-
phisme de Poisson relev# v-horizontal de Y.
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En pr6sence de liaisons parfaites (Z 0) une forme locale du corollaire a

6t6 obtenue par Marie [10] dans le cas ou Y se r6duit t un champ de vecteurs
sur Q.

Remarques. (1) Supposons que le syst.me comporte, en sus des forces
donn6es repr6sent6es par L, des forces/. Leur travail virtuel est repr6sent6
dans le formalisme hamiltonien par une 1-forme semi-basique hcr -o.
R Ker Tzr. I1 en r6sulte que W ainsi que la condition (C) sont inchang6es,
ce qui souligne leur caractre g6ometrique, tandis qu’ l’expression de Dr se
rajoute un terme R Tllw. C’est le cas par exemple en pr6sence de
viscosit6.

(2) Comme le note Arnold [1], le formalisme hamiltonien n’a pas en
m6canique, comme seule origine, le formalisme lagrangien transform6 par
.’: le mouvement d’un fluide incompressible horizontal en fournit un exem-
pie.

5. Cas des systmes mcaniques classiques

On suppose que l’ensemble des actions agissant sur le systme en dehors
des liaisons d6pend d’un potentiel U. Si T d6signe l’6nergie cin6tique du
systme, T d6finit sur M une structure riemanienne. TM, et T*M par
dualit6, sont munis d’un produit scalaire not6 ( ). Le Lagrangien L du
systme s’6crit alors

L(v) (v,v) UoTr(v )

et la transformation de Legendre est l’isomorphisme de TM et T*M d6fini
par le produit scalaire.
Le Hamiltonien H du systme s’6crit

H(:) <:,:) + Uorr(: ).

Remarque. Dans le cas des syst.mes classiques, on pourra 6viter le
passage au cotangent en utilisant la structure symplectique, tout aussi mani-
able, sur TM d6finie par dA ou A .’*A. Dans ce cas

..’*H -( v v ) + Uozr ( v ).

On suppose que les liaisons sont telles que l’application fibr6e
Y: T*M TQ se factorise travers V’M, Y Yo . Soit aW0 la connexion
d’Ehresmann d6finie sur M Q par l’orthogonal relatif au produit scalaire
( ) d6fini par T. La d6composition TM VM deal0 fournit en passant au
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dual la d6composition

T*M VM o
oh gg0, annulateur de ’<’o, s’identifie ? V*M et VM o,. Soit so
l’inclusion: V*M o<’o ---> T*M.

Soit Yh: V*M---> TM le relev6 horizontal de Y, h(s#) (,Yh r(:))et
p =..Yh.
West dfinie par (dH dh) (Ker T]w) O.
Comme Ker T" c Ker T- cette condition s’crit

V2 V(M) ..,(H- h)lW O,

ce qui 6quivaut h

V2 e V(M) (2,:-po’(:)) =0

W est donc d6finie par sc -po ’(sc) VO(M). Comme Yh est horizontal
p st(so) gg00. I1 en r6sulte que West l’image de V*M par l’application
s(sr) p(’) + s0(’) ce qui implique que la condition (H) est toujours v6rifi6e.

Supposons la condition (C)v6rifi6e et soit v la connexion sur V*M Q
associ6e ? dOo ou 00 sA. Soit Yv le relev6 de Y dans TV*M relativement
? ov

Yw= Yv+ So

ou SO est tangent au feuilletage symplectique Ker Tv.
On note t5 la 1-forme t5 0 00 p*h.
Yw et Yv 6tant respectivement vw et ggv horizontaux,

VS X,, eso dOo( S) eyw d( S)

Par d6finition de la forme de Liouville, t5 X. En effet, fi(S)= (p(’),
TTrv(S)) 0 car p(sr) VM et TZrv(S) VM. D’autre part

(Yw) (p(r), T,n.v(Yw))= (yh,Yh)()

On d6finit Ky V*M - R en posant Ky (Yh, Yh). Avec ces notations

VS i, So dOo(S) 2s dKy [ S, Yw ].

Y: V*M TQ peut 8tre consid6r6e comme une section du fibr6 normal du
feuilletage dont Yw est un repr6sentant dans les champs sur V*M.
Comme i,, [S, Yw] ne d6pend que de la projection de [S, Yw] dans le
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fibr6 normal. Autrement dit V d6signant la connexion de Bott du feuilletage
E, [S, Yw] (P, VsY). Soit (sY)h le relev6 ggv horizontal de VsY. De la
d6finition de p et h il r6sulte que (,VsY)= (Yh,(VsY)h). Soit r/ la
1-forme feuillet6e sur V*M d6finie par r/(V) (Yh, (VsY)h), rl ne d6pend
quedeYet et

So dOo( S) 2s dKg q( S)

ce qui entraSne que So -2Xrr + A#r/ ou A#R: T*V*M -+ TV*M est le
morphisme associ6 au tenseur de Poisson A de V*M.

Ceci va permettre par appplication du th6orme 4.1 d’obtenir dans ce cas
une autre d6composition de Dy. En effet

<So(’) So(’)+/(’) s*(/-/(’)) <,(r),,()>

soit

H(r) <So(r), So(r)> + Ky- UoTrv(r ).

on en d6duit, par un calcul imm6diat:

PROPOSITION 5.1. Si Y Yo et si (C) est rdalisde

o x,, x,, + r + (% z)

Ho s’H est le hamiltonien sur V*M du cas holonome (Y 0);
Ky l(Yh, Yh) ddpend de la liaison et de l’6nergie cindtique"2

Yv est le releM horizontal de Y dans la connexion sur V*M associ& la
connexion "riemannienne" sur M Q;
Enfin A%l Xiq, 0 si la fibration f: M --, Q est riemanienne; rl 0 si Y se
factorise travers Q.

Le dernier point r6sulte de ce que si la fibration est riemanienne,
x + (x,. }aeo, se factorise travers Q; pour tout S e , S Ker T?v, on a
alors

-gasKy 1/2.Zas < Yh Yh > < Yh _sYh > ( Sh (sY) h ) "rl ( S ).

Si Y se factorise travers Q, VsY-- 0 et donc r/= 0.
Cette proposition 6tend un r6sultat de Marle [10] relatif au cas ou Y se

factorise t travers Q et ou les liaisons sont parfaites (A# 0 Z); si de
plus la fibration est riemanienne, Xrr O.
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Remarque. En pr6sence d’autres forces donn6es que celle retenue dans
L, il convient d’ajouter un terme R Ker TTrv dans la d6composition de
Dr,. C’est par exemple le cas en pr6sence de viscosit6. Dans ce cas est
donn6e une forme quadratique n6gative sur TM, ou aprs transformation de
Legendre (lin6aire dans ce paragraphe), une forme quadratique n6gative sur
T’M, dp, la fonction de Rayleigh, et le travail des frictions est repr6sent6 par
la 1-forme semi basique sur T*M M

x -, T X)

qui par dualit6 symplectique fournit un vecteur / contenu dans Ker Trr.
R TRI re dfinit dans ce cas un morphisme de fibr6s vectoriels de

V*M V*M MV*M

M

La condition (C) est agr6able expliciter dans deux cas particuliers, celui
ou Yo" V*M TQ est un morphisme de fibr6s vectoriels et celui des liaisons
semi-holonomes ou Y se factorise travers M:

1. Yo lindaire de V*M TQ (Y Yo )
p: V*M ---> T*M est alors un morphisme de fibr6s vectoriels prenant ses

valeurs dans o0" VM. I1 en r6sulte que s p + so d6finit une connexion
d’Ehresmann sur M --) Q not6e et West un fibr6 vectoriel de base M.
Pour exprimer la condition (C), TW C /# 0, on remarque que / &ant
contcnu dans Ker Tr il suffit d’6crire quc

(TW c Ker Trr) C 7/ 0.

Autrement dit, si l’on considre la suite exacte de fibr6s vectoriels sur T’M,

0 T*M MT*M TT*M "n’-ITM 0

il suffit d’6crire que (7/) c O(TW n Ker TTr) 0: soit 7]’-1("1 F 0
ou encore F01-, est isomorphe h (rr-l’)*.

PROPOSITION 5.2. Si Yo" V*M TQ est linaire, la condition (C) s’crit
zr-lo F 0 ou encore, Fo[,r-l est isomorphe (r-lo)*.

2. La liaison est semi-holonome
Dans ce cas p" V*M T*M se factorise h travers M ce qui implique que

TW Ker Tr est l’image de Tso. On en d6duit:
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PROPOSITION 5.3.
Dy se ddcompose en

Si Y est semi-holonome (C) s’dcrit r-10 (’ F {O} et

X o- + + (A% z)

OU Ky est cette fois une fonction basique sur T*M M.

I1 est int6ressant dans ce cas de donner une expression de (C) en co-
ordonn6es locales: ceci permettra de justifier la d6signation de (C) comme
condition de couplage.
On se place dans des coordonn6es adapt6es t f, f: (qJ, q") q", et on se

donne une base locale de F TM, to, to, dq i, et L--aii,i U(qi)
ou l_<i’, i’_<m, l_<j, j’m, l_<a, a’, /3_<m-n, VM=(q",qJ,0,Y).
Ecrire que r-lc3 F{0} revient 6crire que les to,l-l forment une base
de 7r-l*. Soit (au’) la matrice inverse de (au,) et (y,,) la matrice inverse
de (a"d). La condition (C) s’6crit

(c) det(to, + toajaJCt’yfla, ) * O.

Supposons, situation fr6quente (cf. infra), que l’on veuille contr61er les
paramtres (q) par un dispositif agissant sur les paramtres (q). Dans ce
cas to,--- 0 et (C) se r6duit h det(toyaya) = 0.
En particulier ceci sera impossible si a# 0 autrement dit si les variables

q et q" ne sont pas coupldes. Ce cas est l’oppos6 du cas de l’asservissement
parfait qui correspondrait h toj--0 et pour lequel (C) est trivialement
v6rifi6e puisqu’on suppose F de rang m n.

6. Extension la m6canique terrestre

Tenir compte pour un systme m6canique de la rotation de la terre f
revient h consid6rer en axes absolus, une liaison b f ou q est l’angle de
rotation de la Terre. En g6n6ral on pr6fre se placer dans des axes li6s ?a la
Terre et alors le hamiltonien H se pr6sente sous la forme

H(s) <sc, s) + <a,> + U0zr(s)

ou ( ) est le produit scalaire d6fini par la partie quadratique de l’6nergie
cin6tique eta une 1-forme sur M.
On conserve les mmes autres donn6es qu’au paragraphe (5) et on note

g’o le sous-fibr6 orthogonal de VM dans TM pour le produit scalaire ( ).
Dans le dual, a se d6compose en ao VM eta g’0 et W est d6fini par
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l’application s" V*M---) T’M,

--> s() p() + So( ) ao r()

La condition (H) est donc v6rifi6e puisque st0 s Id. En fait il suffit dans les
r6sultat du paragraphe 5 de changer p en p a rrv (ce qui correspond h la
prise en compte de la liaison b f). Par exemple:

COROLLAIRE. Si Y est semi holonome, et si T/’-Io F {O} or) g,a est la
connexion ddfinie par s,

on

X. + + (A% Z)
no sH, K (p al, p an),

r/(S) =( p a x, ( VsY ) h) si S i,.

7. Etude de quelques systmes m6caniques

Les exemples--616mentaires--suivants ont 6t6 choisis pour leur valeur
illustrative des r6sultats pr6c6dents. En particulier ces exemples ne rentrent
ni dans le formalisme de Marsden, Montgomery et Ratiu [12] ni dans celui de
Marie [10], [11].

7.1 Systdme de deux disques asservis [2]
Le systme est constitu6 de deux disques D et D2 de mSme axe vertical

A. D est soumis h un ressort de rappel d’axe A de coefficient k > 0. D2 est
astreint h suivre D dans son mouvement par un dispostif ext6rieur au
systme agissant sur O2 seul. Si on d6signe par (0i) (i 1,2) la distance
alg6brique parcourue par un point de Di h la distance unit6 de A sur le
cercle unit6, l’espace de configuration est M R2 (01, 02) et

1 02

L ’(A1(12 + A2/22) k--
l(p p) 012+

Enfin F a pour base dO2.
On peut formaliser la liaison de deux faAons diff6rentes:
(a) Comme liaison holonome" Q R et f(Ol, 02) 01 02; Y 0. C’est

une liaison non parfaite puisque VM 4: F. Des calculs simples donnent

VM (01, 02; X, X), 0 {(01, 02; Y1, Y2)(A1Y1 -F AzY2 0)}.
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Comme Y 0, W Im so ou So: V*M T*M est donn6 par

A1pS0(01, 02, P) 01, 02, A1 + A2

A2p )A + A2

et (H) et (C) sont trivialement v6rifi6es.
La propositon 5.1 entrMne que

Dy= Xno Z

192
A + A2

+kO 2’
( A2 )0, 0; 0, kO

ce qui conduit aux 6quations

[ -kO1.

L’inertie de Dz ne joue aucun r61e ce qui ne serait pas le cas si la liaison
6tait parfaite, le mouvement 6tant alors r6gi par

01 =0.ffl + kA1 + A--
(b) Comme liaison non holonome, hamiltonienne parfaite: Q R,

f(01, Oz) Oz, YI: TM TQ, VM (01, 0z; X1, 0) la liaison est parfaite.
D’autre part : T*M TQ s’6crit

((Y(O1, O2,Pl,P2) 02,11

et donc se factorise travers V*M. La liaison est donc hamiltonienne. Enfin
le produit scalaire est coefficients constants et la proposition 5.1 entrMne
que

Dy=Xno + Yv
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OU S0(01, 02,/9) (01, 02, p, 0)

1 p2 02

H0=’7 +k-

Yv(O’O2 P),p,O,-11,0

et on retrouve les 6quations pr6c6dentes.

7.2 Stabilisateur de Houle SPERRY [2]
Sur un navire, soumis seulement la houle et son poids, on place un

gyroscope dont le carter est mobile par rapport au pont du navire autour
d’un axe perpendiculaire l’axe longitudinal du navire, le centre de gravit6
du gyroscope 6tant situ6 une distance d au-dessus du centre de gravit6 du
bateau. Un moteur fix6 sur le pont agit sur le carter du gyroscope. Si 0
d6signe l’angle du mt du navire avec la verticale, a l’angle du carter du
gyroscope avec le pont, q l’angle de rotation du rotor du gyroscope

1( t2 {j2 ) + kcos0L A +I(a) +C((o +dsina)
2

OU I(ot) I + md2 + A cos2 0.
I1, (A, C) 6tant des moments d’inertie du navire et du gyroscope respec-

tivement, rn la masse du gyroscope. Enfin k cos 0 repr6sente la contribution
de la houle.

L’espace de configuration est M RE)< S1= {(a, 0, q)} et on suppose
que la liaison d’asservissement est

& ad + bO.

On choisit Q R; f(a, O, t#) a;

ZM (a,0,,0,O,);

Ce qui conduit sur T*M

Yl(a, O, q, &, , (o) (a, ad + bO).

1 /912 (P2 --/93 sin a /93H= --+ I +- k cos 0

Y Yo sr oft Y0: V*M T*M

Yo(a, 0, ,/92, P3) (a, a P2 P3 sin a
I + bO).
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On est dans les conditions d’application de 5.1

0. (.. 0. 0.

1 (/92 --/93 sin a /93H= I / -kcos0.

Le produit scalaire restreint ? 0 (a, 0, q, X, 0, 0) ne d6pend que de a et
donc se factorise travers Q. Ceci implique que Dy XHo Yv. Soit

P3 ) P2 P3 sin a
Dr aO + bO, 19, -- 19 sin a,-k sin 0,0 off 19 I

et l’6quation Dy() entra]ne que P3 est constant.

Remarques. (1) L’int6rt du compas Sperry est qu’il permet de stabiliser
la houle ce que l’on voit sur l’6quation lin6aris6e ota I0 I(0), r0 > 0 est la
rotation propre du rotor

Io" + Croa + (Crob + k)O O.

I1 suffit de choisir aet b tels que

410(Cr0b + k) > C2ra2.

En particulier si b#Croa2/4Io, on ne modifie pratiquement pas la p6riode
propre du navire tandis qu’on le stabilise d’autant plus vite que a > 0 est
grand.

(2) si b 0 l’asservissement & ad est int6grable et 6qivaut ? l’asservisse-
ment holonome a aO. Dans ce cas si on choisit f(a, O, q) a aO l’as-
servissement n’est pas parfait. Par ailleurs la stabilisation est limit6e par

C2ra2 < 4Iok tandis que la p6riode propre du navire est augment6e.

7.3 Mouvement d’une bille de billard sur un plan horizontal.
Une bille de billard, homogne, de centre G, de rayon a, est en mouve-

ment sur un plan horizontal, la seule force donn6e 6tant le poids. L’espace
de configuration s’identifie donc au groupe des d6placements qu’ son tour
on identifie R2>(S0(3) ou q R3 repr6sente les coordonn6es dans un
repre fixe (0, e, e-’2, e-*3), du centre de gravit6; on d6signe par I le moment
d’inertie de la bille autour d’un diamtre. Avec des notations 6videntes,

2 2L (ml0[ / IIol ) mgq 3
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Oh (4, to) R3 R3, TS0(3) 6tant par translation gauche identifi6
S0(3) R3.

Ainsi

l(ip[2 + 112)H=- +mgq3.

Les lois du frottement obligent ?a consid6rer deux phases distinctes selon
que le glissement

V=
p "rr

a Ae3m

est nul ou non.

7.3.a. Cas du glissement
Dans ce cas F c T*T*M a pour base la 1-forme z:

( q, A, p, r; Q, I), P, M) (e3 + Uo, Q af A e3)
V

Uo

v d6signant le coefficient de frottgment.
La seule liaison est alors holonome (non parfaite)

R=Q et f( q, A) q3, VM ( q, A Qo, l) ,o ( q, A Q3e3, 0)

oh pour tout vecteur X, Xo d6signe sa projection dans le plan (el, e2).
(C) est v6rifi6e puisque zl ro est une base de o* et W so(V’M) ou en

identifiant V*M et o:
so "(q,A,P0,Tr) (q,A,P0,

Comme la liaison est holonome

Dy= XHo Z

oh

Compte tenu de ce que

dh dp A dq + dA
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Ol /1 est la forme de Liouville de T’S0(3), V a pour base, au point
(q, A, Po, zr) le vecteur (0, O, e3 -t- Uo, au0 A eo). Ce qui donne

et

, (0, 0; -mg( e3 + Uo), -mgau0 A e3)

Dy - - mguo, mgafo /x e3

I1 en r6sulte que 7r- apo/x e3 --C est constant ce qui entra]ne que
uo kE(po + vo) oh vo est une constante et finalement

Po + Vo (-mgvt + a)o.

Le mouvement est donc uniform6ment d6c616r6 de d6c616ration mgv
pendant l’intervalle de temps [0, a/mgv]. La rotation de la bille est con-
stante pendant cette phase.

7.3.b. Cas sans glissement
Dans ce cas la direction horizontale de la force de frottement n’est pas

fix6e et F a pour base les 1-formes ,l"i" (Q, f, P, M) --. (ei, Q af /x e3)
On choisit f: M Q R3, (q, B) q et la liaison q3 a, v 0 s’6crit

dl Yx oft Yl(q, A, dt, to) (q, ato /x e3). Soit, en passant au cotangent,

Y:T*M --. TQ

(a( q A p Tr ) q,-[Tr A e3

qui se factorise h travers V*M identifi6 par so h (q, A, 0, 7r). La liaison est
hamiltonienne lin6aire et comme d’= (Q, A, q, 0), (ril at) forment une base
de oV’0. (C) est donc v6rifi6e.
Le produit scalaire (restreint oW0) est ? coefficients constants; la proposi-

tion (5.1) entra]ne que

Dr=Xn Yv-Z
3ou H0 [’w[ 2/I + mgq

/ {(0, O, X, aX/x e3)}.
Finalement

Z 0 car , (0,0, -mge3,0) puisque

( a )Dy(q, A, 7r) 7"n" A e3, 7’ 0

I1 en r6sulte que r et sont constants. Le mouvement est rectiligne
uniforme, la rotation de la bille 6rant constante.
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Remarque. Oue v 0 ou non, la pr6sence de frottements fait que la
liaison n’est pas parfaite. On a obtenu les 6quations comme cons6quence du
principe de d’Alembert g6n6ral: on n’a pas pu a priori restreindre l’espace de
configuration R2 S0(3).
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