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I. INTRODUCTION
1.1

1. Un systme laplacien de variables alatoires est caractris par les
deux proprigt!s suivantes: chaque variable dpend de 1 loi de Laplace,
et la correlation entre les diffrentes variables est linaire. Les fonctions
alatoires laplaciennes d’une ou plusieurs variables, ou d’un point d’un espace
quelconque, sont caractgrises par les deux mmes proprigtgs. Nous nous
proposons d’tudier les fonctions ou les systmes de variables obtenus en
abandonnant la premiere proprietY, et en ne conservant que la correlation
linaire.

Plusieurs dfinitions de cette notion sont possibles.. Nous dirons d’abord
qu’une variable alatoire Y dpend linairement d’un systme de variables
X, si elle est de la forme U - V, U tant une fonctionnelle linaire certaine,
presque strement bien dfinie, des X, et V tant indpendant de ces varia-
bles. Duns ce cas, Y peut aussi tre reprsent par U1 -k V1, avec

U= U+c, V= V-c,
c dtant un nombre certain, et il n’y a pus d’autre repr4sentation de 1 mSme
forme. Prcisons que U peut 8tre identiquement nul. L’ind(!pendance de
Y par rapport aux X est donc un cas particulier de la d4pendance liniaire.

Si les X sont en nombre infini, 1 dfinition de U implique la convergence
presque sfire d’une certaine expression, srie ou intdgrale, et il peut arriver
que cette condition ne soit pus vdrifide quand les X, sont tous nuls. C’est
seulement duns le cas off, pour les X tous nuls, U prend une valeur bien di-
fini u0, qu’on peut mettre U sous la forme U0 u0, et ramener son tude
t celle d’une fonction linaire et homogne des X. Duns le cas ginral, on
peut arriver t un rsultat analogue en exprimant U en fonction de variables
auxiliaires X a (les a tant des hombres certains). Malgr cela, nous
ne pourrons pus toujours nous contenter de considrer les cas off U est une
fonction lin(aire et homogne des variables choisies.
Duns le cas laplacien, on peut supposer routes les variables semi-rduites,

et prendre pour U la valeur probable conditionnelle de Y quand les X, sont

Received November 19, 1956. Footnotes 6 and 10 and a few lines in n II.2.3, III.6.3’
and III.8.2 modified in proof.

La loi de Laplace est la loi souvent uppelde loi de Gauss, ou loi normale. Une vari-
able alatoire X, laplacienne ou non, sera dite semi-rdduite si E(X) O, et rdduite si
de plus E(X) 1. Les variables laplaciennes r4duites seront ddsignes par les lettres
tj ou n, avec ou sans indices, et les diffdrentes variables , et n, qui interviennent duns
une mSme expression analytique seront toujours supposdes indpenduntes les unes des
autres.
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connus. Mais cela n’est pas possible pour une th6orie gnrale: les premiers
moments des X et de Y n’existent pas toujours.

2. Nous dirons qu’un ensemble E de variables al6atoires X, est corre-
lation linOaire complete si, quel que soit le sous-ensemble E’ c E de variables
X, que l’on suppose eonnues, ehaque variable ineonnue d6pend lin6airement
des variables eonnues. Nous verrons que eette dfinition ne conduit qu’
une g6n6ralisation triviale des systmes laplaeiens. D’autres applications
de la notion de d6pendanee linaire sont plus int6ressantes.
La premitre suppose essentiellement une relation d’ordre entre les variables

eonsid6r6es. I1 peut notamment s’agir d’une suite finie, infinie ou transfinie,
de variables al6atoires, ou d’une fonetion alatoire (t) du temps t, dfinie
sur tout ou partie de l’axe des 2. Pour un tel systme ordonn6, nous dirons
qu’il est corrdlation lindaire, ou encore qu’il appartient la classe K, si,
quelle que soit la variable X de ee systme, quand on eonnatt, soit l’ensemble
de routes les variables qui pr6edent X, soit eet ensemble eompl6t par X,
toutes les variables ineonnues d6pendent linairement de l’ensemble des
variables eonnues.
Une elasse beaueoup plus 6te.n.due s’obtient en introduisant la notion de

corrOlation lindaire indirecte. La fonetion tudi6e O(x) peut alors tre une
fonetion al6atoire d’une variable x de nature absolument queleonque. Nous
introduirons d’autre part un systme auxiliaire qui sera, soit un ensemble
absolument queleonque de variables alatoires V ind@endantes les unes des
autres, soit l’ensemble des aeeroissements sueeessifs d’une fonetion alatoire
additive Z(u), u 6tant une variable r6elle’. Nous d6signerous par K la
elasse des fonetions q(x) qui peuvent tre dfinies eomme fonetions linaires
certaines des V,, et par K la elasse de eelles qui sont des fonetions lingaires

eertaines des aeeroissements d’une fonetion Z(u). Si une fonetion Z(u)
admet des diseontinuits mobiles, elle n’appartient pas ’X K. Done K*
n’est pas eontenu dans K. Inversement K eontient des fonetions qui d-
pendent effeetivement d’une infinit non dnombrable de variables al6atoires
ind6pendantes, et n’est pas eontenu dans K*.
Une fonetion Z(u), si, pour fixer les id6es, on la suppose nulle pour u 0,

peut d’ailleurs toujours tre eonsid6r6e eomme la limite, au sens de Bernoulli,
ou mme en probabilit6, de fonetions dpendant linairement d’un systme
de variables al6atoires indpendantes, ’X savoir les diff6renees

Z[(n + )1- Z(n),

Une th6orie plus g6n6rale n’est pas exclue. Dans le plan euclidien, par exemple,
on peut d6finir une relation d’ordre en disant que le point x, y pr6e5de le point x’, y’ si
l’ona, soitx < x’,soitx x’,y < y’. Maisilnesemblepasqu’ilyaitint6r4td6-
velopper une th6orie reposant sur une convention aussi arbitraire. Quand nous parlons
du temps t, eela implique non seulement qu’il s’agisse d’un point d’une droite, mais
aussi que eette droite soit orient6e.

On pourrait introduire iei, au lieu de Z(u), une fonetion al6atoire additive d’en-
semble dans un espaee queleonque, ou, en d’autres termes, une int6grale multiple
616ments al6atoires ind6pendants. Mais la g6n6ralisation serait illusoire.
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r 6rant infiniment petit. Si done elles n’appartiennent en g6n6ral pas g la
classe K, elles appartiennent toujours g sa fermeture Ki, et il enest de mme
de toutes les fonctions de la classe K. Cette fermeture/i apparait ainsi
comme la classe la plus g6n6rale dans cet ordre d’id6es. Ce sont les fonctions
de cette classe, c’est-g-dire toutes celles qu’il est possible de dOfinir par un pas-
sage gt la limite en partant de fonctions de K, que nous appellerons fonctions d
corrdlation lindaire indirecte.
En parlant de passage g la limite, nous admettons naturellement la d6fini-

tion la moins restrictive, de manire obtenir r4ellement routes les fonctions
qu’il est possible de dfinir comme il vient d’etre dit. Mais l’influence de
la d6finition de la limite n’est pas ce qu’on pourrait croire g premiere vue.
Ainsi, pour une suite de variables al6atoires X,,, s’il y a convergence de leurs
lois vers celle d’une variable X, la correlation entre X et Xn n’intervient pas,
et rien n’empche de d6finir cette corr6lation de manire qu’il y air conver-
gence en probabilit6 de X vers X, et par suite convergence presque sfire
pour une suite partielle convenablement choisie. Ces trois modes de con-
vergence donnent done la mgme d6finition pour la fermeture d’un ensemble de
variables al6atoires. La m4me remarque s’applique celle d’un classe de
fonctions al6atoires.

.2

1. Occupons-nous maintenant de la recherche de repr6sentations ex-
plicites des fonctions consid6r6es, et en particulier des fonctions de la classe
K. Les fonctions Z(u) sont aujourd’hui bien connues, et on peut consid6rer
comme repr6sentation explicite d’une fonction (x) n’importe quelle formule
du type

(I.2.1) (x) F F(x, u) dZ(u),

pourvu que l’int6grale soit presque sfirement bien d6finie.
Mais cette forme est en fair beaucoup trop restrictive. On sait qu’une

fonction Z(u) peut se mettre sous la forme

(I.2.2) Z(u) f(u) q- X(u) q- Y(u) q- S(u),

off f(u) est une fonction certaine, X(u) une fonction additive, laplacienne, et
semi-r6duite, Y(u) une somme ou une somme compens6e de discontinuit6s
mobiles, et S(u) une somme de discontinuit6s fixes. Nous supposerons
f(u) 0, ce qui n’est pas une restriction essentielle; en ajoutant f(u), on ne
fair en effet qu’ajouter un terme certain (t). La fonction Z(u) n’a alors
pas d’autre discontinuit6 que des sauts, d6finis chacun par les deux nombres
u et

y y(u) Z(u d- O) Z(u 0).

Les sauts s’obtiennent ainsi par des op6rations lin6aires en fonction de Z(u).
D’ailleurs les sauts de S(u) correspondent go au plus une infinit6 d6nombrable
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de valeurs de u connues d’avance, et off Y(u) est presque srement continu4.
On saura donc de chaque saut si c’est un saut de Y(u) ou de S(u). Donc
Y(u), S(u), et par suite X(u) sont des fonctions linaires certaines de Z(u),
et il en est de mSme de routes les fonctions (x) de la forme

(I.2.3) (x)= (x)+ f_ [F(x, u) dX(u) + G(x, u) dY(u) -I- H(x, u) dS(u)].

Ces fonctions appartiennent donc la classe K; mais routes les fonctions
de cette classe ne sont pas repr4sentables par la formule (I.2.3). C’est seule-
ment la fermeture de l’ensemble des fonctions (I.2.3) qui coincide avec K.5

Cette formule (I.2.3), rdduite au terme laplacien, a dj t considrde par
G. Maruyama [8]. I1 consid4rait seulement une intgrale 4tendue i l’inter-
valle (0, 1); ce n’est pas une diff4rence essentielle, puisqu’un changement de
variable sur u permet de ramener une forme l’autre.
Nous ne reviendrons pas sur la formule g4nrale (I.2.3), mais insisterons

sur le cas particulier que nous allons dfinir maintenant. Indiquons seule-
ment d’abord que tous les rsultats qui ne font pas intervenir les notions de
representations propres ou impropres, ou canoniques, s’tendent sans peine
au cas g4n4ral.

2. Nous dsignerons par C la classe des fonctions (t) du temps t, ddfinies
pour > 0, et reprsentbles par la formule (I.2.3), l’intervalle d’intgration
4rant rdduit (0, t). Si de plus (t) 0, nous obtenons la classe Co des fonc-
tions de la forme

(I.2.4) (I,(t) =fo IF(t, u) dX(u) + G(t, u) dY(u) + H(t, u) dS(u)l (t > 0).

Nous d4signerons les trois termes par h(t), .(t) et (3(t), et par C, l’ensemble
des fonctions (t) (i 1, 2, 3).

Si on precise que l’on intgre de -0 t, si H(t, O) ,(t) et

s(+o)- s(-o)= ,
la diff4rence entre Co et C disparatt. Mais il semble pr4f4rable de supposer
essentiellement que les discontinuit4s de S(u) sont fixes, mais al6atoires, c’est-
-dire que, pour chaque saut, u, tant connu, y a au moins deux valeurs pos-
sibles [y compris z6ro, gventuellement; ds que Pr (y 0) > 0, le point
u off il enest ainsi est un saut possible, rattach6 S(u) et non i Y(u)]. Si

Pour l’4tude d’une fonction particuliire, on peut ne pas s’occuper du cas off S(u)
et Y(u) ont un saut commun; c’est un cas dont la probabilit6 est nulle. Mais on ne peut
pas op6rer de mgme pour une famille de fonctions telle que Y(Xu) + S(u); il y aurait des
valeurs du paramtre X, non connues d’avance, pour lesquelles les rsultats presque
stirs pour chaque valeur donn6e de X seraient en ddfaut.

Ce rsultat sera dmontr6 dans un travail spar6.
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y n’avait qu’une valeur possible, le terme H(t, u)y serait connu, et devrait
tre rattach (t). La classe Co n’est ainsi qu’une partie de C.
On ne restreint par contre rien en supposant, ce que nous ferons tou]ours,

que l’on a
(.2.5) Z(0) Y(0) (0) 0.

L’intrt de la formule (I.2.4) pour l’tude des processus stochastiques
provient de ce qu’on introduit successivement les diffSrents accroissements
lmentaires dZ(u) dont dpend (t). I1 peut alors arriver que l’information
donne par la variation de Z(u) dans n’importe quel intervalle (t, t’)
(avec 0 _-< < t’) coincide exactement avec l’information nouvelle obtenue
quand (u), d6i connu dans (0, t), est donn6 dns (t, t’). Mais il n’en es
pas tou]ours ainsi. C’est ce qui nous obligera distinguer les repr6sentations
propres, semi-propres, ou impropres, et consid6rer sp6cialement les repr6-
sentations canoniques.
Aprs une brve indication donn6e incidemment dbs 1950 [4, note de la

p. 353], l’auteur a entrepris en 1955 une 6rude syst6matique du cas laplacien
[5, Chap. 4; voir aussi 6]. L’obiet essentiel du pr6sent travail est l’extension
des principaux r6sultats aux fonctions de la classe C, et l’6tude des relations
entre cette classe et la classe K d6finie au n 1.1.2.

1.3
1. Le Chapitre II, qui a encore un caractre prliminaire, est un com-

plment aux travaux qui viennent d’etre cites. Bien que plusieurs th6ormes
soient simplement rappelgs sans dmonstration, nous n’avons pas pu viter
certaines r6p6titions. Ce retour sur le cas laplacien nous a tout de mme
paru ncessaire, pour plusieurs raisons. D’une part, il y a un assez grand
nombre de rsultats nouveaux. D’autre part, dans aucun des travaux cites,
nous ne nous tions placg exactement au point de vue du pr6sent travail.
Dans [5], la fonction tudi6e 6tait de la forme

 Xo(u) jl(I.3.1) (t)
J0

F(t,u) F(t,u)

off Xo(u) est la fonction de Wiener; les $ ont la signification indique note .
Dans le present travail, au lieu de Xo(u), nous introduisons une fonction
ulatoire lplacienne, additive, semi-r4duite, cela pros quelconque. Sans
entralner de difficultd essentielle, cette gdndralisation oblige modifier la
plupart des dnoncds.
Dans [5] et [6], nous avons introduit les z-fonctions, qui sont aux fonctions

mesurables et de carrs sommables ce que les distributions de L. Schwartz
sont aux fonctions sommables. Si, pour chaque fixe, F(t, u) est une a-fonc-
tion de u, le troisime membre de la formule (I.3.1) conserve un sens; mais,
si ce noyau n’est pas une vraie fonction, la fonction alatoire ainsi obtenue
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n’est pas une fonctionnelle certaine de Xo(u). Elle peut ne pas appartenir
la classe C1. Pour l’tude de cette classe, nous devons nous borner au cas
off, dans l’expression de l(t) (n 1.2.2), le noyau est une vraie fonction.

Enfin, dans [6], nous nous tions propos de presenter un expos purement
analytique, et quelques brves notes indiquaient seules l’interprtation proba-
biliste des principaux rsultats. Ici, au contraire, nous nous plaons au
point de rue probabiliste.

2. Dans le Chapitre III, aprs quelques remarques simples sur la notion
de correlation linaire, et sur les fonctions correlation lindaire complbte,
nous 4tudions surtout les fonctions de la classe C. L’tude de l(t) ayant
fair l’objet du Chapitre II, nous aurons considrer les fonctions )2(t) et
3(t), et 4tudier les problmes poss par l’addition de ces trois fonctions. La

notion de representation canonique se gnralisant tout naturellement, les
problmes les plus importants sont sans doute ceux relatifs la caractrisa-
tion et aux conditions d’existence des reprdsentations canoniques, et ceux
relatifs aux conditions pour qu’une fonction de la classe C soit i correlation
linaire.

Plusieurs des problmes pos4s ne sont que partiellement rsolus. Le
present travail n’est qu’une premiere esquisse d’une thorie qui semble mri-
ter de nouvelles recherches. L’uuteur serait heureux de voir d’autres cher-
cheurs s’y intdresser.

II. LE CAS LAPLACIEN

I1.1. Representations propres, semi-propres, ou impropres

1. Nous tudierons ici les fonctions de la forme

(II.l.1) (I)(t) F(t, u) dX(u) (t > 0),

off X(u) est une fonction alatoire laplacienne, additive, et semi-rduite.
Nous supposerons X(0) 0, et poserons

E X(u) (u),

de sorte que, Xo(u) tant la fonction de Wiener, on a

(H.1.2) X(u) x0[(u)], X(u) x/(u) (u, u >= o).

La fonction non dcroissante co(u) peut ne pas tre continue, de sorte que
(t) peut ne passe rduire au terme (I)i(t) du n 1.3.2, mais 8tre de la forme
l(t) -3(t). Si co(u) est constant dans certains intervalles i, les valeurs

du noyau F(t, u) pour u e i sont absolument indiffrentes. Pour la partie
utile du demi-axe u >__ 0, c’est--dire dans l’ensemble ferm complmentaire
de la runion de ces intervalles i, les conditions imposer au noyau rsultent
des formules videntes



FONCTIONS ALATOIRES CORRELATION LINAIRE 223

(II.1.3) E/2(t)} f0 F2(t’u)d(u)’

(II.1.4) E{(P(tl)(P(t2) r(l, t2) [i F(tl, u) F(t:, u) d(u)

(II.1.5) N{q()X()} F( u) da(u).

Dans ces deux dernires formules, Min (tl, t) >= 0.
Un systme de variables alatoires laplaciennes semi-rduites tant bien

ddfini par sa covariance, on voit que: pour que chaque (t) considr isolment
soit bien d(fini, il faut et il suffit que F2(t, u) d(u) soit sommable dans (0, t);
le carr du noyau intervient seul, et son signe est indifferent. Pour qu’on
puisse parler du systme des deux fonctions alatoires X(t) et (t), il faut de
plus que F(t, u), considr en dehors des i comme une fonction de w(u), soit,
pour chaque fixe, une fonction mesurable de (u); son signe n’est plus in-
diffdrent.
Mais ce qui nous importe surtout, c’est la dfinition intrinsque de 4)(t).

Pour que cette fonction alatoire soit bien dfinie, il faut et il suffit que la
covariance F(tl, t2) soit bien dfinie par 1 formule (II.1.4). Lu conclusion
est alors intermdiaire entre les deux prcdentes. On ne change rien en
multipliant F(t, u) par un facteur v(u), mesurable ou non, toujours gal

+/-1. I1 n’y a d’ailleurs aucun intrt introduire des facteurs (u) non
mesurables, et nous supposerons toujours que F(t, u) soit, en dehors des iv,
une fonction mesurable de w(u). Cela ne diminue pas la gniralit des fonc-
tions (t) reprsentes par la formule (II.l.1). Par contre la variation du
noyau en fonction de est absolument quelconque. Toute restriction restrein-
drait la classe des fonctions (t) consid(rdes.

2. Les variables u introduites dans l’expression (II.1.2) de X(u) sont
de deux sortes diffrentes. Aux points de discontinuit(! de (u) correspondent
des u instantans qui interviennent avec des multiplicateurs finis dans l’es-
pression de X(t), pour > u. Pour les autres points, Unu isol n’influe pas sur
X(t), et on ne peut parler que d’un u moyen relatif un petit intervalle
(u, u -- du) (nous supposerons toujours du > 0). La notation reste com-
mode; mais la pr(sence du paramtre continu u ne doit pas faire oublier que
la fonction X(-), et par suite (.), ne ddpendent jamais que d’une infinit
ddnombrable de paramtres aldatoires inddpendants.

L’effet d’un u instantan( sur (t) est nul ou non en mme temps que F(t, u).
Darts le cas d’uu u moyen, ou d’un u dont on ignore lu nature, on ne peut
considrer . comme sans effet sur (t) jusqu’4 l’instant T > u que s’il existe
un intervalle semi-ouvert [u, u’) (u u’ =< T) qu’on puisse ngliger dans le
calcul de (t), jusqu’ l’instant T, c’est--dire tel que, pour tout e [u, T),
on air

(II.1.6) g(t, v) d(v) O.
u--O
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Si d’ailleurs on convient que, pour v > t, F(t, ) 0, on peut prendre simple-
ment [u, u’) comme intervalle d’intgration. Tousles v d’indices (u, u’)
seront alors aussi sans effet jusgu’ l’instant T.
Dsignons par f(u) la borne suprieure des T tels que soit sans effet

jusqu’ l’instant T. Si f(u) u, u a un effet immdiat sur (t). Si

u < f(u) < ,
a un effet differS. Si f(u) , u est sans effet. Nous dsignerons respec-

tivement par E0, El, E2 les ensembles des u _>- 0 pour lesquels ces trois
conditions sont ralises. D’aprs
condition (II.1.6), E et la runion E1 u E2 sont des runions d’intervalles
ouverts droite.
La representation de (t) par la formule (II.1.1) sera dire propre si E et

sont rides, c’est--dire si tout u d’indice u >= 0 a un effet immdiat. Elle
sera impropre si E1 n’est pas vide. Enfin, dans le cas off E est vide, mais
non E, elle sera dire semi-propre. Certains des ont alors un effet imm-
diat; les autres sont dfinitivement sans effet [ils ne peuvent pas tre tous sans
effet si q(t) est effectivement alatoire].

3. Les dfinitions qui precedent ne font intervenir que le produit

F(t, u) dco(u),

et, si co produit est identiquement nul quand u varie dans un intervalle
(u’, u’), on n’a pas besoin de se demander lequel des facteurs est nul. La
fonction q(t) est la mme dans tousles cas, et sa repr6sentation la plus simple,
en ce sens qu’elle n’introduit aucun lment inutile, s’obtient en annulant
la lois les deux facteurs.
Des conditions un peu diffrentes, qui obligent distinguer les rSles des

deux facteurs, se pr6sentent si, considrant une fonction X(u) d6finie par la
donne de co(u), on 6tudie l’ensemble des fonctions q(t) d6duites de cette
fonction X(u). Alors tous les ensembles E relatifs ces fonctions (t)
ont une partie commune E, qui est la runion des intervalles i, dans chacun
desquels co(u), et par suite X(u), sont constants. Le noyau intervient seule-
ment dans la dcomposition de l’ensemble compl6mentaire en trois sous-
ensembles E0 E E.’, tels que ( soit effet imm6diat, effet retard6, ou
definitivement sans effet, suivant que u appartient l’un ou l’autre de ces sous-
ensembles. Nous dirons alors que le noyau F(t, u), et la repr6sentation
(II.l.1) de O(t), sont propres relativement X(u) [ou co(u)], si E et E’ sont
rides, semi-propres si E1 est vide, mais non E’, et impropres si E1 n’est pas
vide. Si co(u) est constamment croissant, ces d6finitions coincident avec
celles donn6es plus haut pour les repr6sentations, et nous supprimerons l’indi-
cation de la fonction X(u) ou co(u). Dans ces conditions, un noyau propre
est aussi propre relativement n’importe quelle fonction X(u); un noyau
semi-propre peut rester semi-propre, ou devenir propre relativement i cer-
taines fonctions X(u).
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11.2. Classes de representations quivalentes
1. Une fonction de la forme (II.1.1) tant bien d6finie par s8 covariance

F(t,, t), cela revient au m6me de chercher routes les representations d’une
fonction (t) par cette formule, ou routes celles de F(t, t.) par la formule
(II.1.4). Ces repr6sentations peuvent 6tre group6es en classes de representa-
tions $quivalentes, deux reprdsentations 6tant dites 6quivalentes si on peut
passer de l’une l’autre l’aide des quatre op6rations a, b, c, d que nous allons
d6finir. Les deux premieres sont trivi8les, et il nous 8rrivera de ne m6me
pas consid6rer comme distinctes deux repr6sentations d6duites l’une de l’autre
par ces seules op6mtions, qui laissent invriant cheque lment des intgrales
(II.1.3) et (II.1.4). Les op6rations c et d impliquent au contraire un change-
ment dans l’aspect des repr6sentations consid6rges.

2. L’opdration a. Elle consiste ? changer un des facteurs F(t, u) et do(u)
quand l’autre est nul. Si par exemple 0(u) est donn d’abord, on peut, pour
chaque valeur de t, choisir un ensemble et sur lequel l’int6grale de co(u) soit
nulle (ensemble de o-mesure nulle), et changer F(t, u) quand u e et.
En principe, nous supposerons que cette opgration t( utilis4e pour annu-

ler la lois F(t, u) et rico(u) dans tout intervalle (u’, u’) off un des facteurs
est constamment nul. Aiors l’ensemble E;’ sera vide. On peut donc, sans
restreindre la classe des fonctions (I)(t) considrges, ne considgrer que des
noyaux propres ou impropres par rapport ? la fonction X(u) laquelle ils
sont assocles.

On peut aussi utiliser l’opration a pour supprimer certaines discontinuits
du noyau.

L’op$ration b. C’est le remplacement simultan de F(t, u) par

Fl(t, u) F(t, u)/[(u)]

et de dX(u) par dX(u) [(u)] dX(u), donc de do(u) par

d(u) [(u)]
1 fonction q(w) grant mesurable et de carr sommable dans tout intervalle
fini. Si d’ailleurs (o) ’() +/-1, cette operation est sans effet sur o(u),
et on retrouve une remarque dj faite sur le signe du noyau.

Si la fonction (u) est toujours croissante et absolument continue, on peut
ainsi remplacer 0(u) par 0(u)= u, c’est--dire ramener lu fonction (t)

la forme (I.3.1). Mais dans le cas ggndral, cela n’est possible qu’en intro-
duisant des a-fonctions. Si les noyaux sont des vraies fonctions, la formule
(II.1.1), mme si la fonction w(u) est suppose continue, est plus gnrale
que la formule (I.3.1).

3. L’opration c. C’est un changement de variable, substituant u,
dans l’int4grale (II.1.1), une nouvelle variable v g(u). Si on veut trans-
former ainsi une representation propre, il faut que l’on air toujours v =< u.
Mais, dans le cas d’une reprdsentation impropre, cette condition n’est pas
ndcessaire. En supposant o(u) donn4 d’avance, nous pouvons considrer
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n’importe quelle correspondance biunivoque entre un ensemble E’ de valeurs
de u et un ensemble E" de valeurs de v qui v6rifie les deux conditions suivantes:
si u est borne, v l’est aussi, et inversement; la partie de E" int6rieure (0, v)
est, pour tout v > 0, la transforme d’un ensemble ayant une 0-mesure

bien d6finie. I1 en rsulte une operation c applicable l’intgrale (II.l.1) si
F(t, u) est nul saul si on a la fois u E’ et > Max (u, v). Cette intggrale
prend alors la forme

(II.2.1) /[ -l(t, )) v//l()) f Fl(t, v)
’o

le nouveau noyau n’6tant de mme diff6rent de z6ro que si on a la lois v E"
et > Max (u, v); les rv sont toujours des variables laplaciennes r6duites.

Si, en partant d’une representation impropre, on peut obtenir ainsi une
representation propre ou semi-propre, c’est videmment en prenant pour
E’ la runion de E0 et E1, et en prenant pour v la fonction f(u) dun II.1.2
[c’est--dire l’instant o3 (. commence agir sur (t)]. Si 0(u) est continu
et que tousles v ainsi obtenus soient distincts, on obtient une representation
propre ou semi-propre, et, aux operations aet b pros, c’est la seule qu’on puisse
obtenir par un changement de variable v g(u).
4. L’opration d. C’est une extension de l’op6ration c, reposant sur la

remarque qu’une variable peut tre remplac6e par une somme c (
de termes indpendants, ou mme par une int6grale, et que, condition que
leurs coefficients soient proportionnels, on peut inversement runir plusieurs
termes, ou mme une infinit6, en un seul. Cette op6ration peut alors tre
associe une relation non biunivoque entre l’ancienne variable u et la nou-
velle variable v; il peut mme arriver la lois qu’ certains u correspondent
plusieurs v (ou mme un intervalle), et que l’inverse air lieu aussi.
Le caractre commun routes les opgrations effectuges en application de

cette remarque est qu’on ne peut r6unir ou s6parer que des 616ments ayant
des multiplicateurs F(t, u,) qui cessent en mme temps d’etre nuls, pour
.f(u), et ensuite varient proportionnellement. Deux repr6sentations 6quiva-
lentes correspondent donc un mme ensemble de fonctions de (du moins

des facteurs constants pros) obtenues en fixant u (ou v).
Parmi ces reprdsentations, il y a au plus une reprdsentation propre ou semi-

propre, et on l’obtient, s’il y en a une, en attribuant le nouvel indice v tous
les lments u pour lesquels f(u) v. La condition ncessaire et suffisante
pour que l classe de reprdsentations considres comporte une representation
propre ou semi-propre est donc que, pour chaque , d’une part les instan-
tans qu’il faudrait runir cet instant, d’autre part les v moyens relatifs

l’intervalle lmentaire (v, v + d), aient des coefficients proportionnels et
puissent tre runis. I1 n’en est videmment ps toujours ainsi.
Une autre remarque importante relative l’opration d est qu’une fonction

(t) dont l’expression fair apparatre des instantans relatifs des instants
u :> 0 peut, par la dcomposition de ces , tre ramene une expression
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de la mSme forme (II.l.1) dans laquelle figurera une fonction X(u) presque
sfirement continue. La condition que 0(u) soit eontinu, sauf peut 8tre
l’origine du proeessus, ne restreint done pas la elasse des fonetions reprsen-
tables par la formule (II.l.1). Naturellement les repr6sentations ainsi
obtenues en 6talant un ( instantan sur un intervalle fini ne seront jamais
propres ni semi-propres. Supposer la lois que co(u) soit eontinu et que la
repr6sentation soit propre ou semi-propre, restreint essentiellement la elasse
des fonetions q(t) eonsidr6es.

5. TH]ORME II.2. Sous la seule condition que o(t) soit continu l’origine,
la fonction (t) reprsenNe par la formule (II.l.1) peut aussi tre reprsent$e
par la formule (I.3.1).

Nous venons de voir en effet qu’on peut d’abord, par l’oprtion d, obtenir
une representation de l mme forme (II.l.1) pour laquelle (u) est continu
pour tout u _>-0. Fisons ensuite un nouveau chngement de vrible
v h[(u)], l fonction h() tant croissnte, absolument continue et s’nnu-
lnt vec . L’lment diffrentiel dX(u) /-(u) prend Mors l forme
rl o(v)%/-, q)(t) prend 1 forme

F v rl N//-v

et il suffit qu’on choisisse la fonction h(o) de mnire que h[co(t)] -< (pour
tout 0), ce qui est toujours possible, pour avoir ainsi une reprt!sentation
de la forme (I.3.1).
Ce thorme ne rend pas inutile l’tude de la forme gnrale (II.1.1).
I1 vaut mieux representer une fonction q)(t) par une representation propre

ou semi-propre de cette forme que par une representation impropre de l
forme (I.3.1). Ses proprits sont mieux raises en tividence.

11.3. Possibilit de I’existence de piusieurs classes.
Classes gnralises

1. Pour montrer qu’il peut y avoir plusieurs classes de representations
d’une mme fonction q)(t), il suffit de montrer qu’il peut y avoir plusieurs
repr6sentations propres. Nous avons d6j plusieurs reprises, dans nos
travaux antrieurs, indiqu l’exemple de la fonction

(II.3.1) q(t) [u + l(t- u)]%/)-.

Le calcul de la covariance montre immdiatement que deux valeurs It1 et
de lc lilies par la relation It1 -- k. -t- 1 0 correspondent deux repr6senta-
tions diffirentes de la mme fonction.
Nous allons montrer maintenant qu’une fonction aussi simple que la fonc-

tion q(t) Xo(t) admet des representations propres de la forme (I.3.1.),
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noyau continu, sauf l’origine, et qui dpendent d’un nombre arbitrairement
grand de paramOtres arbitraires. Elles sour de la forme

(II.3.2) (I,(t) Co -4- c %/-,

les a dtant > et tous diffdrents les uns des autres, et de zro.
Si n O, c0 1 donne la representation habituelle de Xo(t). Pour

n 1, en identifiant la covariance F(t, t) de (t) celle de X0(t), qui est
Min (t, t:), et en cartant la solution c O, Co 1, on trouve

a+l 2a1

de sorte que Xo(t) peut tre repr4sent4 par la formule

)(II.3.3) Xo(t) + 1 2 + 1 u. V (.>-

Dans le cas gnral, en cartant les solutions qui annulent certains ca
(dj obtenues pour des valeurs plus petites de n), on trouve un systme de
n quations lindaires et homognes,

(II.3.4) c0 + c 0 (h 1, 2, ..., n)

dterminnt non nul (sauf pour des systmes exceptionnels de valeurs des
a), qui dfinit tousles c en fonction de c0, et une quation qui, compte
tenu des autres, dfinit c. On a donc bien des reprgsenttions de Xo(t),
videmment propres, et qui dpendent des n prmtres

2. Lorsque deux representations d’une mme fonction (t) n’pprtien-
nent ps une mme clsse, u sens du n II.2, on peut se demander s’il
n’est ps possible de les mmener l’une l’utre par des operations utres
que celles dfinies cet endroit. Nous llons voir qu’en effet cel est prfois
possible, et que l’introduction d’une nouvelle operation e permet de dfinir
des classes plus gnrales de representations.
Revenons cet effet ce quenous vons dit propos de 1 recherche d’une

representation propre, qui s’effectue en remplant cheque indice d’une
wriable pr le nouvel indice f(u). Cette operation peut conduire attri-
buer le mme indice h plusieurs wriables diffrentes, de sorte qu’on peut,
pr exemple, obtenir une expression de 1 forme

(II.3.5) (t) [ [g(t, u) + F(t, u)’].
0

Des cons4quences de cette formule seront dveloppes dans le travail dj men-
tionnd (note 5). Disons seulement qu’elle permet d’obtenir des reprdsentations propres
pour des fonctions qui i premiire vue ne semblaient pas en admettre.
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Nous avons d6] observ que, si le rapport des deux noyaux est indgpen-
dant de t, c’est--dire si F (t, u) F (t, u) 1 (U) et F. (t, u) F (t, u) q (u),
on peut remplacer (u) ( -t- . (u) (’ par un terme unique (u) , et obtenir
ainsi une repr6sentation propre ou semi-propre de q (t). C’est le cas le plus
simple de l’opration d. Supposons maintenant que F(t, u) et F(t, u)
soient seulement proportionnels dans un intervalle fini (u, u), u’ 6rant une
fonction de u. Comme (u et ’ sont des fonctions linaires certaines des
variables indpendantes / et

/u (u)

(t) prend la forme

IF(t, u)(u)w + G(t,

G(t, u) tant nul si < u’. I1 peut alors arriver que, pour > u’, F(t, u)
et G(t, u) varient proportionnellement, ce qui permettrait de r6unir les deux
termes en un seul et d’avoir une repr6sentation propre ou semi-propre de
(t).

Telle est, dns un cas trs simple, l’opmtion que nous dsignerons
D’une mniSre gnrale, elle peut comprendre 1 deomposition de cheque, en un nombre fini ou infini de termes independents, eelle du noyu en un
hombre fini ou infini de termes, un changement de wrible qui peu ne pas
tre le mme pour les diffrents termes ainsi distingus, et enfin, s’il est de-
venu possible, le regroupement des termes correspondent ? une mme wleur
de la nouvelle variable. Tandis qu’au n II.2 chaque lment conservait
son multiplieateur, iei la d6eomposition du noyau en plusieurs termes peut
faire apparaltre de nouvelles fonetions de t.

3. Naturellement, l’aide des einq op6rations maintenant d6finies, on
peut dfinir des classes d’6quivalenee plus gndrales que eelles dun II.2.
Indiquons bribvement pourquoi nous avons pr.fr6 la dffinition du n II.2.

D’abord, si on entreprend de d6finir des classes gn6ralis6es, il est diffieile
de s’arrgter dans eette gn6ralisation, et on est eonduit a dire que deux
presentations sont quivalentes au sens large, ou appartiennent une mme
classe gdnralisde, si elles reprsentent une m6me fonction alatoire, c’est--
dire si elles correspondent une mme covariance. Or il n’est pas facile de
d6duire, de cette quivalence au sens large une op6ration analogue celles
du n II.2 qui puisse dans tous les cas conduire de l’une/ l’autre, et qui par
suite permette dans tous les cas d’obtenir routes les repr6sentations 6quiva-
lentes l’une d’elles.
D’une manire gnrale, si les notations et ’ reprsentent respective-

ment les variables rduites qui figurent dans les deux repr4sentations con-
sidr6es, il peut arriver que la donn6e des soit quivalente a celle des ’,
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ou qu’elle ne le soit pas. Ce dernier cas se produit dans l’exemple indiqu
au dbut du n II.3.1, si on se place dans un intervMle fini (0, T); le premier
u contrMre est ralis pour T infini. Dans les deux cas, on peut represen-
ter l’ensemble des u et des ’u dans un espace de Hilbert convenable, et dire
qu’il s’agit d’un changement de coordonnes dans cet espace. Mais cette
formule peu precise ne rsout rien; il faudrait, tant donne la representation
de (t) g l’aide des ,, chercher tous les systmes de variables ’u tels qu’il
soit possible de les introduire successivement dans l’expression des valeurs
successives de (t), de manire obtenir une reprgsentation de la forme
(...).

Ainsi le problme qui eonsiste g dduire d’une formule du type (II.1.1),
ou (I.3.1), toutes les representations possibles de la mme fonction (t) par
la mme formule, n’est pas rsolu par l’opration e et ne semble pas pros
d’etre rsolu. Dans la dfinition de classes d’quivMence de plus en plus
gnrMes, l’introduetion de l’opration e semble d’autant moins marquer une
tape importante qu’elle repose sur une proprit partieulire de la loi de
Laplace, et ne peut pas s’4tendre aux fonctions non laplaciennes de la classe
C. Au contraire, en nous bornant aux quatre operations dun II.2 (ou
mS.me, si on prfre, aux operations c et d, les autres ne changeant rien d’es-
sentiel), nous avons dfini des classes qui contiennent chacune au plus une
repr6sentation propre, cireonstance qui ne subsiste pas pour des classes g-
nralises. C’est la dernire des raisons qui nous ont fait prf4rer les dfini-
tions dun II.2.

11.4. Representations canoniques
1. Dans la formule

+ tt’

(t’) fjo F(t’, u)dX(u) F(t’, u)dX(u) (0 < < t’),(II.4.l)

le premier terme est toujours la valeur probable conditionnelle de (t’) quand
X(u) est connu dans (0, t). Si, quels que soient e (0, T) et t’ e (t, T), il est
aussi la vMeur probable conditionnelle de (t’) quand (u) est connu dans
(0, T), nous dirons que la representation (II.1.1) de (t) est canonique dans
(0, T). Nous dirons qu’elle est canonique si elle est canonique dans (0, m ).
Aux op&ations a et b pros, la repr&entation canonique est unique. En

effet, pour une telle repr(sentation, le premier terme de l’expression (II.4.1)
a une dfinition intrinsque, indpendante de la representation considre,
et est connu quand (u) est connu dans (0, t’). I1 enest donc de mme de
sa varidtion F(t’, t)dX(t) (pour t’ fixe et variable), ce qui dfinit le noyau et
la fonction X(t), aux operations aet b prs.
On peut aussi dfinir le caractre canonique par la condition que la donne

de (u) dans (0, t) soit exactement quivMente g la donne des u dans la
partie de cet intervalle qui n’appartient pas g E.. En effet cette dernire
donne dfinit toujours la partie utile de la variation de X(u), jusqu’g l’ins-
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tant t, et par suite les valeurs de la fonction jusqu’g cet instant. Inverse-
ment, pour une representation canonique, la donne de la fonction jusqu’g
l’instant entralne, comme nous venons de le voir, la connaissance de

F(t’, u) dX(u)

pour u < et t’ quelconque, done de tous les (u relatifs l’intervalle (0, t)
et ayant un multiplicateur non identiquement nul.

Une condition ndcessaire pour que la representation de (t) soit canonique
est que l’ensemble E1 soit vide. Dans le cas contraire, en effet, on peut dt!ter-
miner u, t, t’ de manire que u < < f(u) <- t’, (t’) d(pendant effectivement
de (u. Le premier terme de l’expression (II.4.1) en dpend done, et il ne
peut pas tre une fonction lin6aire certaine des valeurs de la fonction dans
(0, t), qui n’en dpendent pas, puisque < f(u). La repr6sentation n’est
done pas canonique.

I1 n’y a donc pas de reprdsentation canonique impropre: une reprdsentation
canonique est, soit propre, soit semi-propre. Dans ce dernier cas, E2 est com-
pos6 d’intervalles off il ne se passe rien de nouveau, c’est dire que les va-
leurs de la fonction (t) dans un tel intervalle (u’, url) sont des fonctions
lin6aires certaines de ses valeurs dans (0, u’). On peut supprimer ces in-
tervalles sans rien changer d’essentiel; on risque seulement, sur tout ou
partie de l’axe des t, de remplacer une fonction de par une fonction d’un
61ment d’un ensemble dt!nombrable.
On dt!montre aistiment qu’une fonction d(finie par une representation im-

propre de la forme (II.1.1) n’admet pas toujours de repr6sentation canonique.
Nous verrons au n II.4.5 qu’il peut en tre de mme d’une fonction d6finie
par une reprt!sentation propre.

2. Nous dirons que le noyau F(t, u) est canonique relativement la fonc-
tion X(u) si la reprdsentation (II.l.1) de (P(t) est canonique. Nous allons
donner la condition n4cessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi. Comme
il n’y a pas de repr6sentation canonique impropre, et qu’une representation
semi-propre peut, par l’op6ration a qui est sans effet sur le caractre canoni-
que, t.re rendue propre relativement une nouvelle fonction X(u), le pro-
blame est r6solu par le th6orbme suivant"

THIOR]ME II.4. Pour qu’un noyau F(t, u) propre relativement X(u)
soit canonique dans (0, T) relativement cette fonction, il faut et il sujt que
l’quation de Volterra-Stieltjes

(IIA.2) F(t, ) dx()= 0 (0 < < T)

n’ait aucune solution non constante dans (0, T) et telle que, pour tout 7’ positif,
on air

(II.4.3)
r’ dx2(u)

<
Jo
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Prdcisons d’abord la signification de la condition (II.4.3). Elle implique
avant tout que, dans tout intervalle off (u) est constant, x(u) soit aussi
constant. On peut alors considrer x(u) comme une fonction h[o(u)l de
o(u), cette fonction h(o) dtant indterminde dans tout intervalle

[(u o), (u + o)]

qui correspond un point de discontinuitd uv de o(u). On rend l’intgrale
(II.4.3) minima en supposant, pour chaque point u, que h(oa) varie linaire-
ment de x(uv O) x(u q- 0) quand 0 varie de (u 0) 0(u if- 0). Cela
fait, la condition (II.4.3) exprime que h(o) est une fonction absolument con-
tinue, dont la ddrive est de carr sommable dans [0, (T)].
La d6.monstration du thorme nonc repose sur la representation des

variables laplaciennes dans l’espace de Hilbert. On sait que chaque variable
laplacienne semi-rduite Xh peut 8tre reprsentge dans cet espace fl par un
point AI, ou par le vecteur 0-Xh issu de l’origine, de manire que la covariance
E(X Xk) soit gale au produit intrieur O-d.0-Xk. Cela revient au mSme
de ddfinir un systme de variables XI,,, ou de d4finir la forme de l figure
formde par 0 et les points Ate.
Dsignons par A(t) et B(t) les points de 2 qui reprsentent ainsi les varia-

bles alatoires X(t) et (t), par Lr.x et Lr, les lieux de ces points quand
varie de z4ro T, et par flr.x et 2r, les plus petites vari4t4s lin4aires con-
tenant respectivement ces deux lieux. Les remarques du n II.4.1 se tra-
duisent gomtriquement dans les termes suivants" 2r, est toujours con-
tenu dans 2r,x la rciproque est vraie si et seulement si le noyau F(t, u)
est la fois propre et canonique relativement X(u). Dans ce cas, 2r,x
et 2r, coincident exactement.
Pour dmontrer le th4or,me II.4, il suffit done de d4montrer que: pour

que r,x soit contenu dans 2r, (et coincide par suite avec 2r,), il faut et il

sudfit qu’il n’existe aucune fonction x(u), non constante dans (0, T), et qui

vrifie d la fois les conditions (II.4.2) et (II.4.3.)
La dmonstration r4sulte immdiatement du lemme suivant.

LEMME II.4. Pour qu’une fonction x(u), d$finie dans (0, T), puisse tre
considre comme le produit scalaire de O--(u) et d’un vecteur unitaire con-
venablement choisi dans (0, T), il faut et il sujt que

r dx (u)
II.4.4 0 (u)

Ce lemme a t dmontr dans [6], dans le cas off w(u) u, done

X(u) Xo(u).

On peut passer de 17 au cas gnral en remplaant Xo(u) par X0[(u)] X(u).
On peut aussi traiter directement le cas gn4ral. Rappelons seulement que
la d4monstration repose sur le fair que les rapports dx(u)/x/dw(u) sont les
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cosinus des angles que le vecteur unitaire consid6r6 fait avec les directions
deux deux rectangulaires A (u)A (u du).
La d6monstration du thorme II.4 est maintenant imm6diate.
Supposons d’abord que ftr,x ne soit pas contenu dans 2r., c’est dire

qu’il y ait dans ftr,x au moins une droite D passant par 0 et perpendiculaire
ftr,. Dt!signons par x(u) l’abscisse, compteSe partir de 0, de la projec-

tion du point A (u) sur cette droite. Cette fonction, d’aprs le lemme II.4,
vrifie la condition (II.4.4), donc aussi (II.4.3). D’autre part, d’aprs la
ddfinition de la droite D, quand varie de 0 T, OB(t) est constamment
perpendiculaire cette droite, c’est dire que l’quation (II.4.2) est aussi
v6rifie.

Inversement, supposons les conditions (II.4.2) et (II.4.3) v6rifies par une
fonction Xl(U) non constante, donc par la fonction x2(u) xl(u) x(O) qui
s’annule l’origine, et pour routes les fonctions x(u) cx2(u). Si nous
choisissons c de manibre que la condition (II.4.4) soit v4rifie, il existe, d’aprs
le lemme II.4, une droite D contenue dans ftr,x et telle que x(u) mesure la
projection de OA (u). La condition (II.4.2) exprime alors que, pour e (0, T),
OB(t) est constamment perpendiculaire D. Done ftr, l’est aussi, et n’est
qu’une partie de ftr,x, ce qui termine la d6monstration du th6orme II.4.

3. Cas du noyau rdgulier et non nul l’origine. Nous dirons que le noyau
F(t, u) est rgulier s’il est continu ainsi que ses dt!rivt!es OF(t, u)/Ot f(t, u)
et OF(t, u)/Ou g(t, u)7. Si de plus F(0, 0) 0, il existe alors un intervalle
(0, T), fini ou infini, off F(t, t) O. L’t!quation (II.4.2), en supposant
x(0) 0, s’dcrit

(II.4.5) F(t, t)x(t) Jo g(t, u)x(u) du O.

C’est une quation de Volterra sans second membre, qui n’admet aucune
solution non identiquement nulle dans (0, T). Donc" si le noyau F(t, u)
est rgulier et si F(t, t) n’est jamais nul pour 0 <-_ T, la representation
(II.1.1) de O(t) est canonique, et cela quelle que soit la fonction alatoire X(u).

Si d’ailleurs F(t, u) et f(t, u) sont continus, on a, pour dt > O,

(II.4.6) (t) dt fo f(t, u)dX(u) - F(t, t)iX(t),

(II.4.7) F(t, t)(t) W{[8(t)]} - O(dt).

Cette dernire formule donne une dfinition intrinsque de l’intgrale

F(u, u) dco(u).

Cette difinition n’est pas la mme que dans [6], off nous n’avons considdr le noyau
comme rdgulier que si de plus F(t, t) est diffdrent de zro, au moins pour 0, donc dans
un intervalle (0, T).
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En nous bornant pout’ sinplifier aux repr6sentations du type (I.3.1), pour
lesquelles (u) u, nous voyons que, pour toutes les repr6sentations de
cette forme et noyaux r6guliers d’une mSme fonction al6atoire, F(t, t)
la mSme valeur, et, si cette valeur ne s’annule pas pour < T, elles sont
canoniques dans (0, T). De l’unicit6 de la repr6sentation canonique r6sulte
alors que- si, dans l’expression (I.3.1) de (t), le noyau est rulier, et si
F(t, t) 0 pour 0 < T, (t) n’a pas d’autre reprdsentation de la mme
forme noyau continu et ayant par rapport d tune drivde continue, cela pros
qu’on peut remplacer F(t, u) par F(t, u).
Remarquons h ce sujet que, si F(t, t) 0 (identiquement), l’opration c

conduit une infinit6 d’autres noyaux continus. Mais, pour un noyau
continu, si F(t, t) n’est pas nul, elle nc peut que conduire un nouveau noyau
discontinu.
4. Exemple de noyau continu et nul

la fonction Xo(u), le noyau

(II.4.8) F(t, u) , u""t’-"" (0 p).

La fonction (t) qu’il d6finit est, au facteur t" pros, de la forme (II.3.2).
La covariance est de la forme

[P+l+ahgtP--ah
(II.4.9)

It Min (t, t), t’ Max (t, t)],
et on dduit aisdment des expressions des c en fonction des a qu’ chaque
noyau F(t, u) correspondent un hombre impair d’autres noyaux F(t, u)
qui reprsentent la mme fonction alatoire, donc, en gnral, au moins un
distinct du noyau donn. On est donc assur a priori que ce noyau n’est
pas toujours canonique.
Appliquons le thorme (II.4). L’dquation (II.4.2) formde avec le noyau

(II.4.8) s’intSgre comme l’quation diffrentielle du type d’Euler auquel elle
se ramne ais4ment si les a sont entiers. On cherche des solutions de
forme x(u) u, et on obtient l’quation en s

(II.4.10) a 0.
h

La solution gnrale de l’quatiou (II.4.2) est alors une combinaison lindaire
des fonctions u obtenues en prenant pour s les racines de l’quation (II.4.10),
ou, s’il y a des racines multiples, ces fonctions multiplies par les puissances
de log u. S’il y u des couples de racines imaginaires s a iv, les fonc-
tions u qui leur correspondent doivent tre remplaces par u cos (r log u)
et u sin (r log u). Or la condition (II.4.3), pour toutes ces fonctions, est
vrifidc si la partie relle de s est >, et seulement dans ce cas. I1 rdsulte
alors imm4diatement du thorme II.4 que" la condition n$cessaire et su-
sante pour que le noyau (II.4.8) soit canonique relativement d Xo(u) est que
lYquation (II.4.10) n’ait aucune racine
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5. De l’exemple prt!cdent rsulte une cons(quence importante relative
aux noyaux non canoniques. On peut choisir les coefficients ah de manire

identifier l’dquation (II.4.10) n’importe quelle (quation algbrique de
degr( n. On peut donc s’arranger pour qu’elle air un hombre arbitrairement
grand q de racines sk parties reles > 1/2. II y a alors q fonctions xl.(u),
lindairement indpendantes, qui vrifient la fois les conditions (II.4.2)et
(...3).

Qu’il s’agisse ou non de l’exemple considerS, cela signifie qu’on peut, dans
r.x0, dfinir une varit4 lin(aire h q dimensions orthogonale tr.. Cela
veut dire que, (t) tant donn dans (0, T), Xo(t) n’est pas dans cet intervalle
une fonction lindaire certaine des valeurs de (t), mais seulement de ces
valeurs et de q autres variables laplaciennes, entre lesquelles n’existe aucune
relation certaine, de sorte que, mme si elles ne sont pas indpendantes,
n’importe quel systme de valeurs numriques est possible. Si donc X(t)
est une dtermination possible de Xo(t), quand (t) est donn dans (0, t),
la formule

Xo(t) X’ (t) - ,11 ck x,(t)

dfinit d’autres dterminations possibles. Les variables c nc sont pas
connues, mais forment un systme laplacien (elles seront naturellement de
mieux en mieux connues quand T augmente, et peuvent cesser, pour 7’ infini,
d’etre alatoires).
Revenant l’exemple considdr au 4, supposons quc tons les a. soient

compris entre 1/2 et 1, et considrons la fonction

xI(t) / (I)(T)d- -{- Xi(t-
0

off X(u) reprsente 0 siu =< 0 et Xo(u) si u > 0. On peut aussi crire

I,(t) 1 + F(v, u) dr ,, +
[to Max (0, t- 1)].

La representation de cette fonction I,(t) est propre. Nous avons ainsi
l’exemple annonc de fonction dfinie par une representation propre, et qui
n’admet aucune representation canonique. En effet, si (t) est connu dans
(0, 1), Xo(u) apparalt comme dfini dans cet intervalle par une formule de
la forme

Xo(u) X(u) + c, u",
tous les a dtant compris entre - et 1. Les c sont inconnus. Le premier
terme de (t) tant drivable, ds que dpasse la valeur un, Xo(t 1) est
connu O(t 1) pros, et il ne peut y avoir qu’un systme de valeurs des
c compatibles avec les donnes. Nous avons donc q renseignement nou-
veaux connus ds l’instant 1 - 0. Or une representation canonique ne peut
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pas introduire au mme instant plus d’un instantan. Si done q > 1,
la fonction considgrge n’admet pas de representation canonique.

6. Pour terminer ce chapitre, mentionnons brivement deux problmes
importants, trait6s dans nos travaux antrieurs. Le premier consiste
chercher, pour une fonction laplacienne d6finie par sa covariance, une re-
pr6sentation de la forme (II.l.1). I1 se ramne la recherche d’une solution
de l’6quation int6grale (II.1.4). Nous l’avons tudi6 dans [6], en nous bor-
nant au cas o c0(u) u, et rsolu dans le cas o il existe un noyau rgulier
et ne s’annulant pas sur la droite u, ainsi que dans des eas qui se ram-
nent ee eas, par exemple eelui off ((t) est p lois d6rivable, et o le noyau
O’F(t, u)/Ot v6rifie la condition pr6e6dente. Dans le eas g6nral, le pro-
blame n’est pas r6solu; e’est d’ailleurs un problme sp6eial aux classes de
fonetions al6atoires dans lesquelles une fonetion est bien d6finie par sa co-
variance, ee qui n’est pas le eas de la elasse C. Nous n’avons done pas de
raison d’y revenir iei.

L’autre problme est l’applieation des formules (I.3.1) ou (II.l.1) l’6tude
des proprits de la fonction alatoire q)(l).
Une premiere application est relative aux conditions d’existenee de ses

d6riv6es. En supposant, pour fixer les id6es, que tko(t) et dt soient touiours
du mme ordre de grandeur, et que le noyau F(t, u) soit eontinu ainsi que sa
driv6e f(t, u) OF(t, u)/Ot, il rsulte de la formule (II.4.6) que, si F(t, t) O,
on a presque sfirement

d f OF(t, u) dX(u),
dt Jo Ot

tandis que cette d6rivge n’existe pas si F(t, t) O. Les conditions d’exis-
tence et les valeurs de routes les d4rivies de q)(t) en r6sultent immdiatement.
Ces r6sultats trs simples s’6tendent sans difficultg O(t) et Oa(t); il faut

seulement tenir compte de ce qu’aux points de discontinuit de Y(u) [on de
S(u)], dY(u) [on dS(u)] est un hombre fini, au lieu d’etre un infiniment petit
de l’ordre de grandeur de %/do(u), en moyenne quadratique.
Une autre application, tudie dans [5], est relative la condition que dolt

remplir le noyau pour que q)(t) soitce que nous avons appel6 une fonction
markovienne d’ordre p, au sens large. Ici encore, la gngralisation est possi-
ble. Mais il vaut sans doute mieux, pour ce problme, se placer dans une
classe de fonctions al6atoires qui n’est pas la classe C. Nous pensons re-
venir sur cette question dans un autre travail.

III. LE cAs NON LAPLACIEN

II1.1. La notion de correlation lin4aire r4ciproque
La notion gn6rale de dpendance lin6aire a t dfinie au n I.l.l. Nous

avons vit(i cet endroit le mot "correlation", qui veille l’id6e, en l’espce
non conforme la r6alit6, d’une relation r6ciproque.
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Plaons-nous d’abord dans le cas de deux variables al6atoires X et Y. La
d6pendanee de Y par rapport X et eelle de X par rapport Y s’expriment
respeetivement par les formules

(III.l.1) Y aX + V,

(111.1.2) X bY + V’,
off V est ind6pendant de X, V de Y, et off a et b sont des nombres certains.
Ce sont deux conditions distinctes. Si routes les deux sont r6alis6es, nous

dirons qu’il y a correlation lin$aire rciproque entre X et Y. I1 en est ainsi
manifestement dans les trois cas suivants.

Premier cas: a 0; Mors X et Y sont ind6pendants, et b est aussi nul.
Ce cas comprend comme cas particulier celui oh une au moins des variables
X et Y se r6duit b un nombre certain.
Deuaime cas" il y a une relation lin6aire certaine entre X et Y, tousles

deux effectivement M6atoires; alors ab 1.
Troisime cas: X et Y forment un systme laplacien.

THIORME III.1. II n’y a correlation linaire rciproque entre X et Y dans
aucun autre cass.
Supposons en effet que les conditions (III.l.1) et (III.1.2) soient v6rifies,

et que X et Y ne soient, ni indpendants, ni lis par une relation certaine.
I1 s’agit de montrer qu’ils forment un systme laplacien.
Remarquons d’abord que, Vet V’ tant effectivement alatoires, la fonc-

tion de dispersion de Y est au moins gale, et non identique, celle de aX.
Elle est de mme au plus 6gale celle de X/b. Donc ab < 1.
Dsignons maintenant par (z), (z), (z), (z) et (u, v) les fonctions

caractristiques de X, Y, V, V’ et la fonction caractrisque jointe de X et
Y, et par (z), (z) et (u, v) leurs logarithmes, supposes nuls pour
z 0. Ce sont des fonctions continues, bien dfinies par continuit sur
l’axe r6el, tant qu’elles restent finies.
On dduit des formules (III.l.1) et (III.1.2)

f,,(u, v) log E[e(ux+r)]
(111.1.3)

b(u + av) + a(v) g’2(v + bu) + /(u).

En liminant #a(v) et (u) par des drivations, on a

(III.1.4) ab(u + av) b#’(v + bu) (ab 0).

(Ces drives peuvent tre des distributions; on peut aussi 4viter d’utiliser la
thdorie des distributions en remplaant les drives par des diff6rences finies).

Cf. G. Darmois [1]. I1 faut noter que cet auteur n’a fait que supprimer une hypo-
thse inutile dans un th6orime de M. Fr6chet [2], qui lui-mme se r6fire un thdorime
de S. Bernstein qui lui a servi de point de dpart.
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Comme le jacobien de u A- av et v A- bu est 1 ab > O, ces deux fonctions
sont indpendantes, et il r4sulte de (III.1.4) que et sont des constantes,
donc que 1 et . sont des polynSmes du second degr, donc que X et Y sont
des variables laplaciennes, c.q.f.d.

111.2. Fonctions & correlation linaire complete
Soit x un lment d’un espce bsolument quelconque, et (x) une fonc-

tion aldatoire de x. Nous dirons que cette fonction est corrOlation linaire
complete si, quel que soit le sous-ensemble ’ de , les valeurs de (x) en de-
hors de ’ dpendent lindairement de ses valeurs dans ’.

Cette propridtd devant tre vdrifie si ’ ne comprend qu’un 41ment u,
on voit qu’il y ncessairement correlation linaire rciproque entre deux
valeurs X (Xl) et Y (x2) de (x). On dduit alors du thdorme III.1
le thdorSme suivant-

TOnME III.2. La fonction correlation linaire complete, dfinie dans, la plus gndrale, s’obtient de la manire suivante" on divise en un ensem-
ble quelconque d’ensembles disjoints ,. Dans chaque , ou bien les diff,-
rentes valeurs de q(x) forment un systme laplacien, ou bien elles sont des fonc-
tions linaires certaines d’une seule variable alatoire, de nature absolument
quelconque. Elles sont en tout cas indpendantes des valeurs de q(x) en dehors
de cet ensemble

Plusieurs systmes laplaciens inddpendants pouvant tre rdunis en un
systme unique, on ne restreint rien en supposant que les (x) ne forment
un systme laplacien que dans un seul (au plus) des 3.
La classe des fonctions correlation linaire complete n’est ainsi qu’une

extension triviale de la classe des fonctions laplaciennes.

111.3. Fonctions correlation linaire indirecte

1. Rppelons que nous dsignons par K la clsse des fonctions

(III.3.1) (x) f(x) - _,,(x)V,
f(x) et les (x) gtnt des fonctions certines, et les V tnt des vribles
Matoires indpendntes les unes des autres; x est un lment d’un ensemble
donn, bsolument quelconque. I1 peut y voir une infinit non dnombra-
ble de variables V mais l formule (III.3.1) n’ de sens que si l somme
qui y figure est presque sfirement convergente, ce qui implique que, pour
chaque x, il y air u plus une infinit dnombrble de termes diffrents de
zro.
THORME III.3. Une fonction aldatoire Z(u) de la variable rdelle u, addi-

tire et s’annulant avec u, appartient toujours la fermeture K de la classe K

L restriction Z(O) 0 ’est pas essentielle. Mis le thorme ne subsisterait pas
si, Z(u) tnt dfini d’abord h une constnte pros, on dSfinissit cette constnte pr une
condition non linSire.
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Pour qu’elle appartienne d K, il faut et il sut qu’elle soit sans discontinuit
mobile.

Observons d’abord que, si Z(u) est de la forme (III.3.1), il enest de mSme
de Z(u O) Z(u 0), ce qui permet la sparation des trois termes X(u),
Y(u) et S(u); ils appartiennent sparment cette classe, et il suffit de d-
montrer le thorme sparment pour les trois termes. Or il est connu, ou
vident, pour X(u) et S(u). I1 reste montrer que Y(u) appartient Ki,
mais non K.
Le premier point rsulte de ce que, si Y(u) dsigne la fonction continue

gale i Y(u 0) si u est multiple de r et variant linairement dans chacun
des intervalles spars par ces multiples, Y(u) est la limite presque sfire de
Y(u) quand r tend vers zro, sauf peut-Stre aux points de discontinuitY, ce
qui n’empSche pas Y(u 0) et Y(u -t- 0) d’Stre bien dfinis. D’autre part
Y,(u) est pour chaque u une fonction linaire certaine des variables Matoires

V, Y(nr)- Y[(u- 1)r],

qui sont indpendantes les unes des autres. Donc Y,(u) appartient K,: et
Y(u) K.
Inversement, supposons que Y(u) appartienne la classe K, c’est--dire

soit i un terme certain pros de la forme _-".(u)V, les V (tant effectivement
alatoires, et inddpendants les uns des autres. Les fonctions (u) sont
ncessairement continues, car une discontinuitt! d’une de ces fonctions serait
avec une probabilit positive une discontinuit de Y(u), qui n’a pas de dis-
continuitt! fixe. Elles sont alors nulles, car autrement, en changeant un V,
on changerait la fonction Y(u) sans changer ses sauts, ce qui est en contra-
diction avec la d4finition de cette fonction. Donc Y(u) O, c.q.f.d.
Le rtisultat annoncd dans l’Introduction au sujet des relations entre les

classes Ki et K* est maintenant vident. Une fonction de la classe K,
c’est--dire une fonction (x) qui est une fonctionnelle linaire certaine des
accroissements successifs d’une fonction Z(u) peut, comme Z(u), ne pas
appartenir K, mais appartient toujours K. Inversement une fonction
de K, pouvant dependre effectivement d’une infinit non dnombrable de
variables alatoires indpendantes, peut ne pas appartenir h K. Donc
aucune des classes K et K ne contient l’autre, et c’est/ qui est la classe
la plus gnrale qu’on puisse obtenir dans l’ordre d’ides considerS.

2. I1 serait intressant de caractdriser par des propridts intrinsques
les fonctions (x) appartenant aux classes K et K. Nous nous conten-
terons de quelques remarques simples relatives au cas off (x) se rduit
un systme de deux variables alatoires 1 et 2

Si elles sont indpendantes, le systme appartient K. Dans le cas
contraire, il ne peut appartenir cette classe que si on peut mettre la lois
q)l et 2 sous les formes

(III.3.2) 1 V + xI/1, 2 aV --
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a 6rant un nombre certain, et I’1 et I,. 6rant ind6pendants de V. I1 faut
donc qu’il y air une m4me loi qui divise la fois celle de 1 et celle de q./a.
I1 y a de nombreux cas off cette condition n6cessaire n’est manifestement pas
v6rifi6e. Ainsi, si d6pend d’une loi ind6composable, elle ne l’est que si
2 d6pend lin6airement de . Si d6pend de la loi de Laplace, X ne peut
4tre qu’une variable laplacienne; il faut donc que la loi de . admette un
diviseur laplacien. On a un 6nonc6 analogue pour la loi de Poisson.

Lorsqu’on peut mettre et . sous la forme (III.3.2), on obtient ais6-
ment la loi deux variables I’1 et I,.. En d6signant en effet respectivement
par 9(x, y), 91(x, y) et 9(x) les fonctions caract6ristiques du systme (1, 2),
de (#1, 2), et de V, on a

(x, y) E{ei(+ay)v+l+l (x, y)q(x + ay),

formule qui d6finit (x, y). On est alors ramen6 au problme analogue
concernant I5 et I,, et il peut arriver qu’aprs un nombre fini d’op6rations
analogues on obtienne un nouveau systme de variables qui soit corr61ation
lin6aire compl6te. Alors le systme des variables et . appartient i 1
classe K.

I1 faut par contre remarquer qu’une conclusion n6gative ne peut 4tre
d6finitive que si on a 6tudi6 systmatiquement routes les repr6sentations de
h et : par les formules (III.3.2).

111.4. Les suites de variables al4atoires & corr41ation lin4aire

Dans [5], comme pr61iminaire l’6tude du cas laplacien, nous avons 6tu-
di6 les suites d6finies respectivement par les formules

(III.4.1) U b,, X,,

(III.4.2) U -a. U, -5 b X,

off les X sont des variables laplaciennes indpendantes. Les principaux
rdsultats subsistent si ce sont des variables aldatoires indpendantes, dpea-
dant de lois quelconques. Sous la condition b, 0, si on part de lu pre-
miere formule, et b 0, si on part de la seconde, route suite representable
par une de ces formules Pest aussi par l’autre, et b s’identifie avec b,.. Ces
representations ont d’ailleurs un caractre canonique, en ce sens qu’ l’opra-
tion b pros (qui consiste ici remplacer b, et X par c b,, et X/c), une
suite U n’a qu’une representation de chacune des deux formes considres.

Si certains des b.(ou des b,) sont nuls, les circonstances ne sont plus les
mmes. Le caractre canonique disparalt, mais peut tre rtabli par des
conventions convenables. La representation (III.4.1) sera considre
comme canonique si tout indice qui annule b, annule route la suite des
b.. La suite des U est alors ind6pendante de la variable X qui a un tel

10 Pour ces problmes de factorialisation lin6aire, voir les travaux de Spearman,
de G. Darmois [1], et de P. L6vy [7].
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indice; c’est un X inutile, et la variable U qui a le mme indice est une fonc-
tion certaine des Uh d’indices h < ; elle est aussi une variable inutile, qu’on
peut liminer au second membre de la formule (III.4.2). On en dduit que,
dans le cas canonique, la donne des X utiles d’indices =< nest exactement
quivalente celle des U de mme indice, et que par suite, dans la formule

(III.4.3) V,, 1 b.,., X, -f- +1 b,,., X,,

le premier groupe de termes repr6sente la valeur probable conditionnelle de
U, quand U1, U., U sont connus. Cette propri6t6 est caract6ris-
tique et peut 4tre prise comme d6finition du caractre canonique de la re-
pr6sentation (III.4.1).
Pour la formule (III.4.2), c’est l’61imination des U inutiles qui caract6rise

les repr6sentations qu’on peut consid6rer comme canoniques.
Remarquons encore que la formule (III.4.2) implique que la suite {Un}

soit corr61ation lin6aire directe. La seconde ne d6finit qu’une corr61ation
lin6aire indirecte. Une suite repr6sentable par la formule (III.4.2) est tou-
jours repr6sentable par la formule (III.4.1). La r6ciproque, vraie aussi
bien dans le cas canonique que dans le cs laplacien, n’est pas toujours vraie.
Si par exemple, pour une valeur de n, on a b_ 0, b c 0, b..n_l
c’ 0, l’expression de Un introduit la combinaison cX,, + c’X,_, qui est
ind6pendante des U d’indices < n. En dehors du cas laplcien, il est
impossible qu’une autre combinaison de X_ et X d6pende lin6airement
de U, U2,..., Un. A moins que b,. et b,._l ne soient, pour tous les
n’ > n, proportionnels c et c’, la suite ainsi obtenue n’admet, ni repr6sen-
ration de la forme (III.4.2), ni repr6sentation canonique de la forme (III.4.1).

111.5. Passage 6 la limite, ka classe C

En partant des suites qui viennent d’etre tudies, le passage du discon-
tinu au continu conduit tout naturellement considrer des fonctions
toires du type

(R)(t) Jo u) dZ(u),

ot Z(u) est une fonction alatoire additive. Mais, comme nous l’avons vu
au n 1.2, la classe des fonctions (t) qui, pour chaque > 0, dpendent lin-
airement des accroissements successifsde Z(u)dans (0, t) est bien plus ten-
due, et nous nous proposons surtout d’tudier la classe C des fonctions

(III.5.2) (t) (t) -t- f0 IF(t, u) dX(u) + G(t, u) dY(u) + H(t, u) 4S(u)],

les notations tant celles du n 1.2, la classe Co obtenue en annulant (t), et
les classes C (i 1, 2, 3) obtenues en rduisant (t) au i terme de l’in-
tgrale. Nous supposerons toujours que X(u), Y(u) et S(u) s’annulent
&ve( u.
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On peut remarquer qu’on ne restreint pas la classe C en supposant G(t, u)
et H(t, u) gaux. En effet S(u) ne varie qu’en des points u donns d’avance
et qui forment au plus une suite infinie dnombrable. On ne change pas le
dernier terme (t) de l’intgrale en changeant H(t, u) en dehors des points
u, et on ne change presque sfirement pas 2(t) en changeant H(t, u) en ces
points. On peut donc, sans changer la loi de probabilit qui dfinit la fonc-
tion (t), supposer G(t, u) et H(t, u) gaux. Mais en raison des r61es trs
diffrents des fonctions 2(t) et 3(t), il est preferable de les tudier spar-
ment.
Le terme laplacien ayant t tudi au Chapitre II, nous avons tudier

(t) et 3(t). Nous nous occuperons ensuite de l’tude gnrale de la classe
C.

111.6. Les fonctions <I>2(t)
1 . Rappelons d’abord la dfinition de Y(u) comme somme, ou somme

compense, de discontinuits mobiles. Un point u, y du plan des uy repr-
sente un saut de Y(u) si

Y(u -+- O) Y(u O) y(u) O.

Ces sauts u, y forment au plus un ensemble infini dnombrable. Le nom-
bre N(S) de ceux qui sont dans une aire S est une variable de Poisson, dont
la valeur probable/(S) est une fonction d’aire additive, non ngative, finie
dans toute aire off u et I1/yl sont borns, et nulle pour une aire rduite
une droite u const. (condition sans laquelle il y aurait des discontinuits
fixes). I1 y a en outre une condition de convergence, que nous exprimerons
en introduisant la fonction n(t, y), nulle pour y =t= , et dont la variation
n(t, y) n(t, yl) reprsente, si yl < y et yl y > 0, la valeur de (S) pour
l’aire 0 < u < t, y -< y < y2. La condition de convergence est alors que,
pour tout > 0, on air

i* (i* /__o(III.6.1) w.(t) Min (1, y2) d, n(t, y) < +
Dans ces conditions, le nombre des sauts u, y pour lesquels 0 < u < u,
Y > h > 0 est presque sfirement fini. Dsignons par Y(u 0) la som-
me y, relative ces sauts. Elle peut n’avoir pas de limite quand h tend
vers z6ro. Mais la condition (III.6.1) est ncessaire et suffisante pour qu’il
y air au moins une somme compensde des sauts

(III.6.2) Y(u) lim [Y(u)- (u, h)],
h0

(u, h) 6rant le terme compensateur qu’on peut definir par exemple par la
formule

(III.O.3) n(u: y).
h <lyl<l
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D’autres dterminations de (u, h) peuvent tre prfres. Sous des con-
ditions un peu plus restrictives que (III.6.1), on peut prendre, soit zro, soit
E{ Y(u)}. En changeant la dtermination choisie, on ne fair qu’ajouter
Y(u), et par suite 2(t), des termes certains. L’essentiel pour la suite est
seulement qu’on suppose qu’une dfinition precise air td choisie, de manire
? pouvoir considdrer Y(u) et .(t) comme bien dtermins en fonction des
sauts u, y ce sont des fonctions linaires des y.
La fonction 0(t) est une fonction non dcroissante, continue (puisque les

discontinuites fixes sont dcartes), nulle pour u 0, ? cela pros quelconque.
Elle joue ici un rSlc analogue celui de w(u) duns l’tudc de X(u). Si elle
est nulle duns un intervalle, Y(u) y est constant pour tout h > 0; on peut
alors supposer que o(u, h) y soit constant aussi, de sorte que Y(u) est con-
stant. Si au contraire (u) y varie, il y u au moins une probubilit positive
que Y(u) y varie uussi.

2. Considrons maintenant la formulc

(III.6.4) I,(t) g(u) dY(u),

et demundons-nous quelles conditions doit vrifier g(u) pour que cette for-
mule dfinisse une fonction alatoire, videmment additive.
Remurquons d’ubord que, quand les u sont dtermins, les vuleurs de

g(u) pour ces points u importent seules, de sortc qu’uucune condition de
mesurabilit relative h g(u) n’est ncessaire pour que I,(t) uit un sens. Mais,
si g(u) n’est pus mesuruble, I,(t) n’est pus une fonction alutoire, sauf si Y(u)
ddpend d’une loi symtrique et que g(u)l soit seul mesuruble. Mme duns
ce cas il n’y u pus d’intrt introduire de fonction non mesurable, et nous
supposerons que g(u) soit constant duns tout intervullc off o:(u) est constant,
et soit une fonction mesurable de w(u).

Les suuts de (t) se dduisent de ceux de Y(u) en rempla(;unt y par

g(u)y,.

La condition de convergence, analogue la condition (III.6.1), relative
I,(t) s’crit alors

(III.6.5) ff Min[1, g’(u)y’] d d, n(u, y) <
J0 <u<t,o<lul <

(les y, > 1 tnt presque sfirement en nombre fini, il est inutile d’intro-
duire les vuleurs de y < 1 ou > 1).

Cette condition, ncessuire et suffisunte pour l’existence d’une somme
compense des suts g(u,)y, reltifs ? l’intervulle (0, t), n’est bien entendu
suffisunte, ni pour l’existence de lu somme non compense, ni pour celle de
l’intgrule (III.6.4) o, si (u, h) u lu vuleur (III.6.3), le terme compensu-
teur u lu vuleur bien dgtermine

(III.6.6) ff yg(u) d,dn(u, y).
(O,t),]U] (h,1)
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Or, en appliquant la fonction additive I,(t) les rsultats rappels propos
de Y(u), on voit qu’un terme compensateur sflrement acceptable si les con-
ditions (III.6.1) et (III.6.5) sont vrifies s’obtient en intgrant la mSme
expression dans le champ

(III.6.7) 0 < u < t, h < lYl < 1, [g(u)yl <- 1.

La condition ncessire et suffisante qu’il faut aiouter aux prcdentes pour
que Y(t) et I,(t) soient en mme temps bien dfinis est done que l’intgrale
de la mme expression, tendue u champ

(III.6.8) 0 < u < t, 0 < lYl < 1, g(u)yl > 1,

qui est la limite, pour h tendant vers zro, de la difference des deux intgrales
prcdentes, soit convergente. Les grndes valeurs de ]g(u)yl, qui n’in-
tervenaient pas dans la condition (III.6.1), peuvent empcher qu’il en soit
insi.
Remarquons que, sans fire intervenir cette condition supplmentire,

on peut modifier l dfinition de Y(u) en prenant pour (t, h) l’intgrale de
y du d n(u, y) tendue la rgion (III.6.7). On obtient ainsi deux fonctions
additives Y(u) et (t), lies par la relation (III.6.4), et qui ont les mmes
sauts que celles d’abord considres. L’ensemble des deux conditions (III.6.1)
et (III.6.4) est ainsi n$cessaire et susant pour l’existence de ces deux fonctions
associes, ayant les sauts alatoires dont la loi est dfinie par la fonction n(u, y)
et le multiplicateur g(u).

3. Considrons maintenant l fonction Matoire

(III.6.9) ,P.2(t) G(t, u)d Y(u).

Pour qu’elle air un sens, la condition (III.6.1) tant touiours suppose
vrifie, il faut bien entendu que, pour chaque fixe, l fonction G(t, u) soit
une fonction g(u) acceptable, c’est--dire vrifiant la condition (III.6.5).
Cette condition suffit, non pour que 2(t) nit un sens, mais pour qu’il existe
une fonction

*(t) lim G(t, u) du[Y(u) (t, u, h]
hO

off le terme compensateur, non latoire, peut dpendre de t. On ne peut
videmment le supprimer que moyennant une condition plus restrictive que

condition (III.6.4). I1 y lieu alors de se demander si on peut du moins
rendre (t, u, h) indpendant de t, et obtenir par suite pour * (t) une reprO-
sentation de la forme (III.6.9), off Y(u) serait simplement remplac par
Y(u) (u, h). Cela n’est pas toujours possible. On le montre aisment
en prenant pour Y(u) une fonction dpendant de la loi quasi-stable souvent
considre par l’auteur et par A. Khintchine1. Nous pensons dvelopper

V. pr exemple P. Lv, Thorie de l’addition des variables alatoires, n 59.



FONCTIONS ALATOIRES CORRELATION LINAIRE 245

cet exemple dans un autre travail. Indiquons seulement ici qu’il entralne
le rdsultat suivant: il peut arriver que l’ensemble Cz des fonctions (t) form$es
avec une fonction Z(u) pr$alablement dfinie ne soit pas ferme. Cela conduit
poser le problSme suivant, que nous n’avons pas rsolu" la classe C est-elle

fermde?
4. Les notions de representations propres, semi-propres ou impropres,

et celles de classes de representations quiwlentes, exposes pour le cas
laplacien aux n II.1 et II.2, se gnralisent sans difficultY. Plut6t que de
reeommencer l’expos, nous allons signaler les differences.
La premiere est que, dans l’tude de X(u), les discontinuits fixes tant

maintenant exclues [puisqu’elles sont rattach6es ? S(u)], les ccroissements
sueeessifs de X(u), done les valeurs de (t), ne dpendent que de ee que nous
avons appel les moyens. Les accroissements successifs y, de Y(u) sont
au contraire des accroissements instantans, et leurs effets, immdiats, dif-
frs, ou dfinitivement nuls, ne dpendent que de G(t, u.), sns qu’on uit. faire intervenir les u voisins de u,. Mais les u, sont latoires, la proba-
bilit d’un saut en un point u donn est nulle, et c’est tout de mme un inter-
valle lmentaire droite de ce point qui ]oue le r61e essentiel. Nous devons
.done considrer les sauts pour lesquels u, e (to, ta) comme sns effet sur (t)
wnt un instant T > t si

(III.6.10) Max G(t, u) d:(u) O.
to t(u,T)

Sans savoir si to est un u,, nous voyons que, ce qui importe pour la dfinition
des representations propres, semi-propres ou impropres, c’est de savoir si la
condition (III.6.10) est vrifie pour cette valeur de to, et pour t to suffi-
samment petit. C’est done la condition (III.6.10) qui remplace ici la condi-
tion (II.1.6) relative au cas laplacien. Les dfinitions de la fonction f(u), des
ensembles E0, E, E, et des representations propres, semi-propres ou im-
propres, s’en dduisent comme dans le cas laplacien.

I1 faut remarquer que la condition

(III.6.11) G(t, u) doo(u) 0 [t e (to, T)]
,t0

ne suffit pas ? entriner (III.6.10). Supposons par exemple G(t, u)= 1
sit 2u 0, et G(t, u) 0 si 2u 0, de sorte que .(t) est gal au
saut de Y(u) (ventuellement ralis ? l’instant t/2. Alors chaque valeur de
,I(t), considre isolment, est presque sfirement nulle. Mais, si w.(u) est
constamment croissant, la probabilit que .(t) soit constamment nul dans un
intervalle donnd n’est jamais 4gale i un. Des circonstances analogues se
produisent toujours quand la condition (III.6.11) est vrifie, sans que la
condition (III.6.10) le soit [dans l’exemple cit, ellc ne l’est que si T < 2t0
si on suppose G(t, u) gal ? I ou 0 suivant que u est rationnel ou non, la
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condition (III.6.11) est toujours vrifie et la condition (III.6.10) ne l’cst
jamais].
Une remarque analogue s’applique ’ l’extension de l’opration a. Si,

sans changer la dfinition de Y(u), on remplace G(t, u) par un autre noyau
Gl(t, u), la condition pour que la fonction q.(t) ne soit pas change s’obtient
en remplaant G(t, u) par G(t, u) -G(t, u) dans la formule (III.6.10), et
non dans la formule (III.6.11); cette formule doit naturellement tre toujours
vrifi6e, ce qui revient g, dire que

(III.6.12) fo Max G(t, u) G(t, ) &o2(u) O.
t>u

5. Les op6rations a g d du n II.2 subsistent sans autre changement.
I1 n’en est pas de mme de l’op6ration e dun II.3 puisqu’elle utilise une pro-
pri6t6 spciale des variables laplaciennes, qui, d’aprs le thorme cit6 de
G. Darmois, n’est r6alis6e dans aucun autre cas. I1 en rsulte que, quand
un lment y de la fonction Y(u) intervient dans 2(t) avec un multiplicateur
g(t), yg(t) apparMt comme un 61ment essentiel de la fonction O.(t). Sans
doute, puisque y d6pend d’une loi indfiniment divisible, peut-il ,tre rem-
plac par une somme de termes analogues, ou inversement r6uni i d’autres
termes. Mais on ne peut runir ainsi que des termes ayant des multiplica-
teurs gaux ou proportionnels, et la somme des termes pouvant tre r6unis
un terme de multiplicateur g(u) dfini g un facteur constant pros est la mme

pour toutes les repr6sentations de I,2(t). I1 en r6sulte que: pour une fonction
q2(t), il n’y a qu’une classe de reprdsentations dquivalentes.

Si cette classe contient une representation propre, on l’obtient en rattachant
chaque 16ment yg(t) de P2(t) la valeur de u 6gale i la borne infrieure des t
pour lesquels g(t) O. Si, pour tout u > 0, les termes rattachs i la valeur
u peuvent tre runis en un terme unique G(t, u) dY(u), on obtient une repre-
sentation propre du type (III.6.9). Dans le cas contraire, on ne peut obtenir
qu’une representation propre d plusieurs termes; une telle repr6sentation,
qui n’introduit que des lments dYe(u) (h 1, 2, ...) ayant un effet imm-
diat sur q,(t), peut tre pr6f6rable g la representation impropre consid6r6e
d’abord. Elle montre plus naturellement les proprits de q2(t), et, sans
tre canonique au sens qui sera dfini plus loin, elle a un caractre canonique
(c’est-g-dire un caractre d’unicit6) qui la rend int6ressante.

Consid6rons par exemple la fonction

(III.6.13) (t) [ct dYe(u) + u dYe(u)],

o Y(u) et Y.(u) sont deux d6terminations ind6pendantes de la fonetion
de Poisson. Elle n’a pas de representation propre un terme. I1 est facile
au contraire d’en obtenir une representation impropre un terme, en intro-
duisant par exemple une fonction Y(u) qui, dans tout intervalle (22, 2+)
(p entier) aurait les mmes sauts que Y (12u-8.4) et dans tout intervalle
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(2+t, 2+) varierait comme Y (6u-8.4). Sa donn6e dans l’intervalle (4’, 4p+I)
dtermine la lois les sauts de Y(u) et eeux de Y(u) dans (4+, 4"+); done,
quel que soit t, sa donn6e dans (0, ) y dtermine la lois Yl(U) et Y2(u),
done O(t), qui est bien de la forme (III.6.9).

Observons enfin que la recherche d’une repr6sentation propre montre qu’une
fonetion O(t) repr6sentation impropre peut se transformer en une fonetion
(t). Si par exemple, n tant la partie entire de t, on a

(10 (u<n)
G(t, u)

(u > n).

Alors O(t) Y(n). C’est une fonction du type O(t). Inversement, route
fonction O(t) d6pendant d’une loi inddfiniment divisible peut se transformer
en une fonction i(t) -t-

Cela n’est pas en contradiction avec le fair qu’une fonction additive n’a
qu’une representation de la forme (I.2.2), cela pris qu’on peut ajouter
Y(u) et S(u) des termes non al6atoires qu’on retrancherait de f(u). Donc,
avec la mme restriction pour les parties non alatoires de O(t) et a(t), une
fonction de la classe C ddduite d’une fonction Z(u) prdalablement ddfinie n’a
qu’une repr6sentation de la forme (III.5.2).

111.7. tes fonctions (t) et les fonctions (t) les plus gnrales
1. L’tude de q)(t) est certains points de vue plus simple que celle de

q)(t); cela provient de ce que S(u) est une somme de discontinuits fixes,
c’est--dire r(iulises des instants u donns d’avance, et qui forment au plus
un ensemble d(inombrable. On n’a donc dfinir le multiplicateur

H(t, u) H(t)

que pour les valeurs u de u, et aucune condition de continuit( n’intervient.
I1 y a naturellement une condition de convergence, qu’on peut exprimer en

introduisant les fonctions caractristiques (z) des sauts Y, rdalis6s aux in-
stants u. La condition pour que S(u) soit bien dfini dans (0, t) est que le
produit II q(z), 6tendu aux pour lesquels u <2 t, soit convergent pour
routes les valeurs relles de z. Pour que

(III.7.1) a(t) _,u <t U(t)Y
soit bien difini, il est alors ncessaire et suffisant que le produit

(III.7.2) IXu,<t ,[H(t)z]
soit convergent.
On peut aussi introduire les conditions de Kolmogorov. I1 faut d’abord

que le nombre des sauts pour lesquels.u e (0, t), Y, I> 1, soit presque
sfirement fini, c’est--dire que

(111.7.3) u<t Pr[[ Y > 1] < .
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S’il en est ainsi, les termes correspondant " ces sauts n’interviennent plus dans
les conditions de convergence, et, qu’il s’agisse de S(t) ou de 3(t), pour former
ces conditions, on peut remplcer chaque Y par une vrible tronque Y’,
gMe Y si Y =< 1, et nulle dns le cas contrire. L condition pr-
liminaire indiqu6e 6tnt remplie, l condition ncessaire et suffisnte pour
que l somme Y [tendue aux pour lesquels u e (0, t)] soft presque sflre-
ment convergente est que la somme Y’ soft convergente en moyenne
qudmtique.

I1 fut ensuite tudier de l mSme manitre l somme 3(t), en introduisant
la nouvelle vriable tronque yt, 6gle Y si on [H(t, u,)Y, <= 1, et
nulle dns le cas contmire. Pour que l srie (III.7.1) soft presque sflre-
merit convergente, il est Mors ncessire et suffisnt que

(III.7.4) <t Pr[Max H(t, u,)Y, > 1] <
[c’est-h-dire que les Y’ Y soient presque sfirement en nombre fini, pour
l’intervMle (0, t)], et que la s6rie H(t, u)Y’ soft convergente en moyenne
quadratique.
Pour la d6finition de S(u), il est inutile d’introduire des sommes compens6es,

comme nous l’vions fait pour Y(u). Si en effet l s6rie Y est divergente,
mais qu’une somme compens6e (Y a) soft presque sfirement conver-
genre, nous pouvons remplacer Y par Y, Y a et poser

S,(u) _,,,(o.t) Y’,.

En ajoutant ensuite une fonction non al6atoire, on peut retrouver la fonction
initile ayant les suts Y,.
A cette diff6rence pros, les remarques faites propos de (t) sur les termes

compensteurs subsistent. Si la s6rie (III.7.1) n’est ps presque sfirement
convergente, il peut arriver qu’une s6rie auxiliaire

(III.7.5) cp’(t) _-,<t H(t, u,)[Y,- G(t)]

le soft, et qu’on ne puisse pas rendre le terme compensateur b(t) ind6pendant
de t. On obtient alors des fonctions al6toires qui, sans 4tre de la forme
(t) + (t), sont limites de fonctions de cette forme.

2. I1 y plusieurs mni6res d’6tendre (y), puis ux fonctions les plus
g6n6rMes de l clsse C, les notions de repr6senttions propres ou impropres.
Contentons-nous d’indiquer celle qui nous pamit pr6f6rable. En ce qui
concerne l fonction

(t) H(t, u) dS(u) _, H(t) Y,
u,(

nous ne nous occuperons pas des vMeurs du noyu quand u n’est pas un u,.

I1 peut 8tre commode de le supposer nul, ou au contrire de conserver l’ex-
pression anMytique qui le d4finit si u est un u,. Seuls les H(t, u,) H,(t)
jouent un r61e, et nous supposerons qu’aucun terme n’est identiquement nul.
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Alors il n’y a pas de representation semi-propre; nous dirons que la represen-
tation est propre si, quels que soient l’indice et le nombre positif , il existe
un r e (0, ) tel que H(u - -) 0; elle est impropre dans le cas contraire.
Pour une fonction quelconque de la clusse C, nous dirons qu’elle est propre

si ceux des 4)(t) qui ne sont pas identiquement nuls y sont dfinis par des
reprdsentations propres, qu’elle est impropre si un au moins de ces trois termes
est dfini par une representation impropre; enfin qu’elle est semi-propre dans
les autres cas.
Ces dfinitions ne s’imposent pas; on pourrait convenir que la representa-

tion de a(t) ne serait dire propre que si l’ensemble des u est partout dense.
L’une ou l’autre d4finition semble pr4f4rable suivant qu’on considre
comme une int4grale de Stieltjes ou comme une srie.

111.8. La classe K et les repr4sentations canoniques des
fonctions de la classe C

1. Dsignons toujours par K l classe des fonctions correlation linaire.
Dans le cas d’une fonction 4(t) du temps t, K est donc la classe des fonctions
telles que, si (u) est connu pour u (ou u =< t), (tr) prend pour >__
(ou > t) la forme U(t, t’) + V(t, t’), U(t, ) tant une fonction lindaire
certaine des valeurs connues, et V(t, t’) tant ind4pendant de ces valeurs.
On peut ajouter U et retrancher de V n’importe quelle fonction certaine
f(t, V); cela nous permet, quand c’est commode, de supposer que U(t, t)

(t), V(t, t) O.

LEMaE III.8. Pour chaque )aleur fixe de t’, U(t, t’) est une fonction al$a-

toire additive de t.

Soit en effet t’ t’. Dans l’expression de U(t’, t’) en fonction des
(I)(u) d’arguments u =< t’, on peut remplacer ceux relutifs l’intervalle (t, t’)
par U(t, u) q- V(t, u), et U(t’, t’) prend la forme U’ -- V’, U’ contenant
tous les termes qui finalement dpendent des valeurs de (u) dans (0, t) (et
ils en ddpendent linairement), et V’ tant indpendant de ces valeurs.
Par suite

V’ q- V(t’, t’) (t’) U’

n’en d4pend pas non plus. L’expression

U(t, t’) U’ V’ q- V(t’, t’) V(t, t’)

est alors fonction linaire certaine de ces valeurs, tout en n’en dpendant pas.
C’est donc un nombre certain f(t, t’, t’), et

U(t’, t’) U(t, t’) V(t, t’) V(t’, t’) V’ f(t, t’, t’)

est indpendant des donn6es relatives aux u < t, c.q.f.d.
La fonction (t) U(t, t) apparatt insi, pour chaque fixe, comme une

somme d’16ments ind(pendants, dont chacun est l’effet de l’information sur
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O(t) rgsultant de la donn6e de cette fonction dans un intervalle 616mentaire
(u, u -t" du) (u < t).
2. L’extension naturelle des rsultats du n III.4 relatifs aux suites

pourrait faire croire que les fonctions de la classe K sont de l forme (111.5.1),
ou du moins de la forme plus gnrle (III.5.2). Mis il n’en n’est ps tou-
jours ainsi: une fonction (t) ’ vMeurs toutes indpendntes les unes des
autres n’ppartient pas h la clsse C, ni mme sa fermeture C.

I1 n’est pas toujours facile de reconnaltre si une fonction donne de l classe
K ppartient C et admet une representation propre. Ainsi la fonction

(III.8.1) (t) (at’ -4-u") %//1-,

6tant laplacienne, appartient h la classe K. Par analogie avec la fonction
(t) d6finie par la formule (III.6.13), on pourrait croire qu’elle n’admet pas

de repr6sentation propre un terme. Or si s, X et tt v6rifient les formules

(III.8.2) s c2
__

2, ,2 + X8 2o2, X "-1-" tt 8,

qui les dfinissent au signe pros, la fonction considre s’identifie avec la
fonction

(III.8.3) q)l(t) (ht-f- ,u)uV/-:

Les deux fonctions ont en effet la mSme covariance

2 + + +(III.8.4) a2t2t -- h t2t ’.

Dans un autre travail (d6j annonc6 note), nous montrerons que, pour
qu’une fonction laplacienne de la forme

(III.8.5) [F:(t, u)’ + F2(t, u) l
admette une repr6sentation propre un terme, il suffit qu’une telle repr6-
sentation existe pour un des termes.
Nous n’insisterons pas ici sur cette question, et nous occuperons du problme

inverse. Consid6rant une fonction d6finie par une repr6sentation de la forme
(III.5.2), il s’agit de reconnaltre si elle appartient la classe K. Ce problme
est li la notion de repr6sentation canonique.

3. Nous avons dj dfifini cette notion dans le cas laplacien. Pour la
d6finir dans le cas gnfiral, en introdsant des vecteurs ff et Z et en posant

(t, u) d(u) F(t, u) dX(u) + G(t, u) dY(u) + H(t, u) dS(u),
nous dirons que la representation

(III.8.6) () (, u)d(u) ( > O)
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d’une fonction de la classe Co est canonique, si, dans la formule

(III.8.7) q(t’) (t’, u) d(u) + (, u)d(u) (0 <t < ’),

le premier germe esg une fonegion linaire eergaine des valeurs de (u), done
aussi de eelles de Z(u), dans (0, t). La reprsengagion eorrespondange de
() -t- () sera dige eanonique dans les mmes conditions. Si Z(u) esg une
fonegion laplaeienne semi-rduige, eegge dfinigion coincide bien avee eelle
du n IIA.1. Dans le eas plus gn6ral og Z(u) eg q,() ong des premiers mo-
mengs finis, la premiere ing6grale de la formule (III.8.7) esg, un germe eer-
gain pros, la valeur probable eondigionnelle de q(t’) quand (u) esg eonnu
dans (0, ).
Pour la mme raison qu’au n II.4.1, une repr6sengagion eanonique n’esg

jamais impropre.
La seeonde inggrale de la formule (III.8.7) Sgang ind6pendange de ees

valeurs eonnues, il esg videng que" pour qu’une foncion de la classe admee
une representation canonique, il fau qu’elle apparienne dt la classe K.
La r6ciproque n’est 6videmment pas exacte. Cela est ais6ment prouv6

par quelques exemples simples. Le premier est celui indiqu6 au n II.4.5;
il s’agit d’une fonction laplacienne admettant une repr6sentation propre,
donc appartenant la fois aux classes K et C, et qui n’a pas de repr6sentation
canonique. Indiquons aussi celui de la fonction qa(t), s’il arrive qu’en un
point u, isol6 g droite s’introduisent deux sauts ind6pendants Yet Y, avec
des multiplicateurs h(t) et h(t), nuls pour _-< u, et diff6rents de z6ro mais
non proportionnels si > u. C’est bien une fonction qa(t) puisqu’on peut
rattacher le saut Y’ un instant u, < u, et diff6rent de tous les uo. Elle
appartient la classe K puisque, pour tout > u, Y et Y’, sont des fonctions
lin6aires certaines des valeurs de qa(t) dans (0, t). Pourtant elle n’admet pas
de repr6sentation canonique; une telle repr6sentation, n6cessairement propre,
devrait introduire au m4me instant les deux variables al6atoires Y et Y’,
et ne serait pas du type (III.5.2).
Un autre exemple, dans le m4me ordre d’id6es, est celui d’une fonction

qa(t) qui, un instant u isol6 g droite, s’accroit brusquement d’une fonction
analytique d6pendant lin6airement d’au moins deux paramtres ind6pendants.
Cela n’emp4che pas en principe son appartenance aux classes C et K. Mais
cela emp4che l’existence d’une repr6sentation propre g un terme, donc celle
d’une repr6sentation canonique.

4. Etude de .O(t). Supposons d’abord que les sauts de Y(u) soient pres-
que sfirement tous isol6s g droite. La condition n6cessaire et suffisante
pour qu’il en soit ainsi est d’ailleurs qu’g tout >_- 0 corresponde un t’ >
tel que l’expression

limu,0 [n(t, u) n(t, -u) n(t’, u) q- n(t’,-u)],
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qui est le nombre probable des sauts dans l’intervalle (t, t’), soit fini’. Si
alors la representation (III.6.9) de 2(t) est propre, elle est aussi canonique.

I1 s’agit de montrer que, si la fonction I,2(t) est connue, on peut en dduire
Y(u), et par suite l’int6grale

(III.8.8) G(t’, u) dY(u),

par des formules lin4aires. Les u qui correspondent aux sauts formant une
suite finie ou transfinie d6nombrable, il suffit d’observer que, Y(u) tant
connu ]usqu a un instant =i= 0, le premier u suivant -+- 0 est l’instant off
l’intgrale (III.8.8) cesse de representer .(t’), et, qu’il soit ou > t, le yp
correspondant est bien d4fini parce que dans l’intervalle (u, u,+l), on a

(t’) G(t’, u) dY(u) + G(t’, u) y,
0

G(t’, u) n’tant pas identiquement nul. On applique cette formule, succes-
sivement, tous les u et leurs points d’accumulation (qui ne sont d’ailleurs
presque sfirement pas des sauts, car ils sont connus d’avance et il n’y a pas de
discontinuit6s fixes). On a ainsi tous les accroissements successifs de Y(u),
et cela pour tout l’intervalle off O(t) est dfini; si en effet on tait arrgtg

un instant T, il n’y aurait qu’ repartir de cet instant comme nous venons de
l’indiquer pour l’instant t.

5. D’autre part, sans aucune restriction sur Y(u) montrons que: si le
noyau G(t, u) est continu (pour 0 <= u <- t), et G(t, t) O, la representation
(III.6.9) de .(t) est canonique.
Cela rsulte des formules 6videntes

(III.8.9) (t q- O) (t O) G(t, t) [Y(t q- O) Y(t 0)l.

fot fOt G(t’, u) d2(u)(III.8.10) G(t’, u) dY((u) -( u)

Voici, dans le mme ordre d’id4es, un thorme impliquant des conditions
beaucoup moins restrictives en ce qui concerne le noyau"

THgORME III.8.1. Si Y(u) est une somme non compense de discontinuits
mobiles, si, en posant

(III.8.1l) G(t, u) (t- u) g(t, u) (a >- 0),F(a q- 1)

13 Attirons ce sujet l’ttention sur le fit que pour une fonction Y(u), donc aussi
pour une fonction Z(u) quelconque, l’ensemble des points de discontinuit6 presque
sfirement pour ensemble driv un ensemble certain.
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g(t, u) est continu (pour 0 <= u <= t) et admet par rapport des d$riv$es con-
tinues jusqu’5 l’ordre p (p $tant la partie entire de a), si g(t, t) > O, si enfin

Gv(t, u) dv G(t, u)
dt

est, pour u assez petit, une fonction convexe de t, la formule (III.6.9) donne
une representation canonique de la fonction q2(t) qu’elle d$finit.

I1 s’agit de ddmontrer que Y(u) est dans (0, t) une fonction linaire certaine
des valeurs de q.(u) dans cet intervalle. Cela rsultera de la formule

y(t) Y(t z7 O) Y(t O)
(III.8.12)

lim
(F(a p + 1) dv

\ e(t,

Comme on a

[2(t + -) 2(t)]}.
(III.8.13) d@(t) Idt

Gv(t, u) dY(u),

il suffit d’tablir la formule (III.8.12) dans l’hypothse p 0; en effet la
formule ainsi tablie, appliqude cette drivde, dquivaut la formule gnrale
qu’il s’agit de dmontrer. Si d’ailteurs a 0, cette formule se rduit la
formule (III.8.9). Nous pouvons donc supposer p 0, 0 < a < 1.
Dans ces conditions G(t, u) est nul pour u, et, pour u positif et

assez petit, c’est une fonction croissante et non convexe de t. En convenant
que G(t, u) 0 si < u, on a, pour positif assez petit,

G(t -4- , u) G(t, u) <= G(u + ’, u)
F(a + 1)

g(u’u) (-0).

D’autre part, quel que soit v > 0, il existe presque sfirement un nombre
> 0 tel que l’on ait, uniformment dans tout intervalle fini,

t+

0 <= ]dY(u) y(t) <
t--y

et par suite, sir est e (0, /) et tend vers z6ro,
t+

[G(t A- ’, u) G(t, u)] dY(u) G(u "4- , u)y(t)

=< Max G(u "4- ’, u) 0(").

On a d’ailleurs, pour chaque fixe

t-’
[G(t + -, u) G(t, u)] dY(u) 0() o(").
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I1 rsulte alors de la formule (III.8.11), et de ce que est arbitrairement petit,
que

(t -- -) .(t)
F(a -- 1)

y(t) -- o(r"),

ce qui est bien la formule dmontrer (pour p O, 0 a <: 1).
Le thorme dmontrer n’est d’ailleurs pas le plus gnral dans cet ordre

d’iddes; on peut par exemple reinplacer (t u)" par (t u)"h(t u),
vrifiant la condition

log (r)= o (log !) (r--, 0)

6. Tout ce que nous venons de dire au sujet de .(t) s’applique, sans
changement essentiel 3(t), et mme, dans des cas tendus, .(t) if- 3(t).
Si en effet G(t, u) et H(t, u) sont, pour u trs petit, du mme ordre de
grandeur, on peut appliquer directement le thorme III.8.1 cette somme;
dans la formule (III.8.12), le facteur dpendant de G(t, u) serait simplement
remplac par le facteur analogue relatif H(t, u) si test un point de disconti-
nuit fixe de Z(u). Si H(t, u) o[G(t, u)] (toujours pour u trs petit),
on applique ce th6.orme d’abord pour dterminer Y(u) et .(t); (t) en r-
sulte, et une nouvelle application du mme thorme donne S(u). Si

G(t, u) o[H(t, u)],

on dtermine au contraire d’abord S(u) et a(t), ensuite (t) et Y(u)3.
Pour les fonctions (t) les plus gnrales, on ale thorme suivant, qui est

presque (vident.

THIORME III.8.2. Pour que la reprdsentation (III.5.2) de (t) soit cano-
nique, il faut et il suiit que la donne de cette fonction dans n’importe quel inter-
valle (0, T) permette d’y dterminer l(t), (t), a(t) par des operations lin$aires,
et que les representations de ces trois fonctions soient s$parment canoniques
(donc propres ou semi-propres).

I1 est bien vident que l’ensemble de ces conditions est suffisant.
Rciproquement, si la representation de (t) est canonique, cela signifie que

(111.8.14) [F(t’, u) dX(u) + G(t’, u) dY(u) -- H(t’, u) dS(u)]

Remarquons qu’on peut dterminer y(u) par la formule (III.8.12) en ne considrant
qu’une stiite particulire de valeurs de u. Or, pour chaque valeur de u, on peut
toujours d(terminer cette suite de manire rdaliser un des trois cas considdrt!s. De
mme, si une formule du type (III.8.12) s’applique spardment it (t) et I(t), avec
une mme suite de valeurs de , on pourra utiliser une suite partielle extraite de la pri-
ct!dente pour appliquer la mme mthode it lu ddtermination directe d’une des fonctions
Y(u) et S(u) en fonction des valeurs de la somme (I,(t) I,s(t), et il en rsulte que 1
representation de cette somme, dduite des representations donnes des deux termes,
est canonique.
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est, pour 0 < < t’, une fonction lin6aire eertaine des valeurs de (u) dans
(0, t). Or c’est une fonction additive de t, dans laquelle on peut sparer les
trois termes par des op6rations lin6aires. On peut donc sparer Ol(t), q2(t),
et 3(t), et, en raison de l’indpendance de ces trois fonctions, les formules
qui ont servi d6terminer les trois termes de la formule (III.8.14) ne font
intervenir chacune qu’une de ces trois fonctions. Les conditions indiqu6es
sont ainsi toutes vrifies.

111.9. Exemples, et remarques finales

1 . La recherche des conditions pour que q(t) admette une representation
canonique, et celle des caractbres qui permettent de reconnaltre cette repr4-
sentation, quand elle existe (problbmes qui sont d’ailleurs confondus dans le
cas des fonctions sans terme laplacien, qui ne peuvent avoir qu’une repre-
sentation propre ou semi-propre facile t obtenir) se trouve dcompose par
le thorme III.8.2 en quatre problmes, dont trois ont ddjt dt tudis et
plus ou moins rsolus. I1 reste h tudier celui de l’addition de deux ou trois
fonctions i(t) (i 1, 2, 3) ayant chacune une representation canonique.
I1 y a a priori deux cas possibles" la reprdsentation obtenue pour la somme est
canonique, ou ne l’est pas. Nous allons montrer par des exemples que les
deux cas sont effectivement possibles.

2. Considrons d’abord la fonction

(III.9.1) (t) l(t) + (t) Xo(t) + Jo (t u) dS(u),

Xo(t) tant toujours la fonction de Wiener, et les points de discontinuit
u de S(u) pouvant tre rangers en une suite de nombres qui croissent avec .
On sait que, si Ui(g) est la fonction continue (gale Xo(t) pour les points u,
et variant linairement dans tous les intervalles (u, u+i), les deux termes
U(t) et Us(t) Xo(t) Ul(t) dont Xo(t) est la somme sont inddpendants.
La somme U.(t) (3(t) est gale i (t) sit u, et varie linairement dans
chacun des intervalles (u, u+l). I1 en r(sulte videmment que, si la fonction

(t) est connue, sa variation dans un tel intervalle ne renseigne que sur U(t).
La suite des (u) donne seule des renseignements sur Us(t) et a(t).

Si nous posons

Xo(u+) Xo(u) V/u+l u, S(u+o) S(u O) Y,

la donne de ((Ul), ((U2), "**, ((Un+l) ne donne que n + 1 quations dans
lesquelles , et Y, n’interviennent que par la combinaison

(III.9.2) ,%/’u,+- u, + Y,(u,+ u,).

Or est une variable laplacienne, pour laquelle tousles nombres rels sont
des valeurs possibles. Quelle que soit la loi de Y, les valeurs a priori pos-
sibles pour cette variable restent donc possibles quand on connalt la somme
(III.9.2). La donne de (t) dans l’intervalle (0, t+) ne peut donc pas suf-
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fire dterminer sparment ,. et Yn on ne peut done pas dterminer spar-
ment Xo(u) et S(u), et la repr6sentation (III.9.1) de (t) n’est pas canonique.

Observons, au sujet de cette fonction, qu’elle appartient/ la classe K si
les Y, sont des variables laplaciennes, et seulement dans ce cas.

3. Un exemple analogue est celui de la fonction

(III.9.3) (t) l(t) -t- .(t) Xo(t) zr- Jo (t u) dY(u),

pourvu que le nombre probable des sauts soit fini dans tout intervalle fini.
On peut en effet d6terminer les u, en dterminant d’abord les sauts uh
d’une fonction Y*(u) d6finie comme Y(u), mais en rempla.ant n(t, u) par
2 n(t, u). On pourra alors dterminer Y(u) en se donnant d’abord Y*(u),.
puis en d6terminant par un tirage au sort ceux des sauts de Y*(u) qui doivent
tre conserv6s. Avant cette deuxibme operation chaque y(u[) a deux valeurs
possibles, 0, et y (uh), et on retombe sur le cas tudi6 au 2. Done, si Y*(u)
est connu, et a fortiori si Y*(u) est inconnu, la donne de (t) ne suffit pas
d6terminer Y(u).
4. Le thorme III.8.1 donne le moyen d’obtenir au contraire des repre-

sentations canoniques du type ql(t) + q2(t). I1 n’y a qu’ associer une
fonction q.(t) vrifiant les conditions de ce th6orme une fonction Ol(t) presque
sfirement p fois d6rivable et telle que

d(III.9.4) gt’--; [ql(t + r) l(t)] o(r-).

Alors la formule (III.8.12) subsiste si on remplace .(t) par ql(t) q-2(t).
I1 en rsulte que, si cette somme q(t) est connue dans (0, T), Y(u) y est connu;
on en dduit O2(t), puis (t), et, si la representation de (t) est canonique,
celle de q(t) l’est aussi.
Comme exemple de fonction l(t) v6rifiant la condition (III.9.4), indiquons

tout de suite la fonction

(III.9.5) q,() (- )(/- ( > -1/2).

Mais nous allons voir qu’on peut gnraliser beaueoup ee rsulta.
5. Consid6rons d’abord une fonetion q,() admegtant presque sfiremen

et partoug [au moins dans un intervalle (0, T)] des d6rivges continues iusqu’
l’ordre p, mais non iusqu’ l’ordre p + 1. Si elle est eonnue iusqu’ l’instant
0, ees d6riv(Ses sont eonnues aussi l’instang 0, e, pour r 0 positif
et trs petit, une s6rie de Taylor r6duite aux termes de degr6s _-< p en donne
une valeur approehSe. Le reste R(0, r) esg o(r), mais n’est pas o(r+)
(ou du moins il y a une probabilit posigive qu’il ne le soit pas). C’est ee
reste, ou un infiniment peit quivalent et plus simple, que nous appellerons
la parie inlire de I,(t) droite du point 0 Les resges relatifs aux fone-
tions q,() seront digns par R(10, r).
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L’introduction de cette notion de partie singulire rend assez intuitifs les
rsultats dun III.8.5 et 6. Si (t) est ddfini par sa repr4sentation propre
ou semi-propre, des conditions assez peu restrictives suffisent pour que

(III.9.6) R(t, -) G(t + -, t)[Y(t + -) Y(t) -+- o(1)] (r " 0),

et un dnonc analogue s’applique R3(t, r). On peut ainsi, dans des cas
trs (tendus, non seulement d4duire Y(u) de 2(t) et S(u) de a(t), mais
dduire ? la lois Y(u) et S(u) de la somme 2(t) + 3(t).
La formule qui dfinit Rl(t, ’) est trs diffdrente de la prdcddente. Sup-

posons, pour fixer les iddes, le noyau F(t, u) continuet admettant par rapport
des d6rivdes continues jusqu’ l’ordre p, ce noyau et ses p 1 d6riv6es

s’annulant avec u et la d6riv6e d’ordre p ne s’annulant pas et pouvant
mme tre infinie. On peut alors, si o(u) n’est pas constant dans un petit
intervalle ? droite du point consider6, d6finir Rl(t, ), ou du moins son ordre
de grandeur, par la formule

tA’r

R(t, r) F(t + r, u) dX(u),

c’est-?-dire que cette partie singulire le mme ordre de grandeur que la
pattie de l(t-{- r) qui reste alatoire quand X(u) est connu dans (0, t).
Son ordre de grandeur probable est celui de l’cart type z(t, r), d6fini par

t’l-r

2(t, v) F2(t + ’, u) dw(u).O"

Sans faire intervenir une borne suprieure presque sfire de R(t, ,r), rap-
pelons que cet ordre de grandeur est presque sfirement ralis, pour une suite
de nombres rn tendant assez rapidement vers zro, avec une frquence tendant
vers l’unitd. I1 suffit donc que z(t, r) soit la fois o[G(t + , t)] et

o[H(t + , t)]

pour que l’addition du terme (t) n’empche pas de dduire Y(u) et S(u)
de (t), donc aussi (t), et X(u), si 1 representation de )(t) est canonique.
I1 faudra seulement remplacer les formules du type (III.8.12) par des for-
mules comportant des limites gdnralises convenablement dfinies. Par
exemple, dans le cas de lu fonction (III.9.5), on pourra former un moyenne
de Ces?ro sur l’dchelle logarithmique.
On peut mme dduire de l’emploi de ces moyennes que les conditions

(r(t, r) O[G(t -t- ’, t)], r(t, ) O[H(t -- r, ’)]

(pour fixe et r " 0) sont suffisantes pour que l’addition de (I)l(t) n’empche
pas la ddtermination de Y(u) et S(u) par des formules linaires quand (t)
est connu. Ainsi la formule

,(t) ,/- + (t- u)" dY(u)
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est une representation canonique, non seulement si a < 1/2, mais aussi si a 1/2.
Nous avons vu au n III.9.3 que le rsultat ne subsiste pas pour a 1, et
on peut dduire du thorme II.4 qu’il ne subsiste pas pour a > 1/2. Par
suite, eertaines conditions de rgularitg 6tant admises14, l’emploi de moyennes
gnralis6es ne semble pas loin de donner les meilleurs r6sultats possibles
relatifs l’extension du thorme III.8.1 aux fonetions O(t) eontenant un
terme q(t).
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Des remarques analogues h celles de la note montrent que les conditions de r6gu-
laritd ne sont pas aussi essentielles qu’on pourrait le penser, du moins pour une des par-
ties de l’noncd: le caractre canonique peut s’6tablir en ne consid6rant qu’une suite
partielles de valeurs de u, et la rSgularit6 de G(u - r, u) n’est pas ncessaire.


