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1. Introduction

L’objet de cet article est de répondre & une question posée par Gelfond en 1968
[12, p.265] en montrant que la somme des chiffres des carrés est équirépartie dans les
progressions arithmétiques.

Dans tout cet article, ¢ désigne un nombre entier supérieur ou égal & 2. Tout entier

n peut s’écrire de maniére unique en base ¢ sous la forme

n:anqk, nke{oa"'aq_1}7 (1)

k>0

ou les ny sont tous nuls & partir d’un certain rang. Si =max{k:n;7#0}, on note
rep,(n) =mng...ng

la représentation de n en base g.
La somme des chiffres du nombre entier n écrit en base g est définie par

sq(n) = ng. (2)
k>0

Dans toute la suite on notera e(x)=exp(2inx), ||z| la distance du nombre réel = a
Pentier le plus proche, 7(n) le nombre de diviseurs du nombre entier n, et w(n) le nombre

de facteurs premiers distincts de n.

1.1. Représentation des carrés en base g

Les résultats que nous présentons dans ce travail s’inscrivent dans le cadre de I’étude
de la représentation des carrés en base ¢. On connait peu de résultats sur ce sujet en
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dehors de celui de Davenport et Erdds qui ont montré en 1952 [9], pour tout poly-
néme f & valeurs entiéres, la normalité du nombre réel dont 1’écriture en base ¢ est

0.rep,(f(1)) rep,(f(2)) rep,(f(3)) ... . Il résulte en particulier de leur théoréme que

qu(n,2)~(q—1)arlogqx lorsque x — +o0.

n<

Peter a donné dans [23] une version beaucoup plus précise de ce résultat en moyenne
en montrant le théoréme suivant qui généralise le résultat classique de Delange concernant

le cas de la fonction sommatoire de la fonction somme des chiffres :

THEOREME A. Il existe ceR, €>0 et , une fonction continue sur R, 1-périodique

et nulle part dérivable, tels que, pour tout r>2, on a

Z sq(n?)=(qg—1)z log, x+cx+2®y(2log, z)+O0(z'7F).

n<x

On trouvera également dans [2] I’étude de la distribution limite de la fonction somme
des chiffres dans I’ensemble des carrés.

La suite des carrés est engendrée par le morphisme o défini sur 'alphabet {a,b, ¢}
par o(a)=ab, o(b)=ccb et o(c)=c en ce sens que m=abccbececbecececbeceeceeebec ... est
I'unique mot infini sur alphabet {a,b,c} point fixe de o et que si I'on dénote 7 la
projection de {a, b, c} vers {0, 1} définie par w(a)=n(c)=0 et w(b)=1, alors mw(m) coincide
avec la fonction indicatrice des carrés (on trouvera dans [11] un introduction & la notion
de suite engendrée par un morphisme sur un alphabet fini).

Par contre on ne connait pas d’algorithme simple permettant de savoir si un nombre
entier est un carré & partir de la donnée de son écriture en base q.

Il résulte d’ailleurs des travaux de Biichi concernant ’arithmétique faible du second
ordre que la suite des carrés n’est reconnaissable par aucun automate fini (voir [4] ou
[27]). Ritchie a donné dans [27] une preuve trés élégante et élémentaire de cette non
reconnaissabilité dans le cas de la base ¢=2 et Minsky et Papert ont montré dans [20] la
non reconnaissabilité de toute suite de nombres entiers (u,),en de densité nulle et telle
que limy, o0 Upn41/un=1 (voir aussi Cobham [5]).

Les théorémes que nous établissons ici peuvent étre interprétés comme une démons-
tration de l'indépendance statistique entre la propriété multiplicative « étre un carré »
et une propriété de nature automatique relative & la représentation des nombres entiers
en base ¢ (on pourra également parler d’une propriété g-multiplicative ou g-additive, la
fonction somme des chiffres vérifiant, pour tous entiers k, a et b tels que b<¢¥, la relation
sq(datb)=s,(q"a) +5,(b)).
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1.2. La fonction somme des chiffres

Il semblerait que le premier mathématicien & avoir introduit la fonction somme des
chiffres soit Prouhet en 1851 dans [25]. Mahler est premier a la faire intervenir dans
un contexte d’analyse harmonique en introduisant dans [15] la suite ((—1)*2(™),,>¢ afin
d’illustrer plusieurs théorémes d’analyse spectrale obtenus par Wiener [29]. I montre
ainsi en particulier la convergence, pour tout nombre entier k>0, de la suite (74 (N))n>1

définie pour tout nombre entier N>1 par

1
_ _1\s2(n)(_1\s2(n+k)
(N =gy 3,

vers une limite non nulle pour une infinité de nombres entiers k.

Ces travaux ont ouvert la voie & ’étude spectrale des systémes dynamiques symbo-
liques. En effet notons 7' le décalage défini sur 'espace des suites (uy,)nen & valeurs dans
{-1,1} par T(u,)=un+1 et munissons 'espace {—1,1} de la distance ultramétrique
définie, si u=(uy,)nen €t v=_(vy)nen par

)_{ g~ inf{neNaunvn} o yLy,

0, siu=v.

Alors Padhérence de lorbite sous I'action de T de la suite ((—1)%2("),cy munie de la
transformation 7" constitue un systéme dynamique symbolique appelé systéme dynamique
de Thue-Morse (voir par exemple [11] ou [26]).

La convergence de la suite (4(IV))n>1 peut étre comprise comme une conséquence
de P'unique ergodicité du systéme dynamique de Thue-Morse (voir par exemple [26]).
Keane a montré dans [14] que pour tout entier k, la limite de la suite (y4(IV))n>1 est
égale au k-iéme coefficient de Fourier de la mesure de corrélation associée au systéme
dynamique de Thue-Morse, c’est-a-dire le produit de Riesz

H (1—cos 2™t).

n>0

Des résultats analogues ont été obtenus dans [6] et [19], pour la classe plus générale
des suites g-additives ou g-multiplicatives, introduites indépendemment par Bellman et
Shapiro [3] et Gelfond [12].

On trouvera dans [1] un survol sur de nombreux problémes liés & la fonction somme

des chiffres et & ses généralisations.
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1.3. La somme des chiffres pour les suites éparses

L’étude des propriétés arithmeétiques des suites éparses (c’est-a-dire dont le nombre
de termes jusqu’a x est o(z)) est une source importante de problémes ouverts en théorie
des nombres : nombres premiers de la forme n?+1 (plus généralement de forme polyno-
miale), de la forme 2" —1 (nombres de Mersenne), de la forme 2"+ 1 (nombres de Fermat).
En 1953, Piatetski-Shapiro a étudié dans [24] la répartition des nombres premiers dans
la suite (|n€])nen pour ¢>1, celle-ci pouvant étre considérée, pour 1<c<2, comme un
cas intermédiaire entre les polynémes de degré 1 et ceux de degré 2.

Dans [16] et [17], nous avons étudié la somme des chiffres de cette suite éparse et

nous avons obtenu le résultat suivant :

THEOREME B. Si ce [1, g [, alors
o pour tout (a,m)EZXN* on a
1

. 1
]\/1_13_1Oo N card{n < N :s,([n°]) =a mod m} = —

o la suite (sq([n°]))nen est équirépartie modulo 1 pour tout nombre irrationnel o.

La méthode développée dans [16] et [17] ne permet pas d’atteindre le cas limite c=2
et donc d’étudier la répartition de la somme des chiffres des carrés. Dans ce dernier cas,
le meilleur résultat actuel est di a Dartyge et Tenenbaum qui montrent en particulier
dans [§] :

THEOREME C. Soient q et m nombres entiers positifs tels que ¢=2 et (m,q—1)=1.
Alors il existe deux constantes C=C(q,m)>0 et Ng=Ny(q, m)>1 telles que pour tout

a€{0,1,....,m—1} et pour tout nombre entier N>=Ny, on a
card{n < N :5,(n*)=a mod m} > CN.

Plus précisément, Dartyge et Tenenbaum présentent dans [8], d’une part une preuve
élégante et élémentaire de ce théoréme dans le cas particulier g=m=2 (conduisant a la
valeur C(2,2)=25—131/2> 4, et d’autre part une généralisation qui permet de remplacer
la suite (n?),en par la suite (f(n))nen ol f est un polynéme & coefficients entiers de
degré d>2 et tel que f(N)CN (obtenant dans ce cas général une minoration de I’ordre de
N?2/4"), La preuve de ce résultat général nécessite I'utilisation de techniques plus élaborées

développées dans [7].

2. Résultats

Nous avons étudié récemment dans [18] la répartition de la somme des chiffres dans

la suite des nombres premiers qui constitue un autre exemple classique de suite éparse.
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Ce travail, qui résolvait une question posée par Gelfond dans [12], introduisait plusieurs
types d’outils de nature a la fois combinatoire, analytique et harmonique. Cependant, la
méthode mise en place pour cette étude n’est pas suffisante pour étudier la répartition de
la somme des chiffres des carrés en raison de la croissance beaucoup plus rapide de cette
suite. L’objet du présent article est d’introduire de nouveaux outils qui nous permettront
de surmonter cette difficulté et d’apporter une réponse compléte & une autre question
posée par Gelfond dans [12] concernant cette fois les carrés, ainsi qu’a des questions
analogues concernant les propriétés arithmétiques de la somme des chiffres des carrés :

THEOREME 1. Pour ¢>2 et « tels que (¢—1)a€R\Z, il existe o4(a)>0 et xg:=

xo(q, ) =2 tels que pour tout nombre réel x>xq, on a

log x

w(q)/2+4 e
70'(1 « . 3
10gq> ! (3)

Z e(asq(nQ))‘ < 4q7/2(10g Q)S/Q’T(q)l/z <1+

nr

THEOREME 2. Pour ¢>2, la suite (asy(n®))nen est équirépartie modulo 1 si et
seulement si a€R\Q.

THEOREME 3. Pour q et m entiers =2, il existe 04, >0 tel que pour tout a€Z,
card{n <z :s,(n*)=a mod m} = £Q(a7 d)+O0y (2! ~70m), 4)
m

ot d=(g—1,m) et
Q(a,d)=card{0<n<d:n*=a mod d}. (5)

Remarque. 1l n’existe pas de formule simple permettant d’exprimer Q(a,d) dans le

cas général. Par contre, pour a et d fixés, il est facile de calculer la valeur de

Q(a,d) =[] Qa,p™®)

pld

(voir [28, §5.9]). Dans le cas particulier ot d=1 on a Q(a,d)=1, et plus généralement si

R 0]

pld

d est impair, (a,d)=1, alors

ou (a/p) désigne le symbole de Legendre.
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3. Description de la preuve du théoréme 1

Posons
f(n):=asq(n). (6)
Pour démontrer (3) on effectue un découpage g-adique de la somme > e(f (n?)) auquel

on commence par appliquer dans §5.1 I'inégalité de van der Corput. Ceci nous conduit &
considérer dans I'exponentielle des différences de la forme

f((n+r)?)—f(n®),
ot la variable r est trés petite devant n. Or, les chiffres de (n+7)? et ceux de n? coincident
assez rapidement au dela de la taille de nr, une différence n’étant possible que par la
propagation d’une retenue. En prenant une petite marge, on s’assure que les entiers n
exceptionnels pour lesquels la coincidence n’a pas lieu sont en nombre négligeable. Nous
pouvons ainsi remplacer dans §5.2 la fonction f par une fonction tronquée fy qui ne
prend en compte que les chiffres de n de poids inférieur & A (A est un paramétre qui
dépend essentiellement de la taille de n) et qui est périodique de période ¢*.
Plus précisément pour tout entier A>0, on définit f) par la formule
fan) =) flnd®), (7)
k<A

ou les entiers n; désignent les chiffres de n dans son écriture en base ¢ définie par (1).
En appliquant une variante de l’inégalité de van der Corput, nous obtenons dans §5.3
des différences de la forme

a(n+sg")%) = fr(n?)
ou la variable s est trés petite devant n et u<A. On constate que dans cette différence,

seuls les chiffres de poids supérieur & p interviennent, ce qui nous permet de remplacer

la fonction fy par une fonction doublement tronquée f,  définie par

fu)\ 5:f>\_f/u (8)

qui ne prend en compte que les chiffres de poids compris entre p et .

La fonction f,  est périodique de période g" et cette propriété va nous permettre
dans §5.4 en quelque sorte de séparer la structure digitale de la structure arithmétique
du probléme en faisant apparaitre des sommes de Gauss quadratiques qui sont traitées
dans §4.3. La clef permettant de poursuivre la majoration consiste & estimer dans §8§5.5—
5.7 des moyennes de produits de fonctions génératrices qui s’expriment elles-mémes a
l'aide de produits de polynodmes trigonométriques. Cette démarche est analogue & celle
que nous avions introduite dans [18] lors de I’étude de la somme des chiffres des nombres
premiers, mais les difficultés rencontrées étant d’une nature différente, nous utilisons pour

y parvenir une série de lemmes techniques démontrés dans §4.1 et §4.2.
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4. Lemmes techniques

4.1. Fonction génératrice

LEMME 1. Pour tout nombre entier k>1, la fonction py définie par

er(t)=

Z e(vt)‘ _ { |sinkt|/|sinwt|, siteR\Z, )

0Soek k, siteZ.

est paire, continue sur R, périodique de période 1 et vérifie pour tout tER,

pi(t)= Y (k=|hl)e(ht), (10)

|h|<k
DR (t—i—%) = k2. (11)
o<r<k
Preuve. Voir par exemple le lemme 14 de [18]. O

LEMME 2. Pour tout nombre entier k=1, on définit

(k) ::max% Z <pk(t+£). (12)

teR
o<r<k

Alors pour tous les nombres entiers k=1 et k'>1, on a
kK = ®k)<(K), (13)

et pour tout nombre entier k=1, on a

1 1 2 2 s

P(k)=— < — —1 t — < —log ———. 14

=% 0;@ sinr(1/2k+r/k) S Tesin(r/2k) 7 o8N S8 T (14)
Preuve. Lorsque k=1, la propriété (14) est trivialement vérifiee et, pour k>2,

légalité et la premiére majoration de (14), découlent par exemple du lemme 15 de [18].

Par ailleurs, on a

T < I et cot ul < %
ksin(m/2k) ~ /2 2k 7w
et donc
2 2 T2 2em/V2
+—logcot — < —log ——.

ksin(m/2k) = 2k T ™
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Pour montrer (13), écrivons k'=kd et r’'=rd+j avec 0<r<k et 0<j<d, d’ou

!/ _1 1 1
k) =+ > d stim(1/2kd+r/k+j/kd)'

0<r<k  0<5<

Or, comme la fonction ¢~ (sint)~! est convexe sur |0, 7|, on a
1 1

1

= . - = - ,

d og;z;d sin(1/2kd+r/k+j/kd) ~ sinm(1/2kd+r/k+d " Zong]/kd)
1

" sinm(1/2kd+r/k+(d—1)/2kd)’

d’ott ) )
Pk > — =d(k).
(k) k O;k sinw(1/2k+r/k) (k)

LEMME 3. Pour tout nombre entier k=2, et tout teR, on a

6
m2(k2—1)"

k*—1

or(t) <kexp (— 772||t||2> lorsque ||t <

Preuve. Pour tout u€R, on vérifie facilement les inégalités

. ud  ud
OgsmugufFJrlZO lorsque 0 <u <,
ud
Ogufggsinu lorsque Ogugx/é,
2 2 3
u u?  u
0<17u+?<17u+7f€<e*“ lorsque 0 <u<1.

Comme ¢y, est paire et périodique de période 1, on peut supposer que

6

A —
0 2(k2—1)

Observons que sous cette hypothése, on a 0<wkt<m et 0< 7t < V6. Pour établir I’inégalité

attendue :
: . K21 4,
sin mkt < k(sin t) exp 5 7 te ),

if suffit de montrer que

kt)3 kt)® 3¢3 k-1 kE2—1)2
ﬁkt—(ﬂ-ﬁ) —|—(7T120) <k<7rt—ﬂ- )(1— 5 7r2t2+( )7T4t4>7
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ce qui équivaut & montrer que
52t (k% —1)% < 3k +30k*—60

Or notre hypothése sur t ci-dessus entraine la majoration

6

=30k%>—30
(k2-1) ’

52t (k*—1)2 <5(k*—1)2

et le résultat en découle car 3k*>3-24=48>30. O

LEMME 4. Pour tout nombre entier k>2, et tout teR, on a

)en(t)

Preuve. Posons t=0+/{ avec —3<0<3 et (€Z. Si (=0 mod k, comme ¢, est paire

(1) = (10
k k)
Maintenant, si ££0 mod k, alors

e

et périodique de période 1, on a

kE 2k 27

k

e
La fonction u+sin 7mu étant décroissante sur [O, %], on en déduit

1\ _ |sin 76| < |sin7g| litll 0
PR\k) T = sinxl[(0+0) k]| S sin(x e /k) - Uk )

LEMME 5. Pour tout nombre entier k>2, et tout §€[0,2/3k], on a

Hi o (t) = pr(0).

Preuve. Comme t—sint/sin(2t/3) est décroissante sur [0, 37|, on a

Or pour [|t||>1/k, on a @i (t)<1/sin(n/k), donc max s> 1/x wr (t) <@r(2/3k). Comme @y,
est décroissante sur [0,1/k], on a pour tout &[0, 2/3k],

max wk(t)=99k(5)>‘pk< : >

L/k2||t]|>6 3k

d’ou l'inégalité attendue. O
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LEMME 6. Pour tout nombre entier k=2 et tout a€R, on a

k=1l

— — <
I?&%@k(a t)@’f(a kt)\k@k< E+1

Preuve. En posant t=a—u, on a
M (@) :=max pp (e —t)pr(a—kt) = max op (u)pp (ku—(k—1)a).

Posons ¢:=||(k—1)al|/(k+1)<1/2k. Pour montrer que M (a)<kyi(0), nous distin-
guons deux cas :

o si||[ku—(k—1)a|| >4, alors d’aprés le lemme 5 nous obtenons la majoration atten-
due :

o (w)pr (ku—(k—1)a) < @ (u)pr(6) < kpr(d),

o si|ku—(k—1)al|<d, alors d’aprés le lemme 4 on a ¢ (u) = (ku/k) <ok (||kul| /k).
Mais
[Full = [[ku—(k=1)a+(k=1)a| = [[(k=1)a| = |ku—(k—1)af]
2 ||(k—1)al| -0 =(k+1)0—d =kd,
donc comme @y, est décroissante sur [0, 1/2k], on a ok (||kul|/k) <@k (d), d’ot la majoration

attendue :
[ kull

¢k(u)¢k(ku(k1)a)<<ﬁk< >k<¢k(5)k~ O

LEMME 7. Pour tout nombre entier k=2 et tout a€R, on a

2 (k—
maxua—tn(a—k) < exp( =T -l ).

Preuve. En combinant les lemmes 6 et 3, on obtient

max or(a—t)op(a—kt) < kpy, (W) <k? eXp(—mn(k—UQQ) [

4.2. Valeurs moyennes des produits de fonctions génératrices

Pour ¢>2, ae€R, AeN et h€Z, on pose

Fa(hyo)=q* > e(fa(u)—hug™?). (15)

ou<g?
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Il résulte de la définition (15) que
Fo(h,Oé)Zl, (16)
et que, pour \>1,

Fax(h,a)=q¢* > > elalsy(w)+5)—hlqu+j)g )

0<j<q 0<u<gr—1

1 . .
:6 Z e(aj—hjiqg M Fr_1(h,q).

0<y<q

Ainsi, pour A>1,
‘FA(h7a)|:q_>\ H LaDtI(O‘_hq_j)v (17)

1A
ou @, est définie par (9).
LEMME 8. Pour ¢=2, a€R, a€Z et 0<I<A,
> IRM,Q) =|Fs(a,a)f. (18)
0<h<g?

h=a mod ¢°

Preuve. La relation (18) s’obtient facilement par récurrence a partir de (11) et (17)
(voir [18, lemme 20]). O

LEMME 9. Pour ¢=2, a€R, heZ, A\>2 entier,
w2 2
Cq= 1— ,
121ogq q+1

|\ (h, )| e /48gcalla=D)all*A. (19

on a

Preyve. D’apreés (17), on a

1T Pq(—hg 7 )pg(—hg 2 t1)

[Fx(h, )| < 2

1< /2)

D’aprés le lemme 7, on en déduit que

Rt <en(-5 (57)]5|1a-val?)

d’ott le résultat attendu en utilisant la minoration |$A]|>1(A—1). O
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LEMME 10. Pour ¢=2, a€R, AeN et heZ, la fonction F, » définie par

F;L,)\(h‘? Oé) = q_>\ Z e(.fu,)\(u) _huQ_A) (20)
0<u<g?
vérifie
|Eua(hy @) = [Fx—pu(h, @)l pqn (hg ™). (21)

Preuve. Pour 0<pu< A, en écrivant u=g*a+b, d’oi f, »(u)=f(a), on a

FM,A(h,(X):q_A Z e(fm,\(u)—huq_)‘)

0<u<qg?

D SN S (O ATy

0<a<gr—+ 0<b<gH

=Fy_p(h,a)g™ Y e (_hb) :

0<hb< gt
d’on égalité (21). O

LEMME 11. Pour des entiers p et X\ tels que 1<u<, et pour «€R, on a

D |Fua(h,a)| <O(¢*)g* (22)

0<h<g?
ot @ est définie par (12).

Preuve. On écrit

_ _ k+€q/\_“
Y ko= Y Y Bkt o) W(A)

0<h<g? 0<k<gh—r 0<KE<qh q
_ k /¢
= 5 kel Y o)
0<k<gr—H 0<l< gt

d’ot, d’apres (12) et en utilisant la majoration triviale | Fx_, (k, )| <1, on déduit (22). O

Remarque. La majoration (22) pourrait facilement étre ameéliorée en utilisant la

méthode présentée dans §12 de [18] qui permet de montrer que

Z |F,\_M(k,o¢)| < qnq(%u)

0<k<gr—#

avec 71q<% pour q=2.
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LEMME 12. Pour des entiers p, X\ et ¢ tels que 1< <\ et A—pu<I<\, et pour a€Z

et aeR, on a

>0 1Fualha)| <@ ) ppeis(ag )| Facy(a, ). (23)
0<h<g?
h=a mod ¢°

Preuve. On écrit

_ a+4q°
> Fahal= ¥ Bl e (U
0<h<g 0<b<gr—3 q
h=a mod ¢°

et comme A\—pu<§, on a |[Fy_,(a+€q°, a)|=|Fx_,(a,a)|, dou

_ a l
> Bl =Pl Y (o)
0<h<g® 0<l<gr—9 v 1
h=a mod ¢°

Comme 0<A—Jd<u, on a pour tout t€ER

¢ s ¢
qup t+qA775 :goq/ifAJFé(q t)(qu—é t—"_F ,

d’ot, d’aprés (12) avec k=¢*~°

_ a VA
i Y e 5tas)

0<l<gr—9

—bA— a\ _i_ a 14
=g HtA 5%“7“5 (qé)q (A=9) Z Pgr—s <qx+qx—6>

0<l<gr—9

_ _ _ a
i‘b(qA 5)q ll+)\ 5quu,,\+5 (qé)

, on déduit

ce qui entraine (23) . O

LEMME 13. Pour des entiers p, A et 0 tels que 1< pu<X et 0<S<A—p, et pour L€Z,
a€Z et a€R, on a

S [Fualh,a)Fa(h+£,0)| < ®(¢")| Fs(a, @) Fs(a+£, a)l, (24)
0<h<g?
h=a mod ¢°

ot ® est définie par (12).
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Preuve. On a

> [Fua(h,a)Fa_u(htt,0)l

0<h<g?
h=a mod ¢°
= Y Y B0 NPT QB (W )|
0§h’<q’\_“' 0<h”<q“
h’=a mod ¢°
3 4R A—p
= Y B )R W) Y a e (;f .
0<h! <gr—k 0<h" <gh q

h’=a mod ¢°

D’apres (12), on obtient

> [Fua(h,a)Fa_u(htt,a)l

0<h<g?
h=a mod ¢°
<O(¢") Y, [Faull @)y (W44 a)
Ogh’<q*_“
h’/=a mod ¢°
1/2 1/2
o X mior) (X imer)
0<h/<gr—+ O<h/ <gr—H
h’/=a mod ¢° h’=a mod ¢°
ce qui, en appliquant (18), conduit a (24). O

LEMME 14. Pour des entiers pu, A et § tels que 1< < et A—pu<I<A, et pour a€Z

et aeR, on a

S Fua(hn, )Fua(—ha, )| < @) (¢"), (25)
0<hy,he<g?
hi+he=a mod ¢’

ot ® est définie par (12).

Preuve. On écrit

S Fua(h0)Fua(-ha,0)]

0<hy,ha<g?

=a mod ¢¢
fatha=amoda = > |Fuah,0)l > |Fua(hr,a)l.

0<h2<q>‘ O<h1<q*
h1=—hs+a mod ¢°

En appliquant 'inégalité (23), et en utilisant la majoration

g pgurss (ha+a)g~°) <1,
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on obtient

> Fua(h, ) Fua(=he,a)| < ®(¢*0) Y |Fua(—ha, @) Fa_y(—ha+a,a)].
()<h17h2<q>‘ ()<h2<qA
hi+ho=a mod ¢°

En appliquant (24) avec §=0, comme F), \ et F\_, sont périodiques de période ¢*, on a

S B (—has ) Py (—ha-+a, )] < @(e"),
0<he <g?

ce qui conduit & (25). O

4.3. Sommes de Gauss quadratiques

Soient a,b,meZ avec m>1. On définit les sommes de Gauss

Gla, b;m) ;:mi e(“”g“’”). (26)

m
n=0

PROPOSITION 1. Si d=(a,m), on a
e si d|b alors G(a,b;m)=dG(a/d,b/d;m/d);
e si dtb alors G(a,b;m)=

Preuve. Posons m’=m/d, a’=a/d. En écrivant n=km’+r, on obtient
m'—1d

da’ (km'+7)24+b(km'+r) w2 e e NS ok
Gla,bym) = ;Z< - =3 (S aw) 2e(7)

r=0

Si d|b la somme sur k vaut d et on obtient G(a,b;m)=dG(a/d,b/d;m/d).
Si dfb la somme (géométrique) sur k vaut 0 et on obtient G(a,b;m)=0. O

PROPOSITION 2. Pour tous a,b,meZ avec m=1, en posant d=(a,m), on a
|G (a,b;m)| < V2dm. (27)

Preuve. Si dtb alors, d’aprés la proposition 1, on a G(a,b;m)=0 ce qui établit (27).
Si d|b alors, d’aprés la proposition 1, on a G(a, b;m)=dG(a/d,b/d;m/d). Or, d’aprés [13,
inégalité (7.4.2), p.93], comme (a/d,m/d)=1, on a G(a/d,b/d;m/d)<+/2m/d, ce qui,
en multipliant par d, établit (27). O
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5. Démonstration du théoréme 1

Pour ¢>2 et o tel que (¢—1)a€R\Z, posons f(n)=asq(n). L’objectif de cette partie
est de montrer qu’il existe o4(a)>0 et v1:=11(g, ) >2 tels que pour tout nombre entier
v>rq, la somme

Si= Y elf(n) (28)
g¥~l1<n<x
vérifie
|11 < 3(qlog q)*/*7(g) "/ 2 (0/2+3 g1 moa(@))y (29)
uniformément pour tout z vérifiant ¢“ ' <z<q” (les valeurs explicites de o,(a) et de
v1(q, o) seront données respectivement par les formules (79) et (78)).

En effet le théoréme 1 résulte facilement de la majoration (29) car si ¢" ' <x<q",

on a
S oe(fm)=e(fW)+ S S elf(n?)
1<n<L 1<j<vi—1 gi—l<n<gd
+ > e+ > e(f(n?),
v gsr—1 ¢ —1<n<gd g~ l<n<z
et donc
> e(f(nQ))’@”l1+3(qlogq)5/27(q)1/2 S /28 ga-aaa;
1<n<Lx <<
gqu171+3(q10gq)5/27'(q)I/QVW(q)/Q‘F‘lq(l*O’q(a))u
<4(qlog q)° 7 (q) /2y @/2+4 (=aq(@)v
pour
vi(g, @)
Zwolg, @)= 7 N 30
v=2vy(q, ) —oy(a) (30)
ce qui implique
1 w(q)/2+4
> e(f(nQ))‘ <4q"*(log q)*/*7(q)"/? (1+0g$> 2100,
log q
1<nge
pour
x>mo:=¢"""+1. (31)

5.1. Application de I’inégalité de van der Corput

L’objectif de ce paragraphe est de majorer la somme S; par des sommes étendues &
tout I'intervalle |¢¥ 1, ¢¥] faisant intervenir des différences de la forme f((n+r)?)— f(n?).
Pour cela nous allons utiliser la variante suivante de I'inégalité de van der Corput, inspirée
de [22] :
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LEMME 15. Pour des entiers 1<AK BN et des nombres complexes zq,...,zN de

module <1, on a pour tout entier R>1,

B-A+1 7]
(e (el
|r|<R 1<nN
1<n+r<N

B
2 o

n=A

1/2
_ R
Zn+rZn +§.

Preuve. Par commodité on pose z,=0 pour n<0 et pour n>N-+1. Comme les

nombres complexes z, sont de module <1, on a

B B
R2
Y- ¥ Yauc T o<
n=A —R/2<r<R/2 n=A —R/2<r<R/2
donc
B B
1 R
YDEIEES 3l [ N IE.
n=A n=A'"—-R/2<r<R/2

En appliquant 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient

B 2 B 2
(X = aul)ceamy| ¥ o
n=A'—-R/2<r<R/2 n=A'—-R/2<r<R/2
2
<(B-A+1)) > nge
ne€Z' —R/2<r<R/2
=(B-A+1) Y DD P A
—R/2<r<R/2 —R/2<ra<R/2 nEL
= (B_A+1) Z Z Z Zm4r1—ro Zm
—R/2<r1<R/2 —R/2<r2<R/2 mEL
=(B-A+1) Z (R—|r[) Z ZmrZm
—R<r<R meEL
d’ott I'inégalité attendue en divisant par R2. O

Soit ¢ un nombre entier tel que 1< o< %u. En appliquant le lemme 15 & la somme S}
définie par (28), avec A=1, B=|x|—¢"~!, N=¢"—¢""1, zn=e(f((¢" 1 +n)?)) et R=¢°,

on obtient

51| < q(u—g)/2

> (1—'(1')< > e(f((n+7“)2)—f(n2))>

Ir|<q® vol<n<q”
q¥—t<n4r<q?
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En supprimant la condition de sommation ¢*~!<n+7r<g¥, on introduit dans la valeur

absolue ci-dessus un terme d’erreur majoré par

|T‘ _2 0 0 2 20
> (- )an=S v < 5o

1<|rl<qe

w

En séparant les cas r=0 et r#0 et en observant que

> (1—@) =q?-1<¢",
q

1<r[<q®

nous obtenons finalement

1/2

Yo ()= f(n?)

q”—1<n§q”

2 0
|51<ql/—9/2+\/;q(l/+9)/2+q+qy/2 max

2 1<|r|<qe

(32)

Pour poursuivre la démonstration, nous allons montrer que seuls les chiffres de poids
faible dans la différence f((n+r)?)— f(n?) contribuent de maniére significative. Nous
allons donc introduire une notion de somme des chiffres tronquée et montrer que 'on

peut remplacer la fonction f par cette fonction tronquée.

5.2. Somme des chiffres tronquée

La fonction fy définie par (7) est clairement périodique de période ¢*. Cette fonction
tronquée apparait dans [10] ot Drmota et Rivat étudient certaines propriétés de fy(n?)
lorsque A est de Pordre de logn. Elle intervient également dans [18] dans le cadre de
Iétude de la somme des chiffres des nombres premiers.

LEMME 16. Pour tous v et o entiers avec v>2 et léggéu, pour tout rEZ avec

Ir|<q®, le nombre E(r,v,0) d’entiers n tels que ¢"~1<n<q" et

f((n+7)?) = f(n®) # for2or1((n47)?) = frizos1(n?),

vérifie
E(r,v,0) < qv—a+qu—2g—1 _A'_q(V+Q+1)/2. (33)
Preuve. On a 0<|2nr+12|<2q¢”(q?—1)+q?2<gvTeott,
Supposons 0<r<q?. Lorsqu’on effectue 'addition n?+42nr+r2, les chiffres de n?
d’indice >v+p+1 ne pourront étre modifiés que par propagation d’une retenue. Nous

devons donc compter les entiers n pour lesquels les chiffres a; de I’écriture en base g de



LA SOMME DES CHIFFRES DES CARRES 125

n? vérifient a;=q¢—1 pour v+p+1<j<v+2p+1, c’est-a-dire les entiers n pour lesquels

il existe un entier m tel que |n?/q" et |=¢2m—1. Cette égalité signifie que

¢°m—1< W <q°m,

ce qui implique, comme m est entier et ¢¥ ! <n<q¥, d’'une part que

2

n
0<qy+zg+1<m<{

2

n _ Y—2p— _ V90—
et 1 ngtq R A

et d’autre part que pour chaque valeur admissible de m, le nombre de n correspondants

est majoré par

1+\/q”+29+1m(1—\/l—q—9m—1 )

Pour Ogugﬁ, on a

1 u
1-vIo :g+1/ (u—t)(l—t)_g/th<g+u27
0

donc comme m>1 et 0>1, d’ot 0<qg™2m ™ <4 <32, on obtient

—04y—1
o< Y (10T )

0<m<gqy—2e—1

< qv—QQ—l +qu—9+<(%)q(V+1)/2—a,

d’o1, en observant que t—t"3/2 est convexe et donc que

+m q b
<(g)</ 32 dr =297 < g%,
1/2
la majoration (33).

Lorsque —¢?<r<0 en procédant de méme nous devons compter les entiers n tels
que les chiffres a; du carré n? vérifient a;=0 pour v+o+1<j<v+20+1, c’est-a-dire les
entiers n pour lesquels il existe un entier m tel que [n?/g" ot |=q¢%m. Cette égalité

signifie que
2

n
q°m < et <g’m+1,

ce qui implique, comme m est entier et ¢*~'<n<q", d’une part que

v—2p—1
X qy+29+1 X )
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et d’autre part que pour chaque valeur admissible de m, le nombre de n correspondants

est majoré par

1+ \/q”+29+1m(\/1+q*9m*1 -1)

lorsque m#0, et par ¢“Te+1/2 lorsque m=0. Pour ©>0, on a \/1+u—1<%u, donc

—04n—1 v+20+1
E(r7y79)<q(u+g+1)/z+ Z <1+q m vq m)

2

0<m< g —2e-1
gq(v+g+1)/2+qu—29—l +qu—g,
d’on la majoration (33). O

D’aprés le lemme 16, dans la sommation sur n du membre de droite de (32), on
peut remplacer f par la fonction tronquée f, 42,41 définie par (7) au prix d’une erreur

E(r,v, ) pour cette somme. On obtient

|Sl| <qu—£)/2_,’_\/gq(u-‘rg)/?_,'_%qg_i_qv/Z 1<IP‘?§ (‘Sg(’l‘, v, Q>|+E(7“, v, Q))1/27
sir(<q®

ou l’on a posé

Sa(r,v,0) = Z e(f,,+29+1((n+r)2)—f,,+29+1 (n2)) (34)

qv—l<n<q”

Pour fixer les idées, nous faisons maintenant I’hypothése que
v>10 (35)

et
1<o< v (36)

Sous cette hypothése, on a d’une part
qvfg/%r %q(V+Q)/2+%qQ — (1+\/gq*V/Qﬂur%q7u+39/2)q1/*@/2
< (1+\/g274+2719/2>q1/7@/2
et d’autre part
E(r,v,0) < (14q~ ¢ 1 4q(-v3etD)/2)gr—e < (1 4972 4 93y r—e = %qufg'

Ainsi, & I’aide de (36), on déduit de (32) que

1/2
151] < (1+\/52744_2719/2)(]1/79/2_'_(]1//2(%qufg_,_ max | Sz (r, v, Q)|) ) (37)

1<|r|<qe
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Pour déduire (29) de (37), il suffit de montrer qu'il existe oq4(c) >0 et v1:=11(q, ) >
10 tels que pour tous nombres entiers v, g et r vérifiant v>v1, o/v<20,4(a) et 1< |r|<q?,
on a

|Sa(r, v, 0)| < 2(qlog q)**(q) " 2p W23 e, (38)
et d’observer que glogg>1 et

1+\/§2—4+2—19/2+ Li2<s.

5.3. Somme des chiffres doublement tronquées

L’objectif de ce paragraphe est de transformer les sommes Sy (r, v, 0) afin d’éliminer
maintenant la contribution des chiffres de poids faible dans I’estimation de cette somme.

A cet effet, nous allons utiliser la généralisation suivante de I'inégalité de van der Corput :

LEMME 17. Soient z1, ..., 2y des nombres complexes. Pour tous entiers k>1 et R>

N+k(R-1) 7] _
gT Z (1_R Z Zn4krZn-

Ir|<R 1<n<N
1<n+kr<N

1, on a
2

>

1<n<N

Remarque. Pour k=1, on retrouve I'inégalité de van der Corput usuelle (voir par
exemple [13, lemme 2.5, p. 10]).

Preuve. Par commodité on pose z,=0 pour n<0 et pour n>N+1. On a les égalités

R—-1 R—1
R Z Zn = Z Z Zn+kr = Z Z Zn4kr-
n

r=0 n n r=0
Les entiers n pour lesquels la derniére somme est potentiellement non nulle vérifient
les inégalités 1—k(R—1)<n< N, donc leur nombre ne dépasse pas N+k(R—1).
En appliquant 'inégalité de Cauchyfschwarz on obtient
2

R zp| <(N+K(R-1)) Zanw
n n

R—1 R—-1

< (N+E(R-1)) D Zntke Znthrs
r1=0 ro=0 n
R—1 R—-1

g(N+k(R 1 Z Zm4k(ry— T2)Zm
r1=07r3=0 m

g(N+l€(R*1)) ( |T|)Zz7n+kr27m
—R<r<R m

d’ou l'inégalité attendue en divisant par R2. O
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Nous introduisons
A=v+20+1, (39)
et 4 un paramétre entier & choisir ultérieurement, vérifiant
1< p<r—20-1. (40)
En appliquant le lemme 17 & la somme Ss (7, v, o) définie par (34) avec N=¢" —¢" !,
zn=e(r((¢" L +n+7)?) = fr((¢" "1 +n)?)), k=g¢" et R=¢*¢, et en posant

Sa(rosvom) = Y elfal((ntr+sg)?) = fal(nr)?) = fa((ntsg)?) +fa(n2),

nel(v,s,u)
(41)
ou Uintervalle I(v, s, u) est défini par
I(v,s,p):={neN:¢" ' <n<q” et ¢“ P <ntsq"<qg"},
on obtient en observant que p+2o<v—1,
v sl
|SQ(7“,V,Q)|2<Q 2e Z (1_(]29 |SS<7"73>V797M)|-
[s|<q?e
En séparant les cas s=0 et s#£0, et en observant que
|s| 2
> (1) =
1<]s|<q?e
on obtient
‘52(7'7 v, Q)|2<q2l/—2,g+ql/ max |S3(T787V7 0, ,LL)| (42)
1<]s|<g?e
Comme la fonction f,, est périodique de période ¢*, on a
Falntr+sq")?) = fa((n+1)%) = fua((ntr+5¢")%) = fua((n+7)?)
et
I((ntsq")?) = f(0®) = fur((ntsa")®) = fun(n?),
ou fyu\ a été définie par (8). On en déduit
53(T7 S, V, 0, ,U,)
4
= 2 elfunlnrr+sg ) = fual(nr)) = fua((n+50")2) + fua(n?). 43
nel(v,s,p)

La suite de notre travail va consister & démontrer qu'il existe o4(a)>0 et vq:=
v1(g, @) 210 tels que pour tous nombres entiers v, g, r, s et p vérifiant v>14, /v <20,(a),
1<p<r—20—1, 1<|r[<q? et

1< s < ¢%, (44)
on a

|S5(r, 5,1, 0, )| < L(qlog q)°7(q)v* D FEg7 22, (45)

ce qui, en utilisant (42) et en observant que glog¢>1 et %—l—l <2, permet d’obtenir (38).
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5.4. Introduction des sommes de Gauss quadratiques

La proposition suivante est une variante d’un procédé connu au moins depuis Vino-
gradov.

LEMME 18. Soit un entier m>2 et (z,)nez une suite de nombres complezes pério-
dique de période m. Alors pour tous M, N €Z avec N>1, on a

M+N m—1
> Zn—zmewz ().
n=M+1 n=0
o
M+N
1 lk
wm(M,N,f)zE > e(—m>
k=M+1
vérifie
m—1
N 2 4 2[N 4em/?
Z|wm(M,N,€)|<+logm<’V—‘log —
=0 m Vs T Vs

Preuve. Pour chaque classe résiduelle n modulo m on compte le nombre d’indices k
tels que M+1<k<M+N et k=n mod m :

M+N m-1  MAN | m-l
m
k=M+1 n=0  k=M+1 = =0

d’ou ’égalité annoncée. Comme

1 1
M, N, )| < —min| N, s |,
‘wWL( ) 7€)| m mln( |Sln(7l'£/m)|>

en utilisant la convexité de la fonction t— (sint) ™!, on a (méthode des trapézes)

7571 </m1/2du *2—mlo coti<2—m10 dm
“— sin(ml/m) g2 sin(ru/m) 7 8OV ST B

donc
m—1

N 2 4
Z | Wi (M, N, 0)| < —+—log =
m T

™
£=0

De plus,
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Nous observons que f, » est périodique de période ¢*. Donc on peut écrire

S3(r, s, v, Q,M)

2 > > ST elfunun) = Fua(ua) = fun(us)+ fun(s)

0<u1<qA 0<u2<g® 0<uz<qg™ 0<us<q?

y Z Z ( n+rJ;iq“) u1)> Z e(hg((n+q7:\)2u2)>

n€l(v,s,u) 0<hy<g™ 0<ha<g?

.S e(hg((n+8q”’)2—u?,)> S e<h4(n2—U4)>.

q @
0<hs<q> 0<ha<g?

En utilisant (20), on obtient

53(T757V7 Q?N): Z F}L,A(hlva) Z /L )\( h27 )

0<hi<g> 0<ha<g?
X Z FN)\(_h?na) Z Flh)\(h47a)
0<hs<g? 0<ha<g?
q* '
n€l(v,s,u)

D’aprés le lemme 18 avec m=¢* et N=|I(v,s, u)|<q” <q" on peut écrire

S3(’I“,S,V, Qa“): Z i)\ Z e(_gk> Z FM,/\(hlva) Z Fu,)\(_h2aa)

X
0<e<g> 1 keI (v,s,1) q 0<hi<g* 0<ha<g?

< Y Fa(hsa) Y Faalhea)

0<hs<g? 0<ha<g?
hy(n+7r+s5¢")%+ha(n+r)%+hz(n+sq")?+han?+4In
X Z q/\ ’
n<q

d’otu, en utilisant la majoration du lemme 18 et en découpant la somme selon la valeur
de dZ(h1 +ho+hz+hy, q>‘),

|S3(7”, S, V, 0, ,lt)|

2 4 w/2
< log( ‘ qA)
i ™

X maXAZ Z |[Fux(hi, a) Fy x(—ha, @) Fy x(—hs, @) Fj A (ha, o)

dlg* 0<hi,h2,h3,ha<g?
(h1+ha+hz+ha,q*)=d

x|G(h1+ha+hs+hy, 2r(h1 +ha)+25¢" (hy +h3)+6; )|
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D’aprés la proposition 1, lorsque dt2r(hy+he)+2sq*(h1+hs)+£, on a
G(h1+h2+h3+h4, 2T(h1+h2)+28qu(h1 +h3)+£; q>‘) = 0,
et dans le cas contraire, d’aprés la proposition 2,

|G'(h14ha+hs+ha, 2r(hy +ho)+25¢" (h14+hs) +£6; ¢)| < v/2dg?,

donc
|S3(T7 S, V, 0, :U’)|
w/2
< 2\/510g<46q>\>qk/2 max a2
™ m 0<l<g?
d|g*
X Z |Fu7,\(h1,O¢)FM7)\(—h2,Oé)Fm)\(—hg,Oz)Fu7)\(h4,Oé)|.

0<h1,ha,hs,ha<q?
(h1+h2+hz+ha,g*)=d
d|2r(h14h2)+2sq# (h1+hs)+E

Nous allons introduire un paramétre A vérifiant
A<p (46)

que nous fixerons plus tard et découper la somme ci-dessus en trois sommes selon que
vg(d) <A, A<vg(d)<p et vg(d) >p, ott vy(d) désigne la valuation g-adique de d, c’est-a-
dire le plus grand entier § tel que ¢°|d.

5.5. Les sommes S;, S5 et Sg

Au prix de quelques termes supplémentaires, nous pouvons remplacer la condition
(h1+ho+hs+hy, ¢*)=d par hy+ho+hs+hs=0 mod d, et nous obtenons

2v/2 de™/?
1S5(r, 5,1, 0,11)| < 7{@(2@)@” max (S)+S5+55) (47)

0<e<g?

avec

S4::S4(T,S,I/, Qa/uﬂf): Z d1/2
djg*
vg(d)<A

x > |Fpua(ha, @) Fyx(=ha, a) Fy x(—hs, @) Fj \(ha, o)
0<hi,h2,hz,ha<g?
hi+ho+hs+hs=0 mod d
2r(hi+h2)+2sq*(hi1+hsz)+£=0 mod d



132 C. MAUDUIT AND J. RIVAT

S5 = S5(T757Va Qa“?g) Z d1/2
dlg*
Avg(d)<p

X > | Epa(ha, @) Fyn(=ha, @) Fun(—hs, @) Fua(ha, @),
0<hi,h2,hz,ha<g?
hi4+ha+hs+hs=0 mod d
2r(h1+h2)+2sqH (hi+hs)+€=0 mod d

Sﬁ = SG<T7S7Va Q,M,E) Z d1/2
djg*
vq(d)>u

X > |Fua(h, @) Fyx(=ha, @) Fyx(=hs, @) Fy A (ha, @) -
0<hy,h2,hz,ha<g?
hi+ho+hs+hs=0 mod d
2r(h1+h2)+2sqH (hi1+hs)+€=0 mod d

LEMME 19. Pour des entiers 0<d1 <2<\ avec A>1, et 0€R, on a

S D (5 a5 g ()
d|g*
81<vq(d) <82

Preuve. En écrivant d sous la forme kq® on obtient

Z d1/2q9vq(d): Z q(1/2+9)6 Z L1/2.

d|g* 01 <6< 02 k|gr—¢

51 <vg (d) <62 (k.q)<q
Comme (k, q) est un diviseur strict de ¢, il en résulte que (k, q)é%q, et on en déduit que
k=(k,¢* %) <(k, )} 0< (%q))ﬁé. De plus, le nombre d’entiers k admissibles est majoré

par 7(¢*?). Ainsi

- q
Z d/2g0va(d) < Z (¢ 5)<§>
dlg* 61<6<52
§1§’Uq(d)<52

(A_‘;)/Qqu/zw)&

B g\M2
<r@™(3) X 27

01 <0<d2
d’oti I'inégalité (48) en majorant 2%/2¢% par max{201/2¢%%1 292/240%21, O

Pour majorer S4(r, s, v, o, i, £), nous allons ignorer les conditions sur hq, ha, hs et hy,

et appliquer (22). On obtient

S4(T,S,I/’ Q,M,£)< Z d1/2®4(qu)q4()\7u)'
dlg*
vg(d)<A
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11 résulte de (48) avec 6;=0, do=A—1 et §=0, que

Z A2 < Ar(gh)2~ M2 M 22(A-D/2
dlg*
vg(d)<A
ce qui entraine la majoration
1

\/i A(I)AL(qu)T(q)\)q4()\—u)+)\/2—(log 2/2log q)(A—A). (49)

S4(T7 S, V, 0, M7£) <

Nous allons maintenant majorer Ss(r,s,v, o, u,t) et Sg(r,s,v, o, 1, £). Posons d=
(d,2|r|). Comme d|g*, tous les facteurs premiers de d sont aussi des facteurs premiers de

q- Soit p un tel facteur premier. On a p“P(J) <2|r|<2¢°. Ainsi,

~ olog g+log 2 log q
d) < < 1| =:04,
()< | 2L 80 41| =ie, (50)
et
d~: Hpvp(d) | Hqu qu .
pld pld
Choisissons
A=A—p+oq, (51)
ce qui, d’aprés (46), nous impose la condition
0q <2u—A=2p—v—20—1. (52)

1l résulte de (40) et (52) que o,<pu, d’ott d|g¢* et donc la condition
2r(h1+ha)+2s¢" (h1+h3)+£=0 mod d

entraine J|£, et en notant r’er/cZ, 3’:2sq9q/cZ et é’zﬂ/ci, d’:d/J, cette condition équi-
vaut &
r'(h1+he)+s"¢" % (hyi+h3)+£€ =0 mod d'.

En notant maintenant 7 I'inverse de ' modulo d’ (aprés avoir observé que (r',d’)=1),
" __ 1!
0 =r"?, et
5q2
" //s/ _ /r//

s'=r ,
(d,2]r])

(53)
cette condition est finalement équivalente &

h1—|—h2+s”q”79“ (hl —|—h3)+£” =0 mod d'.
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Si on pose vy(d)=4, alors comme d|q@q, ce qui implique UQ(J)ggq, on en déduit que

vg(d')=vg(d)—ve(d) 20—0q (ZA—p d’aprés (51) et 6>A), et donc
@ |d. (54)
On peut donc affaiblir la condition de sommation précédente en
hi+hy+5"q" % (hy+hs)+£" =0 mod ¢°~ 9. (55)

Dans S5(r, s, v, 0, i, £), 1a condition (55) devient hy +ho=—¢" mod ¢° 9, d’ot, en af-
faiblissant aussi la condition h; +ho+hs+hs=0 mod d en hy+hy+hz+hs=0 mod q‘;’Q‘I,

on déduit

SS(T>S7V7 Q7M7£)

< Z q1/2

dlg*
ALE=vq(d)<p

X Z ‘Fm)\(hhO‘)FN’/\(_h%a)FM,A(_hi’HO‘)FM,)\(h%O‘)‘v
0<hy,ha,hz,ha<g?
hi+ha+hs+hs=0 mod ¢°~¢a
hi4+ha=—£" mod ¢® 24

on voit que les conditions de sommation deviennent
hi+hy=—0"mod ¢° % et hg+hs=¢" mod ¢’ %.
On peut appliquer (25) car d’aprés (51) on a d—gg = A—p, et on obtient, & Paide de (13),

Ss(ros, v, 0 p0)< Y dVPR(PTITN R (¢ <@ (g) Y dYA
dlg* dlg*
ALé=vq(d)<p Avg(d)<p

11 résulte de (48) avec 61 =A, do=p—1 et =0, que

Z d1/2<(M_A)T(qA—A)2—)\/2qA/22(,u—1)/2’

d|g*
Agvg(d)<p

ce qui entraine finalement la majoration

Ss(r, 5,0, 0, 11, £) < —= (u—A) D (¢")7(q* ) gM2~ (08 2/2 s ) (A=), (56)

Sl
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Dans Sg(r, s, v, 0, i1, £), en affaiblissant la condition hy +ho+hs+hs=0 mod d en hq+
ha+hs+hy=0 mod ¢° %, avec §=v,(d), on obtient

S6(T’ 87 V7 Q7u7€)< Z d1/2(S7(lr’S7l/’ Q7M7€7d)+58(r78’l/7 Q’/”L7£7d)) (57)
d|g*
ve(d)Zp

avec

S7(T', S, V, 0, iy 67 d)
= Z |Fu,k(h1;a)F;t,)\(_hZaa)Fu,)\(_h?na)Fu,A(h47a)|a

0<hi,h2,h3,ha<qg?
R +hads” g =a (hy+hs)+€7=0 mod ¢°¢a
hs+ha—s""q"* =24 (hy+h3)—£"=0 mod q‘;*Qq
| (h1+s" g~ (hi4hg)+L")/q° ~0a || 2q—HTA~0Featde

SS(T» s, v, 0, /1'7 f, d)
= Z |F#~,/\(h1’O‘)FH,A(_h%a)FHJ\(_h&a)Fﬂy)\(h’ﬁlva)L

0<hi,ha,hz ha<g?
hi+ha+s""q" =24 (h1+hs)+£'"=0 mod g% ea
hs+hs—s"g" =24 (hy+hs)—£=0 mod ¢°~ %
| (ha+s"q" =2 (ha+hg)+L"")/q° ~Ca||<qg=HTA=0Feqtde

5.6. Majoration de Sy

Commencons par majorer S7(r,s,v, o, u,£,d). Notons H* I’ensemble des couples

d’entiers (hi, hg) avec 0<h; <g* et 0<hs<q, qui vérifient

> q_ﬂ+)\_5+9q+49.

hy+s" gt Ca (h1 +h3) 40"
q‘s*Qq

Comme d’aprés (51) on a § — g = p— 04> A—p, on peut appliquer (23) 4 la sommation
sur hy. En observant que d’aprés (13) on a ®(¢*~272)<®(g"), on obtient

> [Fux(=ha; @)

0<ha<g?
hi+ho+s'"q" =24 (h1+h3)+£"=0 mod q‘sf"q

< q’(q#”F,\_M(hl +S”q#79q (hl +h3)+€”, Oé)|

hi+s"g" 2 (hy+hs)+£"
g0

—p+A=45
Xq H"F +gq80q#*>\+’5*£’q (

=(¢")|Fx—p(ha+t", )

h1+s”q“—%(h1+4m)+£”>

Xq_ﬂ+)\—5+é)q$0q“7>\+5fgq ( qé_l.)q
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Or, pour t€R\Z, on a ¢ u-xts-eq (t)<(sina|[t]]) " <(2/[t]))~", donc pour (hy,hz)eHT,

on a

hy +S”q”79q (h1+h3)+€/,) < q74‘9

—pu+A—48
q pt Jr@q@q“_x-#&—gq( S 5

et on en déduit

q° @

©(g")g~ P+, ).

| —

) [Fyn(—ha, )| <

0<hs <q’\
hi+ha+s' q* 24 (h1+hs)+£"=0 mod q°~¢a

Comme d’aprés (51) on a d— 4 > p— 04 = A— p, on peut appliquer (23) a la sommation
sur hy. En observant que d’aprés (13) on a ®(g*~27¢)<®(g¢"), on obtient

> |y (ha, @)

0<ha<g?
ha+ha—s"q" =24 (hy+h3)—£"=0 mod ¢°~24

S O(¢")|Fa-p(—hs+5"¢" "% (h1+hs)+L", )

A= —h3+s"¢" % (hi+hg)+L"
X q nt+A 5+qupqu>\+5gq< 3 q q5_£Q1 3)

S O(¢")|Fa-p(=hs+t", a),
ol cette derniére majoration est obtenue a ’aide de la majoration triviale ¢ (t) <k. Ainsi,
Sz(r, s,v, 0,1, £, d)
<SP
XY |Fua(hy,a)Fa_u(ha 40", @) Fyx(—hs, @) Fx_u(—hs+{", )]

(h1,h3)eHT

1 B 2
gi(DZ(q#)q 49( Z |Fu7k(h704)F>\_M(h+€//,Oé)|) .

0<h<g?

On en déduit, grace a (24),
S7(7',S,l/, Q,/.L,g,d) < %®4(q#)q749' (58)
En appliquant (48) avec d;=pu, d2=A\ et =0, on a

> A< O—p+)r( MM,
dlg*
vg(d)Zp

donc la contribution de S7(r, s, v, 0, i, £,d) dans la majoration (57) est
1
Y. A8 v 0 b d) < S A= pt )@ @) T(g g (59)

dlg*
vg(d)=p
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5.7. Majoration de Sg

Notons H~ I'ensemble des couples d’entiers (hy, h3) avec 0<h; <q, 0<hz<g>, qui

vérifient
hats"q 78 (haths) HE| g a—stogtae
o q ,
et posons
20logq
g; = { log 2 +1 (60)

(cette quantité apparaitra de maniére naturelle dans la majoration (64)).
Supposons que

et commencons par montrer que lorsque 0 vérifie p+o,+0,<d et que hy est fixé, la

condition (h1,hg)E€H ™, entraine que les entiers hs, s'il en existe, vérifient
hs = a(hy) mod ¢®~#~2a (62)

ot 0<a(hy)<g®H %%,
En effet, pour hy fixé, soient hs et hj tels que (h1, hg)€H™ et (hy,hs)€H ™. Alors

hg—h’ || Pats"g" 8 (ha+ha)+L"  hats"g" "0 (ha+hy)+L”
5 Qq q5—gq
hl—i—s”q“ % (hy+hz)+L" hl—i—s”q“ %a(hy+hf)+L"
5 Qq q‘S Qq
< 9qPHA-Oteotie,
Or sous 'hypothése
21> Atoq+4o+1  (=v+o4+60+2, d’apres (39)) (63)

on a 2g—#HA-teatde =9 e donc

s"(hg—h%)
q@OoH

-

c’est-a-dire s”(hz—h4)=0mod ¢°~#, ce qui, compte tenu de (53), montre que

25q%e
1
r

@2 (hs—hs) =0 mod ¢°H.
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Comme le nombre entier r”’ est par construction premier avec d’ et que ¢|d’ d’aprés (54),

" est inversible modulo ¢°~*, ce qui en multipliant par (d, 2|r|) montre que
25¢% (hs —hj) =0 mod ¢°~*.

Par ailleurs, pour tout facteur premier p de g tel que p|2s, on a pU»(2IsD <2|s| et
d’apreés (44), |s|<q??, ce qui entraine

2¢plog g+log 2 20log q ,
v (21s) { log p log2 1| % (64)
On a
2ls|= J[ p@0 I p@-,
pl(2|s]) p|(2]s])
rlg plq
avec
H pvp(Q\sD‘qQ; et H pvp(2\s|)
pl(2]s]) pl(2ls])
plg plq

inversible modulo ¢°~*.
On en déduit que
q%q2 (hy— h%) =0 mod ¢°*,

et finalement

hs—hjy=0mod ¢’ %,

ce qui montre (62) pour un certain a(h;) vérifiant 0<a(hy)<q® #~2 .

Nous pouvons maintenant majorer Sg(r,s,v, o, i, £,d). Comme d’aprés (51) on a
0—04=1t—0q=A—p1, on peut appliquer (23) & la sommation sur hy. En observant que
d’aprés (13) on a ®(¢*~072) <P (g"), on obtient

> [Fua(=ha, o)
0<ha<g?
hi+ha+s"g* "% (h1+hs)+£""=0 mod qgﬁé’q

<CI)(C]“)\F,\_H(hl—l—s”q“’_gq(h1+h3)+€”,a)|

hl +S”qu79q (hl +}L3) +€”
i

—pu+A—48
X q pt +Qq(pq“7/\+579q <

SO Fa—p(ha+t",a),

ou cette derniére majoration est obtenue & 'aide de la majoration triviale oy () <k.
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De méme en appliquant (23) a la sommation sur hy, on obtient

) By (o)

O§h4<q*
ha+hga—s"q* 24 (hy+hs)—£"=0 mod ¢°~ 24

< O(¢")|Fap(—hs+s"¢" "% (hi+hs)+{", a)|

—h3+s”q”’9‘1(h1+h3)+£”
q°~ 0

—p+A—0
X q pnt+ +Qq80qﬂ4*)\+6*9q (

<P(¢")|Fa—p(—hs+0", a)|.

Distinguons maintenant deux cas selon le signe de §—u—o,— gy, :
e Lorsque §—pu—0,— 0, >0,

SS(ra $,V, 0, 1y 67 d)
gq)Q(q,u) Z |EL,>\(h17a)F>\—/L(h1 +€N,Q)F}Lv)\(fhg,OZ)FA_H(fh3+€N,Oé)|

(h1,h3)eH™
< 9? (¢") Z |F/M/\(h1> ) Fa_pu(ha +07, )|
0<hi<g?
X > | Fyn(=hs, @) Fa_y(—hg+£", )],
0<hs<g?

hz=a(h1) mod qaf“feqfeél

d’ott en appliquant (24),
Sg(T,S,V, Q7,U/7£1d) <¢3(qu) Z |F'u,)\(h1,OZ)F)\,M(}L1+€//,OZ)|
0<hy <g?
X |F5*H79q79; (—a(h), a)Fﬁfufgqu; (—a(h)+L£", a)l,
et d’apres (19),
Ss(r, 5,0, 0, 1, £, d) < e™ /2403 (g) g~ 2eall(a=Dall* (G—pn—04—e))
X Z ‘FM)\(hl,Oé)F/\_M(hl—‘reH,Oé)‘.
0<hy <g?
En appliquant maintenant (24) pour §=0, on en déduit
Ss(r,5,v, 0,1, 0, d) < €™ /244 (g )g2eallla= Dl 0-nmeuer)
e Lorsque §—p— 04— 0, <0, on écrit
Ss(r,8,v,0,1,6,d) <P (g") Y [Fualhy, @) Fa_p(ln+£", )]
0<hi<g?

X > [Fua(=hs,a)Fax_y(=hg+L",a)| <@*(¢"),

0<hs<g?

d’apres (24) avec §=0.
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Nous sommes maintenant en mesure d’estimer la contribution de Ss(r, s, v, 0, , £, d)

dans la majoration (57) :

Z dl/QSS(ra S, V, Q,,U/,€7 d)
dlg*
vg(d)Zp 5 5 ,
<e” /24¢4(qu) Z d1/2q*26q\|(471)all (6—p—eq—0y)

d|g*
ptog+0, <vg(d)<A

S ACCID SR
d|g*
n<vg(d)<pteqteq

On majore le premier terme du membre de droite ci-dessus en appliquant (48) avec
S1=p40q+0,, da=X et §=—2¢,|/(¢—1)al|* et le second terme en appliquant (48) avec
cette fois 01 =y, da=p+0,+0,—1 (<X d’apreés (61)) et =0 :

Z d1/2S8(7"3’1/7 Q,M,Z,d)
djg* /
va(d)>p <™= p— gy — gy + 1)@ (") r(gN e M2

« (q—(log 2/21og ¢)(A\—p—0q—0}) +q 2 H(q—l)all2(z\—u—gq—gf,))

+(0q +Q;)@4(qu)7(q/\—u)q>\/2q—(log 2/2log q)(A—pi—eq—0+1)

2 —
<e™ P A= p+1)@ ()T ()M

% (q*(log 2/21og q)(A—p—0q—0}) g2 H(qfl)allz(/\fufgr@’q)),

2
car, en observant que 1<e™ /24, on a

2 2
er /24(/\—u—gq—g'q+1)+(gq+g;) <™ A N—p+1).
Ainsi,
Z d'/2Sg(r, s,v, 0, i, £, d) < 26”2/24()\—;H—1)@4(q“)T(qk_“)qA/Q_C;(a)(’\_“—Qq—QQ)’
dlg*

vg(d)Zp

avec

log 2
/ — _ 2
eyt =min 2y g~ D, 5222 1. (60)
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5.8. Conclusion

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que conformément & ce que nous avons
annoncé a la fin du §5.3, nous sommes maintenant en mesure de démontrer (45).

D’aprés (51) et (46), on a A= —p+0,<p, donc la majoration (49) entraine

Sa(rys,v,0,1.0) < —= p@*(¢")7(g*)g /2O~ (os2/2loe )k me),

Sl

D’apres (39) et (50), on a

log 2 log 2 log 2 log q

4(N—p)— —04) <4 204+1—p)— 1
(A—p) 21qu(u 0q) S4(v+20+1—p) 51057" 2logg g2

log 2 17 log 2

=4v—1(4 —o+4
v ( +21ogq)u+ g ot +2logq’
d’out
54(7“, S, U, 0. /J,K) < ’uq)4(qu)T(qA)qA/2+4u—(4+log 2/2log q)/L+17Q/2+4. (67)

De meéme, la majoration (56) entraine

1 :
Ss(r, 8,1, 0, 1, 0) < — M@‘*(q“)q—(qﬂ—gq)q)\/?—(log 2/2log q)(A—p)

V2
< L LA (g r(gh e ) g2 1082/ 2108 ) (v ) g~ (1052 /2105 ) (20+1)
V2
d’ou
S5(ry 8,0, 0,11,0) 277 p® (¢ 7(g# " 20)g 2 er /R, (68)

En notant que A—p+1<A=A—p+o,<p, d’aprés (59) on obtient

1
Y A8 s w0 b d) < () T(g M)A (69)
d|g*

vg(d)Zp

De méme, d’aprés (65) on obtient
S dV2Ss(r 5,1, 0, 6,d) < 267 /2l () () @Ol

dlg>
vg(d)Zp

or, d’apreés (39), (50) et (60), et comme ¢9>1, on a

/

—cp(a@)A—p—04—0)) = —cy(a)(v—p)+c(a)(oq+0, —20—1)

log q
<@l (0 (3058 +1-20)

1
o2,

<~ (@) ()3 gyl
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d’ou
Z dl/QSS(’/"S’l/’ Q,M,f,d)
d|g* (70)
vg(d)=p < 267F2/24qu)4(qﬂ)T(qA*M)qA/Q*C;(a)(V*M)+3Q(10g q/log 2)cy (o)

Sous les conditions

p<rv—20—-1, (40)
0q <2pu—v—20—1, (52)
0+ 0y Sv+20+1, (61)
2> v+p04+60+2, (63)

et en insérant dans (47) les majorations (67), (68), (57), (69) et (70), nous venons de
montrer que

|S3(r, s,v, 0, )| < ——plog

2v2 4e7™/?
T

qA) (1)4(q;t)7_(q)\)qu+29+1q4—4g

> (q4u—(4+log 2/21og q)p+250/2 + —(log2/2log q)(v—p)+4o

2ot

2 /24
L2 e e
2¢* ¢4 ’

avec
3logq ,

Tog 2 cgla).

cy(a)=

En imposant

R IR

<§, (71)

on obtient

2v/2 4e™/?
[S3(r s, v, 0, p)| < ——= 0g<

qA) CI)4 (qu)T(qA)qu—2g+5
% <q(4+25€/2)1/—(4+log 2/2logq)p

1
+ —(log2/21 —4&)v+(log2/21 )
+26q og ogq 0og ogq)p
1 671'2/24
+55t s

q—(qxa)—cqhﬂf)V+cAa)u)'

Il est maintenant nécessaire de fixer nos paramétres de sorte que les exposants de g dans
la parenthése ci-dessus soient tous négatifs ou nuls :

1+25¢/8 logq cq (@)
— < u< — .
1+log2/8logqy a me{ 5’1 g(a)g (73)
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143
Pour tout nombre réel ¢ vérifiant
log 2
0 = 74
<E<&ola) 25log ¢+ (8log g+log 2)c’ ()’ (74)
avec B
1
c;”(oz) = max{ 8log q7 C? (@) }
log2 ' ¢ (a)
pour tout nombre entier v>v5(€) avec
8log q+log 2
= 75
v2(8) log 2—¢(25log g+ (8log g+log 2)c’ (v))’ (75)

I'intervalle défini par (73) contient au moins un nombre entier p.

LEMME 20. Pour A\>1, sous les hypothéses (71) et (74) on a
7(q*) <T(@AD <P (q) .
Preuve. En utilisant la multiplicativité de la fonction 7, on a les inégalités

(=] @) =T wp(0)+1) <[ Awp(a)+2) =17 (g),
plg plg plg

ce qui établit la premiére inégalité de (76). Maintenant

w(q)
A = (y+20+1)%@ < (143¢)%(@2(0) < (1+ 3log2 ) w(q)

25logq
et on vérifie aisément que

31 2 w(q) 31oo 2 log g/log 2 1
142 <14k —exp( 22 jog (1
25log q

25log q log 2

< ex logg 3log2 Cex 3
S P log2 25logq ) P ’

25

3log2
+
25log q

ce qui établit la seconde inégalité de (76).

O
Il nous reste & déterminer & quelles conditions sur v tout entier p vérifiant (73)

satisfait les conditions (40), (52), (61) et (63) rappelées au début de ce paragraphe.

En effet, pour un tel nombre entier u, on vérifie facilement que lorsque v >v5(§) avec

(77)
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on a

8logq
< — < — —
,u\z/<1 og 2 §> <v(1-29)

ce qui implique (40).
De plus

€v +1+2

] 1
80gq§> 0gq @H

/ < 1—
a7t g V( log 2 log 2

1
o (1-21989) Lo < opt,
log 2

ce qui implique (61).
Enfin on a, en utilisant la minoration de (73), puisque ¢>2,

1+25¢/8 S 2v LS 6(log 2)v

1+10g2/810gqy/1+%/y 25 25loggq

= )

ce qui, compte tenu de (71) et (74), implique

1 1
2u = V+%fl/+6fl/+3 > u+ﬂg+6g+3,
log 2 log 2

et donc, en vertu de la définition de o, (50), implique & la fois (52) et (63). Observons
enfin qu’en vertu de (39), (71) et (73) on a

8logq
log 2

u()\+3)<1/2(1 g>(1+6§) <v2

de w/2 )
7 10g< ) < plog(8¢™Y) < plog(¢?) <v’logg.

Choisissons maintenant par exemple {=-2%¢, () et posons

vi(g; @) :=max{10,v5(), v3(§) } (78)

et
aq(a) = 5€ = 5556q(e). (79)

11 résulte donc de (72) et (76) que pour tous nombres eutiers v, g, r et s vérifiant v>
Vl(Qaa)’ Q/VgQO'q(OZ), 1<,U<V—2Q—1, 1<|T‘<qga 1<|S|<q2ga on a

Sa(r, 5. 00} < 2L 268059

, - 1 e™ 2/24
e e (e
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Par ailleurs, comme pu<r—20—1<r—3, a l’aide de (14) on obtient

2 2em/V2gr 9 2 2
d(g") < = log “—L < Zlog(8¢") < = log(¢"**) < =vlog g
T T iy Vi T

ce qui entraine

25\/2 " L 1 1 e /24
1S5(r, 5,0, 0, 11)| < = 63/25(logq)57(q)1/ (q)+6q 20+5 (1+2(3+25)+ 5 )
1
< Z(IOg q)5T(q)Vw(q)+6q”_29+5,

c’est-a-dire (45).

6. Démonstration du théoréme 2

Pour démontrer le théoréme 2, commencons par remarquer que si a €Q, alors la suite
(as4(n?))nen prend un nombre fini de valeurs et n’est donc pas équirépartie modulo 1.
Si aeR\Q, alors pour tout h€Z, h£0, on a (¢g—1)ha€R\Z, donc d’aprés le théoréme 1,
il existe o4(ha)>0 tel que

Z e(hasg(n?)) = Oy (z'~7athe)),

n<x

ce qui prouve que la suite (as,(n?))nen est équirépartie modulo 1 d’apres le critére de
Weyl [21, chapitre 1, p.1].

7. Démonstration du théoréme 3

LEMME 21. Si d|g—1, alors pour tout n€N, on a sq(n)=n mod d.

Preuve. Comme d|g—1 signifie que g=1 mod d, en écrivant n en base ¢ on a
n:ZniqiEZniEsq(n) mod d. O
i i
Pour démontrer le théoréme 3, écrivons

card{néx:sq(nQ)Eamodm}:Z% Z e(%(sq(nQ)—a)).

n<x 0<j<m
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Posons d=(m, q—1), m'=m/d, J={km':0<k<d},

J ={0,...,m=1\J={km'+r:0<k<det 1<r<m'}.

Pour j=km'e.J, a I'aide du lemme 21, on a
j km/ k k
e(—sq(nz)) :6<dm’sq(n2>> :e(dsq(n2)> :e(dn2 ,

donc

. d
ZiZe(%(sq(n2)—a))= ;Ze<g(n2—a)):i ; 1

n2=a mod d

9 (21 00) Q@ d)= (£ +00))Qa ),

ot Q(a,d) est défini par (5). Ainsi,

card{n <z :s4(n?) =a mod m} = %Q(a, d)+0(d)+% 3 e(%j) 3 e(%sq(n2)>.
(80)

jeJ’ n<z

Si J'=@, ce qui correspond au cas dégénéré ou m|g—1, alors I’égalité ci-dessus
établit ’égalité (4) avec un terme d’erreur nul. Nous pouvons maintenant supposer que
J'#@. Posons ¢'=(q—1)/d. On a (¢’,m')=1, donc pour j=km'+reJ’, on a

—-1)j dq'(km/+r 'y
(q—=1)j _ dq'( )zq/k—l—%géz,

m am/’

d’ott, d’aprés le théoréme 1, on déduit que pour tout jeJ’ il existe oy (j/m)>0 tel que
J 2 ) _ 1—0o4(j/m)
el = =0(x 7% .
> (Lsyn?)) =0t )

Rappelons que J'#@ et posons og,»=minjc 0q(j/m)>0. En insérant la majoration

ci-dessus dans (80), on obtient

card{n <z :s,(n*)=a mod m} = %Q(Ch d)+O(z'~am),

ce qui démontre le théoréme 3.
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