
ZUR THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE, 

VON 

ERNST SCItERING.  

GAUSS hat durch seine Disquisitiones Arithmeticae die Lehre von den 
ganzen Zahlen zu ether systematisehen Wissenschaft erhoben. In diesem 
Werke gibt es wol nur eine Stelle, yon welcher man behaupten kann, 
dass die systematische Anordnung durchbrochen ist, nemlich dort wo GAUSS 
zwischen die Untersuchung der Congruenzen ersten Grades und der Con- 
gruenzen zweiten Grades die Untersuchung der ht~heren Potenzreste ein- 
schaltet. Es erscheint mir, anstatt die hsheren Potenzreste als das all- 
gemeinere Gebiet, zu welchen die quadratischen Reste geh0ren, dolt zu 
untersuchen, natfirlicher, die quadratischen Congruenzen nicht nur fi]r 
Primzahl-Moduln, welche yon GAUSS fast ausschliesslich behandelt werden, 
sondern auch fiir zusammengesetzte-Moduln vollsti~ndig zu erledigen. 

Auf solche Weise erhMt man nicht nur eine Reihe neuer Lehrs'~tze, 
sondern man gelangt auch unmittelbar zu der Charakteristik ether Zahl 
im Gebiete der quadratischen Reste in Bezug auf einen zusammengesetzten 
Modul, dieser Charakteristik, auf welche GAuss bet seinem ersten Beweise 
fiir das Reciprociti~ts-Gesetz in der Theorie der quadratischen Reste erst 
auflnerksam wurde, nachdem er das Recipr0citt~ts-Gesetz durch Induction 
gefunden hatte. 

Die Wichtigkeit dieses ersten Beweises, welchen GAuss am 8. April 
1796 gefunden hat (Vergl. meine Bemerkungen Seite 475 zu GAuss' 
Werken Band I), ist yon DIRICHLET auch dadurch anerkannt, dass er der 
Wiedergabe desselben Beweises in fibersichtlicher Form eine eigne Ab- 
handlung gewidmet hat (Crelle's Journa! Bd. XLVII, Berlin 1854, Seite 
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139 bis 150). Es mag deshalb mir gestattet sein, auf einigen Blattern 
den unmittelbaren Beweis eines yon mir gefundenen fiir jene von GAvss 
eingeftihrte Oharakteristik geltenden besonders einfachen Satzes zusammen- 
zustellen; eines Satzcs, welcher sich dem grossen Meister bei Abfassung 
seiner Disquiss. Arithmm. wie auch sp~ter entzogen zu haben scheint, 
wol deshalb, well er in jenem Werke die Behandlung der quadratischen 
Reste ffir zusammengesetzte Moduln vermieden hat. 

Da ftir die Vergleichung der verschiedenen Beweise des Reciprocitlits- 
Satzes der Umfang der benutzten Theorien yon besonderer Bedeutung ist, 
so will ich hervorheben, dass im Folgenden yon dem Inhalte der Disquiss. 
Arithmm. nichts welter Vorausgesetzt wird als die erste Section, welche im 
Allgemeinen von den Congruenzen der Zahlen handelt, und die zweite 
Section, yon den Congruenzen des ersten Grades, his einschliesslich des 
Artikel 36. 

Der ill diesem Artikel bewiesene Lehrsatz l~sst sich, mit Hinzuffigung 
einer leicht zu erledigenden Vervollst~ndigung so aussprechen: Ist zu jedem 
yon mehreren mit einander theilerfremden Moduln A, B, C, D . . .  eine 
beliebige Zahl, beziehungsweise a, b, c, d . .  vorgegeben, so lasst sich 
zum Producte A B C D . .  der Moduln als neuer Modul immer ein und 
nur tin Rest z finden, welcher den einzelnen vorgegebenen Zahlen a, 
b~ c, d . .  nach den bezt~glichen Moduln A,B,C, D congruent ist: z ~ a  
(rood. A), z ~ b  (mod. B), z___c (rood. C) . . .  

Ausserdem wird nut noch der Artikel 38 vorausgesetzt. Dieser be- 
stimmt die EuLERsche Function ~ (A), nemlich die Anzahl der positiven 
Zahlen, welche zu einer gegebenen positiven Zahl A theilerfremd und 
nicht grSsser .als dieselbe sind. Der Ausdruck ftir die EtTLEasche Function 
wird im Folgenden nicht benutzt sondern nur der Begriff derselben. 

ZungLchst wollen wit ffir den Fall, dass der Modul m eine zu- 
sammengesetzte Zahl und dass die Zahl a zu m theilerfremd ist, die 
Anzahl der Wurzeln x in der Congruenz 

z~ = a (raod. m) 

bestimmen. Einige hierzu in enger Beziehung stehende bekannte S~tze 
will ich der Vollst'andigkeit wegen mit aufnehmen. 

~. 1. Die ungerade Zqhl a ist dann und nut dann quadratischer 
Rest zum Modul 4, wenn sie die Form a-----4k + 1 hat. F~r diesen 
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Fall  besitzt dic Congruenz  x x ~ a  (rood. 4) zwci yon e inander  ver- 

scbiedene Aufi(~sungen neml ich :  

(I) z - - +  1 und x ~ - - i  (mod. 4). 

~. 2. Die unge rade  Zahl  a ist dann  und  n u t  dann  quadra t i scher  

Rest  zu einer die Zahl  4 ~ber t ref fende Potenz  von 2, wenn sie die F o r m  

a = 8k + 1 hat. In der  That ,  besteht  die Congruenz  a=_-x~x ,  (rood. 2 ~) 

und be s t immt  m a n  h du rch  die Congruenz  

a - -  ggsggs 
z~h -= ~7 (rood. 2'-2), 

sctzt m a n  ferner  z~ = x~ + h2 ' ~  

so wird x ~ x ~ - - a  (rood. 2 ~'-2) Von  dcr  Potenz 2" - 2 3 ge lang t  

m a n  du rch  W i e d e r h o l u n g  dieses Verfahren  zu al len hOheren Potenzen  

yon 2 als Moduln .  

N. 3. Ft i r  eine Zahl  a yon der  F o r m  8k + 1 ha t  die Congruenz  

x x - - a  (rood. 2'~°), wenn  ~r 0 > 2 ist, vier Aufl(~sungen; bezeichnet  x 0 
eine derselben,  so s ind:  

(II) x ~ + x0, x ~ - -  x0, z ~  + x 0 + 2~0 -1, x -- - -  z 0 ~ 2 ~0-1 (mod. 2"0) 

jene  vier von e inander  verschiedene Wur:zeln. Die Zahl  x x  ~ XoX o wird  

neml ich ,  well  x u n d  x 0 unge rade  sind, n u r  dann  du rch  2 '~° thei lbar ,  

w e n n  en twede r  a c ~ x  0 oder  x + x 0 du rch  2 ~°-~ the i tbar  ist. 
N. 4. Ist  p eine unge rade  P r i m z a h l  u n d  ist die d u t c h  p n ich t  

thei lbare  Zahl  a q u a d r a t i s c h e r R e s t  zu p ,  so ist a auch  quadra t i scher  

Rest  zu j eder  Potenz  von p als Modul .  In  der  T h a t  bes teht  die Con- 

gruenz  a = - x , x ,  (mod. p')  und  b e s t i m m t  m a n  h d u t c h  die Congruenz  

2 x , h  ~ a -  ~,~_____~, (mod. p*), setzt d a n n  z, = x, + hi0* 
io* 

so wird  x ~ x , -  a (rood. p~'). A u f  solche Weise ge lang t  nian yon der  

Potenz  p ' - -~ p d u t c h  W i e d e r h o l u n g  zu j ede r  Potenz  yon p. 

~'. 5. Ist  p~ 

thei lbare  Zahl  a 

x x  - -  a (mod. p ~ )  

(Iii) 
die beiden yon e inander  versehiedenen Wurze ln ,  well 

f a r  diese beiden FMle du rch  p Z  ~ the i lbar  wird.  

eine unge rade  P r i m z a h l  und  ist die du rch  p~ n ich t  

quadra t i scher  Rest  zu p~, so ha t  die Congruenz  

zwei Auf lSsungen;  ist x~ eine derselben,  so sind 

z------Tz~ und x - - - - ~  (mod. 2Z~) 

XX ~ XhXh n u r  
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N. 6. 

die Form 
Bezeichnct 

Ernst Sobering. 

m eine zusammengesetztc positive Zahl, hat also 

(IV) 

worin  P:, P.~, Pa, .  "P,, 

und $~, ,7,~, ~ 5 , "  E, 
Null  gleieh sein kann, 

bezeichnet ferner 

m = 2'~IJ,~"2, ~ • • "tz~J ~'I~ 

yon einander verschiedene ungerade Primzahlen 
positive Zahlen bedeuten, w'~hrend ,% aueh der 

a eine zu m theilerfremde Zahl, 
so hat die Congruenz x x = _ a  (rood. m) entweder kcine oder ¢ (m) 

von cinander versehiedenc Aufl5sungen, wenn nemlieh 

(v) 

¢(m) = 2;'. fiir fro < 2, 

0(m)=2,  "+: fiir ~0 = 2, 

¢(m) = 2.',.+~ fiir ,-r o > 2 .gesetzt wird. 

l)as Bestehen der Congruenz x x  ~ a (rood. m) eribrdert, dass a 
quadra t i scher  Rest zu jeder der Primzahlen /~,, P.~, 2~, . .P~ mid 

weml ,,%-----2 ist, dass noch a = 1 .(rood. 4) 
wmm aber rr o > 2 ist, dass auch a _ ~ l  (rood S) sei. 
Umgekehrt  reichen diese Bedingungen auch zur Msgliehkeit dcr Er- 

f idlung jener Congruenz aus, denn man braueht nur mit Halfe des oben 
angegebenen Satzes aus dem Art. 36 der Disquiss. Arithmm. die Zahl x 
so zu bestimmen, 

dass sic je einer der beiden Congruenzen (IlI) far jedes 2 _--_- 1, 2, 3 , . ,  #; 
(VI) und wenn ,% = 1 ist, dass sic noch der Congrucnz x ~  1 (rood. 2); 

wema aber ;r 0 = 2 ist, dass x einer der beiden Congruenzen (I); 
wenn endlich ,70 > 2 ist, dass x einer der vier Congruenzen (II) gen~'tge. 

Zugleich erkennt man unmittelbar, dass verschiedene Verbindungen 
dcr far  x erforderlichen linearen Congruenzen auch einander nach dem 
Modul m incongruente Werthe ffir .c ergeben, so dass also die Anzahl 
dcr versehiedenen Verbindungen der linearen Congruenzen gleich der An- 
zahl der Wurzeln der quadratischen Congruenz x x - a  (rood. m) ist, 
wie es der Lehrsatz zu Anfang dieser ~. 6 ausspricht. 

Beisl)iel: ]:is ist ¢ , ( 6 0 ) = ¢ , ( 4 . 3 . 5 ) =  2 ~ =  S; in der That  die 
Wurzeln der Congruenz x x - 1  (rood. 60) sind x - -_+  l, + I I ,  + 19, 
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± 29 und yon der Congruenz x x - ~  l l  (rood. 60) sind x ~ ±  7, ± 13, 
+ 17, ± 23, die Wurzeln, wahrend jede zu 60 theilerfremde Zahl a, 

welche weder congruent -I- 1 noch congruent - -  l l  ist, einen quadratischen 
Nichtrest zum Modul 60 bedeute¢. 

~. 7. Die Anzahl der zum Modul m theilerfremden quadratischen 
¢(m) 

Reste ist = ~--~, wie sich umnittelbar ergibt ,  wem~ man jeden der 

~c(m) zum Modul m gehorenden theilerfremden Reste quadrirt  und den 
Rest Modulo m bildet, denn es entsteht dadurch nach dem Lchrsatze 
in N. 6. aus je ¢(m) der 7(m) Reste immer wicder derselbe qua- 
dratische zu m theilerfremde Rest. 

~. 8. Die AnzuM der zum Modul m theilerfi'emden quadratischen 

iNichtreste ist demnach = ~(m) ,~(m) ¢(m)" Beispiel: Es ist ~¢(60) ~ 16, 

It,(60) ~ 8 und, wie in z~. 6. gefunden, gibt es zum Modul 60 nut  die 
zwei theilerfi'emden quadratischen Reste d- 1 und ~ l l ,  die t'Lbrigen 
14 theilerfremden Reste ~ l ,  d- 11, + 7, +_ 13, ± 17, ± 19, ± 23, ± 29 
sind quadratische Nichtreste zum Modul 60. 

~. 9. Die quadratische Congruenz a = _ x x  (rood. m) kann man 
als speciellen Fall der bilinearen Congruenz a ~ y z  (rood. m) auffassen. 
Bcnutzt man die letztere Congruenz, um f~'lr t in gegebenes, zu einem die ~ 
Zahl 2 ('tbertreffenden Modul m theilerfremdes, a si~mmtliche tc(,~;) 
theilfremden Reste als Werthe der y und z anzuordnen, so ergibt 
sich, dass dies f(ir alle Reste, mit Ausschluss der Wurzeln x, mogli(ih 
ist. Wil l  man abet jene Anordnung auf sammtliche is(m) Reste aus- 
dchnen, so braucht man die quadratische Congruenz nur in die Form 
a ~ - - x  ( m ~ x )  zu setzen und erhi~lt dann: 

(vii) 

a ~ _  ~ a I . a ' , :  (rood. ,m) 
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wenn nemlich 

Ernst, Scher ing .  

(VIII) _+ a,, + (~, .. + a~,, 

die ¢(m) yon einander verschiedenen Wurzeln 
x x - a  (rood. m) bedeutcn und 

x der Congruenz 

(VIII*) t t r 

gesetzt ist. Die Zahl at¢+~ wird als irgend ein yon al, a'~, a~, a ' . v . .  

%~, a',~ verschiedener zum Modul m theilerfremde Rest ausgewahlt, 
wenn solche noch vorhanden sin& Die durch die obige Congruenz be- 
stimmte Zahl a'~¢+~ muss dann offenbar yon a~¢+l und yon den vor- 
genannten ¢(m) Resten verschieden sein. Sind damit noch nicht alle 
theilerfremden Reste bert'~cksichtigt, so sei a~¢+~ einer der abrigen. Der 
durch die obige Congruenz bestimmte Rest a'~,¢+2 ist dann ein yon allen 
2(~¢ + 1) + 1 vorh@ schon in Betracht gezogenen Resten versehiedener 
zum Modul m theilerfremder Rest. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens 
werdcn alle ~(m) Reste in der Weise ersch0pft werden, dass die in den 
vorstehenden Congruenzen (VII) auftretenden a und a' zusammen 
das vollstandige System der 9(m) zum Modul m theilerfremden Reste 

( I X )  r , ,  r .  r 3 . . .  r~(,~) 

ausmaehen. 
Multipliciren wit die entsprechendcn Seiten der obigen Congruenzen 

(VII) mit einander, so erhalten wir: 

(X) a ~'(") =--- ( - -  1) ~¢(~) . r,r2r s • • • re(m) (rood. w) 

wobei a als quadratischer Rest vorausgesetzt war. 
Die Zahl 1 ist quadratischer Rest z u  m, wendet man sie als Werth 

yon a an, so erhalt man aus der letzten Congruenz den Lehrsatz: 
N. 10. Das Product der sammtlichen ~,(m) zum Modul m theiler- 

fremden Reste ist congruent ( - - l )  ~:('), 

(xi) r ,  . r,~ . r 3 . . .  r ¢ ( m ) ~  ( - -  1) ½¢(m) ( m o d .  m) .  

Der entstehende Rest wird (zufolge N. 6) nut dann zu - - 1 ,  wenn 
m entweder gleich 4 oder gleich irgend einer Potenz einer ungeraden 
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Primzahl oder endlich gleich dem Doppelten einer solchen Potenz ist. 
Fiat alle andere Zahlen m cntsteht der Rest + 1. In dieser Form hat 

GAUSS die Veral lgemeinerung des WILso~'sehen Satzes ausgesprochen. 
Disquiss. Art.  Art. 78. Von dem Beweise hat er eine Andeu tung  gegeben. 

Beispiel: Es ist 1 - - - - - ~ 1 . 5 9 - - - - ~ 1 1 . 4 9 - - - - 1 9 . 4 1 - - - - - - 2 9 . 3 1 - -  
~ 7 . 4 3 = 1 3 . 3 7 ~ 1 7 . 5 3 - - = 2 3 . 4 7  (rood. 60) und 4 9 ~ - - 7 . 5 3 ~  

1 3 . 4 7  ~ - - -  17  . 4 3 - - - -  2 3 . 3 7  =- 1 . 49---- 11 . 59---- 1 9 . 3 1  ~ 2 9 . 4 1 .  

N. 11. Wendet  man die bilineare Congruenz b = _ y . z  (rood. m) 
auf einen zu m theilerfremden quadratischen Nichtrest b an, um ent- 
spreehend wie in N. 9. das vollsti~ndige System der theilerfremden Reste 
ftir den Modul m zu ordnen, so treten keine AusnahmefMle wie bei 

einem quadratischen Reste a ein, sondern in allen Congruenzen ist das- 
selbe Vorzeichen anzuwenden und man erhalt  

b --d,  • Y, (moa. 
. y ,  

(XlI)  b ~ &./3'~ 

Hier bilden die f l , ' "  fl~, /~ ' a ' "  fl'~, wieder in einer besonderen An- 
ordnung das vollsti~ndige System der zum Modul m theiterfremden 

Reste r I . r : .  ~':~ . . .  r~,(m). Multiplicirt man die entspreehenden Seiten 
dieser Congruenzen mit einander und beraeksiehtigt N. 10, so erhMt man 

(XIII) b ~(m) ~ fl, . . .  ~9~v. fl', . . .  ~9'~. -- ~', . % . r 3 .. v~(,, 0 ~ (-- 1) ~¢'(') (mod. m). 

Beispiel: Es ist (modulo 60): 7---= 1 . 7  ~ 1 1 . 1 7 - -  1 3 . 1 9 ~ 2 3 . 2 9 ~  

~ 3 1 . 3 7 ~ 4 1 . 4 7 ~ 4 3 . 4 9 - - - - _ 5 3 . 5 9  und 1 1 - - 1 . 1 1 ~ 7 . 5 3 - - 1 3 . 4 7 ~  
-~ 17 .43  = 1 9 . 2 9 - - - - - 2 3 . 3 7 - - - - - 3 1 . 4 1  = 4 9 . 5 9 .  

Die Vergleiehung der N. 9, 10, 11 gibt  den 

N. 12. LnrlUSATZ. Ist a zum Modul 

dratischer Rest, so wird 

(XIV) 

/st 

(xv) 

m thellerfremder qua- 

a ~(~")--- + 1 (rood. m). 

zum Modul m theilerfremder quadratischer Niehtrest, so wird 

a ~'('° ~ ( ~  1) '~¢'(') (rood. m). 
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Hat die bilineare Congruenz a , y .  z (rood. m) in ganzen positiven 
unter m Iiegenden Zahten y und z, yon welchen y kleiner als z 
ist, ~c(m) Aufl6sungen, so muss a quadratischer Nichtrest z~ m seb~. 

Betr~gt die Anzahl ]ener A uflO'su,ngen abet weniger als ½~(m) und 
ist a theilerb'emd zu m, so muss a q~tadratischer Rest zmn Modul 
m sein, und die Anzahl.jener AuflSsungen wird ½~(m)~ ~¢,(m) betrage~. 
Beispiel:  W e n n  jede der  zum Modul  60 the i le r f remden  Zahlen  quadr i r t  

wird,  so ents teht  cn tweder  ~ler Rest  1 oder  49, also ist 7 quadra t i scher  

Nieht res t  zu 60. Es ist ½~'(60) = 8, ½¢(60) ---- 4, 7 ~ - ( -  11) '  = 

= 14641 ~ 1 ~ ( - -  1) 4 (,nod. 60). 

Es ist (rood. 50): 

1 ~ - - - 1 . 4 9 - - 3 . 1 7 - - 7 . 4 3 - - 9 . 3 9 - - - - 1 1 . 4 1 - - 1 3 . 2 7 - - - - - 1 9 . 2 9 - - - - -  
-- 21 .  3 1 ~  23 . 37 ~ 33 . 47 ; 3 - - 1 . 3 , 7 . 2 9 _ ~ 9 . 1 7 = 1 1 . 2 3 = 1 3 . 3 1 ~  

, 1 9 .  37 --  2 1 .  43 ~ 27 . 39 ---- 33 . 4 1 - -  47 . 49;  fcrner  ist ½ ~ ( 5 0 ) =  10, 

½4,(50) ----- 1, l l ' ~ =  161051 = I (,nod. 50), also 11 a ° -  -I- 1 und  
1 1 - - 1 9 2  (rood. 50) aber  3 ' °  =-- 59049  , - - 1 _ =  ( - - 1 )  ~¢'(~°). 

s. 13. Ausser  der  bi l inearen Congruenz  a _ ~ y . z  (rood. m) bietet  

i'(',r eine auf  die Zahl  a sich beziehende A n o r d n u n g  der  Reste zum 

Modul  m die l incare Congruenz  mi t  a als constanten Factor ,  zum 

Beispiel a .  u ~ v  (rood. m), Gelegenheit .  W a h l t  m a n  der  Einfachhei t  

ha lber  f('w u der  Reihe nach die posit iven un te r  den abso lu t  kleinsten 

z u m  Modul  m the i l e r f r emden  Reste, sie mOgen mi t  r~, r~ , . .  rt~.(,,,) be- 

zeichnet  weMen ;  so werden die zugeh0r igen v zum Modul  m theiler- 

f r e m d ,  und  ein.qndev weder  unmi t t e l ba r  noch naeh theihveiser  A e n d e r u n g  

des Vorzeichens cong ruen t  sein. N i m m t  man  fi~r v auch abso lu t  kleinste 

. . . .  . .  absolu t  kleinste  positive Reste und  setzt l~e.~te, fi',r ~ ~, ~ 2 • 

a .  r, ~----T]~r~ (rood. m) 

(XVI) a.r.~ --  ~./'.~ 

t't ' g l  " 1 ~/ 
• ,zqOn) ~¢(m) ~qfm) 

indem m a n  ffir r]~, ~ , . . r ] ~ ( ~ )  keine andere W e r t h e  als -I- 1 oder  - - 1  
. . . .  . .  -' abgesehen yon der  zulasst, so sind also die Zahlen ~ ~, ~ : ,  ~ ~(,,) 

Reihenfolge  dieselhen wie r~, r~, ... rF(,,, ). Mul t ip l ic i r t  m a n  die ent- 
sprechenden Seiten dieser Congruenzen  mi t  e inander ,  d ividi r t  dann  die 

beiden Seiten der  ents tehenden Congrucnz  din'oh (la.q zum Modul  m 
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the i ler f remde Produc t  r~, r~, . . r¢~/~ ) oder ~ . . . . .  ~, ~ ~, . . r ~ ) ,  
e rhMt  man  

(XVII) a ~(~) ~ 72, . ~7~ • ' • 7/½~(~> (mod. m) 
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so 

und demnaeh  unter  Benutzung yon .n. 1 2  den 
~. 14. LEHI~SATZ: Die Anzahl ~(a, m) der aus den Producte~, yon 

a multiplicb't in die positiven absolut kleinsten zum Modul m theiler- 

fremden Reste sich wieder far den Modul m ergebenden absolut klein. 

sten abet negativen Reste oder die Anzahl der in, absolut kleinsten positiven 

Resten u, v dargestellten L6"sungen der Congruenz a .  u + v ---- 0 (rood. m) 
wird eine gerade Zahl u,enn a zum Modul m theile~'emder quadratischer 

Rest das heisst die Congruenz a-----xx (mod .  m) 16sbar ist, daqegen wenn 
diese Congruen. z nicht lo'sbar, sondern wenn a zum Modul m theiler- 

fremder quadratischer Nichtrest ist, so wird jene Anzahl ~(a, m) mit 
{¢(m) das heisst mit der Anzahl der in absolut kleinsten positiven Resten 

dargestellten Ld'sungen w der Congruenz aa =_ ww 

gerade oder ungerade. 

(XVIII) a i~(~-- q- 1 ~ (-- I f  (~' ~) (rood. m), wenn 

dratischer Rest zu m; 

(XrX) 

(rood. m) gleichzeito 

a theilerfi'emder qua- 

a~¢(~)-------( - 1)~¢<'~)-------( - -  I f  ("' ~) (m0d. m), wenn a theilerfremder qua- 

dratischer Nichtrest zu m. 

F o r  den besonderen Fall ,  dass m eine ungerade  Pr imzahl  ist, geht  
d i e s e r  Satz i n  den yon GAuss J a n u a r  1808 aufgestel l ten Lehrsatz tiber, 
au f  welchen er seinen d r i t t en  Be weis des Reciprocitats-Gesetzes gr t indete  

(Art. 3. Seite 4, Band I I  meiner  Redact ion yon GAuss' Werken).  Mein 
in der hier  vor l iegenden A b h a n d l u n g  geffihrte Beweis geht  f a r  jenen be- 
sonderen Fal l  in dell Beweis t~ber, welchen DIltlCI-ILET ffir den Gavss ' schen 
Satz in seinen frilhesten Universit '~ts-Vorlesungen zu geben pflegte. 

Beispiel. For  den Modul  60 ist 49 the i le r f remder  quadrat ischer  Rest, 
abe t  7 the i le r f remder  quadrat ischer  Nichtrest ,  {9~(60) = 8, ~¢(60)--= 4, 
49 s --  I1 s ------- ( l l~)  ~ ---- (14641) ~ ~ l ,  7 s _---- 114 -- 1, 7(40, 60) ---- 8, 

~ , ( 7 , 6 0 ) = 4 ,  49.1--------,-11, 49 .7-- - - - - -17,  4 9 . 1 1 ~ - - 1 ,  49.13--------23, 

4 9 . 1 7 ~ - - 7 ,  4 9 . 1 9 - - - - - -  29, 4 9 . 2 3  = ~ -  13, 49.29---- - - - -  i9 ,  
Act a  Mathemattca. I .  21 
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7 . 1 ~ 7 ,  7 . 7 ~ - - 1 1 ,  7.11------17, 7 . 1 3 - - = ~ 2 9 ,  7 . 1 7 ~ - - 1 ,  
7 . 1 9 - ~ - ! 3 ,  7 . 2 3 = ~ 1 9 ,  7 . 2 9 - - 2 3 .  Far den Modul 50 ist 
11 - 19 ~, also 11 theilerfremder quadratischer Rest abet 7 t heilerfremder 
quadratischer Nichtrest, ½~c(50) = 10, ~b(50) = l ,  l l  ~ ° -  l l  5 ' 2 -  

- 161051  ~ -  1~ 7 ~ ° -  ( - -  1 ) ° =  - -  1, ¢(11,  50)  ~ ~, ¢(7, ~0) = ~, 
l l . l - - l l ,  1 1 . 3 ~ - - 1 7 ,  I I . 7 ~ - - 2 3 ,  l l . 9 ~ = ~ l ,  l l . l l ~ 2 1 ,  
1 1 . 1 3 ~ - - 7 ,  1 1 . 1 7 = - - 1 3 ,  1 1 . 1 9 - - 9 ,  i 1 . 2 1 - - - - 1 9 ,  11.23-----3, 
7 . 1 - - 7 ,  7 . 3 = 2 1 ,  7 . 7 ~ 1 ,  7.9=--13, 7 . 1 1 ~ - - 2 3 ,  7 . 1 3 - -  
---=--9, 7.17-----19, 7 . 1 9 - - ~ 1 7 ,  7 . 2 1 ~ 3 ,  7 . 2 3 - - 1 1 .  

N. 15. Multiplicirt man beide Seiten so wie den Modul m in den 
Congruenzen (XVI) mit derselben positiven Zahl ~, setzt M--= ~m und 
beachtet, dass die Gesammtheit der Producte 

~ . r t  , $ . r2  , ~ . q*s , . . .  # . ~ ¢ ( m )  

die vollst'~ndige Reihe de rjenigen 

absolut kleinsten .~(~-- - )Reste  bi[den, welche mit M den 

gemeinsamen Theiler 3 besitzen, so erhMt man den Satz: 

D~;e zu Eingang der N. 14 definirle Anzahl ~(a, m) oder 

zum Modul M gehsrenden positiven 

grSssten 

ist auch gleich der Anzahl der absolut Meinsten negativen Reste, welche sich 
fiir de~ Modul M arts den Producten der zu M theilerfremden. Zahl a 
multiplicirt in die zum Modul M geh6renden mit ibm den gr6ssten gemein- 

~a,,,en Theiler ~ besitzenden positiven absolut kleinsten ½9~(~) Besten 

ergeben. 

N. 16. Die zum Modul M gehSrenden a.bsolut kleinsten nothwendig 
positiv zu nehmenden Reste also die nattirliche Zahlenreihe 

M ~ I  
entweder (XX) 1, 2, 3, 4 . . . .  2 wenn M ungerade ist, 

M 
oder (XXI) 1, 2, 3. 4, . . .  ,~---1, wenn M gerade ist, 

kann auch aufgefasst werden als die Gesammtheit derjenigen zum Modul 
M gehsrenden absolut kleinsten positiven Reste, welche mit M je einen 
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yon allen uuter M liegendcn Theilern d der Zahl M als grOsstcn 
2 

gemeinsamen Theiler besitzen. 
Multiplicirt man ,nit der zu M theilerfremden Zahl a jede Z~,hl 

des obigen Resten-Systems (XX) oder (XXI), bildct yon diesen Producten 
die absolut klcinsten Reste far den Modul • M, wcndet die hier ange- 
deutete Gruppirung jencr Zahlen nach ihrcm jedesnmligen mit M ge- 
mcinsamen grOssten Theiler an und benutzt den in ~. 15 aufgestcllten 
Satz, so finder man den 

~. 1 7. Lehrsatz: Die Anzahl H(a, M) der absolut kleinsten negativen 

Resle, welche in Bezug auf  den Modul M den Producten 

l~I~ l 
entweder a . 1, , a .  2, a . 3, . . . .  a 2 ' wenn M ungerade, 

oder a .1 ,  a .2 ,  a . 3  . . . . .  a ( - ~ - - l ) ,  wenn M gerade, 

congruent sind, wird, wenn die Zahl a zu M theilerfremd ist, gleich 

2 (XXII) H ( a , M ) =  ~ a, = ~](a,m), 1 ~ < - ~ - ,  2 < m - < = M =  m3 
m 

)I worin die eine Summation i~ber die sdmmtlichen unter ~ liegenden Theiler 

d des Modal M, die andere Summation i~ber die sammllichen die Zahl 2 

i~bertreffenden Theiler m des Modal M auszudehnen ist. 
Wahlt  man ifi diesem Satze die Zahl a =- - -  1 u n d  bcrficksichtigt, 

dass ~](-- 1, m) ----- ½~(m) ist, so erhalt man den EULER'schen Summation's 
Satz far  die f Function. Von diescm Satze werden wit bier aber 
keinen Gebrauch zu machen haben. 

Beispiel. Es ist: H(7, 60)---- 13, ~ 7 ] ( 7 , - ~ )  = 72(7, 6 0 ) +  72(7, 3 0 ) +  

+ ~(7,20) + ~(7, 15) + ~(7, 1~) + ~(7, 10) + ~(7, 6) + ~(7,~) + ~(7,4) + 
+ ~2(7,3)= g-I-  2 n u 0 n u 2 + 2 n u 1 -t- 0- t -  1 -{- 1 -t- 0 = 13 Fcrner 

ist: I-I(7, 45)----- 9, ~7 / (7 ,  45/ = ~](7, 45) -1- 72(7, 15) -Jr 72(7, 9 ) +  ~](7, 5) -b 

+ ~2(7,3) = 4 + 2 + 2 + 1 + 0 = 9 .  
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~. 18. I s t  M gerade,  so wird far  tin ungerades a 

entweder as~_ + s '> O N ~ : 8  t u n d  a - - s  ~ 2 > 0  (rood. M) 

M ) M s' oder a s _ = - - s ' < 0  und a -~ - - - s  _: ~- + < 0  (m0d. M) 

worin s und s' positive under M liegende Zahlen bedeuten. y 
Die absolut klein~en negativen Reste werden also nicht anders als paar- 

weise auftreten k6nnen, wenn jedes s yon 3 _ i _  s verschieden also M 
2 2 

ungerade ist. 

Ffir ein geradzahliges M__ wird 
• 2 

M M 
a - ~ - - - + - 4 -  (mod. M), wenn a ~ l  (rood. 4) ist, 

a 
M 

_ 
M 
4 (rood. M), wenn a = 3  (rood. 4) ist. 

Wir erhalten demnach den Satz: 

Fiir einen geradzahligen Modul M und /~r ein ungerades a wird 
die Anzahl H(a, M) der den Producten 

a .1 ,  a .2 ,  a .3 ,  . . . .  a . ( - ~ - - l )  

nach dem Modul M congruenten absolut kleinsten negativen Reste 
eine gerade Zahl sein, H(a, M ) ~  0 (rood. 2) wenn M ~  2 (rood. 4) 
oder wenn zugleich M ~ O und a ~ l  (rood. 4) ist; 
dagegen wird sie ungeradzahlig, H(a, M) --: 1 (mod. 2), wenn zagleich 

M ~ O und a - - 3  (rood. 4) ist. 
Beispiele: H(7, 30) = 8, H(5, 12) = 2, H(7, 60) = 13. 
~. 19. Aus der Verbindung der Lehrsatze in ~. 17 und 14 folgt 

'½¢(m) (rood. 2) (XXIII) H(a, M) = ~;(a, m) 
m ~ti 
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worin ~ sich auf alle, die Zahl 2 fibertreffenden, Theiler m yon 

M, dagegen ~ '  sich nur auf diejenigen die Zahl 2 ilbertreffenden im 

Modul M enthaltenden Theiler m bezieht, zu welchen a qua- 
dratischer Nichtrest ist. 

Wir haben also den Lehrsatz: Die Anzahl H(a, M) derjenigen abso- 
lut kleinsten negativen Reste, welche nach dem Modul M den Producten 

M - - 1  
entweder a .1 ,  a .2 ,  a .3 ,  .. a 2 ' wenn M ungerade, 

) oder a.  1, a .  2, a .  3, .. a -~-~ 1 , wenn M gerade, 

congruent sind, wird, far  ein zu M theilerfremdes a, gleichzeitig ge- 
rade oder ungerade mit der Gesammt-Anzahl aller in absolut kleinsten 
positiven Resten modulo m dargestellten Lssungen w der Congruenzen 
1 =--ww (,nod. m) far  die ganze Reihe derjenigen Moduln m, .welche 
gi:Ssser als 2 und Theiler von M sind und zu welchen a quadratischer 
Nichtrest ist. 

Beispiel: Es ist 7 ~ 1 . 1  (rood. 6 und ,nod. 3) ftir alle anderen 
Theiler yon 60 ist 7 quadratischer Nichtrest. Ferner ist 1 -- 1 .1  (rood. 4: 
und rood. 5 und rood. 10), 1 - - - - 1 . 1 - - 5 . 5  (rood. 12), 1 - - = 1 . 1 ~ 4 . 4  
(rood. 15); l - 1 .  I -  9 . 9  (rood. 20), 1 --= 1 .  I -  1 1 .  l l (rood. 30), 

1 _ - - 1 . 1 - - - - 1 1 . 1 1 ~ 1 9  .19  -- 29 . 29 (mod. 60) also ~__[½¢(m)=½¢,(4)+ 

+ ½¢(5) + ½¢(10) + ½¢(12) + ½¢(15) + ½¢(20) + ~¢(30) + ½¢(60)= 1 + 
+ 1 + 1 + 2 + 2 + 2  + 2 + 4 - -  15, endlichist H ( 7 , 6 0 ) =  1 3 ~ 1 5  
(,nod. 2). 

N. 20. Wir beschri~nken jetzt unsere Untersuchung auf den Fall 
eines ungeraden M, welches also in der Form 

(XXlV) 

dargestellt werden kann, worin P~, P~ , . .  P~, .. P~ yon einander ver- 
schiedene positive Primzahlen und e~, e~, . .  e~,,., e~ irgend welche posi- 
tive Zahlen bcdeuten. Aus der Congruenz (XXIII) folgt dann, wenn 
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wit auch noch die in ~'. 6 gefundene Bestimmung yon 
iibrigen dort ausgesprochenen Lehrsi~tze anwenden, die Cvngruenz: 

(XXV) H(a, M) = ~(a,m)=_~'½¢,(m) -- ~"½¢(,m) ~ ~z..f"e" (rood. 2). 
m m m ~. 

M ~  

¢(m) und die 

Hierin erstrcckt sich die Summation ~ tiber alle Theiler m von 
~n 

die Summation ~ '  ~ber alle diejenigen in M enthaltenen Theiler 
m 

zu welchen a quadratischer Nichtrest ist, die Summation ~ "  ~ber 

alle diejenigen in M enthaltenen Theiler m, welche je einzeln keine 
verschiedene Primza.hlen enthalten und zu wclchen a quadratischer 

Nichtrest ist, endlich die Summation y" ' e~  i'lber die in der Darstellung 

(XXIV) von M vorkommenden Exponenten derjenigen Primzahlen P~, 
zu welchen die Zahl a quadratischer Nichtrest ist. 

Diese letzte Summc ~'"e~ bedeutet auch die Anzahl aller derjenigen 

gleichen und ungleichen in M enthaltenen Primfactoren, zu welchen a 
quadratischer Nichtrest ist. Die Congruenz (XXV) gibt also den Lehrsatz: 

Die Anzahl H(a, M) derjenigen P,roducte 

a .1 ,  a .2 ,  a .3 ,  . . .  o~ 2 

welche absolut kleinsten negativen Rezten f~'r den ungeradzahli, qen Modul M 
congruent sind, wird fi~r ein za M theilerfremdes a gleichzeitig gerade 
oder ungerade mit der Anzahl atler der]enigen gleichen und ungleichen in M 
enthaltenen Primfactoren, zu welchen a quadratischer Nichtrest ist. 

= = . .¢(5)  + + Beispiel: Es ist H(7, 45) 9, 1 2~b(40)1 , = 

~"~d,(m) ~5/,(5) 1 = 5 = 9 (mod. 2) far  a 7, = 1 + 2 + 2 = 5 ;  -= = = 

M = 45. Dagegen ft'lr a = 11, M = 451 wird H(I1, 45) = 10, 

2"½~b(m) = ~(3)  + ~5b(9) = 1 + 1 = 2 _ ~ 6 =  10 (rood. 2). 
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N. 21. Es mag noch bemerkt werden, dass die oben benutzten 
Potenzen yon a und b mit dem Exponenten ~(m) nicht wesentlich 
fiir diese Untersuchung sind, sondern hier nur gebraucht wurden, um an 
die tiblichen Betrachtungen anzuschliessen. Ohne Herbeiziehung derselben 
wird die Entwickelung noch einfacher. Man hat dann den i'o]genden 
Lehrsatz aufzustellen: 

Die Anzahl aller 1,6sungen der Congruenzen 

M lie, qen- (XXVI) - -~( -~- - z ) - - - - -a  (mod.-~,)inganzenpositivenunter-~-~ 

den Zahlen x, 

M tie- (XXVII) 1 - - ~ - - ~ ' ( ~ - - x ' )  (mod.~,)  inganzenpositivenunter-~-~ 

genden Zahlen x', 

M liegenden und (XXVIII) au ~ ~ v (rood. M) in ganzen positiven unter -~ 

mit M denselben beliebigen .qr/issten unter 

M-M- liegenden gemeinsamen Theiler ~ ent- 
2 

haltenden Zahlen u, v, 

zusammengenommen ist fiir ein zu M theilerfremdes a immer eine 
gerade Zahl. 

Es ist lcicht zu sehen, dass man u und v anstatt aus dem System 
der absolut kleinsten positiven Reste des Modul M zu nehmen, sie auch 
aus irgcnd einem vollst~ndigen hfilbcn Resten-Systcm fill- den Modul 
M withlen kann, wenn man nemlich daruntcr ein System allcr solcher 
Reste vcrstchl, yon dcnen keine zwei eine durch den Modul M theilbare 
Differcn.z oder Summe ergeben. Far  den Fall, dass a und M un- 
gerade Zahlen bedeuten, ist es haufig yon Vortheil die si~mmtlichen unter 
M liegenden positiven entweder geraden oder ungeradcn Zahlen als ein 
solches vollst'a,ndiges halbes Resten-System fi~r den Modul M zu benutzen. 

l)er Beweis des Lehrsatzes crgibt sich aus der Multiplication der ent- 
sprechenden Seiten aller Congruenzen, welche zunachst entstehen, wenn man 
s~m~mtliche Lssungen in jene Congruenzen (XXVI), (XXVII), (XXVIII) 
einsetzt, nachdem man die beidcn Seiten und den Modul der Congruenz 
a u = _ - - v  (rood. M) ffir jede Losung durch ~ dividirt hat 
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und welche ferner noch entstehen, wenn man in die Congruenzen 

(XXIX) y . ~ a  (mod.-~M3) ihre Lssungen dutch ganzepositiveunter __M3 

liegende und die Bedingung y kleiner als 
z erftlllende Zahlen y, z- einsetzt, ebenso in 

(XXX) 1 - - y ' . z '  (mod.-~,) ihreL~sungendurchganzeposi t iveunter  M 

liegende und die Bedingung y' kleiner als 
z' erfallende Zahlen y ' ,  z '  einsetzt und 
schliesslich in 

(XXXI) a u  - -  v (rood. M) ihre Lssungen durch ganze positive unter __M 
2 

liegende und jenen grSssten mit M ge- 
meinsamen Theiler 3 enthaltende Zahlen. 
u ,  v einftihrt und beide Seiten und den 
Modul M dieser Congruenz f0rjedeLosung 
durch ~ dividirt. 

Die beiden Seiten der durch diese Multiplication sich ergebenden 
Congruenz besitzen nemlich, wie unmittelbar aus den Congruenz-Systemen 

/~ theilerfremde (VII), (XII) und (KVI) hervorgeht, gleiche absolute zu 7 

M dieser Congruenz grssser Zahlenwerthe und mt~ssen, da der Modul -~ 

als 2 ist, auch gleiche Vorzeichen haben. 
N. 22. Die Begriffe der beiden Anzahlen, welche durch den Lehr- 

satz des N. 20 zu einander in Beziehung gesetzt werden, sind schon yon 
GAuss aufgestellt. Nachdem er im M'hrz 1795 (wie er selbst in sein 
Handexemplar der Dis.~. Art. eingeschrieben, G.-Werke Bd. t. Seite 476 
meine Bemerkungcn) das Reciproci~ts.Gesetz der quadratischen Reste 
durch Induction gefunden hatte, welches el- in Art. 131 der im Jahre 
1S01 hcrausgegebenen Disquiss. Arr. unter verschiedenen Formen darstellt, 
gerieth er am 29. Apr. 1796 (G.-Werke Bd. I. Seite 476) auf die Be- 
trachtung der Anzahl der in einer gegebenen ungeraden Zahl P. ent- 
haltenen gleiehen und verschiedenen Primfactoren, zu welchen eine andere 
gegebene Zahl Q quadrati~cher Niehtrest i s t  In Art. 133 der Disquiss. 
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Arr. zelgt er, dass wenn zwischen allen in der einen gegebenen ungeraden 
Zahl Q enthaltenen Primzahlen einerseits und allen in der anderen 
gegebenen ungeraden Zahl P enthaltenen Primzahlen andererseits das 
Reciprocit'~ts-Gesetz ftlr die quadratischen Reste besteht, dann auch das 
analoge Reciprocithts-Gesetz fi~r die eben definirte Anzahl (Q, P) und ffir 
diejenige entsprechende Anzahl (P, Q) gilt, welche sich auf dieselben beiden 
gegebenen Zahlen aber nach ihrer Umwechselung bezieht. Der Begriff 
der hier definirten Anzahl ist dann fi]r GAuss ein wesentliches tItllfs- 
mittel, um in den Artikeln 134 bis 136 den vollsthndigen Beweis far  
das Reciprocit~ts-Gesetz der quadratischen Reste durchzufahren. 

JACOBI hat im Jahre 1837 (Monatsberichte der Akademie der Wissen- 
schaft zu Berlin Seite 135 ))Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung 
auf die Zahlentheorie))), wie es scheint ohne sich der betreffenden Stelle 

bei GAuss bewusst zu sein, die gleichbedeutende Characteristik ( Q )  

eingeftihrt, welche den Werth entweder - -  1 oder ~- 1 besitzt, je nachdem 
Q entweder zu einer ungeraden oder zu einer nicht ungeraden Anzahl 
yon gleichen und verschiedenen in P enthaltene~a Primfactoren qua- 
dratischer Nichtrest ist. JAcoBI nennt dies das verallgemeinerte L~G~:~- 
DRE'sehe Zeichen und definirt es als das Product yon allen L~GE~Dan'schen 

Zeichen ( Q ) ( Q ) ( Q ) . . .  ( Q ) ,  worin die Pl, P~, P 3 , ' -  P~ die Ge- 

sammtheit aller derjenigen, gleichen und verschiedenen Primfactoren aus- 
maehen, deren Product gleich P ist. 

Auch der Begriff der anderen in dem Lehrsatze des ~. 20 vorkom- 
menden Anzahl, nemlich der Anzahl derjenigen absolut kleinsten negativen 
geste, wetche sich ft~r eine zusammengesetzte ungerade Zahl M als 
Modal aus den Producten einer zu M theilerfremden Zahl a multipli- 
cirt in jeden einzelnen absolut kleinsten positiven Rent ergeben, ist yon 
GAuss untersucht und daffir der Reciprocitats-Satz bewiesen in Art. 2 der 
Abhandlung ))Theorematis Fundamentalis in doctlrina de residuis quadraticis 
demonstrationes et ampliationes novae)) 1817 Febr. (G.-Werke Bd. IL S. 52.). 

Von dem in ~¢. 20 ausgesprochenen Satze hat GAuss den speciellen 
Fall, wenn M eine Primzahl bedeutet, aufgestellt und darauf schon seinen 
dritten Beweis des Reciprocitats-Satzes gegrtindet; aber der allgemeine 
Lehrsatz far  eine zus-ammengesetzte Zahl M seheint sich ihm entzogen 
zu haben. 

Acta mathematica. I. 22 
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Meine Auffinclung dieses Satzes ist in den Monatsberlchten der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin 1876 Seite 330 veroffentlicht. Herr 
KRO~C~CKER hat hieran mehrere Entwickelungen angeschlossen, in welcher 
er auch ausspricht, dass er vor meiner Mittheilung diesen Satz selbst 
gefunden babe. Er stiitzt scinen Beweis des Satzes auf die Kenntniss des 
vorausbewiesenen Reciprocithts-Satzes. 

•. 23. Die in N. 21 aufgestellte Form des Lehrsatzes halte ich 
deshalb for beachtenswerth, weil darin und in dem Beweise wesentlich 
nur die Abz'~hlung der AuflSsungen yon bilinearen und von linearen 
Congruenzen auftritt und well in meinem Beweise (1879) des Reciprocitats- 
Satzes for die quadratischen Reste keine andere Untersuchung als die 
Abzahlung der L0sungen yon linearen Congruenzen in Anwendung gebracht 
wird. Eine genaue Vergleiehung dieses Beweises mit dem dritten (1808) 
und dem t'finften (1817) Beweise yon GAuss, dem geometrischen Beweise 
yon EISE~STEI~ (1844), dem Beweise yon Herrn ZELLFm (1872), dem arith- 
metischen Beweise yon Herrn KRO~CKEa (1876)und den beiden Beweisen 
yon Sign. GENOCCm (1852 und 1880) zeigt unter Benutzung des auf 
Seite 45 meiner Abhandlung ))Bestimmung des quadratischen Rest-Charac- 
ters)) Gsttingen 1879, ausgesprochenen Lehrsatzes, dass alle diese Beweise 
auf die Betrachtung der Anzahl verschiedenartiger L0sungen linearer 
Congruenzen zurockgefi]hrt werden konnen. 

~. 24. Es ist bemerkenswerth, dass diejenigen Gleichungen, welche 
den obigen bilinearen Congruenzen (VII) entsprechen, schon yon EULER 
mehrfach, wenn auch nut f(ir den Fall einer Primzahl m, angewendet 
worden sind: Observationes circa divisionem quadratorum per numeros 
primos. §. 20. §. 30. Op. anal. I. 1772. - -  Disquisitio accuratior circa 
residua ex divisione quadratorum altiorumque potestatum per numeros 
primos relicta §. 29. §. 50. Op. anal. Exhib. 1772. Maji 1 8 . -  Demonstra- 
tiones circa residua ex divisione potestatum per numeros primos resultantia 
§. 25. N. comment. Pelrop. XVIIL 1773 Exhib. 1772. Maj 1 8 . -  Diese 
Abhandlungen sind abgedruckt: EuLm~I eommentationes arithmeticae col- 
lectae. Edit. Fuss. Petrop. 1849. Tom. I. pag. 480, 482, 494, 505, 519 . - -  
EULER nennt for den Fall a--=- 1 und m - - : - p  in der Gleichung 
aa'=~ I + np die Zahlen a und a' residua sociata. 

Gsttingen 1882 November 9. 


