ZUR THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE,

VON

ERNST SCHERING.

Gauss hat durch seine Disquisitiones Arithmeticae die Lehre von den
ganzen Zahlen zu einer systematischen Wissenschaft erhoben. In diesem
Werke gibt es wol nur eine Stelle, von welcher man behaupten kann,
dass die systematische Anordnung durchbrochen ist, nemlich dort wo Gauss
zwischen die Untersuchung der Congruenzen ersten Grades und der Con-
gruenzen zweiten Grades die Untersuchung der hoheren Potenzreste ein-
schaltet. Es erscheint mir, anstatt die hoheren Potenzreste als das all-
gemeinere Gebiet, zu welchen die quadratischen Reste gehdren, dort zu
untersuchen, naturlicher, die quadratischen Congruenzen nicht nur fur
Primnzahl-Moduln, welche von Gauss fast ausschliesslich behandelt werden,
sondern auch fur zusammengesetzte- Moduln vollstindig zu erledigen.

Auf solche Weise erhalt man nicht nur eine Reihe neuner Lehrsitze,
sondern man gelangt auch unmittelbar zu der Charakteristik einer Zahl
im Gebiete der quadratischen Reste in Bezug auf einen zusammengesetaten
Modul, dieser Charakteristik, auf welche GaAuss bei seinem ersten Beweise
fur das Reciprocitats-Gesetz in der Theorie der quadratischen Reste erst
aufmerksam wurde, nachdem er das Reciprocitats-Gesetz durch Induction
gefunden hatte.

Die Wichtigkeit dieses ersten Beweises, welchen Gauss am 8. April
1796 gefunden hat (Vergl. meine Bemerkungen Seite 475 zu Gavss’
Werken Band 1), ist von DiricHLET auch dadurch anerkannt, dass er der
Wiedergabe desselben Beweises in tibersichtlicher Form eine ecigne Ab-
handlung gewidmet hat (Crelle’s Journal Bd. XLVII, Berlin 1854, Seite
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139 bis 150). Es mag deshalb mir gestattet sein, auf einigen Blattern
den uumittelbaren Beweis eines von mir gefundenen fir jene von Gauss
eingefithrte Charakteristik geltenden besonders einfachen Satzes zusammen-
zustellen; eines Satzes, welcher sich dem grossen Meister bei Abfassung
seiner Disquiss. Arithmm, wie auch spater entzogen zu haben scheint,
wol deshalb, weil er in jenem Werke die Behandlung der quadratischen
Reste fur zusammengesetzte Moduln vermieden hat.

Da fur die Vergleichung der verschiedenen Beweise des Reciprocitits-
Satzes der Umfang der benutzten Theorien von besonderer Bedeutung ist,
so will ich hervorheben, dass im Folgenden von dem Inhalte der Disquiss.
Arithmm. nichts weiter vorausgesetzt wird als die erste Section, welche im
Allgemeinen von den Congruenzen der Zahlen handelt, und die zweite
Section, von den Congruenzen des ersten Grades, bis einschliesslich des
Artikel 36.

Der in diesem Artikel bewiesene Lehrsatz lasst sich, mit Hinzufugung
einer leicht zu erledigenden Vervollstindigung so aussprechen: Ist zu jedem

von mehreren mit einander theilerfremden Moduln A, B, C, D ... eine
beliebige Zahl, beziehungsweise a, b, ¢, d .. vorgegeben, so lasst sich
zum Producte ABCD .. der Moduln als neuer Modul immer ein und

nur ein Rest 2z finden, welcher den einzelnen vorgegebenen Zahlen a,
bc,d.. nach den beziglichen Moduln A,B,C,D congruent ist: z=a
(mod. A), z2=b (mod. B), 2=c¢ (mod. C) ...

Ausserdem wird nur noch der Artikel 38 vorausgesetzt. Dieser be-
stimmt die Eurersche Function ¢ (A), nemlich die Anzahl der positiven
Zahlen, welche zu einer gegebenen positiven Zahl A theilerfremd und
nicht grosser als dieselbe sind. Der Ausdruck fiir die EvLersche Function
wird im Folgenden nicht benutzt sondern nur der Begriff derselben.

Zunichst wollen wir fur den Fall, dass der Modul m eine zu-
sammengesetzte Zahl und dass die Zahl @ 20 m theilerfremd ist, die
Anzahl der Wurzeln 2z in der Congruenz

zz=a (mod. m)

bestimmen. Rinige hierzu in enger Beziehung stehende bekannte Sitze
will ich der Vollstandigkeit wegen mit aufnelimen,

~. 1. Die ungerade Zahl @ ist dann und nur dann quadratischer
Rest zum Modul 4, wenn sie die Forn a = 4k 4+ 1 hat. Fur diesen
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Fall besitzst dic Congruenz azr=a (mod. 4) zweci von cinander ver-
schiedene Auflosungen nemlich:
(I) z=+4+1 und 2=—1 (mod. 4).
N. 2. Die ungerade Zahl a ist dann und nur dann quadratischer
Rest zu einer die Zahl 4 ubertreffende Potenz von 2, wenn sie die Form

@ =8k + 1 hat. In der That, besteht die Congruenz ¢ =zz, (nod. 2°)
und bestimmt man % durch die Congruenz

a — 2,

zh = 5 (mod. 2:—%),
setzt man ferner @, = x, + h2?
so wird z,,=a (mod. 2*7%) .  Von der Potenz 2'=2° gelangt

man durch Wiederholung dieses Verfahren zu allen hoheren Potenzen
von 2 als Moduln.

N. 3. Fuar eine Zahl @ von der Form 8k + 1 hat die Congruenz
rr=a (mod. 2%), wenn 7z, >2 ist, vier Aufldsungen; bezeichnet z,
cine derselben, so sind:

(I11) r=+ o, e=—2, 2=+, + 2%, g=—2,— 21 (mod. 2m)

jene vier von einander verschiedene Wurzeln. Die Zahl wxr — z,2, wird
nemlich, weil % und =z, ungerade sind, nur dann durch 2™ theilbar,
wenn eutweder z—ux, oder x4z durch 27! theilbar ist.

N. 4. Ist p eine ungerade Primzahl und ist die durch p nicht
theilbare Zahl @ quadratischer Rest zu p, so ist @ auch quadratischer
Rest zu jeder Potenz von p als Modul. In der That besteht die Con-
gruenz e¢=xw, (mod. »*) und bestimmt man % durch die Congruenz
i (mod. p?), setzt dann =z, =z, + hp*

2u.h = 2%
pS
so wird #z,2,=a (mod. p*). Auf solche Weise gelangt man von der
Potenz p' = p durch Wiederholung zu jeder Potenz von p.
~. 5. Ist p, eine ungerade Primzahl und ist die durch p, nicht
theilbare Zahl @ quadratischer Rest zu p;, so hat die Congruenz

zx=a (mod. p,*) zwei Auflosungen; ist =, eine derselben, so sind
(TII) z=+4=z und z=—= (mod. p2)

die beiden von einander verschiedenen Wurzeln, weil a2 — z2, nur
fur diese beiden Falle durch p,"2 theilbar wird.
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N. 6. DBezcichnet m  cine zusammengesetzte positive Zahl, hat also
dic Form

(Iv) m = Q%p Fp Ty,

worin  p,, p,, Py,..p. von einander verschiedene ungerade Primzahlen
und 7, m, 7,..7, positive Zahlen bedeuten, wihrend =z, auch der
Null gleich sein kann,

bezeichnet ferner a eine zu m  theilerfremde Zahl,

so hat die Congrucuz wx=a (mod. m) entweder kcine oder ¢ (m)
von cinander verschiedene Auflosungen, wenn nemlich

dm) =2 fir 7, <2

0

(V) d(m) = 201 fiir 7z, = 2,

9

dm) = 224 fir 7, > 2 gesctat wird.

Dus Bestchen der Congruenz a2z =« (mod. m) crfordert, dass a
quudratischer Rest zu jeder der Primzahlen p,, p,, p,,.. p. und
7, = 2 ist, dass noch a=1 (mod. 4)

wenn aber 7 > 2 ist, dass auch e=1 {mnod 8) sci.

Umgekehrt reichen diese Bedingungen auch zur Moglichkeit der Er-
filllung jener Congruenz aus, denn man braucht nur mit Hiilfe des oben
angegebenen Satzes aus dem Art. 36 der Disquiss. Arithmm. die Zahl =z
s0 zu bestimmen,

went

dass sic je ciner der beiden Congruenzen (I1) far jedes 1=1,2,3,., 43

(VI) und wenn 7, = 1 ist, dass sic noch der Congruenz 2z =1 (mod. 2);
wenn aber 7 = 2 ist, dass & ciner der beiden Congruenzen (I);

wenn endlich 7, > 2 ist, dass 2 ciner der vier Congruenzen (II) gentige.

Zugleich erkennt man unmittelbar, dass verschiedene Verbindungen
der fir @ erforderlichen lincaren Congruenzen auch einander nach dem
Modul m incongruente Werthe fiir & ergeben, so dass also die Anzahl
der verschiedenen Verbindungen der lincaren Congruenzen gleich der An-
zahl der Wurzeln der uadratischen Congruenz zx= (mod. m) ist,
wie es der Lehrsatz zu Anfang dieser n. 6 ausspricht.

Beispiel: Ls ist ¢(60) = (4.8.5) = 2° = 8; in der That die
Wurzeln der Congruenz rr=1 (mod. 60) sind x=+ 1, + 11, + 19,
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+ 29 und von der Congruenz zx=-— 11 (mod. 60) sind z=47, + 13,
+ 17, + 23, die Wurzeln, wahrend jede zu 60 theilerfremde Zahl a,
welche weder congruent 4 1 noch congruent — 11 ist, einen quadratischen
Nichtrest zum Modul 60 bedeutet.

N. 7. Die Anzahl der zum Modul m theilerfremden quadratischen

Reste ist = M,
¢(m)

¢(m) zum Modul m gehorenden theilerfremden Reste quadrirt und den
Rest Modulo m  bildet, denn es entsteht dadurch nach dem Lechrsatze
in N. 6. aus je ¢H(m) der ¢(m) Reste immer wieder derselbe qua-
dratische zu v theilerfremmde Rest. :

N. 8. Die Anzahl der zum Modul m theilerfremden quadratischen

wie sich unmittelbar crgibt, wenn man jeden der

o(m)

Nichtreste ist demnach = ¢(m) ~ gy Beispiel: Ls ist  ¢(60) = 16,
¢"(60) = 8 und, wie in N. 6. gefunden, gibt es zum Modul 60 nur die
zwei theilerfremden quadratischen Reste + 1 und — 11, die itbrigen

14 theilerfremden Reste — 1, 4 11, + 7, + 13, + 17, + 19, + 23, + 29
sind quadratische Nichtreste zum Modul 60.

§. 9. Die quadratische Congruenz =zr (mod. m) kann man
als speciellen Fall der bilinearen Congruenz @ =y (inod. m) auffassen.
Benutzt man die letztere Congruenz, um fir ein gegebenes, zu einem di/e'
Zahl 2 ubertreffenden Modul m theilerfremdes, « stmmtliche ¢(m)
theilfremden Reste als Werthe der y wund 2 anzuordnen, so ergibt
sich, dass dies fir alle Reste, mit Ausschluss der Wurzeln z, moglich
ist.  'Will man aber jene Anordnung auf sinuntliche ¢(m) = Reste aus-
dehnen, so braucht man die quadratische Congrucnz nur in die Form
a=—ux (m—x) zu setzen und erhilt dann:

a=—q, .o, (mod. )
U=—uq,.d,
— .
=10 .
(VII) =T My Ay
. I
= 0
+ta “ a1
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wenn nemlich

(VIII) toa, ta, ..t a,

24

die ¢(m) von einander verschiedenen Wurzeln 2 der Congruenz
zrx=a (mod. m) bedeuten und

(VIIT#) d, =m—uq, o

4
=m—da,, .. =m —
; v Dy b

gesetzt ist. Die Zahl @y,,, wird als irgend ein von a, o', a,, @, ..
ay,, @'y, verschiedener zum Modul m  theilerfremde Rest ausgewihlt,
wenn solche noch vorhanden sind. Die durch die obige Congruenz be-
stimmte Zahl a'y,,, muss dann offenbar von ay,,, und von den vor-
genannten  ¢(m) Resten verschieden sein. Sind damit noch nicht alle
theilerfremden Reste beriicksichtigt, so sei  a3,,, einer der ibrigen. Der
durch die obige Congruenz bestinmte Rest «'y,., ist dann ein von allen
2(3¢ 4+ 1) 4+ 1 vorher schon in Betracht gezogenen Resten verschiedener
zuin Modul m  theilerfreinder Rest. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens
werden alle  ¢(m) Reste in der Weise erschopft werden, dass die in den
vorstchenden  Congruenzen (VII) auftretenden a und o  zusammen
das vollstandige System der ¢(m) zum Modul m theilerfremden Reste

(IX) 7

1y T T3 o0t Ty(m)

ausmachen. A
Multipliciren wir die cntsprechenden Seiten der obigen Congruenzen
(VII) mit einander, so crhalten wir:

(X) o = (W™ g v (mod. m)

wobci @ als quadratischer Rest vorausgesetzt war.

Die Zahl 1 ist quadratischer Rest zu m, wendet man sie als Werth
von @ an, so erhilt man aus def letzten Congruenz den Lehrsatz:

N. 10. Das Product der sammtlichen ¢(m) zum Modul m theiler-
fremden Reste ist congruent (— 1),

1
T e Ty = (— 1P (mod. m).

(XI) T

Der entstchende Rest wird (zufolge ~. 6) nur dann zu — 1, wenn
m  entweder gleich 4 oder gleich irgend einer Potenz einer ungeraden
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Primzahl oder endlich gleich dem Doppelten einer solchen Potenz ist.
Fir alle andere Zahlen m entsteht der Rest 4 1. In dieser Form hat
Gauss die Verallgemeinerung des Winsox’schen Satzes ausgesprochen.
Disquiss. Arr. Art. 78. Von dem Beweise hat cr einec Andeutung gegeben.

Beispiel: s ist 1=—1.59=—11.49=—19.41=—29.31 =
=7.43=13.37=17.53=23.47 (mod. 60) und 49=—7.53=
—13.47=—17.43=—23.37=1.49=11.59=19.31=29.41.

N. 11. Wendet man die bilincare Congruenz b=y.z (mod. m)
auf einen zu m theilerfremden quadratischen Nichtrest & an, um ent-
sprechend wie in ~. 9. das vollstandige System der theilerfremden Reste
fur den Modul -m zu ordnen, so treten keine Ausnahmefille wie bei
einem quadratischen Reste a ein, sondern in allen Congruenzen jst das-
selbe Vorzeichen anzuwenden und man erhilt

b=g .8, (mod m)
b=4, .8,
(XII) b=4,. 4,

Hier bilden die 3 ...p8y, f,... f1, wieder in ciner besonderen An-
ordnung das vollstindige System der zum Modul m  theilerfremden
Reste # .7,.7,...7,,.  Multiplicirt man die entsprechenden Seiten
dieser Congruenzen mit einander und beruicksichtigt ~. 10, so erhalt man

deem ’ 1om '
(XL b =8, .8y B, By =r 77yt = (— 1*™  (mod. m).

Beispicl: Es ist (modulo 60): 7=1.7=11.17=13.19=23.29=
=31.837=41.47=43.49=53.59 und 11=1.11=7.53=13.47=
=17.43=19.29=23.37=31.41=49.59.

Die Vergleichung der ~. 9, 10, 11 gibt den

N. 12. Lrarsatz. Ist a zum Modul m theilerfremder qua-
dratischer Rest, so wird ‘

(XIV) : a¥™ = 41 (mod. m).
Ist @ zum Modul m theilerfremder quadratischer Nichtrest, so wird

(XV) " = (— ¥ (mod. m).
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Hat die bilineare Congruenz a=y.z '(mod. m) in ganzen positiven
unter m  liegenden Zahlen y und 2, von welchen y kleiner als =z
ist, Y¢(m) Auflosungen, so muss @ quadratischer Nichtvest zu m  sein.

Betrigt die Anzahl jener Auflosungen aber weniger als  ¢(m) und
ist a theillerfremd zu m, so muss «a quadratischer Rest zum Modul
m sein, und die Anzall. jener Auflosungen wird g(m) — Jd(m) betmgén.
Beispiel: Wenn jede der zum Modul 60 theilerfremden Zahlen quadrirt
wird, so entsteht cntweder der Rest 1 oder 49, also ist 7 quadratischer
Nichtrest zu 60. s ist 3¢(60) =8, (60) =14, '=(—11)=
= 14641 =1=(—1)* (mod. 60).

Es ist  (mod. 50):

1=—1.49=3.17=7.483=9.39=11.41=13.27=19.29=
=21.31=23.37=33.47;3=1.3=7.29=9.17=11.23=13.31=
=19.37=21.48=27.39=33.41=47.49; ferner ist 3¢(50) = 10,
30(60) =1, 11°=161051= (mod. 50), also 11"=-+4+1 und
11=19* (mod. 50) aber 3'°= 59049=— 1= (— 1)¥¢0,

N. 18. Awusser der bilinearen Congruenz a=y.z (mod. m) bietet
fir eine auf die Zahl « sich beziehende Anordnung der Reste zum
Modul m die lincare Congruenz mit @ als constanten Factor, zum
Beispiel «.w=v (mod. m), Gelegenheit. Wahlt man der Einfachheit
halber fir « der Reihe nach die positiven unter den absolut kleinsten
zum Modul m theilerfremden Reste, sie mdgen mit 7, #,,.. 71,y he-
zeichnet werden; so werden die zugehdrigen o zum Modul s  theiler-
fremd, und einander weder unmittelbar noch nach theilweiser Aenderung
des Vorzeichens congruent sein. Nimmt man fur o auch absolut kleinste

’

Reste, fur 47, #/, ... absolut kleinste positive Reste und setst
a.r, =9, (mod. m)

(XVD) @1y =0,

/
a . = *
U Tty = Theony” Seom)

indem man fur 7, Nar + + yetm) keine andere Werthe als 4+ 1 oder — 1
zulasst, so sind also die Zahlen 4+, +/,, .. Y 1w abgesehen von der
Reihenfolge dieselben wie 1, 7,, N oy Mutltiplicirt man die ent-
sprechenden Seiten dieser Congruenzen mit einander, dividirt dann die
beiden Seiten der entstehenden Congruenz durch das zum Modul  m
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! !

theilerfremde Product r,, »,, .. Pyeim oder ¢, 7', .. r'éﬂm,, 80
erhilt man

-

(XVIL) b =0T Tygem (mod. m)

und demnach unter Benutzung von 5. 12 den

N. 14. Lrnawsarz: Die Anzahl y(a, m) der aus den Producten von
a multiplicirt i die posiﬁven absolut  kleinsten zum Modul m  theiler-
fremden Reste sich wieder fiir den Modul m  ergebenden absolut klein-
sten aber megativen Reste oder die Anzahl der in absolut Fkleinsten positiven
Resten w, v dargestellten Lisungen der Congruenz a.u 4 v=0 (mod. m)
wird eine gerade Zahl wenn a zum Modul m theilerfremder quadratischer
Rest das heisst die Congruens a=xx (mod. m) losbar -ist, dagegen wenn
diese Congruemz nicht losbar, sondern wenn a zum  Modul m  theiler-
fremder quadratischer Nichirest ist, so wird jene Anzahl y(a, m)  mif
3g(m) das heisst mit der Amzahl der in absolut kleinsten positiven Resten
dargestellten Losungen w der Congruenz aa=ww (mod. m) gleichzeitig
gerade oder ungerade. '

(XVIID) o= 4 1= (—1"™ (mod. m), wenn a theilerfremder qua-

dratischer Rest zu m;

(XIX) o™= (— M= (- 1@ ™ (mod. m), wenn a 'tkez'lerfremder qQua-

dratischer Nichtrest zu m.

Fur den besonderen Fall, dass m eine ungerade Primzahl ist, geht
dieser Satz in. den von Gauss Januar 1808 aufgestellten Lehrsatz iiber,
auf welchen er seinen dritten Beweis des Reciprocitits-Gesetzes griindete
(Art. 3. Seite 4, Band II meiner Redaction von Gauss’ Werken). Mein
in der hier vorliegenden Abhandlung gefuhrte Beweis geht fiir jenen be-
sonderen Fall in den Beweis tiber, welchen Diricurer fir den Gauss’schen
Satz in seinen frithesten Universitits-Vorlesungen zu geben pflegte.
Beispiel. Fir den Modul 60 ist 49 theilerfremder quadratischer Rest,

aber 7 theilerfremder quadratischer Nichtrest, ¢(60) =8, 3#(60) == 4,
49° =118 = (11*)* = (14641)* =1, 7°=11*=1, 7549, 60) = 8,
7(7,60)=4, 49.1=—11, 49.7=—17, 49.11=—1, 49.13=—28,
49 . 17=— 7, 49.19=—29, 49.23=— 13, 49.29=— 19,

Acta Mathematica. I. 21
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7.1=7, 7.7=-—11, 7.11=17, 7.13=-—29, 7.17=—1,
7.19=18, 7.23=-—19, 7.29=23. Fur den Modul 50 ist
11=19% also 11 theilerfremder quadratischer Rest aber 7 theilerfremder
quadratischer Nichtrest, 3¢(50) = 10, 3(50) =1, 117°=11°-*=
=1610517=1, 7"°=(—1)’=—1, 4(11,50)=26, (7, 50)=5,
1i.1=11, 11.3=—17, 11.7=—23, 11.9=—1, 11.11=2],
11.183=—7, 11.17=—13, 11.19=9, 11.21=—19, 11.23=
T.1=7 7.3=21, 7.7=—1, 7.9=13, 7.11=—23, 7.13=
=-—9, 7.17=19, 7.19=—17, 7.21=—38, 7.23=11

N. 15. Multiplicirt man beide Seiten so wie den Modul m in den
Congruenzen (XVI) mit derselben positiven Zahl ¢, setzt M = ¢m und
beachtet, dass die Gesammtheit der Producte

.0

Ly
1¢ptm)

die vollstandige Reihe derjenigen zum Modul M gehorenden positiven

absolut kleinsten %5;(%) Reste bilden, welche mit M den grossten

gemeinsamen Theiler ¢ besitzen, so erhalt man den Satz:
Die z2u Eingang der x. 14 definirte Anzahl x(a, m) oder 77(a, %)
ist auch gleich der Anzahl der absolut Ileinsten megativen Reste, welche sich

fir den Modul M aus den Producten der zu M theilerfremden Zahl a
multiplicirt in die zum Modul M  gehirenden mit ihm den grissten gemein-

samen Theiler ¢  besitzenden positiven absolut kleinsten %y(%) Resten
[¢
ergeben.

N. 16. Die zam Modul M gehorenden absolut kleinsten nothwendig
positiv zn nehmenden Reste also die nattirliche Zahlenreihe

M —1 .
entweder (XX) 1, 2, 3, 4, ... 5 wenn M ungerade ist,

oder (XXI) 1, 2, 38, 4, —1, wenn M gerade ist,

kann auch aufgefasst werden als die Gesammtheit derjenigen zum Modul
M gehorenden absolut kleinsten positiven Reste, welche mit M je einen
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von allen uunter % liegenden Theilern ¢ der Zahl M als grossten

gemeinsamen Theiler besitzen.

Multiplicirt man mit der zu M theilerfremden Zahl « jede Zahl
des obigen Resten-Systems (XX) oder (XXI), bildet von diesen Producten
die absolut klcinsten Reste fur den Modul - M, wendet die hier ange-
deutete Gruppirung jener Zahlen nach ihremn jedesmaligen mit M  ge-
meinsamen grossten Theiler an und benutzt den in x. 15 aufgestellten
Satz, so findet man den

N. 17. Lehrsatz: Die Anzahl H(a, M) der absolut kleinsten negativen
Reste, welche in Besug auf den Modul M den Producten

M1

entweder a.1, 4.2, a.3,....a 5, wenn M  ungerade,
M

oder a.1l, a.2, a.83, ....a 5 — 1), wenn M gerade,

congruent sind, wird, wenn die Zahl a zu M theilerfremd ist, gleich

M . M
(XXII) H(a, M) = Zy(a, -0“—) == 277(0,, m), 1=20< 5 2<m=EM = md

worin die eine Summation iber die simmtlichen unter %I-» liegenden Theiler

6 des Modul M, die andere Summation iber die simmilichen die Zahl 2
wbertreffenden Theiler m des Modul M  auszudehnen ist.

Wiahlt man i diesem Satze die Zahl @ = — 1 und beriicksichtigt,
dass y(— 1, m) = 3¢(m) ist, so erhalt man den Evrer’schen Summation’s
Satz fur die ¢ Function. Von diesem Satze werden wir hier aber
keinen Gebrauch zu machen haben.

m@m.mmmmzmpﬂazdz%}wmﬁm+wﬁm+
]

+797,8)=4+24+0+2+24+14+0+14+1+0=13 Ferner

Emﬂ%%ﬁﬂhZ%Z%%=WA®+%ZMHWQQ+MZ®+
- 8
490, 8)=4+24+2+1+0=09.
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N. 18. Ist M -gerade, so wird fur ein ungerades a

entweder as=+ >0 und a(% — -s) E’%———‘s' >0 (mod. M)

“4¢<0 (mod M)

i

oder as=—8§ <0 und a(% — s) %[

I

worin s und s positive unter % liegende Zahlen bedeuten.

Die absolut kleinsten negativen Reste werden also nicht anders als paar-
weise auftreten kdnnen, wenn jedes s von 1\_0-— s verschieden also %
ungerade ist.

Fur ein geradzahliges % wird

a%z+%—f— (mod. M), wenn a=1 (mod. 4) ist,
a%s-—-% (mod. M), wenn a¢=3 (mod. 4) ist.

Wir erhalten demnach den Satz:

Fiir einen geradzahligen . Modul M und fiir ein Mgemdes a wird
die Anzahl H(a, M) der den Producten

a.l, .2, .3, .... d.(—h—g———l)

nach dem Modul M congruenten absolut kleinsten negativen Reste
eine gerade Zahl sein, H(a, M)=0 (mod.2) wenn M =2 (mod. 4)
oder wenn zugleich M=0 wund a=1 (mod. 4) ist;
dagegen wird sie ungeradeahliq, H (@, M)=1 (wmod. 2), wenn sugleich
M=0 und a=3 (mod. 4) st
Beispiele: H(7, 830) =8, H(5, 12) =2, H(7, 60) = 13.
N. 19. Aus der Verbindung der Lehrsatze in ~. 17 und 14 folgt

(XXITT) H(a, M) =2>7(a, m) = E'Mm) (mod. 2)
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worin E sich auf alle, die Zahl 2 ubertreffenden, Theiler m  von

wm

M, dagegen EI sich nur auf diejenigen die Zahl 2 ubertreffenden im

Modul M enthaltenden Theiler m  bezieht, zu welchen @ qua-
dratischer Nichtrest ist.

Wir haben also den Lehrsatz: Die Anzahl H(e, M) derjenigen abso-
lut kleinsten negativen Reste, welche nach dem Modul M den Producten

M~—1 ~

entweder ¢.1, 0.2, .3, .. a 5, Wenn M ungerade,
M

oder a.l, .2, a.3, ..a—é-——l , wenn M gerade,

congruent sind, wird, fur ein zu M theilerfremdes a, gleichzeitig ge-
rade oder ungerade mit der Gesammt-Anzahl aller in absolut kleinsten
positiven Resten modulo m dargestellten Losungen w der Congruenzen
l=ww (mod. m) fur die ganze Reihe derjenigen Moduln m, welche
grosser als 2 und Theiler von M sind und zu welchen a quadratischer
Nichtrest ist.

Beispiel: Es ist 7=1.1 (mod. 6 und mod. 3) fiir alle anderen
Theiler von 60 ist 7 quadratischer Nichtrest. Fernerist 1=1.1 (mod. 4
und mod. 5 und mod. 10), 1=1.1=5.5 (mod. 12), 1=1.1=4.4
(mod. 15), 1=1.1=9.9 (mod. 20), 1=1.1=11.11 (mod. 30),

1=1.1=11.11=19.19=29.29 (mod. 60) also Y Jg(m) = Ig(4) +

- m

+ 3¢(5) + 2(10) + 3¢(12) + 1g(15) + #(20) + 3¢(30) + 1¢(60) = 1 +
+14+14+2+4+24242+4=15, endlichist H(7,60) = 13=15
(mnod. 2). '

N. 20. Wir beschranken jetzt unsere Untersuchung auf den Fall
eines ungeraden M, welches also in der Form

(XXIV) M=P"P". .. P%. P~

dargestellt werden kann, worin P, P,,..P,,.. P, von einander ver-
schiedene positive Primzahlen und ¢, ¢,,..¢,..¢ irgend welche posi-
tive Zahlen bedeuten. Aus der Congruenz (XXIII) folgt dann, wenn
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wir auch noch die in ~. 6 gefundene Bestimmung von ¢(m) wund die
iibrigen dort ausgesprochenen Lehrsatze anwenden, die Congruenz:

(XXV)  H(a, M) = Z)y(a,, m) = 2 W= Y. jm) = 2 "er (mod. 2).
m A

m m

Hierin crstreckt sich die Summation 2 tber alle Theiler m von

m

M, die Summation ZI tiber alle diejenigen in M  enthaltenen Theiler

m

. 1t
m, zu welchen @ quadratischer Nichtrest ist, die Sumination 2 itber

m

alle diejenigen in M enthaltenen Theiler m, welche je einzeln keine
verschiedene Primzahlen enthalten und zu welchen « quadratischer

Nichtrest ist, endlich die Summation 2’“6; itber die in der Darstellung
A
(XXIV) von M vorkommenden Exponenten derjenigen Primzahlen P,,

zu welchen diec Zahl @ quadratischer Nichtrest ist.

Diese letste Summe 2”’6,1 bedeutet auch die Anzahl aller derjenigen
A
gleichen und ungleichen in M enthaltenen Primfactoren, zu welchen a

quadratischer Nichtrest ist. Die Congruenz (XXYV) gibt also den Lehrsatz:
Die Anzakl H(a, M) derjenigen Producte

2.1 a.2, a.3, ... axg—;;;l

welche absolut kleinsten negativen Resten fiir den ungeradzahligen Modul M
congruent sind, wird fir ein zu M theilerfremdes a gleichzeitiy gerade
oder ungerade mit der Anzakl aller derjenigen gleichen und ungleichen in M
enthaltenen Primfactoren, zu welchen a quadratischer Nichtvest ist.

Beispiel: Es st H(7,45) = 9, Y. ig(m) = 1¢(5) + d(15) + 3g(45) =
=1 + 242 =05; Y lg(m—=1g(6) = 1=5=9 (wod 2) fur a=7,
M= Dagegen fur a = 11, M = 45, wird H(11, 45) = 10,
2% m) = 3¢ 3)+w() 3O(15) + 345) = 1 +1 4+ 2 4+ 2 =
¥ IB) + 39 =141 =2=6=10 (mod. 2).
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N. 21. Es mag noch bemerkt werden, dass die oben benutzten
Potenzen von a und & mit dem Exponenten {d¢(m) nicht wesentlich
fur diese Untersuchung sind, sondern hier nur gebraucht wurden, um an
die ublichen Betrachtungen anzuschliessen. Ohne Herbeiziehung derselben
wird die Entwickelung noch einfacher. Man hat dann den folgenden
Lehrsatz aufzustellen:

Die Anzahl aller Ldsungen der Congruenzen

XXV — w( %— — w) =a ( mod. —1:;[—) in ganzen positiven unter _21% liegen-
den Zahlen z,
XXVI) 1= — w’(% — w) (mod_ i‘;) in ganzen positiven unter 'él\% lie-

genden Zahlen x',

(XXVIII) au=—v (mod. M) i gangen positiven unter %_ liegenden und
mit M denselben beliebigen griossten unter
%— liegenden gemeinsamen Theiller 6  ent-

haltenden Zahlen wu, v,

zusammengenommen ist fir ein zu M theilerfremdes a  immer eine
gerade Zall. |

Es ist leicht zu sehen, dass man # und v anstatt aus dem System
der absolut kleinsten positiven Reste des Modul M zu nehmen, sic auch
aus irgend einem vollstindigen halben Resten-System fir den Modul
M wihlen kann, wenn man nemlich darunter ein System aller solcher
Reste verstcht, von denen keine zwei cine durch den Modul M theilbare
Differenz oder Summe ergeben. Fur den Fall, dass a¢ und M un-
gerade Zahlen bedeuten, ist es hiufig von Vortheil die simmtlichen unter
M liegenden positiven entweder geraden oder ungeraden Zahlen als ein
solches vollstandiges halbes Resten-System fiur den Modul M zu benutzen.

Der Beweis des Lehrsatzes ergibt sich aus der Multiplication der ent-
sprechenden Seiten aller Congruenzen, welche zunichst entstehen, wenn man
sammtliche Losungen in jene Congruenzen (XXVI), (XXVII), (XXVIII)
einsetzt, nachdem man die beiden Seiten und den Modul der Congruenz
ou=— v (mod. M) fur jede Losung durch ¢ dividirt hat
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und welche ferner noch entstehen, wenn man in die Congruenzen

XXIX) y.z2=a (mod. —1\;) ihre Losungen durch ganze positive unter _1%

licgende und die Bedingung y kleiner als
2 erfillende Zahlen y, 2 einsetzt, ebenso in

(XXX) =y .7 (mod. M) ihre Losungen durch ganze positive unter %

liegende und die Bedingung gy’ Kkleiner als
# erfullende Zahlen y, ¢ einsetzt und
schliesslich in '

(XXXT) auw = v (mod. M) ihre Losungen durch ganze positive unter %

liegende und jenen grossten mit M ge-
meinsamen Theiler ¢ enthaltende Zahlen,
u, v einfuhrt und beide Seiten und den
Modul M dieser Congruenz fur jede Losung

durch ¢ dividirt.

Die beiden Seigen der durch diese Multiplication sich ergebenden
Congruenz besitzen nemlich, wie unmittelbar aus den Congruenz-Systemen

(VII), (XII) und (XVI) hervorgeht, gleiche absolute zu %{ theilerfremde

Zahlenwerthe und missen, da der Modul .I%[- dieser Congruenz grosser

als 2 ist, auch gleiche Vorzeichen haben.

N. 22. Die Begriffe der beiden Anzahlen, welche durch den Lehr-
satz des N. 20 zu einander in Bezichung gesetzt werden, sind schon von
Gauss aufgestellt. Nachdem er im Marz 1795 (wie eor sclbst in sein
Handexemplar der Diss. Arr. eingeschrieben, G.-Werke Bd. L Secite 476
meine Bemerkungen) das Reciprocitits-Gesetz der quadratischen Reste
durch Induction gefunden hatte, welches er in Art. 131 der im Jahre
1801 herausgegebenen Disquiss. Arr. unter verschiedenen Formen darstellt,
gerieth er am 29. Apr. 1796 (G.-Werke Bd. I. Scite 476) auf die Be-
trachtung der Anzahl der in einer gegebenen ungeraden Zahl P. ent-
haltenen gleichen und verschiedenen Primfactoren, zu welchen cine andere
gegebene Zahl Q quadratischer Nichtrest ist ~ In Art. 183 der Disquiss.
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Arr. zeigt er, dass wenn zwischen allen in der einen gegebenen ungeraden
Zahl Q enthaltenen Primzahlen einerseits und allen in der anderen
gegebenen ungeraden Zahl P enthaltenen Primzahlen andererseits das
Reciprocitats-Gesetz fur die quadratischen Reste besteht, dann auch das
analoge Reciprocitits-Gesetz fur die eben definirte Anzahl (Q, P) und fur
diejenige entsprechende Anzahl (P, Q) gilt, welche sich auf dieselben beiden
gegebenen Zahlen aber nuch ihrer Umwechselung bezieht. Der Begriff
der hier definirten Anzahl ist dann fur Gauss ein wesentliches Hulfs-
mittel, um in den Artikeln 134 bis 136 den vollstindigen Beweis fur
das Reciprocitats-Gesetz der quadratischen Reste durchzuftihren.

Jacosr hat im Jahre 1837 (Monatsberichte der Akademie der Wissen-
schaft zu Berlin Seite 135 »Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung
auf die Zahlentheorie»), wie es scheint ohne sich der betreffenden Stelle

Q

bei Gauss bewusst zu sein, die gleichbedeutende Characteristik F)

eingefiihrt, welche den Werth entweder — 1 oder 4 1 besitzt, je nachdem
Q entweder zu einer ungeraden oder zu einer nicht ungeraden Anzahl
von gleichen und verschiedenen in P  enthaltenen Primfactoren qua-
dratischer Nichtrest ist. JacoBr nennt dies das verallgemeinerte Lecrn-
prE'sche Zeichen und definirt es als das Product von allen LEGENDRE'schen

Zeichen (%) (i’%) (I%) . (%) worin die p,, p,, Py, - - p, die Ge-

sammtheit aller derjenigen gleichen und verschiedenen Primfactoren aus-
machen, deren Product gleich P ist.

Auch der Begriff der anderen in dem Lehrsatze des x. 20 vorkom-
menden Anzahl, nemlich der Anzahl derjenigen absolut kleinsten negativen
Reste, welche sich fiir eine zusammengesetzte ungerade Zahl M als
Modul aus den Producten einer zu M theilerfremden Zahl @ multipli-
cirt in jeden einzelnen absolut kleinsten positiven Rest ergeben, ist von
Gauss untersucht und dafiir der Reciprocitats-Satz bewiesen in Art. 2 der
Abhandlung »Theorematis Fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis
demonstrationes et ampliationes novae» 1817 Febr. (G.-Werke Bd. IL S. 52.).

Von dem in ~. 20 ausgesprochenen Satze hat Gauss den speciellen
Fall, wenn M eine Primzahl bedeutet, aufgestellt und darauf schon seinen
dritten Beweis des Reciprocitats-Satzes gegrindet; aber der allgemeine
Lehrsatz fur eine zusammengesetzte Zahl M  scheint sich ihm entzogen
zu haben.

Acta mathematica. 1. 22
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Meine Auffindung dieses Satzes ist in den Monatsberichten der Aka-
demie der Wissenschaften zu Berlin 1876 Seite 330 verdffentlicht. Herr
Kroxnecker hat hieran mehrere Entwickelungen angeschlossen, in welcher
er auch ausspricht, dass er vor meiner Mittheilung diesen Satz selbst
gefunden habe. Er stutzt seinen Beweis des Satzes auf die Kenntniss des
vorausbewiesenen Reciprocitits-Satzes.

N. 28. Die in ~N 21 aufgestellte Form des Lehrsatzes halte ich
deshalb fir beachtenswerth, weil darin und in dem Beweise wesentlich
nur die Abzihlung der Auflosungen von bilinearen und von linearen
Congruenzen auftritt und weil in meinem Beweise (1879) des Reciprocitats-
Satzes fur die quadratischen Reste keine andere Untersuchung als die
Abzihlung der Losungen von linearen Congruenzen in Anwendung gebracht
wird. Eine genaue Vergleichung dieses Beweises mit dem dritten (1808)
und dem finften (1817) Beweise von GAuss, dem geometrischen Beweise
von Eisexstein (1844), dem Beweise von Herrn Zgrrer (1872), dem arith-
metischen Beweise von Herrn KroNecker (1876) und den beiden Beweisen
von Sign. Genxoccrr (1852 und 1880) zeigt unter Benutzung des auf
Seite 45 meiner Abhandlung »Bestimmung des quadratischen Rest-Charac-
tersy Gottingen 1879, ausgesprochenen Lehrsatzes, dass alle diese Beweise
auf die Betrachtung der Anzahl verschiedenartiger Losungen linearer
Congruenzen zurtickgefithrt werden konnen.

N. 24. Es ist bemerkenswerth, dass diejenigen Gleichungen, welche
den obigen bilinearen Congruenzen (VII) entsprechen, schon von EurLer
mehrfach, wenn auch nur ftir den Fall einer Primzahl m, angewendet
worden sind: Observationes circa divisionem quadratorum per numeros
primos. §. 20. § 30. Op. anal. I. 1772. — Disquisitio accuratior circa
residua ex divisione quadratorum altiorumque potestatum per numeros
primos relicta § 29. §. 50. Op. anal. Exhib. 1772. Maji 18. — Demonstra-
tiones circa residua ex divisione potestatum per numeros primos resultantia
§. 25. N. comment. Petrop. XVIII. 1773 Exhib. 1772. Maj 18. — Diese
Abhandlungen sind abgedruckt: EurLkrr commentationes arithmeticae col-
lectae. Edit. Fuss. Petrop. 1849. Tom. I. pag. 480, 482, 494, 505, 519. —
Evrer nennt fur den Fall @ = 1 und m = p in der Gleichung
aa’ == 1 - np die Zahlen « und o residua sociata.

Gottingen 1852 November 9.




