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Exemple I. 
1 

Considdrons quatre cerclcs ayant pour rayon )/~ et pour ccntres les 

points 
+1 ,  + i ,  - -1 ,  - - i .  

L'espace situ6 h l'extdrieur de ces quatre cercles est 
compos6 de deux parties 

1 °) Une aire finie ABCD qui eontient l'origine O. 
2 °) Une aire inddfinie. 
Je vais former par ta mdthode gdn@ale indiqude 

clans les Comptes Rendus(1) une sdrie de fractions 
rationnelles qui converge clans ces deux aires et qui, 
dans l'aire finie ABCD, a pour somme 1 et dans l'aire inddfinie est dgale 
k 0. D'apr6s la mdthode gdndrale ce ddveloppement sera de la, forme 

": 'vr A<:> A~'--I' -m;i!- -1" 
= ( z - -  ( z - -  i) '~ ( z +  1)" (z + i)"J 

Les coefficients de ce ddveloppement sont donnds par les formules suivantes: 

A(') = 1 .  ¢(z__ l)"-'dz 

DA 

(~) Sdanee du premier Mai I882. 
aeta mathematica. I. i9 
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l 'indice D A  indiquant que l 'int~gration est faite sur l'are de eercle DA.  

Si l'on pose 

z = l  + - ~ e  

3 ~  , 5 ~  
il faudra faire varier 0 de - - - -  a ~ - - .  Donc 

4- 4 
g,-r 

A(~) _ 1 1_ ,o,. (--  17 ~ 

3re 
- ¥  

On trouve de mdme 

1 f ( z  - -  i)"-ldz = ( -  i)n • Sin ~'z A~' - 2)~ ~,~( V~) ~ - £  

A 8  

~ , q f  1 nzr Ai,-~'= (z + 1)"-'dz z,~(]/~), Sin 4 

BC 

2•/; i n n,n" 
A(,,-~) = - -  ¢~ + i)"- 'g,  = : ~ ( ~ ) .  Sin 

CD 

En portant ees valeurs dans le ddveloppement (1) l'on obtient la sdrie 

cherchde 
n ~  

. =~ Sin 1 1 , ]  
(2) 1 = 1,~ , ~  _4 (1 - ~)" + (1 + i~) ~ + (1 + ~)" + (1 - ~ ) "  

= 7~,2 2 

Cette 6galitf5 (2) a lieu pour tous les points x situds dans l'aire ABCD.  

L,~ sdrie qui forme le secon(l membre est encore convergentc clans l'espace 

inddfini situ6 en dehors des quatre cercles; mais sa somme est alors nulle. 

Dans lc cas actuel il ser,qit ais(~ de sommer directement la sdrie (2). 

En effct remarquant  que 
n,'vi n~'i 

- 7 -  4 
Sin--n'~=e - - e  

4 2i 

et que la s6rie 
U,  ~ ~ n  

u + ~ +  . . . .  + n  ÷ . . . .  
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a pour somme la valeur de ~ Log (1 ~ u ) q u i  s 'annule avec u, l'on voit 
que la s6rie 

1 

a pour somme la valeur de 

Sin ~n~ 
4 1 

n2 ~ 

(3') 2-~1 L o g ( }  -- i-- 2-~x + i - -  2z) 

qui s'annule pour x = co. Cette fonction (3') est h01omorphe ~ l 'extgrieur 
1 

du cercle de centre 1 et de rayon ~ ;  elte est reprdsent6e par la sdrie (3) 

l 'ext6rieur de ce cerele. Au point x = 0 la fonetion (3') et, par suite, 
1 la fonetion (3) prennent la valeur ~. 

Faisant la mSme remarque p o u r  chacune des s~ries partielles qui 
constituent la s@ie (2), l 'on volt que cette s6rie a pour somme 

~ / [  1 + i - - 2 x  l + i - - 2 x i  1 + i +  2x 1 + i + 2 z i ' ]  
(4) _ L ° g l - - i - - 2 x  + L ° g l - i - 2 z i  + L ° g l - i +  2~ ÷ L ° g ~ - i +  2xiJ 

oh il faut prendre pour chacun des logarithmes Ia dStermination qui 
s 'anhule ~ l'infini. Ces quatre logarithmes sont des fonetions holomorphes 
de x, le premier ~ l 'extdrieur du cercle de centre ~ 1, le second ~ l'ex- 
t6rieur du cercle de centre -{-i, le troisiSme du cercle de c e n t r e -  l, le 
quatri6me du cercle de centre ~ i; de plus chacun de ces logarithmes 

prend pour x = 0 ta valeur -~. Or la fonction (4) peut s'dcrire 

1 Log(~ + i--2x)(1 + i - -  2xi)(1 + i + 2z)(1 + i + 2xi) 
(5) 2-~ _ - -  i - -  2x)(1 - -  i --  2zi)(l - -  i + 2x)(1 - -  i + ~ ; 

d'ap%s ce qui p%c6de cette fonction (5) est holomorphe dans l'aire indd- 
time situ6e ~ l 'extdrleur des quatre cercles; mais elle est constante dans 

cette aire car elle se rdduit "~ 1 Log 1; done elle est nulle dans cette 
2~i 

aire inddfinie puisqu'elle est nulle ~ l'infini. Cette m~me {onction (51 est 
holomorphe dans l'aire finie ABCD; mais elle est constante dans cette 

1 Log 1; elle est donc dans l'aire ABCD aire, car elle es~ 6gMe ~ 2~ri 
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@ale h l'unitd puisqu'elle est dgale g l'unit6 pour x = 0 comme nous 

l'avons vu. 

Exemple II.  
Pour  indiquer un exemple dans lequel l 'un des cereles limites 

tourne sa conca,vitd vers l ' intdrieur de l'aire, eonsid6rons la surface situde 

k l ' intdrieur du cerele de centre 0 et de rayon 2 
Y 

et k l 'ext&ieur des eereles de eentres - - 1  et + 1 
et de rayon 1. Cette surface st compose de deux 
parties sdpardes S e t  S'. Nous allons former une 
sdrie de fractions rationnelles reprdsentant l'unitd 
dans l 'aire S et zdro dans S'. 

Soit x un point de l 'aire S, on a 

l f  dz 
(6)  1 = ~ - -  x '  

l 'intdgration dtant faite sur le contour de S 

ABCDOEA. 

En partageant l'inte~grale en trois parties relatives aux trois demi-cereles 
qui l imitent l 'aire S, on a 

d, dz+ i f  dz 1 = )_---2-~. z - - z  ~ - ~  z - - z  

AB(J (.'DO OEA 

• ~ • p(),, Dans la prennere lnt%rale mod. x < rood. z; donc 

1 1 z z n 
- -  + + . . . .  + + . . . .  , 

~ - ~  ~ P ~ , 

dans la seeonde mod. (z + 1 ) >  mod. (z + 1) 

1 1 z + 1 (z + 1) ~ -1  

- - - z = - - { x +  1) ( z +  1) '  . . . .  ( , . +  1) ~ 

enfin dans la troisidme 

1 1 z - - -  1 (z ~ 1) " -1  
, . . . 

z - -  a, z - -  1 ( ~ -  1) ~ ( z  - -  1)" 
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Portant dans l'dquation (6) et ddveloppant on a 

I49 

n ~ o o  __,rA<oO> .X(~:"" A("-') A}'l) )] 
(7) 1 = 2a./k + + (z + 11~" + (~T1)"  " 

~t=l. 

Les valeurs des coefficients sont donn6es par les formules suivantes: 

A(0°) = f ? .  =~ri 
A B C  

_= -.--g, = e-"e~idO=-L[1 - -  (-- 1) n] 
~ 2  n 

A B C  0 

A~ -~) - -  

( D O  re 

0 

_<"= -f(z-1)"-'dz = - - f  e'o~idO= - - -  n 1[1 --  ( ~  1)"J. 

O~a 

L'on a donc le ddveloppement cherchd 

1 1 "=<° I - -  ( - -  1)" I x "  1 1 ] 
(8) 1 -- ~ + ~ / 2  n L ~  (z + 1)" (x - -  1) n 

La s6rie qui forlne le second membre converge encore dans l'aire S' 
mais sa somme est Mors nulle. 

L'on peut encore ici se rendre compte a priori des propridtds de la 
s6rie (8). Soit pos6 

, , ]  
• - L2" (x + 1)" ( z -  1); 

n = l  

Cette fonction existe dans les aires S et S'. La sdrie partielle 

~ 1 - -  : 7  1)" .xd 
2 n 

1 

d6finit une fonetion holomorphe dans le cercle de centre 0 et de rayon 2; 
eette fonetion est la ddtermination de 
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2 + z  
Log 2 - -  z 

qui s'annule pour x = 0. La sgrie partielle 

¢o 

_El-- (--I)" 1 
( z +  1) ~ 

1 

ddfinit une fonction holomorphe ~, l'extdrieur du cercle de centre - - 1  et 
de rayon 1; c'est la ddtermination de 

L°gz -t- 2 

qui s'annule ~ l'infini. Enfin la troisi6me s6rie partielle est, dans tout 
l'espace situ6 en dehors du cercle de centre 1 et de rayon 1, 6gale ~ la 
ddtermination de 

a ' - - 2  
Log 

qui s'annule k l'infini. 
La fonction F(x) est donc holomorphe dans les deux aires S et S' 

et elle est dgale dans ces aires 

¢(z) = Log ~ - - x  + z z 2 
+ L o g ~ - - ~ +  L°gZ--z 

les logarithmes ,tyant les ddterminations indiqudes. Mais on voit immd- 
diatement que le second membre cst inddpendant de x et 6gal '~ Log ( - -  1). 
Donc f(x) est constant dans les aires S e t  S'. Pour avoir la valeur con- 
stante de f,(x) dans S il suffit de prendre la valeur en un point de S, 
par exemple au point x = el, s 6tant positif et infiniment petit. Alors 

2 + ¢ i  z z - - 2  
L°g°~ - ¢i est infinirnent petit', quant ~ la somme Log;--+---~+ Log z ' 

elle est 6gale ~ la valeur que prend au point ¢i Ia ddtermination de 
x - - 2  

Log;--+-~ qui devient nulle ~ l'infini, la variable x ne pouvant pas traverser 

la droite AOC. Or la valeur de ce logarithme au point zi est ~ri. Donc 
si x est un point de l'aire S 

on volt de m•me que, dans l'aire S', 
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~-(z) = - -  ~ri. 

Cela rdsulte encore de ee que la sdrie (9) qui sert de d6finition ~ f,(x) 
est une fonetion impaire. La sgrie (S) 6tant 6gale b~ 

1 l + ~ ~'(~) 

a pour somme 1 dans l 'aire S et 0 dans S'. 
Remmyue L Ces exemples ouvrent la vole /~ d'autres recherches 

sur un mode particulier d'existence des fonctions; l 'on volt en effet que 
dana les exemples pr6cddents l'on a composd des fonctions holomorphes 
avec des fonctions i~ ddterminations multiples qui sont ici des loga,rithmes. 
Je me propose d'examiner si l'on ne peut pas obtenir des r~sultats ana- 
logues en rempla?ant les logarithmes par d'autres fonctions b~ d6termina- 
tions multiples comme par exemple 

oh P(x) est un polyn6me. 
Remarque II. Si nous reprenons la sdrie du premier exemple, 

¢(~) = ~ "- (1 - -  ~)" + (1 + ~ ) ~  + (1 + ~)" + (1 - -  i~ )  ~ ' 
n=l  ?b~ 2 

nous voyons que la sdHe ~,'(:c) constitude par les ddrivdes des termes de 
l a  s d r i e  ¢ ( x )  

, = ~ S i n  - ¥  _ 1 

--' 2 --;r-[(, q,'(~,) _ ,~ 
i 1 i -1 

z).+~ + - -  
(I + iz) "+' (I + . (I ---iz) "+' J 

est eonvergente aux m6mes points que la s6rie ¢(x) et a eonstamment pour 

somme zdro. On le v6rifie facilement, car si l'on remplace 8in-~ par 

~ ' , i  ~rci 

~1 (e - i - -  e 4 ), l'on n'a plus qu'h, sommer des. progressions g~om6triques. 

D 'une  faqon g6ndrale, la sdrie ¢(~)(z) constitude par les ddrivdes d'ordre 
k des termes de la s6rie ¢(x) est convergente aux mgmes po!nts que eette 
s6rie ¢(x) et a constamment pour somme z~ro. 
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Soit alors F(x) une sdrie de fractions rationnelles convergente dans 
lee InSmes rSgions que ~(~); ]a s6rie 

(oh 2~, 2 ~ , . . . .  2k sont arbitrairea) est une s6rie de fractions rationnelles 
poss6dant les ~n~mes rdgions de conve)yence et la mdme somme que F(.~). 
Par  exemple la sdrie 

+ + + . . . .  

possSde lee m6mes propri6t6s que ~,(x). 
Les remarques pr~c6dentes conduisent h une autre consequence. Con- 

sid6rons, par exemple, la s6rie 

1 
= + 

oh 2 d6signe une constante; cette sdrie S(x) est convergente aux m(~mes 

1 dans toutes points que ¢(x) et repr6sente une m~me fonction analytique 

ses r6giona de convergence. Int6grons cette sdrie terme ~ terme, nous 
aurons une autre s6rie de fractions rationnelles 

1 S,(,~) = - - -  + ~¢(x) + C 
X 

convergente aux m~mes .points que S(x), mais repr6sentant dans lea deux 
rSgions de convergence de S(x) deux lone(ions analytiques diffdrant par 

une cm~stante arbitraire ~. En effct S , ( x ) = -  1 
x 

ext6rieur aux quatre cerclea; ct S~(x)= 1 

AB6'D qui comprend l'origine. 

+ C dans l'espace ind~fini 

+ ), + C dana l'aire finie 

Donc, si une s6rie de fractions rationnelles repr6sente une m~me fonc- 
tion analyti~ue dans toutes aes rSgions de convergence et si la s6rie obtenue 
cn int6grant la propos6e terme ~ terme est encore une s6rie de fractions 
rationnelles, il peut arriver que cette s~rie int5grale converge aux m~mes 
points que la propoaSe et reprSsehce dans les diff6rentes r6gions de con- 
vergence des fonctions analytiques dif[drant par des constantes. 


