
VOI~ 

O. J. MALMSTEN. 

Bezeichnungen. 

W (at ; i): die Wahrscheinlichkeit,  dass eine Person, welche 
gegenwi~rtig das Alter xk hat, am Ende des i '~" 

der yon jetzt all gezi~hlten Jahre noch lebt. 

W ( z , ,  z~, . . z~ ;i): die Wahrscheinlichkeit, dass n Personen, welche 
gegenwartig respective das Alter x l ,  x ~ , . . ,  xn 
haben , am Ende des i te~ der yon jetzt an gezi~hl- 
ten Jahre alle noch leben. 

Hier und tiberhaupt im Folgenden wird vor- 
ausgesetzt, dass ft~r alle Personen eine und die- 
selbe Lebenstabelle gilt. 

~'W(z,. ~ , . .  ~, ; i): die Wahrscheinlichkeit, dass yon n Personen, welche 
gegenwartig respective das Alter xl ,  x2 , . .  x~ haben, 
am Ende des i ~en der von jetzt an gezahlten Jahre 
wenigstens v Personen noch leben. 

P(zI ,  %, ~ , . . z n ) :  der gegenwi~rtige Werth einer Lebensrente, die 
mit  1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus- 
bezahlt werden soll, an welchem n bestimmte 
Personen, die gegenw'~rtig respective das Al te r  
xl ,  x2, . . . .  xn haben, alle noch l eben .  
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(5) 
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+/)(x,, z~, . .z , ) :  tier gegenwartige Werth einer Lebensvente, dle 
mit 1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus- 
bezahlt werden sell, an welchem yon n bestimm- 
ten Personen, die gegenwartig respective das Alter 
:r,~, x2 , . .  x,,, haben, wenigstens v Personen noch 
leben. 

§ l .  

In der Darstelhmg des Gegenstandes dieses Aufsatzes werden wit 
einen Lehrsatz benutzen, auf den wir, um nachher nieht die Reihenfolge 
in der Entwickehmg zu unterbrechen, gleieh zu Anfang die Aufmerksam- 
keit lenken wollen. Dieser Satz lautet so: 

Es m6ge W(i) die Wahrschei,nlichkeit bezeichnen, dass ein gewisser Zu- 
sta~d bis zum Schluss des i '~" Jahres statlfindet; ferner m6gen 

(6) ~ ,  (i), ~ (i), ~o, ( ~ ) , . . .  etc. 

die Wahrscheinlichkeiten bezeichnen, dass gewisse andere beziehungsweise Zu- 
sMnde bis zum Schluss desselben i '~'~ Jahres stattfinden; endlich m6gen 

P, P,, p~, P, . . . .  e~c. 

die gegenwd'rtigen t4rerthe von den Jahresrenten bezeichnen, welche ]ede mit 
I Mark an jedem solchen Jahresschlusse ausbezahlt werden sollen, an welchem 
die resp. Zustdnde noch stattfinden, die den zu ~Ei¢~gang dieses Satzes und 
unter (6) genannten lUahrscheinliehkeiten entsprechen. Ist nun 

(7) W(i) = a, w, (i) + a~ w, 2 (i) + aa w 3 (i) + . . .  etc, 

so ist auch 

(8) P----a,P, + a ,  P2 + a~P3 + . . . e t c .  

Der Beweis folgt daraus, dass nach der Definition einer Jahresrente all- 
gemein die Formel 
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P'  = S w,v --7--'(i) [ r  = l  + Pr°e-entz~hlll00 A 
i = l  

gilt, mit deren Anwendung man die Gleichung (8) aus (7) unmittelbar erh'Alt. 

§ 2 .  

Fiir alle Lebensrenten- und Lebensversicherungs-Fragen, bei welchen 
das Leben nur eines Einzigen in Betracht kommt, ist es dec Werth der 
einfachen Lebensrente, der vor. Allem als bekannt vorausge~etzt wird; und 
die L0sung eines dahingeh0renden Problems wird als gefunden betrachtet, 
wenn man einen Ausdruck hergestellt hat, der neben andern bekannten 
Gr0ssen nur die einfache Lebensrente enthalt. 

Dieselbe Rolle, welche die einfache Lebensrente einnimmt, wenn es 
sich urn ein einzelnes Leben hande!t , behauptet nun die (unter 4 der Be- 
zeichnungen definirte) Function t ) (x l ,  x2 , . .  x,) bei den auf verbundene 
oder combinirte Leben sich beziehenden Fragen. 

Auch hier wird eine Lssung als geflmden betrachtet, sobald man 
einen Ausdruck aufgesiellt hat, welcher allein Lebensrenten yon der Art 
wie P (xl, x2 , . .  x,,) enthMt. 

Das Problem, mit dessen L0sung wit uns hier in dicser kleinen Ab- 
handlung besch~ftigen werden, ist yon einer so umfassenden Allgemeinheit, 
dass darin die Lssung einer grossen Menge yon Fragen inchlsive ]iegt, 
welche die Lebensrenten ffir combinirte Leben betreffen. 

Dies Problem ist das folgende: 
Den Werth yon 

~P(,,,, %,. • ~,,) 

zu bestimmen, nemlich (wie in Nr  5 der Bezeichnungen) den geqenw(irtigen 
Werth yon einer Lebensrente, welche mit 1 Mark  an einem jeclen solcl~en 
Jahresschlusse ausbezahlt werden soll, an welchem yon n bestimmten Personen, 
die gegenwCirtig respecti.ve das Alter x l ,  x 2 , . .  x,  haben, wenigstens v t'e¢- 
sonen noch leben. 

Acta mathematica. I 9 
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§,~. 

Wir werden nun zuerst (Nr 8) 

W(z, ,  z , , . .  zn ; i) 

zu besfimmen suehen, nemlieh die Wahrseheinlichkeit, dass yon n bestimm- 
ten Personen, welche gegenwartig das Alter Xl, x~, . .  x,, haben, am Schlusse 
des i ~'" der yon jetzt an gez'~hlten Jahre, wenigstens v Personen noeh 
leben. 

Offenbar ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 
der Wahrschcinlichkeit dass n Personen leben und 0 todt ist 

-{- d:o )) n -  1 )) )) )) 1 )) )) 
A- d:o ) n - -  2 )) )) )) 2 )) sind 

-4- d:o )) k )) )~ )) n - -  k )) )) 

Jr- d : o  )) v )) )) )) n ~ v )) )) 

Mit Hcdfc der Bezeichnungen (1) wird nun die Wahrscheinlichkcit, dass 
geradc diejenigcn k Personen, welche gegenwttrtig das Alter x,, x~, . .  xt 
haben, noch den i '~" Jahresschluss erleben; dass aber dann die fibrigen 
n -  k Personen gestorben sind, dutch 

W(x, ;i).  W(z, ; i ) . . .  W(xk;i). (1 ~ W(z,+~;i)). (1-- W@k+~;i))... (1--  W(x,;i)) 

ausgedrackt, und folglich die Wahrscheinlichkeit, dass irgendwelche k Per- 
sonen unter den n Personen, die gegenwartig das Alter x~, x~, . .  x,, haben, 
noch den i ~" Jahresschluss erleben, wahrend die abrigen n ~ k Personen 
gestorben sind, durch 

W(x,'/) W(x, ' i )  W(x , ' i )  ( l~W(x ,+~; / ) )  (!--W(xk+~;i)) (1-- W(z~ ;/)) 

worin mit ~ die Summe aller derjenigen Ausdrticke bezeiehnet ist, 

welche man erhMt, wenn man in dem Producte unter dem Summations- 
z¢~ichen alle m(~glichen k-gliedrigen Combinationen ohne Wiederholung 
und ohne Versetzung der Gr(~ssen x~, x ~ , . . x ,  ausfnhrt. 

Wit  finden demnach ohne Schwierigkeit fc~r die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit (3)folgenden Au.~druck: 
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(9) ~W (z,, ~.~,.. z,, ; i )  = 

k = n  

S ~ W(x, ;i). W(% ;i) ' . .  W@,;i).(1--W(z,+a; i))(1--W(xk+2;i))... (1 -W(x,, ;i)). 
k=v 

Nun ist klar,  dass dcr  Ausdruck  auf  der  zweitcn Seitc d icscr  Glcichung 

symmctr isch in Bezug auf  x~, x ~ . .  x, scin, und aus Gliedcrn yon dcr Form 

bestchcn muss, worin 

s = v ,  v +  1, v + 2 , . . n ,  

z, == cinem noch zu bcs t immcndcn Zahlcnfactor  wird, u , d  

W ( z ,  ; i )  . W (.~., ; i )  . . . W (x~ ; i )  

in l~[bcreinstimmung mit  delr~ zuvor Gcsag.tcn dic Summc al lcr  s-glicdrigcn 
Productc ,  wclche man  aus 

W (~,, ; i), W (x.~ ; i ) , . . .  W (x~ ; i ) . .  W (x,, ; i) 

bitden kann. 

W i r  haben also gefunden 

(10) 

oder, wenn wir  

einffihren: 
v + p st~tt s und zp (v) start z~+~ 

p=0 

und mit  Benutzung  dcr Bezeichnung (2) 

W (z 1 ; i ) .  W (~ ; i ) . . .  W (x~+p ; i) = IV (zl, x~, . . x~+~ ; i; 

folglich auch:  

!a=o 
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(11) 

worin 

Hieraus ergibt sieh mit Hi:fife des in § 1 bewiesenen Satzes un- 
mittelbar: 

p = ~ l - - V  

p ~ 0  

die Smnme derjenigen Ausdrfieke bezeichnet, welche man erhi~lt, wenn man 
in P (Xl, x 2 , . .  x~+p) alle msglichen (v-I-p)-gliedrigen Combinationen ohne 
Wiederholung und ohne Versetzung der Grsssen x~, x ~ , . .  x~ cinfi~hrt. 

§4. 

Es eriibrigt jetzt nut noch den Werth yon z~ , (v )zu  bcstimmen, 
welches auf folgende Weise geschehen kann. 

Wenn wir zur Abkarzung 

(12) 

setzen, so crhalten wir 

(13) "I' (~,, ~ , , . .  x~) ~ S ~" (v). a~+,. 
p=0  

Wir wollen jetzt annehmcn, dass die Gr(~ssen x nach der Reihen- 
folge des Eintritts de.s Todes der n Personen geordnet seien, so dass die 
Person vom Alter x,, die erste ist, welche stirbt, 

)) )) x~_l )) n'~chstfolgende )) )) )) 
)) )) X~_.~ )) -)) 7) )) )) 

• . • ° , • . • • • . • . • ° • . 

)) )) x~+z, die nach x~+l,+~ folgende ist, welche stirbt, 
• ° , • • . , • ° • , • . . • • 

und endlich 
die vom Alter x,+~ die letzte Person, die innerhalb der Zeit stirbt, wahrend 
welcher die Leibrente ausbezahlt wird. Nach dem Tode der Person, welche 
gegenwi~rtig das Alter x, hat, endigt die Leihrente. 
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Wir wollen ferner 
die Zeit, wahrend welcher x~ noch 

)) )) )) ~) x . _~  aber nicht x,, 

)) )) )) ), x.__2 aber nicht x,~_~ 

lebt, die 0 t~ 
)~ )) I t e  

)) )) ~ t e  

)) ~) )) )) x,,_, abet  nicht x,,_,+~ ), )) s ~ 
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Periode 
)) 

)) 

° 

)) 

)) )) )) ), x~+~, aber nicht x~.+~,+~ )) ), ( n - - v - - p )  ~ )) 

)~ ~ ~ ~ x~ abet nicht x~+~ ~ ~ ('n--v) '~ ),  

nennen, und mit 

(14) eo, q ~ e~, . . . . .  e, 

die gegenwi~rtigen Werthe yon je 1 Mark, welche an den, in die resp. 

0te~ l t% 2 re, . . . . .  8 te 

Periode fatlenden, Jahres-Schlt'lssen ausbezahlt werden soll. Da nun (Be- 
zeichn. 5) 

~P (, , ,  %, .. ;. z~) 

nichts anderes ist als der gegenwhrtige Werth von je l Mark, die an 

einem jeden solchen Jahres-Schlusse ausbezahlt werden soll, an welchem 
wenigsten v von den n Personen, die gegenwartig resp. das Alter x~, x~, . .  x, 

haben, noch leben, so kann man dafter auch sagen: an einem jeden Jahres- 
Schlusse, der in die 

0 re, 1 re, 2 te b i s  e i n s c h l i e s s l i c h  i n  d i e  (n--v)" 

Periode fMlt, und findet dadurch unmit te lbar  

(15) 

S = n - - V  

~ P ( x , , % . . . x ~ ) =  S e~. 
S~0 

Wir  k~nnen aber ft'tr dieselbe Grosse (5) auch einen anderen Aus- 

druck aufstellen, dessen Vergleichung mit (15) uns ohne Schwierigkeit 
die Unbekannte z~ (v) in (11) bestimmen l~sst. 

D a  _ P ( x l , x ~ , . . . x ~ + p )  den gegenw~rtigen W e r t h  yon je 1 Mark be- 
deutet, welche an einem jeden solchcn 3ahres-Schlusse ausbezahlt werden 
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soil, an welchem die v + p Personen, die jetzt  das Al te r  x ~ , x 2 , . . ,  xo+p 

haben,  alle noch leben, so ksnnen  wir  die S u m m e  der  Ausdrticke,  die 

m a n  aus 

P (z,, % , . . .  z~+~,) 

erhMt, indem man  die v + p Grsssen du rch  allc (v + p)-gliedrigc Combi- 

nat ionen ohne Wiede rho lung  und  ohne Vers te l lung der  Grsssen x~, x~, . . ,  x,, 

ersetzt, auch in folgender  Fo rm darstel len:  

2 P (%,  %, • • • z~) = dem gegenwi~rtigen Werthe yon 
der Anzahl yon je a r (0) Mark, welche an  jedem in die 0 t~ 

+ )) ~) .~ ~ % ( 1 ) .  

+ )) ~) ~) ~, %(2)  

+ 
+ ~ )) )) )) %,(s) 

+ 

Periode fallenden Jahres- 
Schhsse, das heisst so lange 
x~ noch lebt, ausbezahlt 
werden soll; 

Mark, welche an jedem in die 1 ste 
Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so lange 
z,_l aber nicht x, lebt;, 
ausbezahlt werden soll; 
welche an jedem in die 2 t~ 
Periode fMlenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so lunge 
z,,-2 aber nicht x,,-1 leb~, 
ausbezahR werden soll; 

welche an jedem in die s te 
Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so lange 
xn-~ aber nicht x,-s+l lebt, 
ausbezahlt werden soll; 

welche an jedem in die 
(n--v--p)  ~e Periode fallen- 
den ffahres-Schlusse, das 
heiss~ so ]ange x~+~ aber 
nicht x~÷~+l lebt, ausbe- 
zahlt werden soil. 

Diese Gle ichung erldtlt, un te r  Benutzung  der  soeben ihrer  Bedeu tung  nach 

festgesetzten e,, die Gestalt  
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(16) P ( ~ " " '  " ~ " + ' )  = " ' + ~  = S ~ '  ~ (")" 
$ = 0  

Was nun ap (s) betrifft, oder die Anzahl von Mark, welche an jedem in 
die s ~ Periode fallenden Jahres-Schlusse (das heisst so lange x . _ ,  aber 
nicht x._~+~ lebt) ausbezahlt werden soll, so ist ohne Schwierigkeit zu 
ersehen, dass diese Anzahl --= ist tier Anzahl der (v+p)-gliedrigen Com- 
binationen ohne Wiederholung und ohne Vertauschung der in dieser 
Periode noch lebenden n - - s  Personen yore Alter x~, x~ . . . .  x~__.; also wird 

(1.7) % (s)  = (n  = -  s ) , + p  ----- ( n  - -  s) (~  - -  s - - 1 )  . . . . .  ( n  + l - -  s - -  v - -  T )  
1 .2  . . . . . . . . . . . . . . .  (v + 1)) 

welches in (16) eingefahrt 

oo+, = S e, .  ( -  - ,).+, 
8 = 0  

ergibt, oder aueh, was dasselbe ist, 

(is) °~+v = S e, . (n .-- s)~+p, 

well ( n - - s ) , + ~ ,  = 0 wird far  s > n -  v - - p .  

Setzt man diesen Werth yon a~+~ in (13) ein. so erhi~lt man 

: S ,(v). S 
p = 0  s = 0 

.-~- S e s , 

s=f) 

diese, mit (15) verglichen, ergibt 

und folglieh 

p = O  

$~0 s~O IJ=O 
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oder, well 

welche Fomnel 

(19) 

geschrieben werden 

gilt. Setzt man  

so erhMt m a n  

C. ,I. Mahnsten. 

i m : m - - v  

1 = S zp (v). (~ - -  . ) .+ . ,  
p ~ 0  

( n - - s ) ~ + p = O  f i i r i ~ > n - - v - - s  wird, 

auch so 

1 = S zv (v). ( n - -  s),+p, 
p = 0  

/ )  = n - - v - - $  

P 

kann,  und  fo r  alle die Wer the  

s =  O, 1, 2 , . . . . n - - - v  

hierin 

n - -  v - -  s st~t~ s, 

(20) 1 = ~ z v (v). (s + v),__,, 
p = 0  

das heisst 

(21) 1 = (s + v) , .  z o (v) + (s + v),_l . z, (v) + . . . .  + (s + v), . z , - i  (v) + (s + v)°. z,(v) 

fiir alle Wer the  s - - 0 ,  1, 2, . . . .  n - - v .  

Mit Rfmksicht darauf ,  dass f a r  s----0 

(22) 1 = z o (v) 

wird,  ha t  man  also zur  Bes t immung  des z ,  (v) f o l g e n d e s  System yon 

Gle ichungen:  

(23) 

(24) 

1 = ( v + l ) , + ( v + l ) o . Z , ( V )  

1 ---- (v + 2)~ + (v + 2), .z~ (v) + (v + 2)o .z2(v) 
. . . . .  , . . . .  o . . . .  

1 = (v + k)~ + (v + ~)~_~. ~, (~) + (~ + ~),._~.z, (~) + . . .  + (v + 1,)0. ~ ( , )  
. . . .  , . . . . . .  o . . . . . . . . . . .  

1 = ( n - - l )  . . . . .  1 + ( n - - l )  . . . .  2.z,(v) ÷ ( n - - l )  . . . . . .  a.Z~(V) + . . .  
.., + (n--1),_~,-k-1. z,(v) + . . .  + (n--1)o .z . . . .  ~(v) 

1 = (~) ,_,  + (~),,_,._, .~, (v) + ( ,0 . . . .  ~. ~, (v) + . . .  + ('O,,-~-k.~k(v) + . . .  
. . .  + (..), .z .... ._,(v) + (..)o.~ ..... 0')- 
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Untor  Benu t z img  der  a l igemein  beknnnten ,  fa r  die Binomial-Coeff ieienten 

ge l tenden  Gle ichung  

(25) (m + 1 ) , . -  m,. = ~n,.-l, 

erhMt  man ,  durch  Sul) t ract ion der  F o r m e l  (23) yon (24), 

(26) 0 ----- (~7,-- 1),H. + ( ~ - -  1 ) , -~ -1  .z, (,,) + . . . .  + (n - -  1), .z  . . . . .  ~(v) + i n - -  1)o .z  ..... (v).  

Las,~en wir  in die,~er G le i chung  v in v + 1 i ibergehen,  ziehen dann die 

G le i ehung  (23) ab, und  wenden  die gebr 'auehliehe Beze i chmmg 

z~ (v + 1) - -  z~. (v) = d z,  (v) 

an, so f inden wir  

(27) ~ 1 = (n - -1)  ...... o. dz, (v) + . . .  + (n- -1) ,  . . . .  ~.. z/z~.._~(,,) + . . .  

... + ( , , --  1 ),. az . . . . .  ~ (v) + (,,,-- 1)o. az ..... (,,). 

Dadureh ,  da..~ m a n  in (23) s ta t t  v n u n  v + 1 .~etzt und  das Resu l t a t  zu 

(27) addlrt, erh'a,lt man  (weil z o ( v ) =  1) 

0 = ( n - - l )  . . . . .  , [ Z o ( v + l ) + d z , ( v ) ] + ( n - - 1 )  .... . _ , ~ [ z , ( v + l ) + a / z , ( v ) ] + . . .  

• *, "3t-(~/ , -  1)n--*'--k--1 [Zk--l(O "dr 1) ~- ~J~I.(V)] -]" etc. 

Man hnt  folgl ieh a l lgemein  

z ~ - l ( v  + 1) + dz~. (v)  = 0 

oder, was da,q.qelbe ist: 

(28) z,  (v) = - -  ~ z,._, (v + 1). 

W e n n  m a n  v = 0 in (21) setzt und  (22) bert~cksiehtigt,  so erh'Mt m a n  

0 = ~.,_~ . z, (0) + s~_~. z.~ (0) + . . .  + s, . *,-a (0) + z~ (0); 

und  well  diege F o r m e l  f~r  

s = 1, 2, 3, etc. 

gel ten soll, so f indet  man  a l lgemein  

z~ (0) = 0 ,  

und  in Folge  hiervon muss  man  in (28) das In tegra l  ~z~_.~ (v + 1 ) s o  

nehmen,  das~ e s  fiir v--=-0 versehwindet .  
Aeta malhema~lca. I. 10 
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Mit Ht~lfe der bekannten Formel ffir die Binoniial-Co(ifficienten 

(v + k),_, = @ + ~,), 

erh'a, lt man naeh und naeh aus (28) 

z, (v) --  - -  ~ ( 1 )  = ( - -  1) ' .  (v), 

z, (v) = (--1) ' . ~ ( v +  1), = ( - -1) ' .  (v + 1), 

,, (,) = ( - -1) ' .  ~ (v + 2),'= (-- 1)*. (v + 2)~ 

. . . . . . . . .  , . . . . . .  

(29) z, (v) = ( - -  1)P. ~ (v + 1' - -  1),,_, = ( - -  1)p. (v + p - -  1)p. 

Diese Bestimmung f(ir z,, (v) in (l l) einge.~etzt evgibt fftr den gesuchcen 
Lebensrenten-]Verth folgenden Ausdruck: 

(30)  "P(z , ,%, . . .x , ) - - -  S ( - 1 ) p ' ( v + v - 1 ) p "  ~v(.q,%,.. .~,, , .+p), 
p = 0  

worin mit 
~ '  P(:t,,, %, z,.+~) ,~d " " ° 

(lie Summe v(m denjenigen Funet.ionen bezeichnet ist, die man aus 
P ( . r l , X , , . . .  m,.+p) erh',dt, wenn m a n  darin alle moglichen (v+p).gl iedri-  
gen Combinationen ohne Wiederhohmg und ohne Ver.~telhmg dec Grg~ssen 
x~, ~= , . . . .% einsetzt. 

Ex. 1. FI;r ~z = 2, v--~ 1 finden wit  unmittelb'w 

'P(xt, %) = P (m,) + P (%) - -  p (a,,, %). 

Ex. 2. Far  n =  3, v =  1 i,¢t 

' v(~, , . . . . . . , , )= p(~,) + p(~,~) + P(;~.O-- [/ '(*,, ~,) + P(*,,,~;,) + P(*,,,,,)] + P(.,;, ,,,'~,.',9 

Ex. 3. Fflr n = 3, v = 2 finden wir 

2 1 '  ("P'I ' a ' , ,  ~"{:,') = ' / '  ( e l ,  re=) "Jr- P (:'~'1 ? ;7~*':1') *~ p ('l~"2' "~"2 ) - -  2 • P (')~'l })~' :"3 )" 
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Nachschrifl. 

Herr Prof. Ernst Schering in Gsttingen hat  mir gelcgentlich eine 
antiere Form der Bestimmung der Grsssen zj, (v) in der Gleichung (l l) 
mitgetheilt. Es handelt  sich mn die L/~sung der Aufgabe: 

In der Gleichu.ng (10 a), mit (9) verglichen, nemlich 

( 3 1 )  °W(x,,z,...~c~ ; i) = S ~ W(x, ;i). W(% ;i) .... 
k = v  

... W(x~; i). (1-- W(w~+r; i)).(1~ W.ix,+~; i)) .... (1 -- W(x, ;i)) 
p ~ n - - V  

= S "~ (~) .~  w(~, ;i). w(~ ;~) ...... w(~+, ;i) 
p ~ 0  

die Co~fficienten zp (v) zu bestimmen. 
Zu dem Zwecke benutzen wit die folgende, nach Potcnzen yon 0 

geordnete Reihenentwickelung 

k = n  

(32) S ~ t  W(~ ;i). t W(5;i) .... t W(li;i). (1 + 0 W(ii+~ ;i)).(1 + 0 W(;5+.., ;i)) .... 
k~V 

...(1 + OW(~,,;i)) 
p ~ n - - v  $o~av 

- -  . ° V n- - S S c(~+~,f)  v--~.o~.~w(e,;~)w(e~;,i)...~ (,o+~;~) 
p = 0  ~o=0 $ 

p = n - - v  

= S .  z(v,~, t, e).[~ w(~, ;i). w(~;i)  .... w(~,+~;/). 
p = O  $ 

Hier ist zu bemerkcn: 
. . . . .  ~'k~ . , * . ,  

sollen mit den Werthen x, . . . . .  x~, xk+~ . . . . .  x,,, 

abgesehen yon der Reihenfolge, aber ohne Wicderhohmg zuzulassen, fiber- 
einstimmen. 

2:0 ~ sell die Summation iiber alle solehe Werthensystcmc be- 

deuten, bei denen abet Platzveranderung weder der $~, $~ . . . . .  $'k unter 
sich, noch der $'k+l ~" , ~+,. . . . . .  $i, unter sich zulassig ist. 

3:o ¢~," $~ . . . .  ~+0~ sollen irgend welche v q- p der Grossen x~, x.~. ..  x. 
bedeuten, aber ohne eine Wiederholung unter diesen zuzulassen. 
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4:o ~ soll dic Summation fiber alle solche Wcrthensysteme be. 

deuten, abcr ohne eine Platzverandertmg der Grossen ~ zuzulassen, also 
die Smnmation t'~ber alle (v + p)-gliedrigen C0mbinationen der Xl,  x.~ . . .  x ,  

ohne Wiedcrhohmg und ohne Versetzung. 
5"o U(v + p , g )  sind zu bestimmende ganzc Zahlen-Co(ffficicnten, 

abhangig von v + p und ~. 
Es ist 

Z (v, p, t, 0)  = S C (v + p, ~ ) .  t~+~-~ " O~ 
f '=  0 

gesetzt, und cs ist offenbar 

(33) z r (v) -= Z (v, p,  t, O) ftir t =  + 1, 0 = - - 1 .  

Nun bedeutct U(v + p, if) augenscheinlich die Anzahl dcr mit dcm Factor 
t °+t'-~ 0 ~ vcrschcncn Glieder, welchc cnt.stchen, wcnn man in dem ersten 
Thcil der D(q)pclglcichung (32) durch Multiplication die Klammer-Aus- 
drnck,- (l + 0 W(¢~;i)) auflOst; also ist 

6' (v + 1', g)=- der Anztdfl der p-gliedrigen Combinationen, ohne Wiedcr- 
holung und ohne Verset.zung, yon v "t-p Elcmenten, das 
heisst 

(v + / ~ )  (v + l~ - -  1) . . . .  (v + 1 '  + 1 - -  ~ ) = . ( ' v  + l;)s', 
C (v + 1', f) = 1.2 . . . . . . . . . . . . . .  f 

daher 

und demnach 

Z (v,l, ,  t, O) = S (v + I % .  t~+P--~ . ~ ,  

Z ( v , l , ,  t = 1, 0 -- - -  1) : -  S ( - -  1)¢.  (, +/,)~. 
g--0 

das hcisst, zufolgc (33), 

z v (v) == S ( -  1F . (v + d')v - (-- 1)r. (v + 1' --  l);,, 
g~O 

ebenso wic in Formcl (29). 


