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die  Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, welche
gegenwiartig das Alter z, hat, am Ende des ¢*
der von jetzt an gezshlten Jahre noch lebt.

,..z,;4): die Wahrscheinlichkeit, dass # Personen, welche

e By ) 1)t

@

R E

gegenwirtig respective das Alter x,, x,,...2,
haben, am Ende des ¢“* der von jetzt an gezihl-
ten Jahre alle noch leben.

Hier und tiberhaupt im Folgenden wird vor-
ausgesetzt, dass fur alle Personen cine und die-
selbe Lebenstabelle gilt.

die Wahrscheinlichkeit, dass von # Personen, welche
gegenwirtig respective das Alter z,, x,, ..z, haben,
am Ende des i*" der von jetzt an gesshlten Jahre
wenigstens v Personen noch leben.

der gegenwartige Werth einer Lebensrente, die
mit 1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus-
bezahlt werden soll, an welchem % bestimmte
Personen, die gegenwirtig respective das Alter
%,y %,,....%, haben, alle noch leben.
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(5) "P(z,, w,...n,): der gegenwartigce Werth einer Lebensrente, die
mit 1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus-
bezahlt werden soll, an welchem von # bestimm-
ten Personen, die gegenwartig respective das Alter
x,, @,,..r, haben, wenigstens v Pecrsonen noch

leben.

27

§ 1.

In der Darstellung des Gegenstandes dieses Aufsatzes werden wir
einen Lchrsatz benutzen, auf den wir, um nachher nicht die Reihenfolge
in der Entwickelung zu unterbrechen, gleich zn Anfang die Aufmerksam-
keit lenken wollen. Dieser Satz lautet so:

Es mige W (i) die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, dass ein gewisser Zu-
stand bis zum Schluss des i** Jahres stattfindet; ferner mdgen

(6) w, (i), w, (t}, w, (%), ...ete.

die Wahrscheinlichkeiten bezeichnen, dass gewisse andere beziehungsweise Zu-
stinde bis zum Schluss desselben i*" Jalwes stattfinden; endlich mdgen

p,pP,P, P, .... etec

die gegenwdrtigen Werthe von den Jalkresrenten bezeichnen, welche jede mit
1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse ausbezahlt werden sollen, an welchem
die resp. Zustinde mnoch statifinden, die den zu Fingang dieses Satzes und
unter (6) genannten Wahrscheinlichkeiten entsprechen. Ist nun

@ W @) = a, w, 6) + a, w, (6) + a, w, (i) + . . . ete.
so ist auch
8 P=a, P +aP, +a,P, +...etc

Der Beweis folgt daraus, dass nach der Definition einer Jahresrente all-
gemein die Formel
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. wy (2) . Procegtgahl]
Pk*g P [’—H“ 100

gilt, mit deren Anwendung man die Gleichung (8) aus (7) unmittelbar erhalt.

§ 2.

Fir alle Lebensrenten- und Lebensversicherungs-Fragen, bei welchen
das Leben nur eines Einzigen in Betracht kommt, ist es der Werth der
einfachen Lebensrente, der vor- Allem als bekannt vorausgesetzt wird; und
die Losung eines dahingehorenden Problems wird als gefunden betrachtet,
wenn man einen Ausdruck hergestellt hat, der neben andern bekannten
Grdssen nur die einfache Lebensrente enthalt.

Dieselbe Rolle, welche die einfache Lebensrente einnimmt, wenn es
sich um ecin einzelnes Leben handelt, behauptet nun die (unter 4 der Be-
zeichnungen definirte) Function P(x,, z,,..#,) bei den auf verbundene
oder combinirte Leben sich beziehenden Fragen.

Auch hier wird eine Losung als gefunden betrachtet, sobald man
einen Ausdruck aufgestellt hat, welcher allein Lebensrenten von der Art
wie P(x,, z,,..x,) enthalt.

Das Problem, mit dessen Losung wir uns hier in dieser kleinen Ab-
handlung beschaftigen werden, ist von eciner so umfassenden Allgemeinheit,
dass darin die Losung einer grossen Menge von Fragen inclusive liegt,
welche die Lebensrenten fur combinirte Leben betreffen.

Dies Problem ist das folgende:

Den Werth von

°Px,, #,,..2,)

zu Dbestimmen, nemlich (wie in Nr 5 der Bezeichnungen) den gegenmwdrtigen
Werth von einer Lebensrente, welche mit 1 Mark an einem jeden Solchen
Jahresschlusse ausbezahlt werden soll, an welchem von n bestimmien Personen,
die gegenwdrtig respective das Alter xz,, «,,..x, haben, wenigstens v DPer-
sonen noch leben.

Adcta mathematica. 1 9
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§ 3.

Wir werden nun zuerst (Nr 3)
YW (w,, 2,y .. %, ; 1)

7z bestimmen suchen, nemlich die Wahrscheinlichkeit, dass von # bestimm-
ten Personen, welche gegenwirtig das Alter z,, ,,. .z, haben, am Schlusse
des ¢ der von jetzt an gezihlten Jahre, wenigstens » Personen noch
leben.

Offenbar ist diese Wahrscheinlichkeit gleich

der Wahrscheinlichkeit dass = #  Personen leben und 0 todt ist
-+ d:o » n—1 » » » 1 » »
+ d:o » #n-—2 » » » 2 » sind
+ d:o » k » » » n—Fk » »
+ d:o » v » » » B—v » P

Mit Hulfe der Bezeichnungen (1) wird nun die Wahrscheinlichkeit, dass
gerade dicjenigen & Personen, welche gegenwirtig das Alter z, «,,..x,
haben, noch den ** Jahresschluss erleben; dass aber dann die tbrigen
n — k Personen gestorben sind, durch

Wiz, ;9). W(ey;9) 0. Wie;9) . (1 — W (@415 2) . (1— W (t42;7) ... (1 — W (wy;4))

ausgedriickt, und folglich die Wahrscheinlichkeit, dass irgendwelche £ Per-
sonen unter den # Personen, die gegenwirtig das Alter z, z,, ..z, haben,
noch den " Jahresschluss erleben, wahrend die tbrigen # — k Personen

gestorben sind, durch

E Wi 1), W(z,;9) .. Wze; ). (1 — W(err;9) . (1—W(trgs;0)) .. (1— W(a,;3))
worin mit ¥ die Summe aller derjenigen Ausdriicke bezeichnet ist,
welche man erhalt, wenn man in dem Producte unter dem Summations-
zeichen alle moglichen k-gliedrigen Combinationen ohne Wiederholung
und ohne Versetzung der Grossen z,, x,,..z, ausfuhrt,

Wir finden demnach ohne Schwierigkeit fir die gesuchte Wahrschein-
lichkeit (3) folgenden Ausdruck:



<
-1

Zur Theorie der Leibrenten.

(9) vW(muwz"'%x;i):

k=n
= S 2 W(,l:l ,’I,) . VV(ZIJ.z ,’b) B W(.r,k,z) (1—W(wk+1, z))(1—~W(xk+2,z)) . (1 _— W(l’n ,1,)).
k=v .

Nun ist klar, dass der Ausdruck auf der zweiten Seite -dieser Gleichung
symmetrisch in Bezug auf z,, z, .. 2, scin, und aus Gliedern von der Form

2. X W (@ 55) Wi, 56). .. W(a;9)

bestchen muss, worin
s=wv, v+ 1, v+ 2, .. 0,

2z, == cinem noch zu bestimmenden Zahlenfactor wird, und
2 W (=, $9) . We,;0)... W(r;q)

in Ubcreinstimmung mit demr zuvor Gesagten die Summe aller s-gliedrigen
Producte, welche man aus

Wie, ;0), W, ;9),..We;9).. W, ;1)
bilden kann.

Wir haben also gefunden

(10) W (. .00 ;1) = Sz, S W0 Wiz, 0. .. W)

oder, wenn wir

v+p statb s und 2z, (v) statt 2,4,
einfithren:

pP=n—v

(108)  "Wia,2,,..2;0) = S o )XW (o, 35) . W@, 39) ... W (@eap; )

p=0
und mit Benutzung der Bezeichnung (2)
Wie,;0). Wiz, ;9 ... Wkgp;8) = W(a,,2,,..%1p; %

folglich auch:

p=n—v

vW(wuww"m“ 77’) = S ZP(’U)Z W(w;’ws”'ml'*i-}’;'i)'

r=9
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Hieraus ergibt sich mit Hulfe des in § 1 bewiesenen Satzes un-
mittelbar:

p=n—v

(11) Pl tyem) = S 5 0). XP @5, 2)

=0
worin

Ep(m11m21"m17+17)

die Summe derjenigen Ausdriicke bezeichnet, welche man erhilt, wenn man
in P(x,,,..2,.,) alle mdglichen (v 4 p)-gliedrigen Combinationen ohne
Wiederholung und ohne Versetzung der Grossen z,,,,..z, cinfubrt.

§ 4.

Es ertibrigt jetzt nur noch den Werth von 2,(v) zu bestimmen,
welches auf folgende Weise geschehen kann.
Wenn wir zur Abkurzung

(12) O‘y+p = Z P (.”l:l f we, . wu+p)

setzen, so crhalten wir

P=n—vy

(13) P (2, . . &) = S 2y (1) . Goupe

=0

Wir wollen jetzt annehmen, dass die Grossen x nach der Reihen-
folge des Eintritts des Todes der » Personen geordnet seien, so dass die

Person vom Alter x, die erste ist, welche stirbt,
» . » ,, » nichstfolgende » » »
» » Xy, P » » » »
» » @, die nach z,,,, folgende ist, welche stirbt,

. . . . . . . . . . . . .

und endlich
die vom Alter z,,, die letzte Person, die innerhalb der Zeit stirbt, wahrend
welcher die Leibrente ausbezahlt wird. Nach dem Tode der Person, welche
gegenwartig das Alter x, hat, endigt die Leibrente.
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Wir wollen ferner

die Zeit, wahrend welcher z, mnoch Iebt, die 0% Periode
» » » » x, , aber nicht x, » » 1* »
» » » » %, , aber mnicht 2,_, » » 2% »
» » » » x,_, aber nicht z,_,., » » §* »
» » » Z,y, aber nicht w,,,.; » » (B—v—p)*»

» o » » » w, aber nicht x,,, » » (m—v)* »

nennen, und mit
(14) e, ¢
die gegenwiartigen Werthe von je 1 Mark, welche an den, in die resp.

Ote’ 1te’ 2te

3oeor e

Periode fallenden, Jahres-Schliussen ausbezahlt werden soll. Da nun (Be-
zeichn. b5)

P, , 2y, ...%)

nichts anderes ist als der gegenwiartige Werth von je 1 Mark, die an
einem jeden solchen Jahres-Schlusse ausbezahlt werden soll, an welchem
wenigsten v von den n Personen, die gegenwirtig resp. das Alter z,,2,,..2,
haben, noch leben, so kann man daftr auch sagen: an einem jeden Jahres-
Schlusse, der in die

Ote, 1te 2te bis eingchliesslich in die (n—uv)%*

Periode fallt, und findet dadurch unmittelbar

§=Rn—7

(15) Pz, 7, ... 2) = S .

s=0

Wir konnen aber fiur dieselbe Grosse (5) auch einen anderen Aus-
druck aufstellen, dessen Vergleichung mit (15) uns ohne Schwierigkeit
die Unbekannte ¢, (v) in (11) bestimmen lasst. .

Da P(»,,...2,,) den gegenwirtigen Werth von je 1 Mark be-
deuatet, welche an einem jeden solchen Jahres-Schlusse ausbezahlt werden
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soll, an welchem die v 4 p Personen, die jetzt das Alter xl,xz,...x,,,;p
haben, alle noch leben, so konnen wir die Summe der Ausdriicke, die

man aus

Pz o,,... 204p)

erhilt, indem man die v + p Grossen durch alle (v + p)-gliedrige Combi-

nationen ohne Wiederholung und ohne Verstellung der Grossen #, x,,...x

ersetzt, auch in folgender Form darstellen:

2 Pz, ,o,,...2,) = dem gegenwirtigen Werthe von
der Anzahl von jea, (0)  Mark,

+ »
4+ »
+
+ »
+
4+ »

»

»

»

a, (1) - Mark,

a, (2) »
a, (s) »
'u.p(n—v—*p) »

‘n

welche an jedem in die Ote
Periode fallenden Jahres-
Schlusse, das heisst so lange
z, noch lebt, ausbezahlt
werden soll;

welche an jedem in die 1%te
Periode fallenden Jahres-
Schlusse, das heisst so lange
#,_, aber nicht =z, lebt,
ausbezahlt werden soll;
welche an jedem in die 2t
Periode fallenden Jahres-
Schlusse, das heisst so lange
%, _o aber nicht z,_, lebt,
ausbezahlt werden soll;

welche an jedem in die s*
Periode fallenden Jahres-
Schlusse, das heisst so lange
#,_, aber nicht z, .4, lebt,
ausbezahlt werden soll;

welche an jedem in die
(n—v—p)*¢ Periode fallen-
den Jahres-Schlusse, das
heisst so lange =,, aber
nicht z,.,41 lebt, ausbe-
zahlt werden sol.

Diese Gleichung erhiilt, unter Benutzung der socben ihrer Bedeutung nach
festgesctzten e,, die Gestalt '
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§=N—V~—p

(16) S P, 2, tors) = Gorp = Se, La, ().

$=0

Was nun a,(s) betrifft, oder die Anzahl von Mark, welche an jedem in
die s* Periode fallenden Jahres-Schlusse (das heisst so lange x,_, aber
nicht z,_,,, lebt) ausbezahlt werden soll, so ist ohne Schwierigkeit zu
ersehen, dass diese Anzahl = ist der Anzahl der (v p)-gliedrigen Com-
binationen ohne Wiederholung und ohne Vertauschung der in dieser
Periode noch lebenden n—s Personen vom Alter z,, 2, ....z,_,; also wird

— (- (=) (n—s—1)..... (n+1—s—v—p)
(17 @ (8) = (0 = 8oy = 1.2............ ... (v + p) ’

welches in (16) eingefthrt

$=n—y—p

Optp == S es. (n — s)v+p

s=0

ergibt, oder auch, was dasselbe ist,

§=n--»
(18) Ovtp = S»és (2 — 8)yip,
§=0

weil (n —s),,, = 0 wird fir s>n —v —p.
Setzt man diesen Werth von ¢,,, in (I3) ein, so erhilt man

p=n—1v §=n—v

VP (2, 3y, ... 2,) = S 2, (V). S e . (N — 8)oip

=0 5=0

s=n—vy  p=n—r

= S e . S 2p (V) . (R — 8)utp;

diese, mit (15) verglichen, ergibt

s$=n—v

s=n—v p=n—t
S e, = S €s . S Zp ('U) . (’n —3)1:-{-]17
s=0 s§=0 p=0

und folglich
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P=n~v

1= S50 0=,
=20
oder, weil
(n— 8)ysp = 0 fiir p >n—v—s wird,

p=n—v—s

1= S 25 (V) . (n — 8)pip,
A p=0
welche Formel auch so

p=n—v—s

(19) 1= S 2, (V). (0 — 8)pevesep

p=0
geschrieben werden kann, und fur alle die Werthe
s=0,1,2,....0—w
gilt. Setzt man hierin

n -— v — 8 statt s,

so erhilt man
p=s

(20) 1= S zp (V) . (s + V)op,

das heisst
@2 1=(s4v)y.20W)F @+ ).z, W)+ .... 46+ %@+ E+0),.2()
fur alle Werthe s =0, 1, 2,....5n — 2.

Mit Ricksicht darauf, dass fur s =0
(22) 1 =z, (v)
wird, hat man also zur Bestimmung des 2, (v) folgendes System von
Gleichungen:

1=(@+1), + (0 +1).2@)

1= (v+2),+(v+2)x z (v)+(v+ 2) g(v)

1—-(v+k),c+(v+7f);‘ 1.4, (v)+(v+k)l _9.% (v)+ +(U+7,)0 zl(v)

(03) 1= (n_l)n—z—-l + (n—l)n~v 2. % (U) + (n'—l)n —v—34%, (’U)+
+(77/_‘1>n—-1. E—1- Zk<v)+ +(?’&—1)0 Zn—p— I('U)
24 1= (n),,_v+(%),m-_1.z1 W)+ (MYpew—2.2,(0) F ... + ()p—pi- 2 (V) + ...
+(n), 2ue o1 () + () Zu—e (w).
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Unter Benutzung der allgemein bekannten, far die Binomial-Coéfficienten
geltenden Gleichung

(25) (m + 1), — m, = m,_,

erhalt man, durch Subtraction der Formel (23) von (24),

@26) 0=m—1h e+ @—Dp_por.2,(®)+ ...+ (n—1),  2a1(v) + (n—1), . 20 (¥).

Lassen wir in dieser Gleichung # in @ 4 1 ubergehen, zichen dann die
Gleichung (23) ab, und wenden die gebrauchliche Bezeichnung

7(v+ 1) — 2, (v) = dz(v)
an, so finden wir

(27) —1=(—=1)pmrma. d2, () + ... + (R —D)p—pi. d2ea (0} + ...
ceet (0—1) Doy (V) + (n—1), . dzz o (v).

Dadurch, dass man in (23) statt » nun v 4 1 setzt und das Resultat zu
(27) addirt, erhalt man (weil ¢z, (v) = 1)

0 = (1 — Daereslz, @ + 1) + d2, @)] + (1—Dss[z, (v + 1) + d2, (8)] + ..
et —1)p—i1 [Zra (w4 1) + dz(v)] +  ete.
Man hat folglich allgemein
a0+ 1) + da(v) =0
oder, was dasselbe ist:
(28) a(v) = — Ja @+ 1).
Wenn man » = 0 in (21) setzt und (22) beriicksichtigt, so erhilt man
0= 8012 (0) 4 somg 5, (0) 4 ... + 8 . 41 (0) + £ (0);

und weil diese Formel fir

s=1, 2, 3, ete
gelten soll, so findet man allgemein
2k (O) == O,

und in Folge hiervon muss man in (28) das Integral Yz, (v + 1) so

nehmen, dass es fiir .= 0 verschwindet,

Acta mathemaiica. I. 10
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Mit Halfe der hekannten Formel fur die Bimomial-Coéfficienten
N+ B)r = (v + b,
erhalt man nach und nach aus (28)
7 () = — X = (=1 (),
L) =1 Fo+1), = (=10 +1),
() =(—1". 3+ 2= (—10 (v +2),

(29) ) =(—17. Jw+p—1a=(—17.(+p—1),
Diese Bestimmung fur z,(v) in (11) cingesetat ergibt fir den gesuchten
Lebensrenten-Werth folgenden Ausdruck:

p=n—v
(80)  Ple,m,,...2) = S (1. wt+p—1r. S P (e, 2, .. o),
p=0
worin mit
V])('1'13 Lyy ot "T’?’+Z’)

die Summe von denjenigen Functionen bezeichnet ist, die man aus

P(r,,2,,...m,,) erhilt, wenn man darin alle mdglichen (v + p)-gliedri-

gen Combinationen ohne Wiederholung und ohne Verstellung der Grisssen
Xy &gy .., emsetst,

1

Ex. 1. Fur n =2, v =1 finden wir unmittelbar

Plx, @) = Px) + P(x,) — P, ,)

Ex. 20 Firn=3, »v=1 ist

'Ple,,z,,2,) = P(x) + P{«,) +T’(‘r [P(w,,2,) + P, @) + Ple, o))+ P(e,2,,,)

17928

Ex. 3. Fir =3, v = 2 finden wir

P (o, ) = Py, ) + Pl ) + Plag, ) —2. Ple,
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Nachschrift.

Herr Prof. Ernst Schering in Gottingen hat mir gelegentlich eine
andere Form der Bestimmung der Grossen 2z, (v) in der Gleichung (11)
mitgetheilt. Is handelt sich um die Losung der Aufgabe:

In der Gleichung (10 a), mit (9) verglichen, nemlich

k=n

(31) W, 2, 5) = SEW(x,;i). Wa,;5)....
k=v .

W 9) (e W (@13 0)(L— W25 ) ... (L — W (@35)

= S g (0). D Wiy 50). Wiy 5)...... W @y p35)
=0

die Coéfficienten z, (v) 2u bestimmen.

Zu dem Zwecke benutzen wir die folgende, nach Potenzen von 6
geordnete Reihenentwickelung

k=n

(32) SEtW(a;i).tW(sr,;q:)....tW(s;;i).(l + OW (G5 ). (L4 O W), ..
L+ OW(E:9)

'll

[
UQ

S (v+p, @).10+r¢ . 0¥, s‘W(;-l,z) W8 . . . Wiseip; )

I
8 i

p=n—v

(v, p, 4, 0) X WE;D. WE; D). W (i)
3

I
)

r

Hier ist zu bemerken:
l:o S &y Ghrr v én
sollen mit den Werthen o, ... .. Lh, Wiyl .o ... o,
abgesehen von der Reihenfolge, aber ohne Wiederholung zuzulassen, uber-
cingtimmen.
2:0 2 soll die Summation Uber alle solche Werthensysteme be-

=

<

deuten, bei denen abu' Platzveranderung weder der &,6,..... &, unter
sich, noch der &, & ,..... €, unter sich zulassig ist.
3.0 &,&,....§,, sollen irgend welche v + p der Grossen «, 2, ...,

bedeuten, aber ohne einc Wiederholung unter diesen zuzulassen.
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4:0 2 soll dic Summation tber alle solche Werthensysteme be

deuten, aber ohne eine Platzveranderung der Grossen & zuzulassen, also
die Summation uber alle (v 4+ p)-gliedrigen Combinationen der z,, , ...,
olne Wiederholung und ohne Versetzung.

bio C(v + p,¢) sind zu bestimmende ganze Zahlen-Coéfficienten,
abhiangig von » 4 p und ¢.

Es ist
gy
4(v,pt, 6) = S C(v+ p, g) . tro-s
p=0
gesetzt, und cs ist offenbar
(33) z2p(v) = Z{v, p, ¢, 0) fur t =+ 1, 8 =—1.

Nun bedeutet € (v 4 p, ¢) augenscheinlich die Anzahl der mit dems Factor
£r=¢ & verschenen Glieder, welche entstehen, wenn man in dem ersten
Theil der Doppelgleichung (32) durch Multiplication diec Klammer-Aus-
driccke (1 + & W (&, ;4) auflost; also ist

C(v + p,¢)= der Anzahl der ¢g-gliedrigen Combinationen, ohne Wieder-
holung und ohne Versetzung, von v + p Elementen, das

heisst
W+ P+ p—D....04+p+1—
Clo+ pyg)= P 121' ) { ,; ¢)=4('v+p)¢‘
daher
=
4(v,p, b, 0) = N (v 4 p), . E2FTP8 G
und demnach
gep
Zwpt=1 0= —1)= (— 1) (v + ple

das heisst, zufolge (33),

g—p '
zp (V) = S (— 1)y (v p)y =17 (v+p—1),
¢=0

ebenso wie in Formel (29).



