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Uber ein Problem in der Theorie der Primzahlen

Von P. Kvan

Einleitung

Das Problem, das wir hier betrachten werden, geht auf eine Vermutung von
Lehmer aus dem Jahre 1900 zuriick [1] und wurde von Landau 1909 [2] gelst.
Es gehért zu den Primzahlproblemen, welche Landau im fiinften Buche seines
Standardwerkes iiber Primzahlen [3] behandelte und zu denen er in der histo-
rischen Einleitung bemerkte: ,, Die weiteren Primzahlprobleme, um welche es sich
in diesem Buche handelt, sind keineswegs so beschaffen, dass ihre Lésung sich
durch unmittelbare Anwendung der Ergebnisse und Methoden der ersten vier
Biicher ergibt. Vielmehr muss dazu eine Reihe weiterer Uberlegungen allgemeiner
Natur hinzutreten, insbesondere in Bezug auf die bisher nur gelegentlich vor-
gekommene Benutzung Dirichletscher Reihen, welche bei freier Bahn mehrdeutige
Funktionen definieren.” [4]

Wir beschrinken uns hier auf ein typisches Problem dieser Art, indem wir
das folgende Theorem beweisen.

Theorem. Es seien A wverschiedeme zu k teilerfremde Restklassen ky+1,, ...,
ky+1; gegeben. Es sei @ (1)=1 und fiir n>1

®(n)=1 oder 0,

je mach dem alle Primzahlen von n einer jener A Klassen angehoren oder micht.
Es werde fiir die Eulersche Funktion @ (k)=kI](1—p ')=h gesetzt. Dann existiert
plk

lim 3 ©(n)-z ' logl-* ' M

T=00 NKX
und ist >0.

Da der Beweis des Primzahlsatzes fiir die arithmetischen Progressionen {(PAP)
bereits .im zweiten Buche des Landauschen Werkes enthalten ist, kann man sich
mit Riicksicht auf die oben zitierte Bemerkung Landaus die Frage stellen, ob
der Beweis von (1) mit elementaren Mitteln, d.h. ohne Anwendung der Funk-
tionstheorie komplexer Variabler, gefiihrt werden kann, wenn man den PAP als
bewiesen voraussetzt. Diese Frage werden wir im Folgenden bejahen. Da der
PAP inzwischen elementar bewiesen wurde [5], gelangen wir zu einem vollstindig
elementaren Beweis von (1).
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Der Beweis wird in zwei Abschnitte zerfallen. Im ersten Abschnitt werden
wir bloss die FEigenschaften der L-Funktionen fiir reelles s> 1 bendtigen. Wir
werden hier mit Dirichletschen Reihen reeller Variabler arbeiten, die in den
ersten zwei Biichern des Landauschen Werkes behandelt und auch bereits von
Mertens [6] beim Beweis seiner bekannten Abschitzungen fiir die Summen
> p~'log p iiber alle Primzahlen p=1, (mod k), (I;, ¥)=1, p<x beniitzt wurden.
Es "wird also im ersten Abschnitt weder von der Funktionstheorie komplexer
Variabler noch vom PAP Gebrauch gemacht werden. Wir werden die (1) ana-
loge, aber weniger scharfe Aussage beweisen:

Es ist im S ©@)n-!-log-* 'z=B, 2)

r=00 NK2T
wo By einen konstanten Wert >0 hat.

Im zweiten Abschnitt werden wir dann den PAP voraussetzen und von (2)
ausgehend rasch zum Beweis von (1) gelangen.

In meinem Vortrag beim XIII. Skandinavischen Mathematikerkongress, Hel-
sinki, 1957, der den Titel: ,,Ein Beitrag zur Viggo Brunschen Methode hatte,
skizzierte ich im Zusammenhang mit anderen Problemen auch einen Beweis von
(1). Nun erkannte jch spiter, dass (1) auch ohne Beniitzung der Viggo Brun-
schen Methode bewiesen werden kann, wihrend dies bei den anderen in meinem
Vortrag beriihrten Primzahlproblemen nicht der Fall zu sein scheint. Ich be-
handle daher den Beweis von (1) getrennt von den iibrigen Problemen meines
Vortrags und hoffe auf diese in einer spiteren Arbeit zuriickkommen zu konnen.

Erster Abschnitt

Im Folgenden bezeichnen wir mit p immer Primzahlen. Ferner sollen alle
Kongruenzen mod k verstanden werden, wobei k& immer ein und denselben festen
Wert hat. Es gilt dann

Lemma 1. Die Funktion A;(n) sei folgendermassen definiert: Es sei m eine
ganze Zahl =1, dann ist

Ai(n)=log p, wenn n=7p™ ist und p einer der Kongruenzen
p=l, (v< Q) Geniige leistet, (3)
Ay(n)=0 in allen iibrigen Fillen.
Setzen wir dann
r(x)= 3 n 1 Az (n),
n<e
80 gilt bei beliebiger Wahl der 1, und der Zahl A
[Ta(@)— AR~ log z|<C, (4)
wo C eine Konstante ist.
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Es ist
2 Am)=23 {2 pllogp+ Z Z P " log p}

n<r v<A  P=ly
<Y Dm<1'

und die dreifache Summe links muss kleiner sein als die Summe der konver-
genten Reihe

[ 0

2 2 2 p"lgp.

v<A m=2 pzlv
Hieraus und aus den in der Einleitung erwihnten Mertenschen Abschéitzungen

> pllogp=htlogz+0(1) (5)
r=ly
<z

ergibt sich (4).
Im Folgenden beniitzen wir die Abkiirzungen

Ahl=n, o, (x)= 2 O@m)nl.

nge

Ferner sollen mit C), Cy, ... immer positive Konstante bezeichnet werden.
Wir beweisen nun

Lemma 2. Fiir alle x>16 >¢° gelten die Ungleichheiten
C, log" x< g, (x)< C, log" . (6)

Aus (5) erhidlt man mittels partieller Summation die fiir beliebiges 2<% und
beliebige 1,, (l,, k) =1, giltige Ungleichheit

|2 2 p7'—9loglog «| < C,.
V<A p==l,
p<z

Es sei nun mit

on(@)=2" O @n)n?
nge
die Summe bezeichnet, in der n nur quadratfreie Zahlen durchliuft. Es ist dann
ar(2)< o, ()<} (x) 21 m =g} (x) C,

Seien weiter py,, m=1, 2, ..., {, Primzahlen, die einer der Kongruenzen p;,=I,
(v<2) Geniige leisten, und betrachten wir die Summen

S=2p ... pihs P BT pL<-<py,
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so erhalten wir leicht die Ungleichheiten

1
S<=(> 2 ph nloglogx+0)

t v<2. p=ly
T

Aus ihnen folgt

(.’l?)<l+z 1 7]10g lng+C) ec,enloglogr’

also o, (x) <e® Oy log" z. (7)

Setzen wir C,=e%(,, so ergibt sich die zweite Ungleichheit in (6).
Um auch die erste Unglelchhelt in (6) zu beweisen, betrachten wir die Funk-
tion o, (x)= Z O’ (m)n~', in welcher @' (n) folgendermassen definiert ist. Es ist

0'1)=1 und fur n>1, ©® (n)=1 oder 0, je nach dem alle Primfaktoren von
n einer der h—A teilerfremden Klassen ky-+1i,1, ..., ky+ 1, angehéren oder
nicht. In unserer Bezeichnungsweise muss also 5’ =1+% sein und es muss fir
o, (v) die Abschitzung (7) in der Form

oy (@) <Oy logl"’ x (8)

gelten. Es lisst sich nun jede natiirliche Zahl # auf eine und nur eine Weise
in zwei Teiler m,, m, zerlegen, so dass m,; der grosste Teiler von = ist, fir den
O (m,)=1 gilt, wihrend fiir m,=nm;' offenbar ©'(m,)=1 sein muss. Daraus
folgt

op(X) oy (@)= 2 7l
n<e
o, (%) >0, (x) log > Cy ' log =

Setzen wir C,=C53", so erhalten wir die andere Ungleichheit in (6).
Aus der Definition von © (n) folgt die fiir s>1 giltige Identitit

f@=20Mmn* =]] H 1-p (9)
n=1 v<d p=1,
Im Folgenden halten wir die Restklassen ky-+1,, ..., ky+1;, also auch # fest,

schreiben einfach o (x) statt o, (z) und setzen

g (@)= @n)ntlog n,

n<r

Wir beweisen nun die Identitit

g (=2 Omn tr(xnt). (10).
d
Aus f (8)=1f(s d_ log £(s)
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ergibt sich fir s>1
o0 o0
>OMmatlogn= > O@m)m *A;ww”. (1o
n=1 mw=1

Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes fiir Dirichletsche Reihen folgt aus (11)

2 Omym ™t Ay(w)w,

mwsK
also (10). Wir konnen (10) auch direkt beweisen. Ist w ein Teiler von =, so

ist O(n)=0(w) - O(mw™). Es sei nun O(r)=1. Dann ist in der iiblichen
Bezeichnungsweise

logn= > Aw)= 2> 0(w)A (),

win win
=0 (m)m uwl,
Om)yntlogn= 3 Om)m 1O w)A (w)w. (12)

Setzen wir hier ® (w)A (w)=A j(w) und summieren (I12) iiber =, so erhalten

wir (10).
Auf der Identitit (10) beruht der Beweis von

Lemma 3. Es sei N, eine positive, hinreichend gross gewiihlte Zahl und N > N,
Setzen wir dann

e=log *N, log M,=e¢"logN, r=0,1,2, ...,
worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist, so gelten die Ungleichheiten
o(N) e e &< g (M,)<o (N)ee™™, (13)
Wir erhalten fiir die Differenz o, (M,.1)— o, (M,)

O@n)ntlogn
My<n<Myiq

= 2 Omm{t;(Myam™)—1;, (M, m™ )} +

+ > O mym g (M, m™y, (14
M,.<m<M,.+1,

Fir M, <n<M,,, ist logn=(1+0()) log M, und aus (4) folgen die beiden
Abschitzungen

Tﬂ(Mr+1 mﬂl) — T (Mr m~1) = (775 +0 (82)) IOg *Mra
(M eym™)=0(e) log M, fixr M,<m<M,,,.

1}
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Es ergibt sich daher aus (14)

A+0E) 2 Omnt

Me<n<Mppq
=(17‘s+0(62))ngur(")(n)nfl—!—0(,S)MrdgM’H@)(n)nf1
oder > Om)nt=me+0(?) > Om)n " (15)
My<n<M, 1 n<M,

Addieren wir hier auf beiden Seiten > @ (n)n ' und beachten, dass
n<M,

1+9e+0 (%) = exp {ne+0 ()}
ist, so folgt 0 (M,11) = exp {ne+0 ()} o (M,)
oder mit passend gewihltem C;
e exp { —Cy £2} < o (M,11) (6 (M,)) < e™® exp {C; &}, (16)

Durch wiederholte Anwendung von (16) erhalten wir einen Beweis von (13).
Es sei nun z eine Zahl, fiir die

M, <z<M,

gilt. Es muss dann auch ¢ (M, ;)<o (x)<o(M,) sein, so dass aus der Defini-
tion von M,

o(x)=0(M,)(1+0(s) (17)
folgt.

Lemma 4. Falls es eine unendlicke Folge von natiirlichen Zahlen
N <Ny< < Ny<oee
gibt, fir welche sowohl die Abschitzungen
g (N)=B,log" Ny+o (log" Ny}, i=1,2, ..., (18)
als auch die Ungleichheiten
log Ny < log**' Ny, 0<x<1, =12, .., (19)
gelten, ist Relation (2) richlig.
Um Lemma 4 zu beweisen, beniitzen wir Lemma 3 fiir N, statt N. Wir setzen

&= log"t N, log My= exp {e;n} log N, n=1,2, ..., 8,
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log Ms,_1< log**' N, < log Mg,
also Bi=[x log log N,- logt N,j+1.
Da Cyrief=0(B,ef)=0(1) ist, erhalten wir aus (13)

o (My) =0 (N:) exp {nr.e} (1+0(1))
oder wegen (18)

o {M,)=Bylog" M., +o (log" M), n=1,2, ..., 8.
Auf Grund von (17) gilt ferner auch fiir alle z, die den Ungieichheiten

Mr;— 1 < r< MT{
geniigen, die Abschitzung

g (x)= B, log" £+ 0 (log" z). (20)

Relation (20) ergibt sich also fiir alle 2> N, und < N;,,, fir alle 2> N;,;, und
< Niyp, usw., also fiir alle x {iberhaupt.

Wir stellen nun einige bekannte, elementar bewiesene Relationen zusammen,
in denen die L-Funktionen auftreten (vgl. [3], Zweites Buch, Fiinfter Teil).

Es sei X, (n) der Hauptcharakter, %, (n), ..., ¥ (n) seien die iibrigen Charaktere
mod k und L,(s), o=1, 2, ..., k, seien die entsprechenden L-Funktionen, die
wir uns in der Form Dirichletscher Reihen denken. Es ist, wenn { (s)=>n"°
gesetzt wird, bekanntlich fiir s>1

=C(8)11;£(1—P_’)« (21)

Fir p=2,...,h und s>0 sind L,(s) konvergente, stetige und gliedweis dif-
ferenzmrbare Dmchletsche Reihen, d1e fiir 821 von Null verschieden sind.
Wenn eine Aussage iiber Funktionen von s im Intervall 1<s<2 gilt und

auch fiir den. lim richtig bleibt, falls s von rechts an 1 heranriickt, wollen wir
81

im Folgenden sagen, dass die Aussage fiir s—1 gilt. In diesem Sinne gelten die
in (22)-(26) und in (28) enthaltenen Relationen fiir s—1.
Es ist bekanntlich

L@—~(—1)t= 0(1),
log £ (s)— log (s —1)™%)= 0(8—1) (22)
log H(l~p“’)= ﬁZIles (1-p™)+0(-1).

Ferner ist hier log £ (s)= 2 J m™'p™ ™. In (22) folgt die zweite Relation aus
T om=1lp
der ersten, wahrend die dritte Relation trivial ist. Es ist fiir =2, ..., h
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=

El 2 X @ym ™ p " log p=0(1),
me= »

(23)

HYT,

1

St @mip ™= 3 2, (p)mip ™ +0 (log ).
P m=1 pm<z

Die zweite Relation in (23) gibt eine Abschitzung fiir die links stehende fiir
s>1 konvergente Reihe. Diese Abschitzung folgt leicht aus der ersten Relation
in (23) mittels partieller Summation. Weiter ist

log L, ( Z A @ymtp ™
=17

m

o0

> mtp "=ht ghx;‘(lv) log L, (s).
es

m=1 pm=l,

Aus (23), der Ungleichheit L,(1)#0 und aus der ersten Relation in (24) schliesst
man, dass

log ()= 3 3 Z(p)m~p"
m=1 p
ist und dass die Entwicklung
log L, (s)=log L,(1)+(s—1) 2 3 X, (p)m 1p "D iogp, 0<P<1,
m=1 p

gilt. Hieraus und aus der zweiten Relation in (24) folgt

§ z m—lp—ms
m=1 pm=l,
=k ! {log ((s—1)" 1)+zlog 1—p Y+ 3 %' (L) log L,(1)}+0(s—1). (25)

2<o<h

Schliesslich ist offenbar

ézm‘l{’; P 3 p™ = z S P 3 06 (20

pm==ly pm=ly

Es ist also, wenn wir wieder Zh‘1=1] setzen, log f(s) durch

> Z log (1— ")—~1710g(s—1)+ > e log L,(1)+d(1)+O0(s—1)

v<A p=ly 2<e<h
gegeben, wobei

8
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ep= h"lgl F A ()

o0 (27)
<Jl(1)=77,§c log (1-p ")+ > 22 m {7 p""~pm2 :o”'"}j

<A m= p=ly =ly
gesetzt wurde. Es ergibt sich daher
Lemma 5. Fir die in (9) definierte Dirichletsche Rethe gilt die Abschitzung

F8)=Adg(s—1) "+ 0 ((s—1)'""),
A=, K= 3 ¢ log Ly (1) +d.(1). | (28)

2<e<h

Wir werden nun beweisen, dass es eine unendliche Folge von natiirlichen Zahlen
T,<Ty<--<T;<- gibt, far die (18) gilt. Spater werden wir aus dieser Folge
eine weitere Folge natiirlicher Zahlen N, <N, < --- herleiten, fiir die sowohl (18)
als auch (19) gelten.

Lemma 6, Bezeichnet I' (y) den Wert der Gammafunkiion fir das Argument 5
und selzen wir

b,=0m)~A4,(C () log" n, S)= 3 bn’, (29)

2gngr

so gibt es fir jedes beliebig gewdhlte positive v<n eine unendliche Folge natiir-
licher Zahlen T, <T,<---, die den Ungleichheiten

|8(T))< log’ Ty, i=1,2, ..., (30)
Geniige leisten.
Wegen > n'log"' n=9"tlog" T;+0 (1) folgt aus (30) Relation (18) mit

2<ngT;

By=A4,('(n)) " und einem Restglied der Ordnung O (log’ T').

Die Reihe gs)= > b,n* (31)

n=2

ist fiir s>1 konvergent. Ferner ist fir s—1
o -
>t log"n— Jv‘s log" ' vdv=0(1).
=2

Es ergibt sich weiter

-4

*® oo
[”—s log"* wdwv= fé““s_”z"’ldz=(8——l)_'7 fe‘“’w”‘ldw,
2 J J

d 8

wobel
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—

(s—1)7" J e M dw=(s—1)" { f(w" T+ ) dw
21

=(s=1)""T (n)+0(1)
ist. Wir erhalten also

Ay T (g7t OEO: n log" 'n=4dy(s—1)"7+0(1). (32)

Aus (28) und (32) ergibt sich g{s)=0 (1), also
lg(8)|<Cq fiir s—1. (33)

Wir werden nun zeigen, dass es keine Zahl Z, geben kann, so dass fir alle
natiirlichen Zablen z>Z,

entweder nur S(@)< — log’z oder nur §(z)> log’ 2 (34)

gilt. Damit wird Lemma 6 bewiesen sein.
Aus (6) und aus > =« 'log"!'n=0 (log" 2) folgt 8 (z)=0 (log” x). Also

2gnge

ist fiir s>1, lim 27**1 8 (2) =0 und wir erhalten daher fiir s>1
g(s)= b,n™ + Z {8 (n+1)-8 (n)} (n+1)"*,

2<ngR n=R

=0 (log" R)+ g: S (n) (’If”l —(n+ 1)~s+1).

n=R+1

Nun ist weiter

[ —(n+ 1) = (s—1)n"*|<(s—1)sn?,
also gilt, wegen > n 28 (n)=0(1),
n=1

g (s)=0 (log" R)+ (s—1) § n=° 8 (n).

n=R+1
Nehmen wir nun an, dass fir alle z>Z, die erste Ungleichheit in (34) gelte

und dass B eine feste Zahl >Z; sei. Es wire dann

g(8)<O (log" R)—(s—1) E n~° log’ n

n=R+1

oder, da

10
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n”? log" n= f v log’ vdo+0O()=(s—1)""'T@w+1)+0(1) (35)
n=2
ist,
g@E)I<S —(s—1)7"T'(w+1)+0 (log" R)+ (s—1) 3, n™° log’ n. (36)

n<R

Wir kénnen in (36) s (>1) so nahe an 1 wihlen, dass |g(s)| grosser als die
Konstante Cy in (33) wird. Zu demselben Widerspruch fiijhrt die Annahme, dass
alle z>Z,; der zweiten Ungleichheit in (34) geniigen.

Lemma 7. Es gibt eine Folge natiirlicher Zahlen N, <N,<.--<N;< -, 80
dass fir 0<vy<n die Abschitzungen

o (N)=B,log" N;+0 (log’ N}), i=1,2, ..., (37)

gelten, wobei die Zahlen N, iiberdies den Ungleichheiten (19) fiir 0<x<(n—v»)n~*

gentigen. Hieraus ergibt sich
o () =B, log" + 0 (log’*"™ x)+ O (log" ¥ x), (38)

worin O0<w<§ ist. Innerhald der fir die Zahlen v, x und o oben angefiihrten
Schranken diirfen. diese drei Zahlen beliebig gewihlt werden.

Der Beweis von (38) wird auf dhnliche Weise gefilhrt wie der Beweis von
Lemma 4. Mit denselben Bezeichnungen wie dort ist

Csri 6§ <Csfiei=0 (log ¥** N))
und wir erhalten

o (M:)=0(N;) exp {77 r ey (1+0 (log”“"’ N;)
=B, log" M+ O (log"*"* M)+ 0O (log" *** M,,).

Ist M, 1<x<M,, so folgt aus (17) und der letzten Abschitzung Relation (38).
Um den ersten Teil des Lemmas zu beweisen, wihlen wir die erste Zahl N,
unserer Folge als eine so grosse Zahl der Folge 7', dass auch der Bedingung,
die wir im Anschluss an (44) angeben werden, Geniige geleistet wird. Auf Grund
von (30) ist (37) fir ¢=1 erfillt.
Weiter setzen wir

log V,<log'™* N < log (V,+1), (s—1)=log '"#* N,, (39)

wo x die Zahl aus Lemma 7 ist. Es ist zunichst

g(s)= X byn—(N,+1) T8N+ (s—1) E n 8 (n)+0(s—1).

2L ;, n=N;+1

11
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Aus ' (8)=f(s) (log f(s))’, den héheren Ableitungen f’(s), ... und (4) folgt

n<N.

> Om)ntlogt n=n(n+t)" log' N, -KZN O (n)n~ ' + 0 (log"* "1 N,),

> bynllogt n=n(n+t)"" log N, -8 (N)+O (log"* ' N,),
2L N,
(t=1, .. ; T=[2x"+1).
Es ergibt sich daher unter Beniitzung der Reihenentwicklung rechts in

n"=n"l{ > —1(——]og n-log ' t* N )t + O ((log n-log 1" ¥* N )11,

2
ogtzrt!

2<n2<mbn n’=S8(Ny) {1 +0 (l°g§“N1)} +0 (lOgn_l_éle)’

> byn T — (N, + 1) 8 (N,) =0 (log” ¥*N)). (40)

2NN,
Fiir n>= V,+1 erhalten wir
log""*"Nl ~ ]Og—1+x!2(x+1) n,

—slogn=—logn— log " #* N, - log n< — log n— log®>**V p,

E n 8 {n)=0{ § exp { — log?**Pp}n 2 8 (n)) =0 (1).

n=V+1 n=V;+1

§ a8 )= > a2 S@)+0(1). 41)

n=N+1 N<ngV,

Aus (40) und (41) ergibt sich
g)=0 (log”*"Nl)-l-(s—l)N S w8 @)+ 0(s—1). (42)

<n<v,
Wir nehmen nun an, dass fiir alle Zahlen z, die im Intervall
N, <2<V,
liegen, die erste Ungleichheit aus (34) gelte. Es wiirde dann
gE)<O (log” ¥* N)—(s=1) > nlogn+0(s—1) (43)

Ni<ngV,
sein. Wir haben also noch die Summe in (43) abzuschitzen. Es ist

(6=1) 3 n*logn=1log 1 ¥* N, (1+0 (log™¥* N})) , > nllog’n

2<ng N, <N,

=0 (log” ¥* N,),

(s—1) % 1n" log” n=1log '"#* N,-0O( g (o%P {—log** Py} n~! log" n)
n=V,+ n="V,+

=0 (log™' "¥* N,).
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Es folgt also aus (33)
(s=1) > nlog'm=1log’™*¥? N,-T'(¢+1)+0 (log" ** N,)

N;<ng 'V,
g(8)< 0 (log™#* Ny) — log"®*#9 N, -T (v +1). (44)

Fir geniigend grosses N, wird |g(s)| grdsser als C4 sein, was im Widerspruch
zu (33) steht. Ebenso ist die Annahme, dass die zweite Ungleichheit aus (34)
fur alle z im Intervall N, <z<V, gilt, im Widerspruch zu (33).

Es gibt also mindestens eine Zahl z=N,, so dass

|8 (N,)|< log’ Ny,
log N, < log N,< log'** N,

also (18) und (19) gelten. Nun lassen wir N,, N,, ... dieselbe Rolle wie frither
N, spielen. Das fithrt zu weiteren Zahlen N,, N,, ..., die (18) und (19) Geniige
leisten. Damit ist Lemma 7 und a fortiori Relation (2) bewiesen.

Zweiter Abschnitt

Lemma 8. Bezeichnet Aj(n) die in (3) definierte Funktion und setzen wir

w()= 2> Ai(n),

n<zr
so ist i (x) =nz+o (). (45)
Der PAP ist dquivalent zu
> log p=h~lzx+ox).
p=l,

e

Da z Z log p= 0 (x*)’
R s

folgt (45) aus dem PAP.
Aus (11) ergibt sich mittels des Eindeutigkeitssatzes fiir Dirichletsche Reihen

2 Omlogn=3 Omylzn). (46)

(46) lasst sich analog zu (10) auch durch direkte Uberlegung ohne Dirichletsche
Reihen beweisen.

Es sei nun é eine positive, beliebig klein vorgeschriebene Zahl, dann ist ge-
méss (45)

lpaly)—ny|<dy fir y>K. (47)
Fir y< K wollen wir nur die triviale Relation
vi(y)s2y (48)
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verwenden. Weiter ist nach (2)
|o (x) — By log" x|<dlog"z fiir 2>L. (49)
Wir wihlen nun z so gross, dass
2 KL {50)
ist und erhalten aus (46) und (48)
| "Zz O (n) log n— Khzgze) (m)pa(znY)|<2 B > OMmznl

En<Kz

| 2 0(n) logn—KZ O m)yr(znt)|<22 log K.
Weiter ist nach (47} bzw. (49)
|KZ< @(n)y)l(zn“l)——nzxz ®(n)n"1|<6zxz O @n)nl,

| > @(r)nt—B,log" (z K ")|<d log" (z K1)

KEn<gz

Hieraus folgt
2 O (n)log n=DBynzlog"z{l+o(l)}
nLe

und weiter mittels partieller Summation

> @(n)=Bo17zlog"‘1 z{1+0(1)}, (51)

ngz

d.i. (1), wobei der lim in (1) dem Werte Cp=4, (T () ' zustrebt.
Es sei erwiahnt, dass sich auch die iibrigen im achtzehnten Teil des Landau-
schen Werkes behandelten Probleme auf analoge Weise losen lassen.
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