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fiber ein Problem in der Theorie der Primzahlen 

Von  P.  K u n N  

Einleitung 

Das Problem, das wir hier betrachten werden, geht auf eine Vermutung von 
Lehmer aus dem Jahre 1900 zurfick [1] und wurde yon Landau 1909 [2] gel6st. 
Es geh6rt zu den Primzahlproblemen, welche Landau im ffinften ]3uche seines 
Standardwerkes fiber Primzah]en [3] behandelte u n d  zu denen er in der histo- 
rischen Einleitung bemerkte: ,,Die weiteren Primzahlprobleme, um welche es sich 
in diesem Buche handelt, sind keineswegs so besehaffen, dass ihre L6sung sieh 
dureh unmittelbare Anwendung der Ergebnisse und Methoden der ersten vier 
Bficher ergibt. Vielmehr muss dazu eine Reihe weiterer l~berlegungen allgemeiner 
Natur hinzutreten, insbesondere in Bezug auf die bisher nur gelegentlich vor- 
gekommene Benutzung Dirichletscher Reihen, welche bei freier Bahn mehrdeutige 
Funktionen definieren." [4] 

Wir beschr~nken uns hier auf ein typisches Problem dieser Art, indem wir 
das folgende Theorem beweisen. 

Theorem. Es seien t verschiedene zu k teil~er/remde Restklassen k y + l  1 . . . . .  
k y + l ~  gegeben. Es sei @ ( 1 ) = 1  und //& n > l  

O (n)= l oder 0, 

]e nach dem alle Primzahlen yon n einer #her  ~ Klassen angehSren oder nicht. 
Es werde /iir die Eulersehe Funkt ion q~ ( k ) = k I-I (1 - p - i )  = h gesetzt. Dann existiert 

lim ~ O (n) .x -1 log 1-~h-1 x (1) 
:r=oo n ~ X  

und ist > O. 

Da der Beweis des Primzahlsatzes ffir die arithmetischen Frogressionen (PAP) 
bereits .ira zweiten Buche des Landausehen Werkes enthalSen ist, kann man sieh 
mit Rficksicht auf die oben zitierte Bemerkung Landaus die Frage stellen, ob 
der Beweis yon (1) mit  elementaren Mitteln, d.h.  ohne Anwendung der Funk- 
tionstheorie komplexer Variabler, geffihrt werden kann, wenn man den PAP als 
bewiesen voraussetzt. Diese Frage' werden wit im Folgenden bejahen. Da der 
PAP inzwischen elementar bewiesen wurde [5], gelangen wir zu einem vollsts 
elementaren Beweis yon (1). 
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Der Beweis wird in zwei Absehnitte zerfallen. Im  ersten Absehnitt werden 
wir bloss die Eigenschaften der L-Funktionen fiir reelles s ~> 1 benStigen. Wir 
werden hier mit  Dirichletsehen Reihen reeller Variabler arbeiten, die in den 
ersten zwei Bfiehern des Landauschen Werkes behandelt und auch bereits von 
Mertens [6] beim Beweis seiner bekannten Abseh~tzungen ffir die Summen 
~.p-1 log p fiber alle Primzahlen p--l~ (mod k), (It, k )=  1, p<~x benfitzt wurden. 
Es wird also im ersten Absehnitt weder yon der Funktionstheorie komplexer 
Variabler noch vom PAP Gebrauch gemaeht werden. Wir werden die (1) ana- 
loge, aber weniger scharfe Aussage beweisen: 

Es ist lim ~. O ( n ) n ' l . l o g - ~ a - l x = B o ,  (2) 

wo B o einen konstanten Weft > 0 hat. 

Im zweiten Abschnitt werden wir dann den PAP voraussetzen und von (2) 
ausgehcnd rasch zum Beweis yon (1) gelangen. 

In  meinem Vortrag beim X I I I .  Skandinavisehen Mathematikerkongress, Hel- 
sinki, 1957, der den Titel: ,,Ein Beitrag zur Viggo Brunschen Methode" hatte, 
skizzierte ich im Zusammenhang mit  anderen Problemen aueh einen Beweis yon 
(1). Nun erkannte ich sp/iter, dass (1) auch ohne Beniitzung der Viggo Brun- 
schen Methode bewiesen werden kann, w~hrend dies bei den anderen in meinem 
Vortrag beriihrten Primzahlproblemen nieht der Fall zu sein scheint. Ich be- 
handle daher den Beweis yon (1) getrennt yon den fibrigen Problemen meines 
Vortrags und hoffe auf diese in einer spKteren Arbeit zuriickkommen zu kSnnen. 

Erster Absclmitt 

Im Folgenden bezeichnen wir mit  p immer Primzahlen. Ferner sollen alle 
Kongruenzen rood k verstanden werden, wobei k immer ein und densetben festen 
Wert hat. Es gilt dann 

Lemma 1. 
ganze Zahl >t 1, dann ist 

Die Funktion An(n) sei ]olgend~massen de/iniert: Es sei m e i n e  

A~ (n)= log p, 

A~ (n) = 0 

wenn n = pm ist und p einer der Kongruenzen 

p-- l~ (v<~ 2) Geniige lei~tet, 

in allen iibrigen Fiillen. 

(3) 

Setzen wir dann 
za (x) = ~ n -1 A~ (n), 

�9 n ~ x  

so gilt bei beliebiger Wahl der l~ und der gahl 

I ~ ( ~ ) - ~ h  -~ log x l < c ,  (4) 

wo C eine Konstante ist. 
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Es ist 

n - = A a ( n ) = ~  { ~ p - a l o g p +  ~ ~ p - m l o g p )  
n ~ x  v~,~ P~lv m = 2  p~lv  

und die dreifaehe Summe links muss kleiner sein als die Summe der konver- 
genten l%eihe 

oo o 0  

~ ~ f~iogp. 
v<,~ m=2 p~----I v 

Hieraus und aus den in der Einleitung erw~hnten Mertensehen Abschgtzungen 

p-1 log p=h -1 log x + O  (1) 

p ~ z  

ergibt sieh (4). 
Im  Folgenden benfitzen wir die Abkiirzungen 

(5) 

~h-l=~, a~(x)= ~ | -1. 
n ~ x  

Ferner sollen mit  C1, C 2 . . . .  immer positive Konstante  bezeiehnet werden. 
Wir beweisen nun 

Lemma 2. Fiir alle x>>-16 > e  e gelten die Ungleichheiten 

C 1 log" x < a ,  (x) < C~ log'  x. (6) 

Aus (5) erh/~lt man  mittels partieller Summat ion  die fiir beliebiges ~ ~< h und 
beliebige Iv, (l,, k ) =  1, giltige Ungleiehheit 

Es sei nun mit  

JX ~ p-l_~loglogx I<C 8. 
p ~ x  

~ (x) = Y* 0 (n) n -1 
n 6 z  

die Summe bezeiehnet, in der n nur  quadratfreie Zahlen durehl~uft. Es ist dann 

m - - 1  

Seien weiter ph,  m =  1, 2 . . . . .  t, Primzahlen, die einer der Kongruenzen p~m~lv 
(v~<2) Genfige leisten, und betraehCen wit die Summen 

8~ = ~ p~l ... p~l, p~... ,  pt, ~< x, p~, < -.. < p,,, 
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so erhal ten  wir leicht  die Ungleiehhei ten 

Aus ihnen folgt 

�9 ~<~ ~_--l~ tt (~/log log x + C 3 )  t. 

p~<x 

a~ (x) < 1 + t~l ~. (~ log log x + Ca) ~ = e c' e ~ log 1o~ ~, 

also a n (x) < e c* C a log n x. (7) 

Setzen wir C 2 = e  c" C4, so ergibt  sich die zweite Ungleichhei t  in (6). 
U m  auch die erste Ungleichhei t  in (6) zu beweisen, be t rach ten  wir die Funk-  

t ion a r  (x )=  ~ O'  ( n )n  -1, in weleher O'  (n) folgendermassen definier t  ist.  Es is t  
n<~x 

O' (1 )=  1 und fiir n > l ,  O'  ( n ) =  1 oder  0, je nach dem alle P r imfak to ren  von 
n einer der  h - ~ t  te i lerfremden Klassen k y §  . . . .  , k y + l a  angeh5ren oder  
nicht.  In  unserer  Bezeiehnungsweise muss also ~ ' =  1 § ~ sein und es muss fiir  
a n, (x) die Abseh/~tzung (7) in der  Fo rm 

an. (x) < C~ log 1-n x (8) 

gelten. Es lgsst  sich nun jede nat i i r l iche Zahl n auf eine und nur  eine Weise 
in zwei Teiler ml, m s zerlegen, so dass m 1 der grSsste Teller von n ist, fiir den 
0 (ml) = 1 gilt, w//hrend fiir m 2 = n m l  I offenbar O'  (m 2) = 1 sein muss. Daraus  
fo]gt 

an (x) a,. (x) >/ ~ n -1, 
n~r 

a n (x) > a~. 1 (~) log x > C21 log n x. 

Setzen wir C1= C~ 1, so erhal ten  wir die andere Ungleichheit  in (6). 
Aus der Defini t ion yon 0 (n) folgt die fiir s > 1 giltige Iden t i t~ t  

/(s)= ~ 0(n)n -s= n ~I (1--P-S) -1. (9) 

I m  Folgenden ha l ten  wir die Restklassen k y + l 1 . . . .  , k y + l~, also auch ~ lest ,  
schreiben einfaeh a (x) s t a r t  a n (x) und setzen 

a l  (x) = ~ O (n) n -1 log n. 
rt~<x 

Wir  beweisen nun die Identit /~t 

al(x)= ~ O(n)n-lv:~(xn-1). 
n ~ x  

(10) 

Aus ~ s  d / (8) = / (8) ~ log f (s) 
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ergibt  sich ffir s > 1 

O(n)  u - ~ l o g n  = ~ O ( m ) m  ~A~(w)w -~. 
nff i l  m w = l  

(] l) 

Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes ffir Dirichletsche Reihen folgt aus (l l) 

O" 1 (X) = ~ 0 (m) m -1Aa (w) w -1, 
m w ~ x  

also (10). Wir  k6nnen (10) aueh direkt  beweisen. 
ist O ( n ) = O ( w ) ' O ( n w  x). Es sei nun O ( n ) = l .  
Bezeichnungsweise 

I s t  w ein Teiler von n, so 
Dann  ist in der iiblichen 

l o g n =  ~. A ( w ) =  ~' O(w)  A ( w ) ,  
win  win  

n - l = O ( m ) m  1 w 1, 

0 (n) n -1 log n = ~ 0 ( m ) m  -1 0 (W) A (w) W- 1 
m w = n  

(12) 

Setzen wir hier O ( w ) A ( w ) = A ~ ( w )  und summieren (12) 
wir (10). 

Auf der Identit/~t (10) beruht  der Beweis yon 

fiber n, so erhalten 

Lemma  3. Es sei N o eine positive, hinreichend gross gewghlte Zahl und N >~ N o. 
Setzen wi t  dann 

e = l o g  i N ,  log M r = e  ~ r l o g N ,  r = 0 ,  1 ,2  . . . . .  

worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist, so gelten die Ungleichheiten 

a (N) e nr~ e c .... < a (Mr) < a (N) e nr~ e cSr~'. (13) 

Wir erhalten ffir die Differenz a 1 ( M r + l ) -  al (Mr) 

0 (n) n -1 log n 
Mr<n<~Mr+ 1 

= .(_.~ O(m) m l {T~(Mr+ lm-1) - ' c~ (Mrm-1)}  + 
m <~ M r 

+ ~ 0 (ra) m -I r~ (Mr+l m 1). (14) 
M r < m < ~ M r + l  

Ffir M r < n < M r +  I i s t  log n = ( l + O ( e ) )  log Mr und aus (4) folgen die beider, 
Abseh~tzungen 

v~ (Mr+l m -1) - v a  ( M r m  -1) = ( ~ e + O  (e2)) log Mr, 

r ~ ( M r + l m - 1 ) = O ( e ) l o g M r  ffir Mr<m<~Mr+l .  
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Es ergibt  sich daher  aus (14) 

(1 ~- 0 (e)) ~ 0 (n) n -1- 
M r < n < M r +  1 

=(r le+O(e~)) ~ O(n) n -1+0(~) ~ O(n) n -1 
~ < M  r Mr<n<~Mr+l 

oder ~ O(n)n-X=(r}e+O(e~)) ~ O(n)n  -1. (15) 
M r < n < M r +  1 n<~M r 

Addieren  wir hier  auf  beiden Seiten ~ 0 (n )n  -1 und beachten,  dass 
n < M  r 

1 + r/e + 0 (e ~) = exp {~ e + 0 (e~)} 

ist, so folgt a (Mr+l) = exp {~/e + 0 (e*)} a (Mr) 

oder mi t  passend gew/ihltem C 5 

e '" exp { - C 5 e 2} < a (Mr+l) (a (Mr)) -1 < e "e exp (C 5 e2}. (16) 

Durch wiederholte Anwendung yon  (16) erhal ten  wir einen Beweis yon (13). 
Es sei nun x eine Zahl,  fiir die 

Mr-1 <.x<~M, 

gilt. Es muss darm aueh a (Mr -1) < a (x) < a (Mr) sein, so dass aus der  Defini- 
t ion yon Mr 

a (x) = a (Mr) (1 + 0 (~.)) (17) 

folgt. 

L e m m a  4. Falls es eine unendliche Folye von natiirlichen Zahlen 

N I < N , < . . . < N , <  ... 

gibt, /iir welche sowohl die Absch2itzungen 

a (N,) = B o log '  h r, + o (log" hr,), i = l ,  2 . . . . .  

als auch die Unglsiehheiten 

l o g N , + 1 < l o g ~ + l N ~ ,  O < u < l ,  i = 1 , 2  . . . . .  

gel~en, ist Relation (2) r i r  

6 

(18) 

(19) 

Um Lemma 4 zu beweisen, beni i tzen wir Lemma 3 fiir N, s t a t t  N.  Wi r  setzen 

e, = l o g -  t N~, log Mr, ~ e x p  {e~ r~} log N~, r~ = 1, 2 . . . . .  ~l ,  
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log M~,_ 1 < log ~ + 1 N, < log M~,  

also fl, = [~ log log N , .  log t N,] + 1. 

Da  C 5 r, 2 = 0 (fl, e~) = o (1) ist, erhalten wir aus (13) 

a (Mn) = a (Ni) exp {~ rt e,} (1 + o  (1)) 

oder wegen (18) 

a (M,,) = B o log '  M,,  + o (log'  M~,), r, = 1, 2 . . . . .  fli. 

Auf Grund yon (17) gilt ferner auch fiir alle x, die den Ungieichheiten 

genfigen, die Absch/~tzung 

(x) = B 0 logn x + o (log ~ x). (20) 

Relat ion (20) ergibt sich also ffir alle x>~Ni u n d  ~<Ni+l, ffir alle x>~Ni+l und 
~< N,+2, usw., also ffir alle x t iberhaupt.  

Wir  stellen nun einige bekannte,  e lementar  bewiesene Relat ionen zusammen,  
in denen die L-Funkt ionen  auf t re ten (vgl. [3], Zweites Bueh, Ffinfter Tell). 

Es sei Xl (n) der Haupteharak te r ,  Z2 (n) . . . . .  Xh (n) seien die fibrigen Charaktere  
mod  k und Le (s), D= 1, 2 . . . . .  h, seien die entsprechenden L-Funkt ionen,  die 
wir uns in der Form Diriehletscher Reihen denken. Es ist, wenn ~ (s )=  ~ n ~ 
gesetzt wird, bekanntl ieh ffir s >~ 1 

L 1 (8) = ( ( 8 )  YI (1 - p - s ) .  (21) 
plk 

F i i r  ~ = 2  . . . . .  , h und s > 0  sind LQ(s) konvergente,  stetige und gliedweis dif- 
ferermierbare Dirichletsche Reihen, die f fir s >/1 yon Null versehieden sind. 

Wenn  vine Aussage fiber Funkt ionen  yon s im Interval l  l < s <  2 gilt end  
aueh ffir den lira riehtig bleibt, falls s yon reehts an 1 heranrfiekt,  wollen wir 

im Folgenden  sagen ,  class die Aussage ffir s - + l  gilt. I n  diesem Sinne gelten die 
in (22).- '(26)und in (28) enthal tenen Reiat ionen fiir s - + i .  

Es  ist bekanntt ich 

(s) - ( s -  i )  -1 = 0:(1) ,  

log r (s) - log  ((s - 1) -1) = d~(s - 1), 

log 1-I (1 - p-s)__ E 1 ~  (1 - p - l )  + 0 (s - 1). 
vlk l~lk 

(22) 

F e m e r  ist }tier log ~ ( s )=  ~ ~ m - X p  -ms. I n  (22) folgt die zweite Relat ion aus 
m~l p 

der ersten, w~hrend die dri t te Relat ion trivial ist. Es  i ~  fiir ~ = 2 . . . . .  h 
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• ~Ze(p )m- lp  - ~ l o g p = O ( l ) ,  
mffil p 

Y z0(plm l p ~ =  5 5 
mffil p m=l pm~<x 

)~q (p) m-a p-ms + 0 (log -1 x). / 
(23) 

Die zweite Relation in (23) gibt eine Absch&tzung fiir die links stehende fiir 
s >~ 1 konvergente Reihe. Diese Absch~tzung folgt leicht aus der ersten Relation 
in (23) mittels partieller Summation. Weiter ist 

]og L 0 (8 )=m=l  ~ ~, )~o (P) m l p ms, ] 

~ m- lp  ms=h-t y z;l(lv) logLe(s) �9 
m~l pm~I v o~h 

(24) 

Aus (23), der Ungleichheit Le (1)40 und aus der ersten Relation in (24)sehliesst 
man, dass 

logLq(1)= ~ ~Zq(p) m -~p-~ 
m~l p 

ist und dass die Entwicklung 

log Lq (s)= log Lq(1)+(s-1) ~ ~. Zq(p)m-lp -m(l+o(~-~)) log p, O<v~< 1, 
mr1 p 

gilt. Hieraus und aus der zweiten Relation in (24) folgt 

oo 

tYl=l pm~l n 

=h -x {log ((s- 1)-1)+ ~. log (1-p-l)+ 
p]k 2~Q~<h 

y; l  (1,) log L~ (1)} + 0 ( s -  1). (25) 

Schliesslich ist offenbar 

m-1 { ~ p . . . .  ~ p-ms} = ~ m-1 { ~ p-m _ ~ p-m} + 0 (8 -- 1). (26) 
m ~ 2 P~lv gom~lv m = 2 p~l~ pm~--.le 

Es ist also, wenn wir wieder 2 h-1 =~ setzen, log [ (s) dureh 

~. ~ l o g ( 1 - p - 8 ) = - ~ ] l o g ( s - I ) +  ~ %IogLq(1)+d(1)+O(s-1) 

gegeben, wobei 
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d ( 1 ) = r / Y  log ( 1 - p - ~ ) +  2 ~ m-a{ Y P - " -  Y. p-m}j 
pl k v<~ m ~ 2  p==_.l~ pm~lv  

(27) 

gesetzt wurde. Es ergibt sieh daher 

Lemma 5. 2'iir die in (9) de/inierte Dirichletsche Reihe gilt die Absehiitzung 

/ (s) = A o (s - 1 ) - '  + 0 ((s - 1 )1- ' ) ,  / 

Ao=e ~:, K=2<.Q<.,~ y" eol~ L~(1)+d(U'l (28)  

Wir werden nun beweisen, dass es eine unendliche F.olge yon natiirlichen Zahlen 
T a < T~ < .-- < Ti < ."  gibt, fiir die (18) gilt. Sp~ter werden wir aus dieser Folge 
eine wei~ere Folge natiirlicher Zahlen N a < N2<--- herleiten, fiir die sowohl (18) 
als such (19) gelten. 

Lemma 6, Bezeiehnet F (y) den Weft der Gamma/unktion ]iir das Argument 
und setzen wir 

b, = 0 (n) - A 0 (F (~/))-1 logn-i n, S (x) = ~ b, n -1, (29) 
2<~n~x 

so gibt es /iir jedes beliebig gewiihlte positive v< ~ eine unendliche Folge nati~r. 
licher Zahlen T 1 < T~ < . . . ,  die den Ungleichheiten 

I s (T,)J < log" T,, i = 1, 2, . . . ,  (3O) 

Geniige leisten. 

Wegen ~ n -x log "-1 n = ~/-x logn Ti + 0 (1) folgt aus (30) Relation (18) mit 
2<~n<~Tt 

Bo=A o (F 07))-1~/-I und einem Restglied der Ordnung 0 (log" Tt). 

Die Poeihe g (s) = ~ b, n -s (31) 
7 t ~ 2  

ist ffir s >  1 konvergent. Ferner ist fiir s-->l 

oo  

n -s logrt--1 . - -  f V-s ]og~ -1 v d v = O ( l ) .  
r t ~ 2  

d 

Es ergibt sich welter 

wobei 

c o  o o  0 o  

f v-S log,-l v d v =  f e?~(s-l)zn-ldz=(s_l)- ,  f e-Ww,-] d 
1 s - 1  

W ,  

9 
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( s - l )  -~ e - W w ~ - l d w = ( s - 1 )  -~ F ( ~ ) -  (w ~-1 

s - 1  0 

= (s - 1) -7 F (,/) + 0 (I) 

ist. Wir  erhal ten also 

- w ' +  .. .)dw} 

Ao(F(~)) -1 ~ n - s log€  
/~.=2 

(32) 

Aus (28) und  (32) ergibt  sich g(s)=O(1), also 

[g(s)[~<C s fiir s - + l .  (33) 

Wir  werden m m  zeigen, dass es keine Zahl  Z o geben kann,  so dass ffir alle 
nat i i r l ichen Zahlen z > Z o 

entweder  nur  S (z) ~< - log ~ z oder nur  , S (z) >~ log" z (34) 

gilt. D a m i t  wird L e m m a  6 bewiesen sein. 
Aus (6) und aus ~ n - 1 l o g  n - l n = O ( l o g  " x )  folgt S ( x ) = O ( l o g  ~x).  

2 < ~ n ~ x  

ist fiir s > I, lira x-~+lS(x)=0 und  wir erhal ten daher  ffir s > 1  
X ~ o 6  

Also 

g (s) = ~ bn n -s + ~ {S (n + 1) - S (n)} (n + l) -s+l, 
2 <~ n <~ R n = l~ 

=O(log nR)+ ~ S(n)(n -s+l-(n+l)-s+l). 
n = R + l  

N u n  ist weiter  

In - s + l -  ( n +  1)-s + 1 -  (s--  1 ) n - ~ l <  ( s -  1 ) s n  -2, 

also gilt, wegen ~ n-2S(n)=O(1) ,  
n = l  

g ( s ) = O  (log n R ) + ( s - 1 )  ~ n - s S ( n ) .  
n = R + l  

N ehmen  wir nun an, dass ffir alle z > Z  o die erste Ungleichhei t  in (34) gelte 
und  dass R eine feste Zahl  ~>Z 0 sei. Es  wKre dann  

g(s)~<O(log n R ) - ( s - 1 )  ~ n -~log "n 
n ~ R + l  

oder, da  

10 
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ist, 

o o  

n - s l o g  " n =  f v -~log ~ v d v - P O ( 1 ) = ( s - 1 )  - ~ - ' I  ~ ( v + l ) + 0 ( 1 )  
n ~ 2  

e 

(35) 

g ( s ) 4  - ( s -  1) -"F (~+ 1 ) + O  (log ~ R ) + ( s - 1 )  ~ n - '  log ~ n. (36) 
n<~R 

Wit kSnnen hi (36) s ( > 1 )  so nahe an 1 w~thlen, dass I g(s)] grSsser als die 
Konstante  Cn in (33) wird. Zu demselben Widerspruch ffihrt die Annahme, dass 
alle z > Z  0 der zweiten Ungleichheit in (34) geniigen. 

Lemma 7. Es  gibt eine Folge natiirlicher Zahlen Na < N 2 < ... < N, < . . . ,  so 
dass [iir 0 < ~ < U die Abschdtzungen 

a ( N , ) = B  olog €  ~N,), i = 1 , 2 ,  . . . ,  (37) 

gelten, wobei die Zahlen N~ iiberdies den Ungleichheiten (19)// /r  0 <  x <  (U-~)U -1 
geniigen. Hieraus ergibt sich 

a (x) = B 0 log ~ x + 0 (log "+~" x) + 0 (log ~--~+~ x), (38) 

worin 0 <  w < �89 ist. Innerhalb der [iir die Zahlen ~, ~ und o) oben ange/iihrten 
Schranken diir/en diese drei Zahlen beliebig gewiihlt werden. 

Der Beweis von (38) wird auf ~hnliche Weise geftihrt wie der Bewe'is yon 
Lemma 4. Mit denselben Bezeichnungen wie dort ist 

C 5 r, e~ ~< C 5/3, e~ = 0 (log -�89 Ni) 

und wit erhalten 

a (Mrs) = a (N,) exp {~/r~ e,} (1 + 0 (log- i+~ N~)) 

=B0 log s Mrs + O (log *+~* Mrs)+ 0 (log ~-~+~ M~,). 

I s t  ~I~s_l<~x<~Mr~, so folgt aus (17) und der letzten Absch/~tzung Relation (38). 
Um den ersten Teil des Lemmas zu beweisen, ws wir die, e'rste Zahl N,  

unserer Folge" als eine so grosse Zahl der Folge T~, dass  auch der Bedingung, 
die wir im Anschluss an (44) ange'ben werden, Geniige geleistet wird. Auf Grund 
von (30) ist (37) ftir i = 1 erftillt. 

Welter setzen wir 

10g V l~<log ~+*N l < l o g ( V ~ + l ) ,  ( s - 1 ) = l o g  -~- ~ "N~,  (39) 

wo ~ die Zahl aus Lemma 7 ist. Es ist zun~chst 

g(s)= ~ b.n-~-(Nl+l)-S+lS(Na)+(s-1) ~ n-~S(n)+O(s-1). 
2~n~N~ n=N~+l 

11 
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Aus /' (s) = / (s) (log ](s))', den h6heren Ablei tungen ]"(s) . . . .  und  (4) folgt 

0 (n) n -1 log* n=u O? + t) -x log t N I "  ~ 6) (n) n -1 + 0 (log n+t-x N 0,  
n<<.N, n<.N, 

b,,n -x log t n =~/ (~ /+t )  -1 log t N1.S(N1)+O (log"+t-~ N 0 ,  
2 ~ n ~ N ,  

( t = l  . . . .  ; T =  [2~-a]  + 1). 

Es ergibt  sich daher  un te r  Beni i tzung der l~eihenentwicklung rechts  in 

n-S=n-X t "7 l } x~ ~ (  - l o g  n . l og - l - � 89  + 0 {(log n - log- l - -~"  N 0  r~l) , 
I.O~<t~< T ~'' 

b, n -s = S (N 0 { 1 + 0 (log- �89 Nx) ) + 0 (log"- a- �89 " Nx), 
2<. n<~Nl 

b~n-S-(Nx+l)-S+lS(N1)=O (log~- �89 N 0 .  (40) 
2<~n~N, 

Ffir n >i V x + 1 erhal ten  wir 

log-  1- ~ " Nx > log-  a +'!~ r 1) n, 

- s  log n =  - log n -  log-X-�89 �9 log n <  - log n -  log~/2r 

n-~S(n)=O( ~ exp { -  log"~2~"+~)n}n-XS(n))=O(1). 
n =  V ~ + l  n ~  V l + I  

n-SS(n)= ~ n-SS(n)+O(1). (41) 
n=N,+l Nl<n~Vt 

Aus (40) und (41) ergibt sich 

g (s) = 0  ( l o g ' - t ' N 0  + ( s -  1 ) ~ n - S S ( n ) + O ( s - l ) .  (42) 
Nt< n~< V~ 

Wir  nehmen  nun  an, dass fiir alle Zahlen z, die im In te rva l l  

Nl <z< V~ 

liegen, die erste Ungleichheit  aus (34) gelte. Es  wiirde dann  

g(s)~O(log ~ - t ' N 0 - ( s - 1 )  ~ n - s l o g ' n + O ( s - 1 )  (43) 
N,< n~< V, 

sein. Wit haben also noch die Summe in (43) abzuschKtzen. Es ist 

(s-l) ~ n-S ]og~ n= log-1-�89 Nx (l + O (log-�89 Nx) ) ~ n-*log~n 
2<~n<.N t 2~n<~N~ 

=0 (log ~-�89 N 0,  

( s - l )  ~ n-~log'n=log-X-�89 
n =  Vt+X n =  V t + l  

= 0  (log -x-�89 NI).  

12 
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A R K I V  F O R  M A T E M A T I K .  4 Bd n r  1 

Es folgt also aus (35) 

( s - - l )  ~ n -~ log ~ n =  log "(1+�89 N x . F  0 , +  1 ) + 0  (log '-~u N 1) 
Na< n~< V 1 

g (s) ~< 0 (log "-�89 N1) - l og  v(l+�89 N 1 �9 P (r  + 1). (44) 

Ffir geniigend grosses N 1 wird I g (s) l grSsser als C 6 sein, was im Widerspruch 
zu (33) steht. Ebenso ist die Annahme,  dass die zweite Ungleichheit  aus (34) 
fiir alle z in-i In terval l  N I <  z ~< V 1 gilt, im Widerspruch zu (33). 

Es gibt  also mindestens eine Zahl z =N1,  so dass 

IS (N~)[ < log" N2, 

log N x < log N 2 ~< log  l+x N'I,  

also (18) und (19) ge]ten. Nun  lassen wir N2, N a . . . .  dieselbe Rolle wie frtiher 
N 1 spielen. Das  fiihrt zu weiteren Zahlen N3, N 4 . . . . .  die (18)und  (19)Genfige 
leisten. Dami t  ist L e m m a  7 und a f o r t i o r i  Relat ion (2) bewiesen. 

Zweiter Abschnitt 

Lemma 8. Bezeichnet Aa (n) die in (3) de/inierte Funktion und setzen wir 

VJ~ (x) = ~ Aa (n), 
n ~ x  

so ist V~ (x) = ~? x + o (x). 

Der P A P  ist /~quivalent zu 

log p = h - l  x + o(x). 
p=--/v 
p<~x 

(45) 

Da ~. ~ log p=O(x �89  
m : 2  p~-lv 

p m ~ x  

folgt (45) aus dem PAP. 
Aus (11) ergibt sich mittels des Eindeutigkeitssatzes fiir Dirichletsche Reihen 

0 (n) log n = ~ @ (n) yJa (z n- l ) .  (46) 
n<~z n ~ z  

(46) 1/isst sich analog zu (10) auch dureh direkte l~berlegung ohne Diriehletsche 
Reihen beweisen. 

Es sei nun (t eine positive, beliebig klein vorgeschriebene Zahl, dann ist ge- 
m/iss (45) 

] ~ a ( y ) - ~ y [ < ~ 6 y  fiir y ~ K .  (47) 

Fiir y < K wollen wir nur  die triviale Relat ion 

y~a (y) ~< 2 y (48) 

13 
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verwenden. Weiter  ist nach (2) 

] a (x) - B 0 log" x I ~< 5 log" x 

Wir w~ihlen nun z so gross, dass 

z>~KL 

fiir x >~ L. (49) 

(50) 

ist und  erhal ten aus (46) und (48) 

[ 5 |  l o g n -  5 0 ( n ) ~ a ( z n - 1 ) ]  <~2 5 (~(n) zn-1, 
n~z  Kh~Z z< K r ~ K z  

] 5 ~ ) ( n ) l o g n -  5 (~(n)~fl~(zn-X)[<-2zl~ g .  
n<~z K n ~ z  

Welter  ist nach (47) bzw. (49) 

I 5 @(n)~'~(zn-1)-~z 5 ~)(n)n-l[ <~z 5 0 ( n )  n-l, 
Kn~z  Kn<~z Ifn<~z 

I 5 | (n) n -1 - B o log" (z K-I ) ]  ~< ~ log q (z K - l ) .  
K n e e  

Hieraus folgt 

~) (n) log n = B o ~ z log n z {1 + o (1)) 
n~z 

und weiter mittels  partieller Summat ion  

~) (n) = B 0 ~  z log "-1 z {1 + o (1)}, (51) 
n~Z 

d . i .  (1), wobei der lim in (1) dem Werte  C o = A 0 ( F  (y))-i zustrebt.  
Es sei erw~hnt, dass sich auch die fibrigen im achtzehnten Teil des Landau-  

schen Werkes behandel ten Probleme auf analoge Weise 16sen lassen. 

L I T E R A T U R  

1. D . N .  LEHMER, Asymptotic Evaluation of certain totient sums. a) Amer. J. Math. 22, 293- 
335 (1900); b) Dissertation, 45 S., Chicago (1900). 

2. E. LANDAU, L5sung des Lehmersehen Problems. Amer. J. Math. 31, 86--102 (1909). 
3. E. LANDAU, Handhuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. II, Leipzig und Berlin, 

1909, S. 641-669. 
4. E. LANDAU, ibidem, S. 641 und 643. 
5. A. SELBER% An elementary proof of the prime number theorem for arithmetic progressions. 

Canadian J. Math. 2, 66-78 (1950). 
H. N. SHAPIRO, On primes in arithmetic progressions I I ,  "Ann. of Math. (2), 52, 231-243 

(1950). 
6. F. ME,TENS, Ein Beitrag zur analytisehen Zahlentheorie. J. Reine Angew. Math. 78, 46-63 

(I874). 

14 

Tryekt den 2 april 1959 

Uppsala 1959. Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB 


