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Zur Theorie der Zerlegung von Permutafionen in Zyklen

Von Osias GRUDER

Jede Permutation von n Elementen kann bekanntlich auf eine und — von
der Reihenfolge der Zyklen abgesehen — nur eine Art als Produkt zyklischer
Permutationen, die kein Element gemeinsam haben, dargestellt werden. Die
Zerlegung von Permutationen in Zyklen gewinnt bei mehreren gruppentheore-
tischen Untersuchungen eine besondere Bedeutung.

J. J. SyLvesTER! hat iiber die Zerlegung von Permutationen in Zyklen die
folgenden Sitze aufgestellt:

I. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die als Produkt von %
elementenfremden Zyklen darstellbar sind, ist gleich der Summe der Produkte
von je n—k verschiedenen der Zahlen 1,2,..., n—1.

II. Die Anzahl aller Permutationen von »n Elementen, die als Produkt von
k elementenfremden Zyklen ungerader Ordnung darstellbar sind, ist gleich der
Summe aller jener Produkte von je n— % verschiedenen der Zahlen 1, 2, ..., n—1,

in welchen die n—k Faktoren aus —— Gruppen von je 2 aufeinanderfolgenden

2
Zahlen bestehen.
III. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die als Produkt von
k elementenfremden Zyklen darstellbar sind, wobei die Ordnungen aller Zyklen
=1 (mod. m) sind, ist gleich der Summe aller jener Produkte von je n—£k
Verschiedenen der Zahlen 1,2,...,n—1, in welchen die »—% Faktoren aus

—k

—m— Gruppen von je m aufemanderfolgenden Zahlen bestehen.

SYLVESTER betrachtet hier kurz auch den allgemeinen Fall, in dem die
Ordnungen aller Zyklen=a (mod. b) sein sollen, ohne jedoch fiir diesen Fall
das Bildungsgesetz fiir die gesuchte Anzahl der Permutationen. mitzuteilen.

IV. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, deren Zyklen alle von
ungerader Ordnung sind, ist gleich

[1.3.5. ... (n—1)F fir n=2m
[1.3.5....(n—2)Pn fir n=2m-+1
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V. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, deren Zyklen alle von
gerader Ordnung sind, ist gleich

[1.3.5.... (=) fiir n=2m.

SYLvESTER hat die Sitze I, IV und V bewiesen, beziiglich der Sitze II, IIT
und des allgemeinen Falles bemerkt, dass sich dieselben durch Verallgemeinerung
der von ihm verwendeten Methode ergeben.

Zu den altesten Aufgaben, die mit der Zerlegung der Permutationen in Zyklen
zusammenhingen und zu einem Zeitpunkt gestellt wurden, da der Begriff des
Zyklus als eines Faktors der Permutation noch nicht bekannt war, gehoért das
,,probléme des rencontres‘‘.2 Diese bekannte kombinatorische Aufgabe, die dem
Gliickspiel ,,Jeu du Treize”“ entstammt und die EULER als ,,quaestio curiosa ex
doctrina combinationis’ bezeichnet hat, lautet: Wie viele der n! Anordnungen
der Zahlen 1,2, ..., n sind so beschaffen, dass keine Zahl auf ihrem ,natiir-
lichen Platze steht? Die gesuchte Anzahl ist offenbar gleich der Anzahl aller
jener Permutationen von 7 Elementen, in welchen die Ordnungen aller elementen-
fremden Zyklen =2 sind.

Die in den angefithrten Sitzen von SYLVESTER und in der erwihnten kom-
binatorischen Aufgabe behandelten Fragen konnen als Spezialfille des folgenden
allgemeinen Problems aufgefasst werden:

Es st die Anzahl aller Permutationen von n Elementen zu bestimmen, die in
eine vorgegebene Anzahl k von elementenfremden Zyklen zerfallen und in welchen
fiir die Ordnungen der Zyklen ein Wertevorrat

Ay, Aoy Qg, - o

beliebig gewdhlter, ganzer positiver Zahlen vorgeschrieben ist.

Der Behandlung dieses allgemeinen Problems und einiger Spezialfille desselben
ist diese Arbeit gewidmet.

Das Ergebnis der Abschnitte 1 und 2 lautet (Satz 1 und 2):

Bezeichnet F (n) die Anzahl aller Permutationen von »n Elementen, in welchen
die Ordnungen aller elementenfremden Zyklen dem Wertevorrat a,, a,, a,, ...

angehoren, und setzt man
2" g%
h(z)=—+—+ -
a; O

so lautet die erzeugende Funktion fiir die F(n):

"= i F(n)

2
n=0 ’i’b‘

Bezeichnet f(k, n) die Anzahl jener unter den F(n) Permutationen, die in

* P. R. pe MonTMoRT: Essai d’analyse sur les jeux de hazard, Paris, 1708, p. 54—64.
Eveex Nerro: Lehrbuch der Combinatorik, zweite Auflage von Viego BruN und Ta.
SkoLEM, Leipzig, 1927, p. 66—72.
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eine vorgegebene Anzahl %k von elementenfremden Zyklen zerfallen, so erhilt
man f(k, n) als Koeffizienten von

in der Entwicklung von ¢**® nach Potenzen von z.

Im Abschnitt 3 wird als Wertevorrat fiir die Ordnungen der Zyklen die Folge
a, a-+b, a+2b, ... angenommen, wobei die a, b beliebig gewihlte, ganze positive
Zahlen bezeichnen. Die Methode der erzeugenden Funktionen fithrt wohl auf
kurzem Wege zum Ziele, wenn der Wertevorrat a,, a,, as, . .. fiir die Ordnungen
der Zyklen ganz allgemein vorgeschrieben wird. Aber dieser Weg lisst die
eigentliche Quelle nicht erkennen, der die hier herrschenden kombinatorischen
Beziehungen entspringen. Wir haben daher die Ergebnisse des Abschnittes 3
ohne Beniitzung des Satzes 2 abgeleitet. Das Resultat lautet (Satz 3 und 4):

Bezeichnet f(k, n) die Anzahl aller aus k elementenfremden Zyklen zusammen-
gesetzten Permutationen von # Elementen, in welchen die Ordnung eines jeden
Zyklus Zza und =a (mod. b) ist, bezeichnet ferner F(n) die Anzahl aller
solcher Permutationen fiir jede mégliche Anzahl von Zyklen, so gelten die
folgenden Rekursionsformeln:

f(k,n) _f(k—1,m—a) f(k,n—b)

n—
n—1)! (n—a)! (n—b—1)!

F(n) _F(n—a)+ F(n—0)
m—1)! (n—a)!  (m—b—1)!

mit den im Text angefithrten Anfangswerten.

Fiir spezielle Werte von @, b ergeben diese Formeln die einleitend angefithrten
Siatze I bis V von SyLvester und die bekannte Losung der erwihnten kom-
binatorischen Aufgabe.

Die independente Lésung obiger Rekursionsformeln fiir allgemeine Werte von
a, b wird im Abschnitt 5 gegeben. Die hierzu erforderlichen- Ausfithrungen
konnten wir durch Einfiihrung einer kombinatorischen Matrix wesentlich abkiirzen.

Die im Abschnitt 4 eingefithrte kombinatorische Matrix

I mit Zeilen =1,2,3, ..,k

A (k’ l) = ”ars und KOlOnne 0) ) 2’ l

wird wie folgt definiert:
[l sl =zau,az:2 ceu Ok,

die Summe erstreckt iiber alle Kombinationen %-ter Klasse mit Wiederholung
%15 Y9y ..., % der Zahlen 0, 1, 2, ..., I. Besteht also die Matrix aus einer Zeile,
so ist sie gleich der Summe der Elemente dieser Zeile, besteht sie aus einer
Kolonne, so ist sie gleich dem Produkte der Elemente dieser Kolonne. Fiir die
Entwmklung dieser Matrix nach den Elementen der letzten Zeile oder der
letzten Kolonne ergeben sich einfache Formeln.
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Im Abschnitt 5 wiklen wir als Elemente der Matrix die Zahlen

1
W= aribs
In diesem Falle liefert das Entwicklungsgesetz der kombinatorischen Matrix
Rekursionsformeln, welche mit denen fiir die Zahlen f(%, #} iibereinstimmen.
Hierdurch erhalten wir das allgemeine Bildungsgesetz fiir die Anzahl aller aus
k elementenfremden Z yklen zusammengesetzten Permutationen von »n Elementen,
in denen die Ordnung eines jeden Zyklus Zq und =a (mod. b) ist (Satz b
und Korrolar zu Satz 5).

Im Abschnitt 6 werden die Satze I, II und IIT von SyLveESTER als Spezial-
falle unseres Satzes 5 bewiesen.

Der Abschnitt 7 enthilt eine Anwendung unserer Sitze 2 und 4 auf die
erwihnte kombinatorische Aufgabe. Die fiir diese Aufgabe von verschiedenen
Autoren aufgestellten Formeln kénnen auf Grund dieser Sitze auf kurzem
Wege bewiesen werden. Ferner ergibt sich hier das folgende Resultat:

Bestimmt man ein Polynom H,(z) durch die symbolische Rekursionsformel:

(Hz)+2)"=z(z+1)(z+2) ... (z+n—1), nzl,

Hy(x)=1, (H()"=Hn(z)
und setzt ’

H,(z)=

TM:

(k nyz*, H,(1)=Pa,

so ist der Koeffizient p(k, n) gleich der Anzahl aller jener Permutationen von
n Elementen, die jedes Element durch ein von ihm verschiedenes ersetzen und
in k elementenfremde Zyklen zerfallen. Fiir den Spezialfall z=1 tibergeht obige
Rekursionsformel in eine bekannte Formel (P-+1)"=n! fiir die Anzahl aller
Permutationen von n Elementen, die jedes Element durch ein von ihm ver-
schiedenes ersetzen. ;

Das nihere Studium obiger Rekursionsformel fiir die Polynome H, (z) ergibt
eine Ubersicht iiber die Verteilung aller n! Permutationen in: 1) Permutationen,
die In eine vorgegebene Anzahl %k von elementenfremden Zyklen zerfallen,
2} Permutationen, die bei Zerlegung in elementenfremde Zyklen eine vorgegebene
Anzahl s=0 von Zyklen vor. der Ordnung 1 aufweisen, 3) Permutationen, fiir
welche die Anzahl k& und die Anzahl s gleichzeitig vorgeschrieben sind.

Im Abschnitt 8 werden die entsprechenden Beziehungen fiir die Anzahl aller
jener Permutationen von n Elementen abgeleitet, die bei Zerlegung in elementen-
fremde Zyklen keinen Zyklus von weniger als ¢ Elemente aufweisen. Die hier
erhaltenen Formeln geben ein Bild dariiber, wie alle n! Permutationen durch
die Zahl a in gewisse Teilgesamtheiten verteilt werden, die keine Permutation
gemeinsam haben. Der Spezialfall a=2 fiihrt auf die wiederholt erwihnte
,,quaestio curiosa ex doctrina combinationis®.

Im Abschnitt 9 wird gezeigt, dass man der bekannten kombinatorischen
Definition der Zahl e

n!

e=lim —
n->e0 Pn
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(P. bezeichnet, wie oben, die Anzahl aller Permutationen von »n Elementen, die
jedes Element durch ein von ihm verschiedenes ersetzen) dhnliche kombinatorische
Definitionen fiir zwei andere transzendente Zahlen, fiir die Eulersche Konstante
und fiir die Zahl «, zur Seite stellen kann.

1.
Zerfillt eine Permutation von » Elementen in % elementenfremde Zyklen,

und zwar in a, Zyklen (a;20) mit je einem Element, in a, Zyklen (a, = 0) mit
je zwel Elementen, ..., so ist

y+2a,4 - tnap=mn,
(1) at ay + o+ an =k,
320, a,20, ..., a,20.
In der symmetrischen Gruppe aller n! Permutationen gibt es genau

n!
ol agl ... anl 1919%  pfn

)

Permutationen, die vollkommen gleichartig in % elementenfremde Zyklen (also
in a; Zyklen von der Ordnung 1, in a, Zyklen von der Ordnung 2, ...) zer-
fallen.® ‘

Es soll zunidchst der Ausdruck (2) so umgeformt werden, dass an Stelle der
Anzahlen ay, a,, ... a» die wirklich vorkommenden Ordnungen ¢, c,, ... cx der
k Zyklen (¢>>0) in Evidenz gesetzt werden. Zu diesem Zwecke vermerken
wir den

Hilfssatz: Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die in k elementen-

fremde Zyklen mit den vorgegebenen Ordmumgen cy, c, ... cx zerfallen, ist gleich
' n! 1

3 -
3) Ic!zclcz...c;c
wobei die Summe iber alle Anordnungen (Permutationen tm Sinne der Kombinatorik)
der Zahlen ¢, c,, ..., cx zu erstrecken ist.

Beweis: Sind unter den Zahlen ¢, ¢,, ..., cx etwa a Zahlen gleich «, b Zahlen
gleich B, ..., so ist:

€16y ...c=0ap" ... 0"
1 _ 1 k!
€€y ... a®BP ... 0% alb!...d!

® A. CaucHy: Qeuvres complétes, 1™ Série, Tome 9, p. 421 (Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences, Paris, Tome 21, p. 1123). Der von Cauvcuy fiir (2) gegebene Beweis ist auch
bei J. A. SErrET: Handbuch der héheren Algebra (deutsch von G. Wertheim), Band II p. 218
der 2. Auflage, angefiihrt,
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wodurch (3) auf (2) zuriickgefithrt ist. Der Ausdruck (3) ist also nur eine andere
Schreibweise fiir (2), eine Umformung, die sich fir unsere Zwecke als sehr
bequem erweisen wird.*

Es soll nun die Anzahl aller Permutatlonen von 7n Elementen bestimmt
werden, die in k elementenfremde Zyklen zerfallen, wobei die Ordnungen
%y, Ty, ..., 7x der Zyklen gewissen Bedingungen geniigen sollen. Als allgemeinste
Fassung wilhlen wir die Bedingung, dass die z, z,, ..., #x einem beliebig vor-
gegebenen Wertevorrat angehéren sollen und stellen die Frage nach der Anzahl
solcher Permutationen.

Satz 1. Bezeichnet f(k, n) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen,
welche die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. Jede Permutation zerfillt in k elementenfremde Zyklen.

2. Die Ordnungen der Zyklen sind Zahlen eines beliebig vorgegebenen Wertevorrats
ganzer positiver Zahlen:

(4) ay, Agy - - -, s,
so besteht die Beziehung:
n! 1
5 —_ -
( ) (k n) z$1$2...17k

In (9) st die Summe iiber alle jene Losungen von
(6) oHtot o tre=n

zu erstrecken, die dem Wertevorrat (4) angehiren.
Beweis. Es seien

(£33 i ()
e, e, ..., ch

1=1, 2,

* Nachstehend sei noch ein anderer (direkter) Beweis von (3) angefiihrt:

Es ist auf
_(n) (n—cl) n-cl—c,) _ n!
g Cy Cy Ca clegl . oek!

Arten méglich, aus n Elementen zuerst einen Komplex von ¢, Elementen, dann einen Kom-
plex von ¢, Elementen, ..., schliesslich einen Komplex der letzten ¢z Elemente heraus-
zugreifen. Fasst man jeden Komplex als einen Zyklus auf, so erhialt man Permutationen
von der Form
— (o) 41 1 2 2, K (k)
P—(e(l)e2 e(cl)) (3(1)"'6(%)) (ei)...eck).

Jede der g Arten ergibt je
h=(c, = 1)1 (cg—1)!... (ck—1)!

solcher Permutationen, wenn man innerhalb eines jeden Zyklus die Elemente in jeder mog-
lichen Reihenfolge anordnet. Befinden sich unter den Zahlen ¢y, c,, ...ck etwa a Zahlen
gleich «, b Zahlen gleich £, ..., so sind von den so erhaltenen g 2 Permutationen je

t=a!b!...d!
identisch, da sie sich rur durch die Reihenfolge der Zyklen gleicher Ordnung unterscheiden.

Man erhalt also
g_l_r,_ n! 1 _n'z 1
t ¢ Cz...cCk alb!...d! k!“c,cy.-.ck

verschiedene Permutationen von der Form P und es ist offenbar, dass man auf diesem
Wege auch alle Permutationen von n Elementen und der Form P erhalten muss.
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alle Kombinationen At Klasse mit Wiederholung der Zahlen (4), fiir welche
die Bedingung
A+ + e =n

erfillt ist. Alle diese und nur diese # Kombinationen kommen als Ordnungen
der k& Zyklen in Betracht. Gibt es keine solche Kombination der Zahlen (4),
s0 ist sinngemiss und auch nach dem Wortlaut des zu beweisenden Satzes
f(k, n)=0. Es sei also r=1. Setzt man fiir ein festes 7:

n! 1
BRI T
wobei die Summe iiber alle Anordnungen (Permutationen im Sinne der Kom-
binatorik) der k¥ Zahlen ¢, ..., ¢ zu erstrecken ist, so ist A; nach dem vor-
angestellten Hilfssatz gleich der Anzahl aller Permutationen von n Elementen,
die in k elementenfremde Zyklen mit den Ordnungen ¢f, ..., ¢ zerfallen. Fiir
die Anzahl f(k, n) der im Satz 1 angefithrten Permutatlonen gilt offenbar:

Santd
k)= .
f( ) i‘:l k' zz (i) (i) --CI;)
Da of, ..., ¢ eine Lésung von (6) ist, so ist auch jede andere Anordnung

dieser £ Zah]en eine Losung von (6), und es ist daher:

PN S, S
bl SO T Ty ...

Tr

wobei die Summe rechts iiber alle ganzzahligen positiven Losungen von (6) zu
erstrecken ist, die dem Wertevorrat (4) angehéren.

Korollar 1. Die Anzahl aller aus k elementenfremden Zyklen zusammengesetzten
Permutationen von n Elementen, tn welchen die Ordnungen aller Zyklen

=g (mod. b) und Za
sind (a, b ganze positive Zahlen), ist gleich

n! 1
@ lﬁz(a+bzl)(a+bz2) o (atbz)

wobetr die Summe fdiber alle ganzzahligen, nichinegativen Liosungen der Gleichung

—ak
2Tzt +zk=LI)L
2u erstrecken ust.
Bewews: Als Wertevorrat (4) wihle man:
a,a+b, a+2b, . +Lb-a—kb
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-

Naturgemiiss muss n=ak (mod. b) und nZak sein; fiir ein n, welches diese
beiden (notwendigen und hinreichenden) Bedingungen nicht erfiillt, gibt es keine
Permutation von der im Korollar 1 beschriebenen Art.

Korollar 2. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die jedes Element
durch ein anderes ersetzen, ist gleich

=) n! 1

a3 Bl M N 4

8)

Hier ist die innere Summe iber alle Lisungen der Gleichung:
Ttxt - tom=n
in ganzen positiven Zahlen, die =2 sind, 2u erstrecken.®
Beweis: Als Wertevorrat (4) wihle man:
2,8, ..., n—2k+2.

Korollar 3. Die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die in k elementen-
fremde Zyklen zerfallen, ist gleich

n! 1
K<z, ... o

(9)

wober die Summe diber alle Lisungen der Gleichung:
Tyt xpt o +xe=n
in ganzen positiven Zahlen zu erstrecken ist.

Beweis: Als Wertevorrat (4) wihle man:

L2, ..., n—k+1.

2.

Der hier folgende Satz ermoglicht es, erzeugende Funktionen fiir die Anzahl
F (n) aller Permutationen von n Elementen aufzustellen, in welchen die Ordnungen
der Zyklen beliebig vorgegebenen Teilbarkeitsbedingungen geniigen. Es ergibt
sich hierbei ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen der erzeugenden
Funktion

2 F(n)= (F(0)=1)
fir die Zahlen F(n) und einer anderen Potenzreihe, deren Koeffizienten in

einfacher Weise die Anzahl jener unter den F(n) Permutationen zu bestimmen
gestatten, die in eine vorgegebene Anzahl von Zyklen zerfallen.

® Die Formeln (8) und (9) wurden auf anderem Wege von E. SCHRODER bewiesen. Archiv
der Mathematik und Physik (Grunert-Hoppe), 68. Band, 1882, p. 366, 374.
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Satz 2. Es bezeichne
(10) Uy, G, A, . ..
eine (endliche oder unendliche) Folge beliebig gewdihlter, ganzer positiver Zuhlen,

die ungleich und der Grosse nach geordnet sind (a;<<aiv.). Zu jedem endlichen n
gehore als |, Wertevorrat™* die Gesamtheit

(]‘1) al; a2: ey @5

aller jener Zahlen von (10), die <n sind.

F(n) bezeichne die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die (bei Zer-
legung in elementenfremde Zyklen) als Ordnungen der Zyklen nur Zahlen des
Wertevorrats (10) aufweisen, und f(k, n) set die Anzahl jener der F (m) Permuta-
tionen, die in k elementenfremde Zyklen zerfallen. Ferner sev definitionsmissig:

(12) F0)=1, [(0,0)=1, (0, n)=0 fir n=1,

Setzt man:

Zal z(l.z
(13) B =
so bestehen die folgenden Beziehungen:
(14) f()*eh(z)”zF(n‘,
(15) m>~gru@)
(16) @=3 (ke

Beweis®: Durch Vergleich von (13) mit

z 22 2P
R R

erkennt man, dass % (z) und daher auch alle bei diesem Beweis vorkommenden
Potenzreihen fiir |z]<C1 konvergent sind. Setzt man:

(h@) = 380 ()"
so folgt aus (13):
an Suh= 2

wobel diese Summe iiber alle jene Losungen von

X to+ - tag=n

® Wir beniitzen bei diesem Beweis eine Verallgemeinerung der Methode, nach welcher
SYLVESTER den in der Einleitung angefithrten Satz I bewiesen hat.
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zu erstrecken ist, die dem Wertevorrat (11) angehéren; fiir jene n, fiir welche
es keine solchen Lésungen gibt, ist demgemiss:

S (k) =0.
Aus (17) in Verbindung mit (5) ergibt sich
k!
S (k)=;;’!f(lw n)
Es ist also:
o0 Zk e 2 2"
erO=3 S k@) =23 " 3 flkn)
K=o k! k=0 n=k '

Ordnet man die Doppelsumme rechts’ nach Potenzen von z, so ergibt sich:
o0 Z n
zh(z) v
Zoui 2,/
Hierdurch erscheint (15) und (16) bewiesen.
Nach der Definition von F(n) ist:

F)=f(,m)+f@2n)+ - +fn,n) fir nz1,
(Die Zahlen f(k,n) konnen natiirlich auch gleich Null sein). Nach (12) darf
rechts das Glied f(0,n) hinzugefiigt werden; es ist also:
(18) Fn)y=73 f(k,n)=H,(1) fir n20,

k=0

womit auch (14) bewiesen ist.
Die in der Einleitung erwidhnten Sitze I, IV und V von SYLVESTER kann man
leicht als Spezialfille des Satzes 2 ableiten.

Wihlt man als (10) die Folge 1, 2, 3, ..., so ergibt sich der Satz I, wie folgt:

1 1
-, @ 1=

h(z)=1

(19) Hn(x)=(—1)"n!(_nx) =g(z+1)...(ztn—-1) fir n=1.

Der Vergleich von (19) mit (16} ergibt unmittelbar den Satz I von SYLVESTER.®

" Das ist erlaubt, denn nach der Definition von f(k, n) ist f(k, n)-<n! also

oG z" 1
—_ _ i <1.
ngkf(k,n)n! <1—|z| fiar J2f <1

® Um den Satz II und III auf demselben Wege zu erhalten, hat man als (10) die Folge
1,1+b,1+2b,... zu wahlen. Wir unterlassen hier die Durchfithrung der diesbeziiglichen
Rechnung, um im Abschnitt 6 den Sats III als Spezialfall eines anderen Satzes und nach
einer anderen Methode zu beweisen.
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Wird als (10) die Folge 1, 3, 5, ... gewihlt, so erhilt man den Satz IV:

1+2 1 z -
/j(Z)“l 1“_2 ]—/i;zvl"‘**fé: ZF(")—:

; F@2n)_F@n+l) of — 4
(20) 2n)!  2n+1)! ‘(”1)( )

Wihlt man als (10) die Folge 2, 4, 6 ..., so ergibt sich der Satz V:

f(z):VT)—Tzé:n=oF(n)7;_"

@l w——‘f:(—l)"(;f), F@n+1)-=0.

Es seien noch die folgenden zwei Korollare zu Satz 2 vermerkt:
Korollar 1. Die Polynome H,(x) geniigen der Rekursionsformel:
Hy (@) _ (E @), Hroay(@) | Hooas @))
(n—1)! (r—a))!  (n—ay)! (n—as)!
fiir alle n des Intervalls:

(23) as =N < dsi1.

Ferner 1ist:

(22)

Ho(x)z > Hn(z)zo fur 1§n<a1,

(24) '
H,(x)=(n—-1)!=z fir n=a,.
(1

Beueis. Differenziert man (15) nach z so ergibt sich:

-3 0 n 1
‘“‘(Z 3 Hn (@)= 3 @) o5

Hieraus folgt durch Vergleich der beiderseitigen Koeffizienten von 2"7! die
zweite der Gleichungen (24) fiir 1Sn<la;, und die Formel (22) fiir alle n des
Intervalls (23).

Die erste der Gleichungen (24) folgt aus (12) und (16), die dritte aus (22)
fir s=1.

Korollar 2. Fiir die im Satz 2 niher beschriebene Anzahl F (n) von Permuta-
tionen gilt die Rekursionsformel:

25 = dir as < .
( ) (n~1)! 2 Jur as = n<ldss
F0)=1, F(n)=0 fir 1=n<a,

(26)
Fn)=(n-1)! fir n=a,.
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Beweis: Man setze in (22) und (24) =1 und beachte (18).

Durch Vergleich der Koeffizienten von z* auf beiden Seiten von (22) und
(24) ergibt sich eine ahnliche Rekursionsformel auch fiir die Anzahl f (&, n) jener
der F(n) Permutationen, die aus & elementenfremden Zyklen zusammengesetzt
sind.

3.
Die weiteren Ausfithrungen beziehen sich auf den Fall, dass als (10) die Folge

a,at+b, a+20b,

gewahlt wird, Es ware leicht moglich, die fiir diesen Fall geltenden besonderen
Formeln fur F(n) und f(k, n) aus (22) abzuleiten. Wir wahlen jedoch einen
anderen Weg, und zwar aus dem folgenden Grunde: Die im Abschnitt 2 ange-
wendete Methode (Vergleichung von Koeffizienten von Potenzreihen) fithrt auf
kurzem Wege zum Ziele, vielleicht auf dem kiirzesten, wenn die Folge (10)
ganz allgemein gegeben ist. Aber dieser Weg lisst die eigentliche Quelle nicht
erkennen, der die hier herrschenden kombinatorischen Beziehungen entspringen.
Wir werden daher die nichsten drei Sitze ohne Beniitzung des Satzes 2 und
nach einer anderen Methode ableiten.

Zu diesem Zwecke beweisen wir zunichst einen Hilfssatz iiber den Ausdruck

1

Xy Ty ... Tk

H

diese Summe erstreckt iiber alle jene Lésungen der Gleichung
(27) Lyt xp+ ot x=n

die dem Wertevorrat
a,a+b,a+2b,

{a, b ganze positive Zahlen) entnommen werden kénnen.®

® Die Anzahl der Lésungen von (27) in ganzen, nichtnegativen Zahlen ist bekanntlich gleich
nt+k—1
( k-1 ) '
(Einen kurzen Beweis dieser Formel ergibt die spiter, im Anschluss an (71), gemachte

Bemerkung.)
Setzt man in (27) a;=a+bz;, so ergibt sich:

n—ak
Z Ay e +zk=—b~~~=l.
Die Anzahl aller Lésungen von (27), die dem Wertesystem «, a+b, a+ 25, ..., entnommen

werden konnen, ist also gleich
I+k-1
k-1
Naturgemiss muss, wenn solche Losungen existieren sollen, I eine ganze nichtnegative Zahl sein.
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Hilfssatz. Fiir ganzzahlige, michinegative k, | sei g (k, 1), wie folgt, definiert:
(28) g(0,0)=1, ¢(0,))=0 fir I>0 ‘

1
{a+bz)(a+bzy) ... (a+bz)

(29) gk, =3 fir kz1, 120;

n (29) ist die Summe ither alle Lisungen der Gleichung
(30) st =1

wm ganzen wichinegativen Zahlen 2u erstrecken; a, b bezeichnen belichig gewdhlie,
ganze posutive Zahlen.
Fiir die so definierten g (k, 1) besteht die Rekursionsformel:

(31) (ak+bl)g(k,z)=kig(k~1, A fir k21,120
i-0

mat den Anfangsbedingungen (28).
Beweis: Fir k=1 folgt aus (31):

1

32
(32) 0 (L=
in Uebereinstimmung mit (29); es ist daher (31) nur fiir 422 zu beweisen.
Fithrt man

=q+bz;, n=qk+bl
in (30} ein, so folgt aus

BtE,t - to=n
fir k=29

n 1 1 ‘ 1

+ .
Ty Xy ... 2 Loz oo Tz 7Ty ... Tk Ty Ly + oo Th—3

Es ist daher auch

63 Z ey a3t

$1$2 Lo Xy » .. & wlzs.,.mk Ty Ty oo Tp-1

wenn in (33) z; wieder durch a+ bz ersetzt und jede Summe iiber alle ganzen
nichtnegativen z,, 2,, . . ., z¢, fiir die

tzgt o tap=
ist, erstreckt wird.
Die linke Seite von (33) ist mit (ak+bl)g(k, ) identisch; fiir die rechte
1

Seite gilt :
2__ —Z~ - =y

LaZg oo g Ly Ty oo Xi Zy Ty oo Th-1
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und jede dieser & Summen!® ist gleich _
g(k_170)+g(k_—1>1)+"'+g(k—1’ l)’

womit (31) bewilesen erscheint.

Ersetzt man in (31) I durch I+ 1 und subtrahiert (31) von der so erhaltenen
Gleichung, so ergibt sich die zum Beweis des nichsten Satzes dienende Rekur-
sionsformel :

(34) (ak+b(I+1)) gk I+ =(ak+bl)g(k,l)+kgk—1,1+1) fir k=1, [20.
Satz 3. Bezeichnet f(k,n) die Anzahl aller aus k elementenfremden Zyklen

zusammengesetzten Permutationen von n Elementen, in welchen die Ordnungen aller
Zyklen
=a (mod. b) und Za
sind, und wird fir k=0 definitionsmdssig
(35) f(0,00=1, [(0,n)=0 fir nz1
festgesetzt, so besteht die Rekursionsformel:
1 (k, n) _ f(k,n—0) +f(k—l, n—a)
n—1)! (m—b-1)1" (n—a)!

(36)

fiir alle Wertesysteme ganzzahliger

(37) ' azl b21l, kzl1, nzl.

Hierber wird jedoch festgesetzt, dass in (36) rechts der erste Summand fiir
(38) n=1,2 ...,b

und der zweite Summand fiir

(39) n=1,2..,a—1 (also nur fiir a>1)

durch Null zu ersetzen ist.

Als Anfangswerte gelten (35) und:
(40) fln)=(®m—-1)! fir n=a (mod. b) und Za
f(1,n)=0 fiir alle anderen .

¥ Die i*® dieser & Summen:
Z !
(@+bz) ... (a+bz_ ) (@a+bz ) ... (a+bz,)

ist iiber alle ganzen, nichtnegativen Ldsungen der Gleichung
Zytzyt ety tzy gt tz=log

fiir die Werte 2,=0, 1,...1 zu erstrecken. Es ist also jede der k¥ Summen iiber dieselben
Systeme von je k—1 Zahlen zu erstrecken.
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Ferner ist:

(41) f(k,ak)=

(a k)
kla*

Der Wert von f(k,n) ist dann und nur dann von Null verschieden, wenn die
beiden Bedingungen

(42) n=ak (mod. b), nZak

erfillt sind.

Beweis. Ist f(k,n)>0, so ist (42) erfiillt und umgekehrt. Die zweite der
Formeln (40) folgt aus dem Nichterfiilltsein von (42). Die erste der Formeln (40)
und die Formel (41) folgen aus (7). Es ist also nur noch (36) zu beweisen. Zu
diesem Zwecke unterscheiden wir die folgenden drei Fille:

1. fk,)>0 und n>ak
2. f(k,n)>0 und n=ak
3. f(k,n)=0.

Ad 1. Nach (7) und (29) ist
n!
(43) [k, m)=55g (k1)
fiir alle ganzzahligen
azl, bz1l, k21, 120, n=ak+bl

Nach (28) und (35) gilt (43) auch fiir k=!=n=0. Fithrt man nun (43) in (34)
ein, so ergibt sich die Richtigkeit von (36) fiir die Werte

n=ak+bl, 1z=1.

Ad 2. Ist n=ak, so ist in (36) der erste Summand rechts fiir n<b wegen
(38) und fiir n>b wegen (42) durch Null zu ersetzen. Es iibergeht also (36)
fir n=ak in .

fkyn) f(k~1,n—a)
(n—-1)! (n—a)!

und diese Formel ist durch (41) erfiillt.
Ad 1. und 2. Die Werte

n=ak, ak+b, ak+20,...
umfassen nach (42) alle jene und nur jene Wertesysteme von
ezl, bzl, k21, nzl,
fiir die f(k,n) von Null verschieden ist.
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Ad 3. Ist f(k,n)=0, so sind auch die beiden Summanden auf der rechten
Seite von (36) gleich Null, und zwar der erste Summand fiir » <6 nach (38)
und fiir »>b nach (42), der zweite Summand fiir n<a~—1 nach (39) und fiir
#>a—1 nach (42).

Hiedurch ist (36) fiic alle Wertesysteme (37) bewiesen.

Dem Satz 3 kann man nochmals als Spezialfille die in der Einleitung er-
wihnten Sitze I, IT und III von SYLVESTER entnehmen: Satz I folgt aus (36)
fiir a=b=1, Satz II und III fiir =1, b= 1. Die hierzu erforderliche Losung
der Rekursionsformel (36) fiir den allgemeinen Fall =1, 5= 1 wird im Ab-
schnitt 5 angefiihrt. Hier sei noch im Anschluss an Satz 3 der Fall betrachtet,
dass die Anzahl k& der Zyklen nicht vorgeschrieben ist. Fiir diesen Fall erhélt man:

Satz 4. Bezeichnet F{(n) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, in
welchen (bei Zerlegung wn elementenfremde Zyklen) die Ordnungen aller Zyklen

(44) =a (mod. b) und Za
sind, und wird definitionsmdssig '

(45) F(0)=1,
Jestgesetzt, so besteht die Rekursionsformel:

F@n) Fn-b  F{n—a)
(16) n—1! -b-1)! (n—a)!

fiir alle Wertesysteme ganzzahliger
azl, b21, a2l
Hierbei wird jedoch festgesetzt, dass in (46) rechis der erste Summand fir
(47) v n=1,2,...,b
und der zweite Summand [iir
(48) n=1,2,...,a—1 (also nur fir a>1)

durch Null zu ersetzen ist.
Als Anfangswerte gelten (45) und:

(49) F()=F@2)=--=F(@-1)=0 fir a>1,
(50) F(@)=(@—-1)! fir a21.

Der Wert von F(n) ist fir n=1 dann und nur dann von Null verschieden,
wenn fir mindestens emn ganzzahliges k=1 die beiden Bedingungen

(51) n=ak (mod. b), nZak
erfillt sind.
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Beweis: Aus der Definition von F(n) fir n=1 folgt:

F(n)=

M=

]‘(k n) fir n21.
Beriicksichtigt man (35) und (45), so ergibt sich:

(52) Fu)=3 [(k,n) fir n20.

1|M=

(49) folgt aus der zweiten der Bedingungen (44).
(50) folgt aus (40), denn nach (52) ist F(a)=/(1, a).
(51) folgt aus (42) und (52) fir n21.

Es ist also nur noch (46) zu beweisen. Zu diesem Zwecke seien in (36)
a, b, n fest und % durchlaufe die Werte 1,2, ..., n. Addiert man die so er-
haltenen n Gleichungen, so ergibt sich (46), wenn die Formel (52) entsprechend
beriicksichtigt wird.!!

Satz 4 ergibt als Spezialfille die in der Einleitung erwiihnten Sitze IV und
V von SyrLvester und eine Rekursionsformel fiir das dort erwihnte kombina-
torische Problem.

4.

Die hier folgenden Ausfithrungen iiber eine kombinatorische Matrix gelangen
im niichsten Abschnitt zur Anwendung.
Wir fithren die folgende Matrix ein:

1 Die Addition der n Gleichungen ergibt:

2 }_:f(knb

Diese drei Summen kénnen, wie folgt, umgeformt werden:
Fiir die erste Summe gilt nach (35) und (52):

n

2 (k—1,n—a).

na) Prod]

S ftk,n)= 3 f(k,n)=F (n) fiir nZ1.
k=1 k=0

Fiir die zweite Summe gilt, wenn n>b ist:

n n—b
> fk,n—b) = f(k,n-b)=F(n—b).
k=1 k=0

Fir die Werte n < b kommt die Vorschrift zu (47) in Betracht, die der Vorschrift zu (38)
entspricht.

Schliesslich ergibt sich fiir die dritte Summe, wenn n = a ist:

n-—-o

fle=1,n—a)= > f(k,n—a)=F(n—a).
k=0

&
M=

Fir n<a entspricht die Vorschrift zu (48) der Vorschrift zu (39).
Auf diesem Wege ergibt die im Text erwihnte Addition der Gleichungen die Rekursions-
formel (46) mit der bei (47) und (48) angefithrten Vorschrift.
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g A3 - - - Q11

(53) Ak, = |0 % B} < g,

ko Qr1 .« Akl

Es sei gestattet, das Wort ,,Matrix zu beniitzen, obwohl bhier die iiblichen
Verkniipfungsregeln fiir Matrizen nicht gelten. Die Indizes der Spalten bezeichnen
wir mit 0, 1,2, ..., um A4 (%, 1) auch fiir [=0 beniitzen zu konnen.

Der Wert der Matriz (53) ser durch die folgende Summe definvert:
(54) A(k, l)=2a1,~1a2,-3 oo ak,-k,

die Summe erstreckt diber alle Kombinationen k*" Klasse mit Wiederholung
Ty Ta, - -5 W der Zahlen 0,1,2,...1. Es ist also:

054,54, ... EL.
Ferner ser

(55) A©0,)=1 fir 120

definitionsmdssig festgesetzt.

Aus (54) folgt: Besteht die Matrix 4 (k,!) aus einer Spalte, so ist sie gleich
dem Produkt der Elemente dieser Spalte, besteht sie aus einer Zeile, so ist sie
gleich der Summe der Elemente dieser Zeile:

(56) Ak, 0)=ay Ggg - .. aro fiir k21,
(57) A )=a,+a,+ - +au fir 120.

Fiir die Entwicklung der Matrix A4 (k,1) nach den Elementen der letzten Zeile
ergibt sich:

(58) Ak D)= i axsA(k—1, )
A=0

fir £>1; wegen (b5) gilt (58) auch fiir k=1.
Fir die Entwicklung der Matrix A (k,1) nach den Elementen der letzten
Spalte erhilt man:

k
(59) AE D=4k I-D+ Dayiaper1 ... ax A(=1,1-1), k21, 121
X y=1
Wegen (55) gilt (59) auch fiir x=1.
Aus (58) folgt die Rekursionsformel:

(60) Ak, 1+1)=A (b, )+ ax, 1 A (k—1,1+1), k21, 20,

mit den Anfangswerten (55), (56).

Nach dieser Darstellung kann die Lésung einer Rekursionsformel von der
Form (60) aufgestellt werden, wenn als Anfangswerte (55) und (56) vorgeschrieben
sind. Es ist dies die Matrix (53), wenn der Wert derselben durch (54) und (55)
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definiert ist. Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, dass man die Rekursionsformel
(36) fiir die Anzahl /(k,n) der im Satz 3 niher bezeichneten Permutationen
auf die Form (60) bringen kann. Hierdurch wird sich die Matrix 4 (k,1) bei
geeigneter Wahl der Elemente @,; auch als Lésung von (36) erweisen und ein
independenter Ausdruck fiir f(k, n) gewonnen werden.

5.
Wahlt man in (53) als Elemente a,; der Matrix A4 (k,[) die Zahlen

_ 1 r=1,2,...,k%k
ar+bs’  5=0,1,...1

Qrs

s0 ergibt sich der folgende Satz:
Satz 5. Bezeichnet f(k,n) fir beliebig gewdihite, ganzzahlige

azl, bz1, k21, nx1

die Anzahl aller aus % elementenfremden Zyklen zusammengesetzten Permutationen
von n Elementen, in welchen die Ordnungen aller Zyklen

=gq (mod. b) und Za

sind, und st f(k,n) von Null verschieden (das ist dann und nur dann der Fall,
wenn die Zahl

(61) l___n_jb_ﬂc ganz und =0

1st), so gilt fiir k=1 die Formel:

(62) f(1,m)=(n—1)!
und fiir k22 die Formel:
(63) Fbm)=3 (1)’ :

(@+0%)(2a+biy) ... (k—1)a+bixy)
In (63) st die Summe iber alle Kombinationen (k— 1)-ter Klasse mit Wiederholung
7:1: Z.27 LK) ikvl

der Zahlen 0,1, 2, ..., 1 2u erstrecken.

Beweis: (61) folgt aus (42), (62) aus (40). Um (63) zu beweisen, schreiben
wir (36) in der Form:

fE+1,nta+b)_f(k+Ln+a) f(kn+d)

(64) m+a+b—1)! (n+a—1)! (n+0b)!

und setzen:
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f (&, n) _ I . -~ > _
(65) —*——(n_l)!—A(k, Iy fir k21, 120, n=ak+bl.

Fithrt man (65) in (64) ein, so ergibt sich:

(66) /I(k+1,l+1)=fI(k+1,l)+71AzI(k,l+1), fir k21, 120.

ak+b(l+1)
Aus (65), (40) und (41) folgt:
(67) A1, =1 fir 120,
- 1
B ST
(68) A (k,0) F=T)l o fiir k2 1.

Durch Vergleich der Rekursionsformel (60) mit der Rekursionsformel (66) und
der Anfangswerte (55), (56) mit den Werten (67), (68) erhilt man die Beziehung:

(69) AER+1,)=Ak, 1) fir k21, 120,
und fiir die Elemente a,; die Werte (a,s fiir s=0 folgt aus (68)):
1 r=1,2,...,k;
Qrs

Tartbs’  s=0,1,...1
Aus (65) und (69) ergibt sich schliesslich:

(lng‘%’%)‘z (k—1,0) fir kz2, 120,

womit (63) bewiesen ist.

Aus Satz 5 folgt: Die Anzahl f(k, n) ist fiir a>1 durch die ersten ¢ —1 und
durch die letzten a—1 der Zahlen 1,2,...,n—1 teilbar. Erginzend sei be-
merkt, dass f(k,n) auch durch # teilbar ist, wenn k>1 und n eine Primzahl
ist; das folgt aus (29) und (43).

Die unter (62) und (63) angefithrte Vorschrift zur Berechnung der j (£, n)
kann auch, wie folgt, ausgesprochen werden:

Korollar zu Satz 5. Die Anzahl f(k,n) der vm Satz & néiher bezeichneten Per-
mutationen ist gleich der Summe aller jener Produkte P von je n—k verschiedenen
der Zahlen 1,2, ..., n—1, welche die folgenden Eigenschaften haben:

1. Telt man die n—k Faktoren so in Teldgruppen ein, dass man alle in der
natiirlichen Reihenfolge unmittelbar aufeinanderfolgenden Zahlen zu je einer Tedl-
gruppe vereinigt, so zerfallen in jedem Produkt P die n—k Faktoren in k Teil-
gruppen.

2. Die Anzahl der Faktoren einer jeden Teilgruppe vsti?

2 Man bemerke den folgenden Zusammenhang:

1. Jede der f(k,n) Permutationen zerfallt in % elementenfremde Zyklen und jedes der
Produkte P zerfallt in k& Teilprodukte aufeinanderfolgender Zahlen.

2. Die Anzahl der in jedem der k Zyklen vorkommenden Elemente ist

=g (mod. b) und Z a,
und die Anzahl der Faktoren eines jeden der k Teilprodukte ist

=q~-1 (mod. b) und Za-1.
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(70) =a—1 (mod. b) und Za—1.

Der Fall a=1 bildet nur insofern eine Ausnahme, als fiir a=1, k>1 die Anzahl
der Teilgruppen, in welche die n—k Faktoren zerfallen, nicht genau gleich k& sondern
=k st

Bewers. Es ist hier erforderlich auf einen Zusammenhang hinzuweisen, der
zwischen den Lésungen der Gleichung

(11) Lotly+ o+l =1

in ganzen nichtnegativen Zahlen und den Kombinationen (k— 1)t Klasse mit
Wiederholung der Zahlen 0,1, ...,1 besteht. Bezeichnet 4, i, ..., ¢x_y eine
solche Kombination und 1, I, ..., l; eine Losung von (71) in ganzen nichtnega-
tiven Zahlen, so gibt es eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Werte-

systemen ¢y, 4y, ... 1x_, und den Wertesystemen I, I,, ..., Iy, und zwar'®: Zu
dem Wertesystem I, ..., [y gehort das folgende Wertesystem der i,, 7, . . ., 1x_y :
=h, =L+, .., =L+ L+ .
Zu dem Wertesystem ¢,, .. ., ¢x_; gehért das folgende Wertesystem der I, I,, . . . li:
Li=iy, ly=ty—ig, o bt =no1—ixcg, le=l—ix1.
Es sei nun P ein Produkt von n—k verschiedenen der Zahlen 1,2, ..., n—1,

das die beiden in obigem Korollar angefithrten Eigenschaften besitzt. Dem-
gemass sel :

P=T.T,...Ts

wobei T das Produkt jener t; aufeinanderfolgenden Zahlen bezeichnet, welche
die s-te der % Teilgruppen bilden. Nach der Eigenschaft 2 ist:

ts=a—1+bl, =0,

und daher
t1+l2+ +tk=k(a—1)+b(l1+l2+ +lk)
Ferner ist:
ittt +ti=n—k
Wird noch
n—ak_l
b

gesetzt, so ergibt sich:
L+L+ - +lh=1

13 Eine ahnliche, ein-eindeutige Zuordnung besteht zwischen den Lésungen der Gleichung
(71) in ganzen positiven Zahlen und den Kombinationen (k— 1)-ter Klasse ohne Wiederholung

der Zahlen 1, 2,...,1— 1. Bezeichnet man diese Kombinationen mit €1y ... Ck—1 SO ist:
c =1, Co=li+ly, ..y ek-1=L+l+ - +lk-1;
l,=cy, L=cy~cCy ooy lk—1=Ck-1—Cr—2, Ik=1—cr-1.

Diese und die im Text erwihnte ein-eindeutige Zuordnung liefert gleichzeitig einen einfachen
Beweis fiir die Anzahl der Losungen von (71) in ganzen positiven, bezw. in ganzen nicht-
negativen Zahlen.
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Hieraus folgt: Die Anzahl aller jener Produkte P von je m—#% verschiedenen
der Zahlen 1, 2, ..., n—1, welche die in obigem Korollar unter 1 und 2 ange-
fithrten Eigenschaften besitzen, ist gleich der Anzahl der Losungen der Gleichung
(71) in ganzen nichtnegativen Zahlen, also gleich

(71,1 (“];’:1)

Setzt man nun (zur Formel (62) und (63) zuriickkehrend):
S=n-1)! fir k=1,

(n—1)!
(@+b4)(2a+biy) ... (k~1)a+bix_1)

S fir k22,

so ist nach der bei (63) angefithrten Bedeutung von 4, ..., tx-1:

=n_—ak

b

und der Ausdruck S ist ein Produkt von n—% verschiedenen der Zahlen
1,2,...,n—1. Ferner ist folgendes evident:

1. Die n—k Faktoren von S haben die in obigem Korollar unter 1 angefiihrte
Kigenschaft. Die & Teilgruppen T4, ..., T lauten fiir a>1 wie folgt:

2

054, <4y... Sip1 S, 1

1,2,..,a+bi;—1;
atby+1 a+bi+2,...,2a+bi,—1; usw.

Fiir a=1, £>1 ist die Anzahl der Teilgruppen =£.
2. Die Anzabl ¢, der Zahlen der Teilgruppe 7' ist gleich

a—1+bq, fir s=1,
(72) a—1+b(ls—1-1) fiir 2Ss<k—1,
a—=1+b(l—v-1) fir s=k.

Die Bedingung (70) ist daher erfiillt.

Hieraus folgt, dass jedes Produkt S die beiden Eigenschaften der Produlkte
P besitzt. Da ferner die Anzahl der Produkte S (das ist die Anzahl der Kom-
binationen (k—1)-ter Klasse mit Wiederholung der Zahlen 0, 1, ..., 1) der unter
(71,1) angefithrten Anzahl der Produkte P gleich ist, so ergibt sich, dass die
Gesamtheit der Produkte S mit der Gesamtheit der Produkte P identisch ist.
Es ist daher auch die Summe der Produkte P gleich der Summe der Produkte
S, also nach (62) und (63) gleich f(k, n).

6.

Auf Grund des Satzes 5 und der angeschlossenen Korollars ist es leicht
moglich, die in der Einleitung angefiihrten Satze I, II und III von SYLVESTER
auf kurzem Wege in Evidenz zu setzen.
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Fiir k=1 sind diese drei Sdtze durch (62) bestitigt. Fiir k=n verlieren die
Sétze ihren Inhalt. (Fir k=n gibt es nur eine Permutation, die Einheitsper-
mutation). Es sei also 2£4<n—1. Ferner sei

(n—1)! )
(73) 8 (@+b4) Qa+biy) ... (k—1)a+bix-1)

Beweis des Satzes I: Fir a=>b=1 durchlaufen in (73) die Zahlen a+bi,,
2a+bi,, ... alle Kombinationen (k— 1)t Klasse okne Wiederholung der Zahlen
1,2,...,n—1. Es durchliuft also S alle Produkte von je n—#% verschiedenen
der Zahlen 1,2, ..., n—1; nach (63) ist f(k, n) gleich der Summe aller dieser S.

Beweis des Satzes IT und III: Es sei: a=1,521. Nach dem Korollar zu
Satz b ist f(k,n) gleich der Summe aller Produkte P von der Form

(74) P=T,T,... T

und mit den dort niher bezeichneten Eigenschaften. 7% ist ein Produkt von
ts aufeinanderfolgenden Zahlen. Es ist:

ittt te=n—k  k<n.

Fiir a=1 konnen nach (72) auch Werte t,=0 vorkommen (t,=lfy= - =¢;, =0
kann nicht vorkommen). Es sei daher festgesetzt, dass jene T, fiir welche
ts=0 1st, in (74) als nicht angeschrieben zu betrachten sind. Nach (72) ist

L=bls, 0,20, s=1,2,...,k

Ist £,>0, so besteht 7, aus bl, aufeinanderfolgenden Zahlen, also aus I, Teil-
produkten von je b aufeinanderfolgenden Zahlen. Es zerfillt daher in (74) das
Produkt P in ek

l1+lz+"'+lk=T

Teilprodukte von je & aufeinanderfolgenden Zahlen.

7.

Es sollen jetzt die erhaltenen Resultate auf ein wiederholt behandeltes kom-
binatorisches Problem angewendet werden, das wir schon in der Einleitung
erwihnt haben und das wie folgt formuliert werden kann:

Es ist die Anzahl aller Permutationen von n Elementen zu bestimmen, die
jedes Element durch ein von ihm verschiedenes ersetzen.

Uber diese Anzahl — sie sei mit P, bezeichnet — sind die folgenden Be-
ziehungen bekannt!4:

% Beziiglich der Literaturangaben sei auf das Lehrbuch von Nerro (L c. 2) und auf die
Studie von Scur6DER (L. c. 5) verwiesen.

Die Anzahl P, wurde auch zur Theorie der Determinanten in Beziehung gesetzt (J. J.
WzeyravcH, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 74, 1872, p. 273—276):

Fir eine Determinante von n? Elementen:

z tagi a4, ... anip
ist Pn die Anzahl aller jener Produkte
Qi dgly ... Oni,,

die kein Element der Hauptdiagonale enthalten.

407



0. GRUDER, Zur Theorie der Zerlegung von Permutationen in Zyklen

(75) Po=(n—1)(Paoy+Pos), 122 Py=1, P,=0.
(76) Po=nPuyt(~17, a2l Pp=1.

(1) I L nz0,

(78) splo |2]<1.

Die Formeln (75) bis (78) kénnen leicht aus Satz 2 und 4 abgeleitet werden.
Wird im Satz 4: =2, b=1 angenommen, so ist F (n)=P, und (46) geht in
(75) iiber. Mit (75) ist auch (76) und (77) bewiesen. Die Formel (78) folgt aus
Satz 2, wenn als (10) die Folge 2, 3, 4, ... gewihlt wird.

Auf Grund des Satzes 2 ist es ferner mdoglich, auch die Anzahl jener unter
den P, Permutationen zu bestimmen, die in % elementenfremde Zyklen zerfallen.
Bezeichnet p(k,n) diese Anzahl, so ist nach (15) und (16):

e—I 2 o0 zn
(79) (1__ Z)x = ngoHn (w) 1? ’
(80) H,(z)= ip(k, n)x®, wzl

Aus der Definition von p (%, n) folgt:

p(k,n)=0 fir k>g-

Das Polynom H, (x) ist also vom Grade E (g) Schreibt man nun (79) in der
Form : .

T2 < 2" {1 AT

e EH,,(x)m—(l 2)

n=0

so ergibt sich durch Vergleich der beiderseitigen Koeffizienten von 2* die folgende
symbolische Rekursionsformel zur Bestimmung der Polynome H.,(z), also auch
der Zahlen p (£, n):

(81) H@)+z)"=zc@+1)(z+2)... (z+n—1) fir n21, Hyx)=1.
An diese Formel!® sei noch die folgende Bemerkung gekniipft:

¥ In (81) ist die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz zu entwickeln und dann die
symbolische Potenz (H (x))® durch Hs (x) zu ersetzen.
Die ersten Werte von Hp (z) sind:

H,(x)=0, H,(x)=uz, H,(x)=2c, H,(x)=32%+6z,
H,(x) =202+ 24z, H,(x)=152°+ 13022+ 120 <.
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Bezeichnet man mat:

f(k,n) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die in & elementen-
fremde Zyklen zerfallen;

G (s, n) die Anzahl jener der n! Permutationen, die s Zyklen von der Ordnung
1 aufwelsen;

f(k, n,s) die Anzahl jener der f(k,n) Permutationen, die s Zyklen von der
Ordnung 1 aufweisen (=Anzahl jener der G'(s,n) Permutationen, die in k
elementenfremde Zyklen zerfallen), so ist durch

ni= 3 (k)= 36 (),

fm= 3t Gem= 3 tns)

die Einteilung der n! Permutationen nach der Anzahl k der Zyklen und nach
der Anzahl s der Zyklen von der Ordnung 1 gegeben. Es ist leicht zu zeigen,
dass alle bei dieser Einteilung in Betracht kommenden Grossen, das ist f (£, n),
G(s,n), f(k, n,s) in der Formel (81) auftretenl®:

Die f(k, n) kommen als Koeffizienten auf der rechten Seite von (81) vor:

z(z+1) ... (@+n—1)= 3 f(k, n)2"
k=1
Die @ (s, n) kommen als Summanden auf der linken Seite von (81) vor, wenn

z=1 gesetzt wird:

(82) (P+1y'=n!, n21, P,=L

(83) (:‘) Pos—G(s,n), s=0,1,...m

Vergleicht man schliesslich in (81) die beiderseitigen Koeffizienten von z* so
ergibt sich:

(84) p(k,n)+(’1’)p(k—1,n—1)+---+( )p(l,n—k+1)=f(k,n).

n
k—1
Die hier links auftretenden Summanden
7
(s)p(k——s, n—s), s=0,1,...,%k-1,

sind die Zahlen f (%, n, s).

Die Formel (81) ergibt also eine Ubersicht iiber die Einteilung aller n! Per-
mutationen nach der Anzakl %k der elementenfremden Zyklen und nach der
Anzahl s der Zyklen von der Ordnung 1.

"‘ Die hier folgenden Formeln (82) bis (84) sind nicht neu und kénnen leicht auch direkt
bewiesen werden (SCHRODER, l.c. 5, Seite 365 und 373; Nerro, L c. 2, Seite 72).
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8.

Auf Grund des Satzes 2 ist es leicht méglich, das im letzten Abschnitt be-
handelte Problem einer Verallgemeinerung zu unterziehen.

Es bezeichne

P,(a) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die aus elementen-
fremden Zyklen, deren Ordnungen Za sind, zusammengesetzt werden konnen
(wobei @22 angenommen wird);

R.(a) die Anzahl jener der n! Permutationen, in welchen die Ordnungen aller
elementenfremder Zyklen <@ sind.

Um die P,(a) und R,(a) zu erhalten, hat man im Satz 2 als Wertevorrat
(10) die Folge a, a+1, a+2, ..., beziechungsweise die endliche Folge 1,2, ...,a—1
zu withlen. Man erhilt so als erzeugende Funktionen fiir P,(a) und R, {a):

22 22-1
< Z" e_z—? _____ a-—1
(85) "Z:OP,, (o) iy R B
) 2" 22 FLi
(86) SRu(a)=¢ 2" e,
n=0 'n‘ X

(85) ist eine Verallgemeinerung von (78). Aus (85) und (86) ergeben sich die
Rekursionsformeln :

—1)!
Po(a)=m—1)Pa_1{a)+ %—_%;—' P,_,(a)
—1\!
R, (a)= 7 Ry (a)—gz—_% R._.(a).

Diese Formeln gelten fiir n=a. (Die erste ist, eine Verallgemeinerung von (75)
und ergibt sich auch aus Satz 4 fiir b=1). Fiir n<<a erhilt man die Werte:

Py@)=1, Pp(a)=0 fir n=1,2,...,a— 1 (az22)
Ry(a)=1, R.(a)=n! fir n=1,2,...,a—1. (a22)
Fithrt man noch die Entwicklungsk.oefﬁzienten T, (a) ein:

22 20-1 0 n

(87) T = 3T,

=0

so ergeben sich als Verallgemeinerung von (76) und (77) die Formeln:

(88) P, (a)=n Py 1(a)+ Tn(a)
(89) P, (a)=n! ;%@
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Bezeichnet man mit p(k,n; a) die Anzahl jener der P,(a) Permutationen,
die in k elementenfremde Zyklen zerfallen, und setzt

Hn(x,a)=§p(k,n;a)xk (n21)

80 ergibt sich (als Verallgemeinerung von (81) und auf dem gleichen Wege) die
folgende symbolische Rekursionsformel zur Bestimmung der H, (z, a), also auch
der p(k,n; a):

(90) (H@x,a)+zR@)" =z(x+1) ... (z+xn—1).

Man kann sich leicht ein Bild dariiber machen, wie alle n! Permutationen
durch die Zahl a verteilt werden, und zwar auf folgende Weise:

Bezeichnet man mit G (s,n,a) die Anzahl jener der n! Permutationen, in
welchen die n Elemente auf die einzelnen (elementenfremden) Zyklen so verteilt
sind, dass genau s Elemente in Zyklen, deren Ordnungen << sind, vorkommen
(also genau n—s Elemente in Zyklen von der Ordnung =a), so ist

(91) G (s, n, a) = (:‘) Pu_s(a)Rs ().
Durch diese Verteilung sind alle n! Permutationen in Teilgesamtheiten G (s, #, a)
verteilt, die keine Permutation gemeinsam haben. Diese — teilweise leeren —
Teilgesamtheiten sind durch s=0,1, 2, ..., n gegeben und es ist daher
(92) =G na)=3 (?) Pu_.(a) R (a)

$=0 §=0

was man auch symbolisch schreiben kann:
(93) (P(a)+ R(a)"=n!

(93) ist eine Verallgemeinerung von (82) und kann auch divekt aus (85) und
(86) abgeleitet werden.

9.

Es bezeichne, wie friiker,

P, die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die jedes Element durch
¢in von ihm verschiedenes ersetzen, und

P, (a) die Anzahl aller Permutationen von n Elementen, die bei Zerlegung in
elementenfremde Zyklen nur Zyklen mit Ordnungen =qa aufweisen. Es ist also
P,(2)=P,.

Aus (87) und (89) folgt:

n! 1eiel oy

(94) Vlii?e?n ST, @2y
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Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der folgenden bekannten kombina-
torischen Definition der Zahl e:

(95) lim = —e.

Aus (94) kann eine dhnliche kombinatorische Definition fiir die Eulersche Kon-
stante C abgeleitet werden. Von den verschiedenen Definitionen der Eulerschen
Konstante (die alle einander aequivalent sind) sei hier die folgende gewéhlt:1?

11 1
V=i e S S .
(96) C=lim (1 +2+ + -+ 1 log a)

a-»oo 3

Schreibt man (94) in der Form

(97) im—n! _el+%+---+ﬁ—loga
n—->o00 aPn (a)

50 ergibt der Grenziibergang a—oo, der bei (97) gestattet ist:

) !
(98) C'=1log lim (lim n )

a->00 \n->00 aPn (a)

Die Eulersche Konstante C hat also eine kombinatorische Definition, die durch
(98) beschrieben ist. .

Nachstehend sei eine dhnliche Betrachtung noch fiir eine dritte Teilgesamtheit
durchgefiihrt, bei der sich als Grenzwert des Verhiltnisses zwischen der Anzahl
aller n! Permutationen und der Anzahl der Permutationen der betrachteten
Teilgesamtheit die Zahl n ergeben wird.

Es bezeichne U (n) die Anzahl aller Permutationen von # Elementen, die bei
Zerlegung in elementenfremde Zyklen nur Zyklen von einer ungeraden Ordnung
aufweisen. Laut Formel (20) ist: '

(99) v@n=3r
(100) U@n+l)=@n+1)U2n).

Die Formel von WaLLis kann in der Form geschrieben werden:

" Hararp CraMER: Mathematical Methods of Statistics, Uppsala 1945, p. 125, enthalt die
Abschétzung

&1 1 1
21: ;——logn+0+ﬁ+0(n2),

was man auch in der zu (96) fithrenden Form schreiben kann:
n-—1
1 1 1
—=1 +C—--—+0\1=). .
35 wen g rof)
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= =lim -—— (n’) 24"
2 mw[@n) P @nt1)

Der Vergleich mit den Formeln (99) und (100) ergibt die folgenden zwei Dar-
stellungen fiir die Zahl =:

/7 (2m)!
101 ] AR P 201
1oy T2 e U@n)Van+l
(102) l/ T - lim @n+D!
{2 e U@t 1) Vondl

Die Formel (101) soll noch einer naheliegenden Umformung unterzogen werden,
die es gestattet, (101) und (102) in eine einzige Formel zusammenzufassen.
Bezeichnet man die rechte Seite von (101) mit lim a., setzt

"

und wendet den fiir allgemeine Werte von a, und b, giltigen Satz an:
(im a,) (lim b,) =Hm (@, ba),
so ergibt sich an Stelle von (101):

(103) L/ T im M

nsoo U (20)-V2n

Schliesslich darf man an Stelle von lim fiir n~ oo in (102) lim fiir (2n+ 1j—o0
und in (103) lim fiir 25— oo schreiben, wodurch beide Formeln in eine itbergehen.
Nachstehend seien die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammengefasst:

Satz 6. Bezeichnet P, (a) die Anzahl aller Permutationen von n Elemenien, die
bei Zerlequng in clementenfremde Zyklen nur Zyklen von der Ordnung Za auf-
weisen, wober a =2 angenommen wird, so gilt:

11
. n! e
lim - =23t e
n—>o0 Pn (d) ’

Ist der Grenziibergang fiir n—oo wollzogen, so ergibt der — der Reihenfolge nach

zweite — Grenzibergang fiir a->oco fir die Eulersche Konstante C die Beziehung

P
C =log lim (hm ..... " )

a->c0 \ N300 aP ( )
Bezeichnet U (n) die Anzahl aller Permutationen von wn Elementen, die bei Zer-
legung in elementenfremde Zyklen nur Zyklen ungerader Ordmmg aufweisen, so
gilt fir die Zahl v die Darstellung :
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. !
104 2 lim —
(104) 1/2 movoo U(n)-Va

In den Formeln (94), (95), (98) und (104) erscheinen Grenzwerte von Quo-
tienten aus der Anzahl aller n! Permutationen und der Anzahl der Permuta-

tionen der betrachteten Teilgesamtheit (P, (a), Py, @ Pn(a) und U(n)-Vn). Es
ist bemerkenswert, dass man auf diesem Wege nicht nur — wie es seit Euler
bekannt ist — fiir die Zahl e, sondern auch fiir zwei andere transzendente Zahlen,
die Eulersche Konstante und die Zahl x, Definitionen erhilt, die man als kom-
binatorische bezeichnen kann.

Tryckt den 17 oktober 1952

Uppsala 1952. Almgvist & Wiksells Boktryckeri AB
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