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Weitere Untersuchungen zur Gruppenaxiomatik

Yon BENeT StoLT

§ 1. Einleitung

In meiner Dissertation! habe ich nebst vollstindigen und unvollstindigen
Axiomensysteme auch einige unbestimmte Systeme aufgestellt. Der Zweck der
vorliegenden Arbeit ist u. a. die Vollstindigkeit von noch vier Systemen zu
zeigen. Es wird auch gezeigt, dass die hergeleiteten Systeme irreduzibel sind.

Weiter zeige ich, wie es moglich ist, durch Einfiihrung zweier neuen Axiome
vollstindige Systeme herzuleiten, die weniger Axiome als die in der Dissertation
hergeleiteten Systeme enthalten.

Fir Bezeichnungen und Hilfssitze wird an die eben angefithrte Dissertation
verwiesen. Hs wird hervorgehoben, dass, wenn eines der Axiome le.J, lv.J, re.J
und rv.J besteht, es zwei Elemente ¢ und d gibt, die eine gewisse Verkniipfung
erfiillen. Wenn mehrere von diesen Axiomen bestehen, werden wir annehmen,
dass ¢ und d in allen Verkniipfungen dieselben sind.

§ 2. Das System A4, E, U, lE.i, lU.i, re.i, rvo.i

In diesem Abschnitt wollen wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 1. Das System A, E. U, lE.1, U, req, rv.a st vollstandig.

Beweis: Der Annahme zufolge existiert ein d mit [E.¢, IU.¢, re.t und rv.s. Wegen
Hilfssatz 2 im Abschnitt IT bestehen ed=d und de=d, wo e ein Element mit
IE.I und 1U.T ist.

Zunichst werden wir zeigen, dass e auch die Eigenschaften re.] und 7v.I hat.
Wegen re.4 und rv.¢ gibt es zu d und einem gewissen ¢ genau ein A’ mit ¢k’ =d,
und wegen lE.I und IU.I bestehen ¢'c=e und c,c'=e. Nun bilden wir

{ecyh’ =e(ch')=ed=d,
woraus nach [U.. ec=c¢ folgt. Ferner erhalten wir

(c'eye=c (ec)=c'c=e
und

(ec’yc=e(c'c)=ce=e,

1 Srort, B.: Uber Axiomensysteme, die eine abstrakte Gruppe bestimmen. Uppsala 1953,

89



B. sSTOLT, Weitere Untersuchungen zur Gruppenaxiomatik
woraus ¢'e=¢ und ec’=c¢' folgen. Wir bilden auch
(cxe)e' =cy(ec)=caC =e,
Woraus c,e=c, folgt, und
c=¢ec=(cuC')Cc=Cu{C C)=cCxe=Cy,
woraus ¢,=c folgt. Folglich bestehen ce=c¢ und cc'=e.

Um zu zeigen, dass auch rv.] besteht, nehmen wir an, dass es ein ¢, mit
’ .
cce=¢ gibt. Aus

e(cad)=(ccy)d=ed=d
und

c(cd)=(cc)d=ed=d
folgen cyd="h und ¢’'d=A".
Wegen [E.I und [U.I gilt d’d=e. Dann erhalten wir
(ddyd=d(d' d)=de=d,
woraus dd’=e folgt. Wir bilden ferner
Md' =(c'd)d =cdd)=ce=¢,
woraus h'd’ =c’, und
coe=cy(dd)=(ced)d' =W d =
Dann gilt cee=c¢'. Schliesslich erhalten wir

CoC=Cy(ec)=(cae)c=c c=e¢,

und dann folgt coc=e. Wegen IU.I gilt c,=c’, und folglich besteht rv.l.

Fiir ein beliebiges @ mit a’a=e gelten wegen Hilfssatz 2 im Abschnitt IT
aa'=ey; mnd eze,=e,. Wir werden nun zeigen, dass e, gleich e ist.

Wegen IE.I und IU.I gilt eye,=e. Wir erhalten

ey = (el,xem) [ e; (eaea) = e; €x =8,

woraus eey,=e folgt.
Wegen
ceq=(ce)eg=cleex)=ce=c
gilt ce,=¢, und aus
c(ext)=(ces)c'=cc’'=¢

folgt wegen rv.l e ¢’ =¢’. Schliesslich bilden wir

exe=ex(c'c)=(es¢)c=C"c=e.
Folglich gilt eqe=e. Wegen 1U.I gilt e, =e. Hiermit ist gezeigt, dass das Element
e auch die Eigenschaft 7E.I bat, und das System ist auf das vollstindige
System 7) im Abschnitt II zuriickgefiihrt.
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§ 3. Das System A4, E, IE, U, lv.i, re.i, ru.i

Die Vollstindigkeit des im folgenden Satz aufgestellten Systems wurde bei
der Disputation von LENNART CARLESON gezeigt.

Satz 2. Duas System A, E, 1B, U, lv.i, re.s, rv.s ist vollstandeg.

Beweis: Wir werden zeigen, dass rI (U) besteht. Sonst gibe es zwei Elemente
e und e, mit #7(E). Auf Grund der Annahme gibt es ein d mit lv.%, res und
rv.g, und folglich gibt es ein gewisses ¢ mit ch’' =d.
Aus
cleh)y=(ce)h =ch'=d
und
clexh')=(cex) B’ =ch'=4d

erhalten wir eh’ =5’ und e b’ =4
Wegen IE gelten h,h'=e, hih;=¢ und k"' h,=e,. Dann bilden wir

B=eh'=(mh)h =hi(h h')=hie=h
und

o= euh’ = (B k)b =Ry (b 1) =B e=hY,

woraus hy’ =h; folgt. Dann gilt e,=e, und rI(U) besteht. Hiermit ist das System
auf das vollstandige System 14) im Abschnitt II zuriickgefiihrs.

§ 4. Die Systeme A, E, IE.ri, IU.ri, ri(U) und A, E, IE.li, IU.li, ri(U)

Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 3. Jedes der Systemz A, E,1E.xi, Ui, ri(U) und A4, E, IELi, U I, ri(U)
st vollstiindig.

Beweis: Ein Element mit den Eigenschaften [E.lx und IU.lf des Systems
A, E,IE i, IULi, e(U) hat wegen Hilfssatz 4 im Abschnitt III auch die Eigen-
schaften lE.ri und [U.ri. Es gegniight folglich, die Vollstindigkeit des Systems
A, B, 1E.ri, lU.ri, ri(U) zu zeigen.

Ein Element e mit !E.ri und 1U.r¢ hat wegen Hilfssatz 2 im Abschnitt I1II
auch die Eigenschaft I(E). Fiir ein beliebiges a gilt a’a>e, und wegen Hilfssatz
1 im Abschnitt III gilt auch ea’'>a’. Aus

a
e
e ——
a’ a a
N ———

folgen aa'>e; und a’ex>a’. Wegen Hilfssatz 2 im Abschnitt I gilt exexr D ey,
und wegen IE.I und IU.I gilt erex>e.
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Aus

folgen e;ex>e und eperoe. Wegen LU.I gilt e;=e), woraus eye;>ep folgt.
Wir bilden nun

€r
e N
[4
PN
’ !
(47 € €k,
[SaE——

woraus ezer>e, und ere,>er folgen. Wegen ri(U) gilt en=e,. Hieraus folgt
exer>ex. Wegen ri(U) gilt dann e, =ex, woraus exer>e folgt.
Dann bilden wir

e e
e €x (2%
| —
e
——— e’
[

Wegen [U.I gilt dann eex>ex. Aus

p—— e,

€r e (37
S ——
€
R Y
e

folgt wegen IU.J exe>er. Aus ri(U) folgt ex=e, womit gezeigt ist, dass e die
Eigenschaft rE.I hat. Hiermit ist das System auf das vollstindige System 10)
im Abschnitt III zuriickgefiihrt.

§ 5. Die Irreduzibilitiit der hergeleiteten Systeme

Es leuchtet unmittelbar ein, dass das erste und das zweite der hergeleiteten
Systeme weniger umfassend als 19) im Abschnitt II, und das dritte und das
vierte weniger umfassend als 2), 3), 6) und 7) im Abschnitt III sind. In der
Tafel der unentschiedenen Systeme des Abschnitts IV fallen 3) und 4) aus, und 2)
wird durch die folgenden unentschiedenen Systeme ersetzt.

A, E, U,IE1,U.I re., (U), rI(D),
A, E, U,IEI,1U.I, rv.I, W(U), rI(D).

Aus der folgenden Tafel geht hervor, dass die vier Systeme srreduzibel sind.
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Tei Auf Grund folgendes
g ellsystem,.das aus dem Satzes des Abschnitts
Vollstandiges System vollstandigen System IV ist das Teilsystem
hervorgeht unvollstandig

A, E, U, lE.4, U, red, .4 A, E, lE.1, lU.4, re.d, rv.s Satz 9

A, B, U, led, U4, red, rvi Satz 1

A, E, U, lE.4, ., red, rvs Satz 3

A, E, U, IE.3, U4, rv.i Satz 5

A, E, U, IB.4, lU.2, red Satz 4

A, E, IE, U, W.i, re.i, rvd A, IE, U, Wi, re.d, rv.d Satz 8

A, E, IEq, U, ., red, rvs Satz 3

A, E, IE, .4, re, rv.i Satz 9

A, B, lE, U, red, rod Satz 7

A, E,IE, U, lvi, w4 Satz 5

A, E, IE, U, ., res Satz 4

A, E, 1B.ri, WU.ri, ri(U) A, B, lers, U, 7i(U) Satz 1

A, E, lIE.ri, Ww.ri, ri(U) Satz 10

A, E, 1B, 10U, ri(U) Satz 10

A, E, IE.ri, U, rI(U) Satz 6

A, E, IB.li, IU.l, ri(U) A, E, leli, IU.L, ri(U) Satz 1

A, E, LElIZ, .li, r(U) Satz 10

A, B, IE1, U, ri(U) Satz 10

A, E, lIE.li, 1U.li, rI(U) Satz 6

§ 6. Aufstellung der Axiome EUAg, und EUL,

In den meisten vollstindigen Systemen ist es moglich, die Axiome 4 und U
bzw. A und E durch ein einziges Axiom zu ersetzen. Dadurch erreicht man,
dass vollstindige Systeme hervorgehen, die weniger Axiome enthalten.

LorenzeN' hat das Problem behandelt, die kiirzesten vollstindigen Axiomen-
systeme aufzustellen. Er stellt drei Systeme auf, die nur drei Axiome enthalten.
In meiner Dissertation werden die von Lorenzen benutzten Formulierungen des
agsoziativen Gesetzes mit UA und KA, bezeichnet. In der Dissertation werden
noch zwei Formulierungen benutzt, die mit K4y und EAs bezeichnet worden
sind. Weil in der Dissertation nur das Problem behandelt wird, die schwichsten
vollstindigen Systemen aufzustellen, umfassen - diese Systeme mehrere Axiome
als die Systeme Lorenzens.

Die {frilber behandelten Formulierungen des assoziativen Gesetzes enthalten
entweder Existenzbedingungen oder Unitédtsbedingungen. In dieser Arbeit aber
wollen wir zwei Formulierungen aufstellen, die sowchl Existenzbedingungen als
Unitéitsbedingungen enthalten. Dann wollen wir einige Hilfssitze beweisen, und
schliesslich werden wir die Vollstéindigkeit einiger Systeme zeigen.

Die neuen Axiome werden mit EUAs und EUA; bezeichnet und in folgender
Weise formuliert.

1 LoreENZEN, P.: Ein Beitrag zur Gruppenaxiomatik. Math. Z. 49 (1943—44), 313—327.
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EUAg,;: Wenn zu drev Elementen a, b und ¢ die Verkniipfungen ab>wuy und
un Dt bestehen, und wenn ein oder mehrere Elemente vy, vy, . . ., Uk, . .. existieren,
die av,ot; erfiilllen, gibt es unter diesen Elementen ein vy, das be> vy erfullt.

Wenn zu drec Elementen a, b und c¢ die Verkniipfungen be> v, und avi > w;
bestehen, und wenn ein oder mehrere Elemente uy, s, . . ., Un, ... existieren, die
u, cow; erfiillen, gibt es unter diesen Elementen ein un, das ab>wu, erfills.

Wenn zu dret Elementen a, b und ¢ die Verkniipfungen ab>u,, urc>t,
beswe und ave>w; bestehen, gilt &= w;.

EUA;: Wenn zu drei Elementen a, b und ¢ die Verkniipfungen ab>wu, und
upc>t; bestehen, bestehen auch becowvy und avi>t. Wenn auch beove und
ave D w; bestehen, gilt 1= w;.

Wenn zu drei Elementen a, b und ¢ die Verknipfungen be> v, und avi > w;
bestehen, bestehen auch ab>un und upc>w;.. Wenn auch ab>un und upcob
bestehen, gilt t;=w;.

Es leuchtet unmittelbar ein, dass das erste Axiom die logische Summe von
UA und EAs, und das zweite Axiom die logische Summe von U4 und EA4;
ist. Darum ist es moglich, gewisse Hilfssitze aus der Dissertation zu benutzen.

Es wird hervorgehoben, dass es moglich ist, in allen vollstindigen Systemen
des Abschnitts VI EAy durch EAgs zu ersetzen. Die vollstindigen Systeme
dieser Arbeit, die EUAs: bzw. EUA. enthalten, gehen aus den vollstindigen
Systemen der Abschnitte VI und VIII hervor, wenn die Axiome EAg und U bzw.
EA; und U durch EUAg; bzw. EUAL ersetzt werden. Die Beweise sind aber
viel miihsamer.

Wir werden auch die Vollstindigkeit dreier Systeme zeigen, die aus den
folgenden Systemen hervorgehen.

EAg, IE, U, v, rea, rvg
EA;, U, IEl, IUL, reli, roli
EA,., U, lE.r, IU.m, re.re, rv.ri.

Die Vollstindigkeit dieser drei Systeme, die nicht in der Dissertation behandelt
sind, folgt aus der Vollstindigkeit der entsprechenden Systeme, die EUAs; bzw.
EUA; enthalten. .

In den vollstindigen Systemen 9) und 13) des Abschnitts VIII ist es méglich,
das Axiom U wegzulassen. Darum werden wir uns mit der Vollstindigkeit der
EUA . enthaltenden entsprechenden Systeme nicht beschiftigen. Die Vollsténdig-
keitsbeweise der Systeme

EAL, IEL, 1U.L, n(U)
EA,., lE.re, IU.m, ri(U)

sind mit dem Beweis des Satzes 3 analog.
§ 7. Hilfssiitze
Wir werden nun die folgenden Hilfssiitze beweisen.

Hilfssatz 1. Wenn EUAgs,, I1E und lv.c bestehen, bestchen auch rI(E) und U.

Beweis: Der Annahme zufolge besteht A'c¢>d, wo d die Eigenschaft lv.s hat.
Wegen [E gilt ec>c¢. Dann erhalten wir
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e e,
14 e ¢
[ ——
c
———
d

Wegen EUAg, IE und lvs gilt A’e>h’. e hat also die Eigenschaft ri(E). Wegen
Hilfssatz 6 im Abschnitt V hat e die Eigenschaft rI(E), und ausserdem besteht
U, w.z.b.w.

Hilfssatz 2. Wenn EUAs, IE, res und rv.i bestehen, besteht rI(U).

Beweis: Wenn rI(U) nicht bestinde, gibe es zwei Elemente e,e, mit rI(E).

Wegen ret und rv.e gibt es zu zwei Elementen ¢ und d genau ein A/, das
ch’>d erfiillt. Wir bilden nun

d d
———— P Y
¢ c
e Ny, , e et ,
c e K, c. € ko,
N R

woraus nach EUdg, ret und .0 eh’ ok bzw. e h' >k folgen.
Wegen 1E gelten b k' >e, hih,>e und k' h;>e,. Dann erhalten wir

R A
—————— e e
e €q
e | e e
¥ 7 W, Ya— W
————— e e’
e e
—— e ———
’ s
2 7

Wegen EUAg; gilt hi=h =hy', woraus A’ h,De, e, folgt.
Schliesslich bilden wir

e
e
e Nee—,
’
h Iy e
| —
M
N————
G

Aus EUAgs folgt e,=e¢, womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Hilissatz 3. Wenn EUAs; und relv bestehen, besteht 1(E).

Beweis: Der Annahme zufolge bestehen ec>c und ceyoe.

Aus
e N
e e -
Nt
c
ey P
c
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folgt wegen EUAs und li(E) ee> ey und e,c>ec, und aus

r—— e e
[
e e,
’
e [4 C1
~————— o’
e
——
Ca

folgt wegen EUAs: e,=e, womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Hilfssatz 4. Wenn EUA;, IE.I und lU.I bestehen, und wenn e ein Element
mit IEI und U1 und o ein beliebiges Element 1ist, bestehen a'a>e, ea’' Da’,
aad e, a'exoa’ und epexr>ey.

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 im Abschnitt VIII bestehen a'a>e, ea’'>d’,
aa’'>e; und a'ey>a’, wo e ein Element mit IE.I und IU.I und o ein beliebiges
Element ist.

Aus
al
e e
al
—
1’
a € €r
N———

Cr
e N
€r

e e
’
a a €er

— e’

al
| —
€x

Aus EUA,; folght en=ex, und dann gilt exex>ex, w.z b.w.

§ 8. Systeme, die EUAg, enthalten
Wir wollen nun die Vollstindigkeit der folgenden Systeme zeigen.

1) EUAg, IE, (U), rI(U)

2) EUAg, IE, lvs, rI{U)

3) EUAg, IE, re.li, rI(U)

4) EUAs, IE, rea, rod, b(U)
5) EUAs:, IE, relz, ro.li

6) EUAg:, LE, .z, re., rv.
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Satz 4. Das System EUAg, lE, L(U) und rI(U) ist vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 2 im Abschnitt VII besteht ein Element mit I(E),
womit das System auf das vollstandige System 4) im Abschnitt V zuriickgefiihrt ist.

Satz 5. Das System EUAs, lE, lv.e und rI(U) ist vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 bestehen rI(E) und U, womit das System auf das
vollstindige System 4) im Abschnitt I1 zuriickgefiihrt ist.

Satz 6. Das System EUAg, lE, reli und rI(U) st vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 besteht I(E), womit das System auf das vollstindige
System 4) im Abschnitt V zuriickgefiihrt ist.

Satz 7. Das System EUAs:, IE, re.s, rv.a und W(U) st vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 2 im Abschnitt VII besteht I{E), und wegen Hilfs-
satz 2 besteht rI{(U), womit das System auf das vollstindige System 4) im
Abschnitt V zuriickgefiithrt ist.

Satz 8. Das System EUAs, IE, reli und ro.lv vst vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 besteht I(E), und wegen Hilfssatz 2 besteht rI(U),
womit das System auf das vollstdndige System 4) im Abschnitt V zuriickgefiihrt ist.

Satz 9. Das System BEUAg, IE, lvi, res und rv.a ist vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 bestehen rI(E) und U, und wegen Hilfssatz 2
besteht 7I(U), womit das System auf das vollstindige System 4) im Abschnitt IT
zuriickgeftihrt ist.

§ 9. Systeme, die EUA, enthalten

Schliesslich werden wir die Vollstandigkeit der folgenden Systeme zeigen.

1) EUA,., IEU

2) EUAL, lExi, rUat

3y BEUA;, IEL, Uk, I(U)

4) BEUA;, lE.yi, LU.ri, I{U)

5) EUA., lE.s, LU ls, re.li, rv.le
6) EUA;, lIEm, lU.ri, reas, ro.re
7) EUA,, B+, r1(U)

8) EUA., lErl, rerl, rv.rl

9) EUA., IElL, rU.li, rel
10) EUA ., IE.Ii, vU.lz, vl

Das System 1) ist schwiicher als die Systeme 4) und 5) Lorenzens und enthélt
nur zwei Axiome. In der Tafel gibt es zwei Systeme, die drei Axiome enthalten.
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Satz 10. Das System EUAL, 1E.lI ist vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 im Abschnitt V besteht U, womit das System auf
das vollstindige System 1 im Abschnitt VIII zuriickgefiihrt ist.

Satz 11. Das System EUA., lE.ri und rU.ri st vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 gibt es ein Element mit [E.I und rU.I, und wegen
Hilfssatz 2 im Abschnitt VIII besteht E. Hiermit ist das System auf das
vollstdndige System 5) im Abschnitt V zuriickgefiirt.

Satz 12. Das System EUAL, IE.li, IU.ly und I(U) ist vollstindeg.

Beweis: Der Annahme zufolge gibt es ein Element ¢ mit [E.l: und 1U.lZ, das
wegen Hilfssatz 4 im Abschnitt VIIT auch lE.rs und wegen Hilfssatz 3 sogar
1E.I und 1U.I hat. Wenn a ein beliebiges Element ist, bestehen wegen Hilfssatz 4
ada>e, aa’ De; und erex>er. Wegen I(U) gilt ex=e. Dann hat e die Eigen-
schaft rE.I, womit dieses System auf 2) zuriickgefiihrt ist.

Satz 13. Das System EUA;, IE.ri, IU.ri und I(U) st wollstandeg.

Beweis: Wegen Hilissatz 3 bestehen [E.I und lU.I, womit dieses System auf 2)
zurlickgefithrt ist.

Satz 14. Das System EUA;, IE.li, LU li, reli und rvli ist vollstindig.

Beweis: Der Annahme zufolge bestehen ec>e¢ und cc¢'>e, wo e die Eigen-
schaften 1E.li, IU.Ii, redt und rv.li hat. Wegen Hilfssatz 3 hat e auch die Kigen-
schaft I(E), und wenn a ein beliebiges Element ist, bestehen nach Hilfssatz 4
a'a>e, aa’ e, und eperDex. Wir wollen zeigen, dass e, gleich e ist.

Nach IE.J und IU.I gilt e e >e. Aus

—_—~—
!

(% €x €x
[
€k
—————
e
folgt nach EUA;, erex>er, und aus
r’
€x
7 AEE—
€r
i Nt
!’
€y (% (57
N— ———
(27
e

folgt nach EUA., er=e. Dann gilt ee,>e. Wir bilden ferner

et Nt
c e (27
———
e
————
' C

und nach EUA, gelten ce>c¢, und cqer>c. Aus
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[
e e
4
e e
4 e e
e
e
—
Ca

folgt nach EUA; c,=c¢, und dann gilt cex>ec.
Nach IE.I und IU.I bestehen cxc>e und cscy>e. Aus

e e,
s
e Co ¢
[ —
e
[ S —
e
folgt ecy>cy, aus
————
cp e Ca
[
7
Co
|
e
folgt cpe>cg, und aus
¢
e e g
e
/—"—-j\—q
!
s Cu ¢
S —
e
N
Cs
folgt ¢g=c. Nach IU.I gilt dann ¢'coe.
Wegen '
e
N —
c
N ———
c ex ¢
LS ——
gilt ex¢'>¢’, und wegen
e
e
et N
[4 [ e
——— ——
gilt ere>ep,. Schliesslich bilden wir
e
- —
c
e N
ex ¢’ ¢
N— e’
e
\_—“——-/
(43
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woraus nach EUA; e,=e folgt. Dann gilt ere>e, und nach IU.I gilt ex=e.
e hat also die Eigenschaft rE.I, womit das System auf 2) zuriickgefiihrt ist.

Satz 15. Das System EUA;, IE.ri, IU.ri, re.ri und rv.re ust vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 hat ein Element mit [E.#4, Ui, rert und ro.re
auch die Eigenschaft I(E), womit das System auf das vorige System zuriickge-
fithrt ist.

Satz 16. Die Systeme EUAL, IEsI, rI(U) und EUAL, lExI, rexl, rorl sind
vollstandig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 im Abschnitt V besteht U, womit die Systeme
auf die vollstindigen Systeme 17) bzw. 18) im Abschnitt VIII zuriickgefithrt sind.

Satz 17. Die Systeme EUA., IEli, rUli, reli und EUA;, IEL, »ULi, oz
sind vollstindig.

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 bzw. Hilfssatz 4 im Abschnitt VIII besteht ein
Element mit IE.J und »U.I, womit die Systeme auf 2) zuriickgefithrt sind.

§ 10. Systeme, die aus hochstens drei Axiomen bestehen

Schliesslich soll gezeigt werden, dass es nur acht vollstindige Systeme gibt,
die hochstens drei Axiome enthalten. Dazu ist es notwendig, alle vollstindigen
Systeme zu bilden, die eines oder mehrere der Axiome A4, E, U und héchstens
zwei andere Axiome enthalten. Dann wollen wir untersuchen, ob es moglich ist,
einige der Axiome A, E, U durch eine gewisse Formulierung des assoziativen
Gesetzes zu ersetzen.

Zuerst betrachten wir die unvollstindigen Systeme des Abschnitts IV mit
Beriicksichtigung der Resultate des § 5. Wenn wir aus diesen Systemen Teil-
systeme bilden, die eines oder mehrere von A, E, U und hochstens zwei andere
Axjome enthalten, erhalten wir nur Systeme, die wegen der Sitze des Abschnitts
IV unvollstindig sind.

In den Abschnitten II und IIT gibt es vollstindige Systeme, die eines oder
mehrere von 4, E, U und hochstens zwei andere Axiome enthalten. Aus einigen
der iibrigen Systeme ist es moglich, solche Systeme zu bilden, indem man zwei
Axiome durch ein stirkeres Axiom ersetzt. Es ist moglich, die folgenden voll-
stindigen Systeme zu bilden.

1) 4,1E, U, lLI(E) 5) A, E, U, rEli

2) A,1E, U, rEx 6) A, E, U, IRl

3) A, IE, U, rU.nn 7) A, E, U IE.r, U
4) A4, E,IU,IEU 8) 4, E, U, lE.rL, rI(U).

Die Systeme 1)—6) kommen in der Arbeit Lorenzens vor. 3)—5) sind reduzibel,
wenn man die Axiomemenge meiner Dissertation betrachtet. In die von Lorenzen
betrachteten Axiomemenge sind sie irreduzibel. Lorenzen hat gezeigt, dass 1)—6)
die einzigen A enthaltenden viergliedrigen vollstindigen Systeme sind.
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Wenn Wir in 1)—8) die Axiome A4, E, U durch eines der Axiome UA4, E4.
oder EUA, ersetzen, erhalten wir die folgenden Systeme.

1) UA, IE, lI(E) 5) EA;, U, rEli

9) UA, IE, rE. 6) EUA,, 1Bl

3) UA, IE, rU.ri 7) EUA,, 1E.7i, U7
4) EA., WU, IEII 8) EUA,, E+L, rI(U).

Die Vollstindigkeit von 1)—5) ist von Lorenzen, die von 6)—8) in der
vorliegenden Arbeit bewiesen. Es ist klar, dass diese Systeme die einzigen
vollstindigen Systeme sind, die hochstens dreigliedrig sind und aus der Menge
der betrachteten Axiome gebildet werden kénnen.

Tryckt den 18 januari 1954

Uppsala 1954, Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB
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