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Weitere Untersuchungen zur Gruppenaxiomatik 

Von BEr~GT STOLT 

§ 1. Einleitung 

In meiner Dissertation 1 habe ich nebst vollst~tndigen und unvollst~ndigen 
Axiomensysteme auch einige unbestimmte Systeme aufgestellt. Der Zweck der 
vorliegenden Arbeit ist u. a. die Vollst~ndigkeit yon noch vier Systemen zu 
zeigen. Es wird aueh gezeigt, dass die hergeleiteten Systeme irreduzibel sind. 

Welter zeige ich, wie es mSglich ist, dureh Einfiihrung zweier neuen Axiome 
vollstiindige Systeme herzuleiten, die weniger Axiome a]s die in der Dissertation 
hergeleiteten Systeme enthalten. 

Fiir Bezeichnungen und Hilfss/itze wird an  die eben angefiihrte Dissertation 
verwiesen. Es wird hervorgehoben, dass, wenn eines der Axiome le.J, lv.J, re.J 
und rv.J besteht, es zwei Elemente c und d gibt, die eine gewisse Verkniipfung 
erfiillen. Wenn mehrere voa diesen Axiomen bestehen, werden wir annehmen, 
dass c und d in allen Verkniipfungen dieselben sind. 

§ 2. Das System A,  E,  U, IE.i, IU.i, re.i, ru.i  

In diesem Abschnitt wollen wir den folgenden Satz beweisen. 

Satz ~. Das System A, E. U, 1E.i, lU.i, r~.i, rv.i ist vollst~ndig. 

Beweis: Der Annahme zufolge existiert ein d mit IE.i, lU.i, re.i und rv.i. Wegen 
Hilfssatz 2 im Abschnitt I I  bestehen e d = d  und de =d,  wo e ein Element mit 
1E.I und lU.I  ist. 

Zuniichst werden wir zeigen, dass e auch die Eigenschaften re.I lind rv.I hat. 
Wegen re.i und rv.i gibt es zu d und einem gewissen c genau ein h' mit ch '=d ,  
und wegen lE.I  und IU.I bestehen c 'c=e  und c~c'=e. Nun bilden wir 

,(e c) h' = e (ch') = ed = d, 

woraus nach IU.i ec=c  folgt. Ferner erhalten wir 

(c 'e)c=c'  (ec)=c'  c =e  
und 

( ec ' ) c=e(c ' c )=ee=e ,  

1 STOLT, B.: ?3ber Axiomensys teme,  die eine abs t rakte  Gruppe bes t immen.  Uppsa la  1953. 
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woraus  c ' e=  e' und  e c '= c' folgen. Wi t  bilden aueh 

(c~e)c '=c~(ec ' )=c~c '=e,  

woraus  c~e=c~ folgt, mad 

c=ee= (e~c')c=c~(c' c)=c~e=c~, 

woraus  c~=  c folgt. Folglieh bestehen c e= c and c c '= e. 
U m  zu zeigen, dass auch rv.I  besteht ,  nehmen  wit  an, dass es ein c'~ mi t  
I 

c c~ = e gibt.  Aus 

e (c~ d) = (e c~) d = e d = d 
a n d  

c ( c ' d ) = ( c c ' ) d = e d = d  

folgen c~d=h '  trod c ' d = h ' .  
Wegen  1E.I und lU.I  gilt d ' d = e .  D a n n  erhal ten wit  

( d d ' ) d = d ( d ' d ) = d e = d ,  

woraus  d d '=  e folgt. Wi t  bilden feraer  

woraus  h '  d '  = c', u n d  

h ' d ' = ( c ' d ) d ' = c ' ( d d ' ) = c '  e=c ' ,  

c~e=c" (dd')= (c" d ) d ' =  h' d' =c' .  

D a n n  gilt c~e = c'. Schliesslieh erhal ten wir 

t i 

c~ c = c~ (e c) =(c~e)c=c '  c=e ,  

• t und  dann  folgt c~c=e. Wegen  lU.I  # I t  c~=c' ' , a n d  folglich bes teh t  rv.1. 
Fiir  ein beliebiges a mi t  a ' a = e  gelten wegen Hilfssatz  2 im Abschni t t  I I  

a a ' =  e~ a n d  e~ e~= e~. W i t  werden nun  zeigen, dass  e~ gleich e ist. 
Wegen  1E.I mad lU.I  gilt e~e~=e.  W i t  erhal ten 

woraus  e e ~ = e  folgt. 
Wegen  

grit ce~= c, a n d  aus  

e e,~ = (e" e~,) e,~ = e" (e~ e~,) ' 

c e~ = (ce)e~= c (ee~)= ce=  c 

c (e~c ' )=(ce~)c '=cc '=e  

folgt  wegen rv . I e~c '=c ' .  Schliesslich bi lden wit  

e~e=e~(c' c )=(e~c ' )c=c '  c=e .  

Folgtich gilt  e~ e = e. Wegen 1U.I gilt e~= e. Hie rmi t  ist gezeigt, dass  das  E l emen t  
e auch die Eigenschaf t  rE . I  hat ,  a n d  das Sys tem ist auf  das vollstiindige 
Sys t em 7) im Abschni t t  I I  zuriickgefiihrt.  
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§ 3. Das System A, E, 1E, U, h~.i, re.i, rt~.i 

Die Vollst~;ndigkeit des im folgenden S~tz aufgestellten Systems wurde bei 
der Disputation von LENNART CARLESON gezeig~. 

Satz 2. Das System A, E, lE, U, lv.i, re.i, rv.i ist vollst~indig. 

Beweis: Wir werden zeigen, duss rI(U) besteht. Sonsb g-~be es zwei Elemente 
e und e~ mit rI(E). Auf Grund der Annuhme gibt es ein d mit  lv.i, re.i und 
rv.i, und folg]ieh gibB es ein gewisses c mit c h'=d. 

Ans 
c(eh')=(ce)h'=ch'=d 

und 
c(e~h')= (ce~)h' =ch' =d 

erhalten wir e h'= h" und e~h'= h'. 
Wegen lE gelten h~h'=e, hihl=e und hl"hl=e~. Dann bilden wit 

h' = e h' = (hi h,) h' = hi (h~ h') = hi e = hi 
und 

h'  = h '  = ( h i '  h '  = h i '  h ' )  = e = h i ' ,  

woraus hi'--h~ folg~. Dana gilt e~=e, und rI(U)bes~eht. Hiermit ist das System 
auf das vollstandige System 14) im Abschnitt I I  zuriickgefiihr~. 

§ 4. Die Systeme A, E, 1E.ri, 1U.rl, ri(U) und A, E, 1E.li, 1U.li, ri(U) 

Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen. 

Satz  3. Jedes der Systems A, E, 1E.ri, IU.ri, ~'i(U) und A, E, IE.li, 1U.li, ri(U) 
ist vollstandig. 

Beweis: E~a Element mit den Eigenschaf~en 1E.li uad 1U.li des Systems 
A, E, 1E.li, 1Uli, ri(U) hat wegen Hilfss~tz 4 im Abschnitt I I I  aueh die Eigem 
schaften lE.ri und 1U.ri. Es gegniig~ fo]glicb, die Vollstandigkeit des Systems 
A, E, IE.ri, IU.ri, ri(U) zu zeigen. 

Ein Element e mit lE.ri und 1U.ri hat wegen Hilfss~tz 2 im Absehnitt I I I  
auch die Eigenschaft I(E). Fiir eia be]iebiges a gilt a 'a~  e, und wegen Hilfssatz 
1 im Abschnitt I I I  gilt auch e a '~  a'. Aus 

a t 

F 

e 

a' a a'  

fotgen aa'De~: und a'ekDa'. Wegen Hilfssatz 2 im Abschnitt I I I  gilt eke~Dek, 
und wegen IE.I und IU.I gilt e~e,~e.  
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Aus 

ek ek ek 

ek  

e" 

I I i ! folgen ~ e ~ e  trod e k e ~ e i .  Wegen IU.I gilt e~=ek, woraus ekekDek folgt. 
Wir bflden nun 

I 

ek 
^ 

e 

t i # woraus ek e~ D eh und ek eh D e~ folgen. Wegen ri(U) gilt eh = ek. 
e~ e~ ~ ek. Wegen ri(U) gilt dann e~ = ee, woraus ek ek ~ e folgt. 

Dann bilden wit 

e ek ek  

e 

e 

Hieraus folgt 

Wegen lU.I gilt dann eek~ek. Aus 

ek e ek 

gk 
i 

e 

folgt wegen 1U.I e~eDe~. Aus ri(U) folg~ ek=e, womit gezeigt ist, dass e die 
Eigenschaft rE.I hat. Hiermit ist das System auf das vollstitndige System 10) 
im Abschnitt I I I  zuriiekgefiihrt. 

§ 5. Die Irreduzibilitl/t der hergeleiteten Systeme 

Es leuchtet unmittelbar ein, dass das erste und das zweite der hergeleiteten 
Systeme weniger umfassend als 19) im Absehnitt II, und das dritte und das 
vierte weniger mnfassend als 2), 3), 6) und 7) im Abschnitt I I I  sind. In der 
Tafel der unentschiedenen Systeme des Abschnitts IV fallen 3) und 4) aus, und 2) 
wird dutch die folgenden unentschiedenen Systeme ersetzt. 

A, E, U, IE.I, 1U.I, re.I, ti(U), rI(U), 

A, E, U, lE.I, lU.I, rv.I, li(U), rI(U). 

Aus der folgenden Tafel geht hervor, dass die vier Systeme irreduzibel sind. 
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Vollst/~ndiiges System 
Teilsystem, das aus dem 

vollst~ndigen System 
hervorgeht  

Auf Grund folgendes 
Satzes des Abschnitgs 
IV  is t  das Teilsystem 

unvollst~ndig 

A, E, U, 1E.i, 1U.i, re.i, rv.i A, E, 1E.i, lU.i, re.i, rv.i 
A, E, U, le.i, 1U.i, re.i, rv.i 
A, E, U, lE.i, lv.i, r~.i, rv.i 
A, E, U, lE.i, 1U.i, rv.i 
A,  E, U, lE.i, lU.i, r~.i 

Satz  9 
Sa tz  1 
Sa tz  3 
Sa tz  5 
Sa~z 4 

A, E, 1E, U, lv.i, re.i, rv.i 

A,  E, lE.ri, 1U.ri, ri(U) 

A, 1E, U, lv.i, re.i, rv.i 
A, E, 1E.i, U, lv.i, re.i, rv.i 
A, E, lE, lv.i, re.i, rv.i 
A, E, lE, U, re.i, rv.i 
A, E, lE, U, Iv.i, rv.i 
A,  E, lE, U, lv.i, re.i 

A, E, le.ri, IU.ri, r i (U)  
A, E, lE.rl, lv.ri, ri(U) 
A, E, lE.i, 1U.i, r i(U) 
A, E, lE.ri, lU.ri, rI(U) 

Satz  
Sa tz  
Sa tz  
Sa tz  
Sa t z  
Sa tz  

Sa t z  
Sa tz  
Satz  
Sa tz  

1 

10 
10 

6 

A, E, lE.li, 1U.li, ri(U) A, E, le.li, lU.li, ri(U) 
A, E, 1E.li, lv.li, ri(U) 
A, E, lE.i, lU.i, ri(U) 
A, E, 1E.li, lU.li, rI(U) 

Satz 

Sa tz  
Sa tz  
Sa tz  

1 
10 
10 

6 

§ 6. Aufstellung der Axiome EUAst und EULL 

In den meisten vollstfindigen Systemen ist es mSglich, die Axiome A und U 
bzw. A und E dutch ein einziges Axiom zu ersetzen. Dadurch en'eicht man, 
dass vollstand:ige Systeme hervorgehen, die weniger Axiome enthalten. 

LORElqZEN 1 hat das Problem behandelt, die kiirzesten vollst/indigen Axiomen- 
systeme aufzustellen. Er stellt drei Systeme auf, die nur drei Axiome enthalten. 
In meiner Dissertation werden die yon Lorenzen benutzten Formulierungen des 
assoziativen Gesetzes mit UA und EAL bezeichnet. In der Dissertation werden 
noeh zwei Formulierungen benutzt, die mit EAn und EAst bezeichnet worden 
sind. Weil in der Dissertation nut das Problem behandelt wird, die schwaehsten 
vollst~tndigen Systemen aufzustellen, umfassen,  diese Systeme mehrere Axiome 
als die Systeme Lorenzens. 

Die friiher behandelten Formulierungen des assoziativen Gesetzes enthalten 
entweder Existenzbedingungen oder Unit/ttsbedingungen. In dieser Arbeit aber 
wollen wir zwei Formulierungen aufstellen, die sowohl Existenzbedingungen als 
Unit/~tsbedingungen enthalten. Dann wollen wir einige Hilfss~tze beweisen, und 
schliesslich werden wir die Vollst/indigkeit einiger Systeme zeigen. 

Die neuen Axiome werden mit EUAst und EUAL bezeichnet und in folgender 
Weise formuliert. 

1 L O ~ Z E ~ ,  P. :  E in  Bei t rag zur Gruppenaxiomat ik .  Math.  Z. 49 (1943--44), 313--327. 
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E U A s t :  W e n n  zu &'ei Elementen a, b u n d c  die gerkni@/ungen a b ~  u~ und 
uh cm ~ bestehen, und wenn ein vder mehrere Elemente vl, v~, . .... vk . . . .  existieren, 
die a v l ~ t ~  er/iiUen, gibt es unter diesen Elementen ein vk, das b c ~ v ~  er]i~llt. 

Wenn  zu drei Elementen a, b u n d c  die Verkniip/ungen b c ~ vk und  ark  ~ wj 
bestehen, und wenn ein oder m~hrere Elemente ul, us . . . .  , u h , . . ,  existieren, die 
u 1 c m wj er]iiUen, gibt es unter diesen EIementen ein uh, das a bD uh er/itllt. 

Wenn  zu drei Elementen a, b u n d c  die Verkniip]ungen a b ~ u h ,  uhcDt~,  
b c ~ vk und a v~ ~ wj bestehen, gilt 6 = wj. 

EUAr.:  W e n n  zu drei Elementen a, b und c die Verkniip/ungen a b ~ u a  und 
u a c D t ,  bestehen, bestehen auch b c D v k  und a v ~ 6 .  Wenn  auch b c D v k ,  und 
a vk, ~ ws bestehen, gilt t~ = wj. 

Wenn  zu drei Elementen a, b u n d c  die Verkniip]ungen bc D vk un~ avk  ~ wj 
bestehen, bestehen auch a b ~ u h  und uh c ~ ws. Wenn  auch a b Duh.  und uh, c ~ t~ 
bestehen, gilt t~ = wj. 

Es leuchtet unmitte]bar ein, dass das erste Axiom die logische Summe yon 
U A  und E A s t  und das zweite Axiom die logische Summe yon U A  und E A L  
ist. Datum ist es m5glich, gewisse Hilfss/itze aus der Dissertation zu benutzen. 

Es wird hervorgehoben, dass es m6glich ist, in allen vollst/indigen Systemen 
des Abschnitts VI EAH durch EAs t  zu ersetzen. Die vollstiindigen Systeme 
dieser Arbeit, die E U A s t  bzw. E U A L  enthalten, gehen aus den vollst/indigen 
Systemen der Abschnitte VI und VIII hervor, wenn die Axiome E A H  und U bzw. 
E A L  und U dutch E U A s t  bzw. E U A L  ersetzt werden. Die Beweise sind aber 
viel miihsamer. 

Wir werden auch die Vollst/indigkeit dreier Systeme zeigen, die aus den 
folgenden Systemen hervorgehen. 

EAs t ,  IE, U, lv.i, rs.i, rv.i  
EAL,  U, 1E.li, IU.li, re.li, rv.li  

EAL,  U, 1E.ri, lU.ri,  re.ri, rv.ri. 

Die Vollstandigkeit dieser drei Systeme, die nicht in der Dissertation behandelt 
sind, folg~ aus der Vollst/~ndigkeit der entsprechenden Systeme, die EUA.~t bzw. 
E U A L  enthalten. 

In den vollst~tndigen Systemen 9) und 13) des Abschnitts VIII ist es mSglich, 
das Axiom U wegzulassen. Darum werden wit uns mit der Vollstiindigkeit der 
E U A r .  enthaltenden entsprechenden Systeme nicht beschitftigen. Die Vollst~ndig- 
keitsbeweise der Systeme 

EAL,  lE.li, 1U.li, r i(U) 

EAL,  1E.ri, IU.ri, ri(U) 

sind mit dem Beweis des Satzes 3 analog. 

§ 7. Hilfss/itze 

Wir werden nun die folgenden Hilfss/itze beweisen. 

I-Iilfssatz t Wenn  E U A s t ,  lE und lv.i bestehen, bestehen auch r I (E)  und U. 

Beweis:  Der Annahme zufolge besteht h ' c D d ,  wo d die Eigenschaft lv.i  hat. 
Wegen lE  gilt e c~ c. Dann erhalten wit 
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ht  e C 

C 

d 

Wegen EUA,~, IE und lv.i gilt h'eDh', e hat  also die Eigenschaft ri(E). Wegen 
Hilfssatz 6 im Abschnitt  V hat e die Eigenschaft rI(E), und ausserdem besteht 
U, w . z . b . w .  

I-I i lfssatz 2. Wenn EUAst, 1E, re.i und rv.i bestehen, besteht rI(U). 

Beweis." Wenn rI(U) nicht best~tnde, giibe es zwei Elemente e, e~ mit  rI(E). 
Wegen re.i und rv.i gibt es 
c h '~  d erfiillt. Wir bilden nun 

d 
r 

C 

C e 

zu zwei E l e m e n t e n  c und d genau ein h', das 

d 

C 

h ' ,  c e~ h ' ,  

woraus nach EUAs ,  re.i und rv.i eh '~h '  bzw. e~h'~h' [olgen. 
Wegen lE gelten hi h' ~ e, h~ hi ~ e und hi' hi ~ e~. Dann  erlaalt~n wir 

h 
! 

e 
t hi 

ee 
h', h;'  ]~1 h' 

• t 

e 

Wegen EUAst gilt h~ = h' = h'(, woraus h" h 1D e, e~ folg~. 
Schliesslich bi]den wit 

e 

e 
^ 

e 

e~ 

Aus EUAst ]!olg~ e~=e,  womi~ der Hilfssatz bewiesen ist. 

I-Ii lfssatz 3. Wenn EUAst und re.li bestehen, besteht I(E). 

Beweis." Der Annahme zufolge bestehen e c~  c und c c ~  e. 
Aus 

^ 

e e ' c 

C 

C 

95 



:B. STOLT, ]]Teitere Untersuchungen zur Gruppenaxiomatik 

folgt wegen EUAst und l i(E)ee~e~ und e~c~c, und aus 

c 

I 
e G e l  

e 

e ~  

~olgt wegen EUAst e~=e, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

I-I i l fssatz 4. Wenn EUAL, IE.I und 1U.I bestehen, und wenn e ein Element 
mit 1E.I und IU.I und a ein beliebiges Element ist, bestehen a 'a~e ,  ea'~a' ,  
aa '~ek ,  a 'ek~a'  und e k e k ~ e k .  

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 im Abschnitt  V I I I  bestehen a' a D e, e a' ~ a', 
i ~ a t aa'Dek und a ek , w o e  ein Element mit  lE.I und lU.I und a ein beliebiges 

Element  ist. 
Aus 

a, 

a ! 

a r 

ek ek 

Iolg~ wegen EUAL ekek~ea und a'eh~a'. Wir bilden auch 

e h  

e k  

a a' ek 

a' 

e k  

Aus EUAL folg~ eh =ek,  und dann gilt e~ek~ek, w. z. b. w. 

§ 8. Systeme, die EUAst enthalten 

Wit wollen nun die Vollst~ndigkeit der folgenden Systeme zeigen. 

1) EUAs ,  1E, li(U), rI(U) 
2) EUAst, 1g, lv.i, rI(U) 
3) EUAst, lE, re.li, r I (U)  
4) EUAs~, lE, re.i, rv.i, li(U) 
5) EUAst, 1E, re.li, rv.li 
6) EUAst, 1E, Iv.i, re.i, rv.i. 
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Satz 4. Das System EUAst, 1E, li(U) und rI(U) ist voUstiindig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 2 im Abschnitt VII besteht ein Element mit I(E), 
womit das System auf das vollst~ndige System 4) im Abschnitt V zuriickgefiihrt ist. 

Satz 5. Das System EUAst, IE, lv.i und rI(U) ist vollstiindig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 bestehen rI(E) und U, womit das System auf das 
vollst~ndige System 4) im Abschnitt II zuriiekgefiihrt ist. 

Satz 6. Das System EUAst, 1E, rs.ti und rI(U) ist vollstdndie. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 besteht I(E), womit das System auf das vol]stiindige 
System 4) im Abschnitt V zuriickgefiihr5 ist. 

Satz 7. Das System EUAst, lE, re.i, rv.i und li(U) ist vollst(~ndig. 

Beweis: Wegen Hitfssatz 2 im Abschnitt VII besteht I(E), und wegen Hilfs- 
satz 2 bestehl~ rI(U), womit das System auf das vollstAndige System 4 ) i m  
Abschnitt V zuriickgefiihrt ist. 

Satz 8. Das System EUAs.  lE, rs.li und ru.li ist vollst(indig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 besteht I(E), und wegen Hilfssatz 2 besteht rI(U), 
womit das System auf das vollstandige System 4) im Abschnitt V zuriickgefiihrt ist. 

Satz 9. Das System EUAst, lE, lv.i, re.i und rv.i ist vollstiindig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 bestehen rI(E) und U, und wegen Hilfssatz 2 
besteht rI(U), womit das System auf das vollst~ndige System 4) im Abschnitt II 
zuriickgefiihrt ist. 

§ 9. Systeme, die EUAL enthalten 

Sehliesslich werden wir die VollstKndigkeit der folgenden Systeme zeigen. 

1) EUA L, 1E.1I 
2) EUAL, lE.ri, rU.ri 
3) JEUAL, IE.li, 1U.li, I(U) 
4) EUAL, 1E.ri, 1U.ri, I(U) 
5) EUAL, lE.li, lU.li, re.li, rv.li 
6) EUAL, 1E.ri, IU.ri, rs.ri, rv.ri 
7) EUAL, IE.rL ~Z(U) 
8) EUAL, lE.rI, re.rI, rv.rI 
9) EUAL, lE.li, rU.li, re.li 

10) EUAL, IE.li, rU.li, lv.li. 

Das System 1) ist schw~cher als die Systeme 4) und 5) Lorenzens und enthi~lt 
nur zwei Axiome. In der Tafel gibt es zwei Systeme, die drei Axiome enthatten. 
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Satz  t0.  Das System EUAL, lE.1I ist vollst~indig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 im Absehni~t V besteht U, womit das System auf 
das vollst~indige System 1 im Abschnitt VIII  zuriickgefiihr~ ist. 

Sa tz  11. Das System EUAL, lE.ri und rU.ri ist vollstiindig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 gibt es ein Element mi~ lE.I und rU.I, und wegen 
tIflfssatz 2 im Abschnitt VIII  besteht E. Hiermi~ is~ das System auf das 
vollstiindige System 5) im Abschnitt V zuriickgefiir~. 

Satz  t2.  Das System EUAL, 1E.li, 1U.li und I(U) ist vollstiindig. 

Beweis: Der Annahme zufolge gibt es ein Element e mi~ lE.li und lU.li, das 
wegen Hilfssatz 4 im Abschnitt VIII  auch 1E.ri und wegen Hilfssatz 3 sogar 
1E.I und lU.I hat. Wenn a ein beliebiges Element ist, bestehen wegen ttilfssatz 4 
a'a~e,  aa'Dek und e~ek~ek. Wegen I(U) gilt ek=e. Dann hat e die Eigen- 
schaft rE.I, womit dieses System auf 2) zuriickgefiihrt ist. 

Sa tz  t3.  Das System EUAL, 1E.ri, 1U.ri und I(U) ist wollstiindig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 bestehen IE.I und lU.I, womit dieses System auf 2) 
zuriiekgefiihrt ist. 

Sa tz  14. Das System EUAL, 1E.li, IU.li, re.li und rv.li ist vollstiindig. 

Beweis: Der Annahme zufolge bestehen e c ~ c  und cc'De, w o e  die Eigen- 
schaf~en 1E.li, lU.li, re.li und rv.li hat. Wegen Hilfssatz 3 hat e auch die Eigen- 
schaft I(E), und wenn a ein beliebiges Element ist, bestehen nach Hilfssatz 4 
a'a~e,  aa'De~ und e~ek~ek. Wir wollen zeigen, dass ek gleich e ist. 

Nach lE.I und lU.I gilt e ~ e ~ e .  Aus 

r e 

ek  e k  ek  
i 

ek  

e 

r fo]gt nach EUAL, ' ek, ek  ek  ~ und aus 

r t 

et: 
r !  

ek  

r 
ek  

ek  ek  

e k  

e 

folgt nach EUAL, e'k=e. Dann gilt eekDe. Wit bilden ferner 
, ^  

e e e ~  

e 

v 

und nach EUAL gelten ce~c~, und c~,ek~c. Aus 
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C 

C 

C e e 

6 

c~ 

folg~ nach EUAL c~=c, tmd dann gilt cek~c. 
Nach  1E.I und 1U.I bestehen c~c~e und cpc~e.  Aus 

^ 

) 
e Cot 

Iolgt  ' ' e Cot ~ Cc¢~ ;aUS 

C 

e 
t 

folgt  @ e ~ c~, und aus 

^ 

! 

eft e C~ 

C~ 

e 

folg~ c~ = c. 
W e g e n  

C 
r 

e 

c~ c¢¢ 

c~ 

Nach  IU.I gilt dann c'c~e. 

gilt  eg c' ~ c', vLnd wegen 

e 

gilt  e ~ e ~  eh. Schliesslich bilden wir 

ek 

C 

e 

e 

c 

e k  C ~ 

e 
r , , . A  

e. 

ek  e 

e 

c '  " - - "  

2 
e 

e h  

99 



B. STOLT, ff/eitere Untersuchungen zur Gruppenaxiomatik 

woraus naeh JEUAL eh=e folgt. Dalm gilt eke~e, und naeh IU.I gilt e~=e. 
e hat also die Eigenschaft rE.I, womit das System auf 2) zuriickgefiihrt ist. 

Satz 15. Das System EUAL, IE.ri, 1U.ri, re.ri und rv.ri ist vollstdndig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 hat ein Element mit 1E.ri, 1U.ri, re.ri und rv.ri 
aueh die Eigenschaft I(E), womit das System auf das vorige System zuriickge- 
ffihrt ist. 

Satz 16. Die Systeme EUAL, IE.rI, rI(U) und EUAL, lE.rI, re.rI, rv.rI sind 
voUstdndig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 1 im Abschnitt V besteht U, womit die Systeme 
auf die vollstandigen Systeme 17) bzw. 18) im Absehnitt VIII zuriickgefiihrt sind. 

Satz 17. Die Systeme EUAL, IE.li, rU.li, re.li und EUAL, IE.li, rU.li, lv.li 
sind vollstdndig. 

Beweis: Wegen Hilfssatz 3 bzw. Hilfssatz 4 im Abschnitt VIII besteht ein 
Element mit 1E.I und rU.I, womit die Systeme auf 2) zuriiekgefiihrt sind. 

§ 10. Systeme, die aus h//chstens drei Axiomen bestehen 

Schliesslich soll gezeigt werden, dass es nur acht vollsti~ndige Systeme gibt, 
die hSchstens drei Axiome enthalten. Dazu ist es notwendig, alle vollstandigen 
Systeme zu bilden, die eines oder mehrere der Axiome A, E, U und hSchstens 
zwei andere Axiome enthalten. Dann wollen wit untersuchen, ob es mSglieh ist, 
einige der Axiome A, E, U dutch eine gewisse Formu]ierung des assoziativen 
Gesetzes zu ersetzen. 

Zuerst betrachten wir die unvollst~indigen Systeme des Abschnitts IV mit 
Beriicksiehtigung der Resultate des § 5. Wenn wir aus diesen Systemen Teil- 
systeme bilden, die eines oder mehrere von A, E, U und hSchstens zwei andere 
Axiome enthalten, erhalten wit nut Systeme, die wegen der S~tze des Abschnitts 
IV unvollstiindig sind. 

In den Abschnitten II und III gibt es vollstandige Systeme, die eines oder 
mehrere yon A, E, U und hSchstens zwei andere Axiome enthalten. Aus einigen 
der iibrigen Systeme ist es mSglieh, solche Systeme zu bilden, indem man zwei 
Axiome dureh ein stiirkeres Axiom ersetzt. Es ist mSglich, die Iolgenden voll- 
st~ndigen Systeme zu bilden. 

1) A, IF,, U, ZI(~) 
2) A, 1E, U, rE.i 
3) A, 1E, U, rU.ri 
4) A, E, lU, lE.1I 

5) A, E, 1U, rE.li 
6) A, E, U, 1E.II 
7) A, E, U, IE.ri, lU.ri 
8) A, E, U, 1E.rI, rI(U). 

Die Systeme 1)--6) kommen in der Arbeit Lorenzens vor. 3)--5) sind reduzibel, 
wenn man die Axiomemenge meiner Dissertation betrachtet. In die von LorenzerL 
betrachteten Axiomemenge sind sie irreduzibel. Lorenzen hat gezeigt, dass 1)--6). 
die einzigen A enthaltenden viergliedrigen vollst~ndigen Systeme sind. 
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Wenn Wir in 1)--8) die Axiome A, E, U dutch eines der Axiome UA, EAL 
o Jet EUAr. e:csetzen, erhalten wir die folgenden Systeme. 

1) UA, lR, ll(E) 
2) UA, lE, rB.i 
3) UA, 1E, rU.ri 
4) EAL, 1U, 1E.II 

5) EAL, IU, rE.li 
6) EUAL, IE.1I 
7) EUAL, IE.ri, 1U.ri 
8) EUAL, IE.rI, rI(U). 

Die Vollst/~ndigkeit yon 1)--5) ist yon Lorenzen, die von 6)--8) in der 
vorliegenden Arbeit bewiesen. Es ist klar, dass diese Systeme die einzigea 
vollstiindigen Systeme sind, die hSchs~ens dreig]iedrig sind und aus der Meng~ 
der betrachteten Axiome gebildet werden kSnnen. 

T r y c k t  den  18 j anua r l  1954 

Uppsala 1954. Almqvist & Wiksells Boktryckeri  AB 
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