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Ombres. Convexité,
régularité et sous-harmonicité

Alano Ancona

Abstract. Let f:V—R be a function defined on a subset V of R*xR?, let @:ax—
inf{f(z,t);t such that (z,t)€V} denote the shadow of f, and let ®={(z,t)€V; f(z,t)=p(z)}.
This paper deals with the characterization of some properties of ¢ in terms of the infinitesimal
behavior of f near points £€®, proving in particular a conjecture of J.-M. Trépreau concerning
the case d=1. Characterizations of this type are provided for the convexity, the subharmonicity,
or the C11-regularity of ¢ in the interior of I={z€R"; 3teR4, (z,t)€V}, and, in the C1 case,
an expression for D2y is given. To some extent, an answer is given to the following question :
which convex function ¢: I —R, I interval CR (resp. which function ¢: I—R of class C1:1) is the
shadow of a (2 function f: IxR—R?

Un probléme dii & Jean-Marie Trépreau est & 'origine de ce travail. Etant donné
un ouvert X de R™ et une fonction réelle continue u sur X x[a, b], (a<b), Trépreau
a cherché des conditions pour que U(z)=inf{u(z,t);a<t<b} soit sous-harmonique
sur X. Notant J(z)={t€[a, b];u(z,t)=U(z)}, il a établi les deux théoremes sui-
vants.

Théoréme A. ([Trl], Theorem 1; voir aussi [Tr2], p. 30). Supposons que u
soit de classe C° et que les trois propriétés suivantes soient vérifiées :

(a) Pour tout € X, il existe toE€|a,b] tel que t—u(z,t) décroisse sur [a,to] et
croisse sur [to, b].

(b) On a Azu(z,t)>0 pour teJ(z), z€X.

(c) Siuj(x,t)=0, alors Azu(z,t)+2ul(z,t).E+ul(z,t)|€]2>0 pour tout

£eR™.
Alors, U(z)=inf{u(z,t);a<t<b} est sous-harmonique sur X.

Théoréme B. ([Trl], Theorem 2). Si u est analytique réelle, alors U est sous-
harmonique sur X si et seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(a) ul(z,t) est indépendant de teJ(x).
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(b) Agzu(z,t)>0 pour teJ(z), zeX.
(c) SizeX, teJ(z)Na,b] et EER™, on a

Agzu(z, t)+2ug, (2, 1) £ +ug (2, )€ 2 0.

Le cas n=1 donne un critére de convexité pour U et sert d’ailleurs & obtenir le
cas n>1. Il a aussi une interprétation géométrique claire : si {2 est un ouvert borné
de R? & bord analytique, et si w=m({2) désigne la projection de 2 sur un plan, alors
w est convexe si, et seulement si, pour tout £€0w, la normale extérieure & ) est
constante le long de A;=7"1(£)NON et si, en chacun des points de A, la deuxiéme
forme fondamentale de 92 (associée & la normale extérieure) est positive.

Ayant établi ces résultats, Trépreau a conjecturé qu’au moins si n=1, le théo-
réme B s’étend au cas ol u est seulement C2, la nécessité des conditions étant claire.
Une question analogue se pose aussi évidemment pour n>>1, mais il est raisonnable,
comme on le verra, de distinguer les deux questions.

Dans ce travail, nous proposons d’abord une réponse positive & la premiere
question (cas n=1) (Théoréme 1), et nous montrons ensuite, & I’aide de ce premier
résultat, mais par une méthode trés éloignée de [Tr1] (Theorem 1), Pextension du
théoréme B pour u de classe C? & tout n>2 (Théoréme 5). Pour l'obtenir, on
interprete le résultat du cas n=1 comme une caractérisation des fonctions u de
classe C? admettant une ombre U de classe C! et on donne une expression de U”
(Théoréme 3) ; ces propriétés s’étendent ensuite au cas n>1 (Théoréme 3.bis), ce qui
entraine la caractérisation cherchée des ombres sous-harmoniques (Théoréme 5). On
donne aussi des variantes du théoréme 1 avec une régularité C** pour u (Théoréme
1.bis), et un énoncé (Théoréme 2) montrant en quel sens ces résultats sont optimaux.

Le théoréme 3 montre en particulier qu'une ombre convexe (ou seulement C':!)
d’une fonction u de classe C? est une fonction de classe C1! bien particuliere; les
ombres C1! telles que J(x) soit réduit & un point distinct de a et b pour tout
z€X sont encore plus particuliéres, et nous avons pu caractériser completement
ces fonctions (Théoréme 4). On décrit aussi une classe assez large de fonctions C'!
pouvant é&tre associées & une fonction u de classe C%1.

Dans une derniére partie (sections 9 & 11), nous donnons une extension des
théoremes 1 et 3 pour des fonctions du type U(z)=inf{u(z,t); (z,t)€V}, avec VC
R"xR? et u fonction continue sur V' (Théoréme 1.ter, Théoréme 3.ter). Ici, il
est naturel de supposer u de classe C%*!. En application, on obtient par exemple
des conditions nécessaires de régularité pour la projection sur un sous-espace d’un
corps convexe lisse de R ; on donne aussi une caractérisation des ombres sous-
harmoniques généralisant le théoréme 5.
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On renvoie le lecteur & [Trl] et au livre de Lars Hormander ([H61]) pour les
applications du théoreme 5 (et du théoréme A) que Trépreau avait en vue; ces appli-
cations étendent certains résultats de [Tr2] portant sur la résolubilité des opérateurs
différentiels de type principal sur le bord d’un domaine strictement pseudo-convexe.

La littérature sur les ombres (méme pour un objet de départ convexe) semble
assez réduite (voir [CFG], [Kil], [Ki3]). Dans [Kil], C. O. Kiselman a montré que
dans R3, la projection sur un plan d’un corps convexe C de classe C® (resp. C*)
est & frontiere deux fois différentiable (resp. C?¢ pour un £>0), mais que cette
frontiere n’est pas en général C? si C est de classe C*°. [Ki2] étudie la régularité de
linf-convolution feg de deux fonctions numériques f,g sur RY (par définition fe
g(z)=inf{f(y)+g(z—y);y€RN }) en vue de I'application aux sommes vectorielles
de parties convexes. Cette étude a été poursuivie par J. Boman ([Bol], [Bo2]). Le
résultat de [Bol] montre qu'il existe dans R7 des convexes & fronti¢re analytique
réelle et admettant une projection sur le plan R?x {0} qui n’est pas de classe C?
(voir [Ki3]).

Remerciements. J.-M. Trépreau m’a intéressé & sa conjecture et m’a fait géné-
reusement part de son manuscrit [Tr1]; sans lui, je n’aurai abordé aucune des ques-
tions considérées ici. J’ai aussi bénéficié de l'intérét de Lars Hormander pour ces
questions et de ses nombreux commentaires critiques sur les premiéres versions de
ce travail.

1. Caractérisations de la convexité d’une ombre. (Cas n=d=1)

On désigne par f: (z,t)— f(z,t) une fonction réelle continue sur le produit I x J
d’un intervalle ouvert (non vide) I de R avec un intervalle compact J=|a,b] (a<b).
On note p(z)=inf{f(z,t);a<t<b} I'ombre de f, ®={(z,t)elxJ;p(z)=f(z,t)}
Pensemble de contact, et pour z€l, ®,={t€J;(z,t)€®}. On note aussi 9, et J; les
opérateurs de dérivation partielle sur I x J relativement & la premiére et la deuxieéme
variable respectivement, et on pose 82, =0,°0;, 02,=0,00;, 0%=0;°0;. On écrira
FECL(IxJ) si f admet une dérivée partielle 8, f continue sur I x J.

On dira que ’ensemble BCP est plein si pour tout x€l, il existe te€J tel
que (z,t)€®. On notera pour z€l, ®,={teR; (z,t)€®}. Le résultat suivant sera
étendu plus loin au cas d’un parametre ¢ multidimensionnel (section 9).

Théoréme 1. On suppose que f est de classe C? sur I x J et on se donne une
partie pleine fermée ® de ®. Alors, ombre ¢ de f est convexe sur Uintervalle I si
et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout €I, t—8,f(x,t) est constante sur ®,.

(ii) Pour tout £€®, on a 82, f(£)>0.
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(iii) Pour tout €€ tel que 8, f(£)=0, on a |03, /(€)1 < (02, /(€)) (921 (€)).

De plus, si ¢ est conveze, ¢ est de classe C11 sur I.

Remarque 1.1. L’énoncé reste correct si on remplace la propriété (iii) par la
suivante :

(iii’) VE=(x,1) € tel que a<t<b, on a [02,f ()< (82, f(£))(BL(E)).

Remarques 1.2. (a) Pour £€® tel que 8, f(£)=0, (ii) et (iii) signifient que f"(¢)
est une forme quadratique positive.

(b) Pour feCL(IxJ), il est facile de voir que 'ombre ¢ est de classe C! sur I
si et seulement si la condition (i) du théoréme 1 est satisfaite, et qu’alors 0, f(z,t)=
¢'(z) pour z€l, ted, (Lemme 4.1, section 4); d’autre part, il est immédiat que si
(i) est en défaut, ¢ ne peut étre convexe.

Le théoréme 1 admet un analogue relatif aux fonctions f de classe C*'! ou
méme plus généralement de classe C7, (c’est & dire lorsque f’ vérifie localement
une condition de Holder d’exposant 7 sur I xJ).

Théoréme 1.bis. Supposons que fECL(IxJ), que 8,f soit localement hél-
dérienne d’exposant T sur IxJ, 0<7<1, et soit ® une partie pleine fizée de P.
Pour que 'ombre ¢ de f soit convexe sur I, il faut et il suffit que les deux conditions
sutvantes soient réalisées : _

(i) Pour tout z€l, t—0,f(z,1) est constante sur (@)

(ii) Pour tout £€®, on a (en notant &'=(',t')) :

e HE)-FO-0.LO@-2)

g —EE'elxd |& =g/ -

De plus, si @ est conveze, elle est de classe CY™ sur I.

On observera, que si ¢ est convexe C?, on a (en utilisant la remarque 1.2.b) :

F&)=f(§)=0:£ (&) (2’ —2) 2 p(z") —p(z) - ¢' (z) (&' ~2) 2 0

sié'=(z',t')elxJ et £=(z,t)€®; donc, si fECL(IxJ) et si p est convexe, (ii) est
vérifié pour tout 7!

Remarque 1.3. L’énoncé précédent reste vrai si on remplace (ii) par la condi-
tion :
(ii") Pour £€=(z,t)€®, on a, si t#a, t#d,

)= 1) =0: () ~a)
lip inf o 20,
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(ou &'=(z',t")), et si t€{a,b}, on a

ining @D =H O =0 O ~2)

p |2/ — ]2

>0.

Il est peut-étre intéressant d’observer que si on suppose a priori assez de régu-
larité sur Pombre ¢ de f, une régularité C* pour f suffit dans I’énoncé précédent.

Proposition 1.1. Si feCL(IxJ) vérifie la propriété (ii) du théoréme 1.bis
pour un 7€J0,1] et une partie pleine ® de ®, et si p est CV7 sur I, alors ¢ est
convexe sur I.

Les théoremes 1 et 1.bis seront établis en section 4, et la proposition 1.1 en
section 5. L’énoncé suivant (qui est évident si y=1) montre que I’hypothése de
régularité sur f dans le théoréme 1.bis est en un certain sens optimale. Voir la
preuve en section 12.

Théoréme 2. Soient 0<v'<y<1 et Q=[0,1]x[0,1]. Il existe f:Q—R, de
classe CY7 sur Q et vérifiant les trois propriétés suivantes (on note @(x)=
inf{f(x,t); 0<t<1}, ®={(x,t);0<z,t<1,9(z)=f(z,t)}, J=[0,1]) :

(i) Vzed, ®,={tcJ;p(x)=f(z,t)} est réduit a un élément distinct de 0

et de 1.
(i) I existe co>0 tel que pour tout E=(z,t)€P et tout &'=(z',t')eN :

€)= F©) -0 1)@ ~2) > ~cole'~ €[ +1/7.

(iii) L’ombre ¢ de f est concave (non affine) sur I et de classe C*7'.

2. Régularité C''' d’une ombre. Calcul
de la dérivée seconde. (n=1,d=1)

On conserve les notations de la partie précédente et on utilise aussi la ter-
minologie suivante. f étant supposée de classe C? sur Ix.J, on dira que €I est
régulier (pour f) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Pour tout t€®, tel que ;f(z,t)=0, on a 0% f(x,t)#0;

(2) pour tout te®,N{a,b} tel que d;f(z,t)=0, on a aussi 62, f(z,t)#0.

Si z €1 est non régulier, toute valeur t€®, telle que 8, f(x,t)=0 et mettant en
défaut 'une des propriétés (1) et (2) précédentes sera dite associée a x.

Si x est régulier, on dira que = est régulier exceptionnel, s’il existe effective-
ment un t€®,N{a, b} tel que 9, f(z,t)=0 et 82, f(z,t)#0. L’ensemble R des points
réguliers de I est un ouvert, et les points réguliers exceptionnels forment une partie
discrete et fermée de R.
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L’énoncé suivant (qui contient le théoréme 1) sera démontré en section 6 (voir
aussi les énoncés des sections 3 et 11). La partie A est un corollaire simple du
théoreme 1.

Théoréme 3. On suppose que f est de classe C? sur IxJ. Alors :

A. Pour que l'ombre ¢ soit de classe C*' sur Uintervalle I, il faut et il suffit
que les deux propriétés suivantes soient réalisées.

(a) Pour tout z€l, t— 0, f(z,t) est constante sur ®,.

(b) Pour chaque partie compacte K de I, il existe un réel Ax >0 tel que

Vé=(z,t) €® avec € K et 8,f(€) =0, on a |0%,F(€)]? < A0 f(€).

B. Si ¢ est de classe CY! sur I, on peut calculer la dérivée seconde " (x) (qui
existe presque partout sur I) de la maniére suivante :

(a) ¢ est de classe C? sur l’ensemble ouvert w des points réguliers non excep-
tionnels de I et pour xew, @, est fini et on a

2 2
¢"<x)=inf{ 2, £(6) ()] ((’?)’ ,s=(x,t>,te<z>w},

ot g(x,t)=0 (resp. e(z,t)=1) si 8tf(m,t)9é0 (resp. si Oy f(x,t)=0).
(b) Pour presque tout x€1 irrégulier, on a @' (x)=02,f(x,t) pour tout te®,
associé ¢ .

Remarque 2.1. On peut remplacer la condition (b) du A par la suivante, ®
désignant une partie pleine (cf. 1) de @ :

(b’) Pour chaque partie compacte K CI, il existe A>0 tel que |82,f(£)]*<
ABZ (&), pour §=(I,t)€6 avec €K et a<t<b.

Remarque 2.2. Si les conditions du A sont vérifiées, le théoreme montre que
pour tout intervalle compact K CJ, on a

1" loo, k¢ < Arc+5up{|0, f (2, t)|; € K, (2, ¢) € B}

Le corollaire suivant dit que si 'ombre ¢ d’une fonction f de classe C? sur I x J
est de classe C1'1 (par exemple si ¢ est convexe, et a fortiori si f est convexe), alors
cette ombre est un fonction de classe C1'! bien particuliere.

Corollaire 2.1. On conserve les notations et les hypothéses du théoréme 3.
On suppose que ¢ est de classe OV sur I et que ®,Cla,b[, Vzel. Il existe alors
une fonction h semi-continue supérieurement (s.c.s.) et localement bornée sur I
telle qu’on ait :

(1) ¢"=h presque partout sur I.

(2) L désignant la fermeture de l’ensemble des points de discontinuité de h, la
restriction h)y est continue en presque tout point de L.
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Si @, est réduit a un élément pour tout €1, ou si f(x,t) est convere ent, on
peut choisir h telle que hjy soit continue et ¢ est alors de classe C? sur un ouvert
dense de I.

Remarque 2.3. C. O. Kiselman a montré un résultat plus précis si f est convexe
de classe C?! et ®,N{a,b}=0, Vx€I : 'ombre ¢ est alors deux fois dérivable sur I
(mais non C? en général), et pour tout z€I irrégulier, on a ¢ (z)=inf{02, f(z,1);
t associé & z} ([Kil]). On peut voir alors que ¢ est s.c.s. et de restriction ¢,
continue.

L’énoncé suivant montre que le corollaire 2.1 caractérise les ombres C':! des
fonctions C? dans le cas «d'unicité» (®, est réduit & un point pour tout z€r).

Théoreme 4. Soient F' une partie compacte de R, h une fonction s.c.s. bornée
et a support compact sur R, de restrictions ¢ F' et ¢ R\ F continues. Il existe alors
une fonction f: RxR—R de classe C? telle que :

(a) Pour tout compact LCR, limpy) o f(z,t)=+00 uniformément sur L.

(b) L’ombre p(z)=inf{f(z,t);teR} est C1! sur R et telle que ¢"(x)=h()

p-p-

(c) ®,={teR,; f(x,t)=¢(x)} est réduit ¢ un élément pour tout reR.

(d) On a F={z;0%f(x,t)=0 pour te®,}.

Avec quelques hypotheses supplémentaires, on peut obtenir une fonction f de

classe C>%, 0<a<1. A titre d’exemple, on établira la proposition suivante.

Proposition 2.2. On se place dans les hypothéses du théoréme 4, et on sup-
pose en outre que pour une certaine constante C'>0 :

(i) Pour zeF et 2'eR, h(z')<h(z)+Clz'—z|.

(i) Siz,2’€R\F et |2'—z|<id(z,F), ona

[h(z")=h(z)| < C d(x, F) "2’ ~ .

(iii) La somme des racines carrées des longueurs des composantes bornées de
R\ F est finie.
Il existe alors f€C?}(RxR) vérifiant les conclusions du théoréme 4.

Les trois propositions précédentes sont établies en section 8.

3. Applications au cas n>1, d=1 et au probléeme de Trépreau

On considére maintenant une fonction continue f:U xJ—R sur le produit
d’un ouvert U de R™ et d’'un intervalle compact J=[a,b] (a<b), et son ombre
p(x)=inf{f(z,t);t€J} qui est définie et continue sur U. On note encore

d={(z,t) e 0(z)=f(z,t)} et P,={teJ;(z,t)ed}.
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Si f est C? sur U x J, on dira que €U est régulier (pour f) si :

(1) pour tout t€®,, tel que d;f(z,t)=0 on a d% f(x,t)#0 et

(2) pour ted, égal & 'une des extrémités de J et tel que 8;f(z,t)=0, on
a 04(Vif)(z,t)#0. Si = est régulier, et §'il existe te®,N{a,b} tel que I, f(z,t)=
0, z sera dit régulier exceptionnel. L'ensemble w; des points réguliers est ouvert
et ’ensemble des points réguliers exceptionnels est fermé dans wy, contenu (lo-
calement) dans la réunion d’au plus deux sous-variétés de codimension 1 (et de
classe C') de wy; cet ensemble est donc négligeable dans R™.

Si zeU est non régulier, tout t€®, tel que J;f(x,t)=0 et mettant en défaut
P’une des propriétés (1) et (2) précédentes est dit associé & z. On a alors 'extension
suivante du théoréme 3 (voir la preuve en section 7).

Théoréme 3.bis. On suppose que f est de classe C? sur U x J.

A. Pour que ¢ soit (localement) de classe CY' sur U il faut et il suffit que les
deuz conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout z€U, t— 0, f(x,t) est constant sur ®,.

(ii) Pour tout compact KCU, il existe Ax >0 tel que pour tout (z,t)€P avec
T€K et a<t<b on a: |Vi(0:f)(€)|>*< Ak (04 f(8)).

B. Si ¢ est de classe CY1 sur U, on peut exprimer D?p(x) (qui est une forme
quadratique sur R™ définie pour presque tout x€U) de la maniére suivante :

(a) ¢ est de classe C? sur ’ensemble (ouvert) wy des points z€U réguliers
non exceptionnels, et pour chaque xE€wy, il existe te®, tel que :

D?p(z) = D3, f(z,t)—e(x,1) |07 f (z, )| 7 (Da(f;) (=, 1)) *2

ot e(x,t)=0 ou 1 selon que O f(z,t)#0 ou 0;f(x,t)=0.
(b) Pour presque tout €U non régulier, on a D?p(z)=D2_ f(z,t) pour tout
teJ associ€ d x.

On verra aussi que p€C?7(wp) si feC?Y (U xJ) vérifie le (a) et le (b) du A,
(0<y<1). L’énoncé précédent entraine tres facilement le critere de sous-harmonicité
de ’ombre d’une fonction de classe C? conjecturé par J.-M. Trépreau.

Théoréme 5. On suppose que f est de classe C? sur U x J. Pour que l’ombre
o(z)=inf{f(z,t);teJ} de f soit sous-harmonique sur U, il faut et il suffit que les
conditions sutvantes soient vérifiées :

(i) Pour z€U, t—0;f(x,t) est constant sur ®.

(ii) Pour é=(z,t)e® tel que a<t<b, et pour ueR", on a

Ay f(€)+2 Ve (8:f)(€)-u+87 f(€)ul > 0.
(iii) Pour tout £€®, on a Ay f(£)>0.
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De plus, si ¢ est sous-harmonique, ¢ est nécessairement de classe C1'1 sur U.

Remarque 3.1. La condition donnée en (ii) équivaut aux inégalités A, f(£)>0,

0% £(€)20, et [Vz(0:/)(€)1* < (A f(€))(05(€)) pour les points £=(z, ) concernés.

4. Preuve des théorémes 1 et 1.bis

Commengons par établir la remarque 1.2.a avec I’énoncé suivant déja observé
dans [Tr1] pour ®=®. Les notations sont celles de la section 1.

Lemme 4.1. Si feCL(IxJ) et si ® est une partie pleine fermée de ®,
lombre @ est dérivable sur I si et seulement si 0, f(z,t) est indépendant de t sur ®.
Dans ce cas, @' (z)=0,f(z,t) pour tout (z,t)€® et ¢ est de classe C sur I.

Preyve. Montrons que la condition du lemme est suffisante (la nécessité est
évidente). Si {=(z,t) et £'=(a', ') sont deux points de ® avec z,z’ dans un intervalle
compact fixé I'C I, on a puisque 9, f est continue :

o(z) () —0:f (z,1)(z' — ) < f(2',8) — £ (€) — 0o f(§) (& —2) < |2" 2] 6(|" ~x])

ou 8(s)=sup{|0: f({) =0z f(¢)|;¢,{’'el’x J, et |[(—('|<s}. En permutant les rdles
de € et £, on obtient, en notant A=p(z’) —p(x)—0; f(z,t)(z' —z) :

A2 —|z’ —2|8(|2" —z]) [’ ~ /|0 f (§') — 0= £ (§)]-

D’apreés ’hypothése, pour 56&; fixé, hmg—"e%,z'—»z O f(E)=0,f (&), et p(z')=
p(z)+0; f(z,t)(x' —z)+0o(x' —z) pour 2’ —x. Le reste est immédiat.

Les conditions des théorémes 1 et 1.bis sont nécessaires. Supposons ¢ convexe
et feCL(IxJ). Le (i) du théoréme 1 (ou 1.bis) découle du principe suivant appliqué
a g(z)=f(z,t0), (w0,t0)EP : si ¢ est convexe sur I majorée par geC(I) et si
o(zo)=g(z0), alors ¢'(xzo) existe et vaut g'(zo).

Donc, ¢ est C! et ¢'(x)=08,f(z,t), V(z,t)€P. On a déja observé que la con-
vexité de ¢ entraine alors : f(£&')— f(&§)—0.f(§)(2’—x) >0 pour tout {=(z,t)eP,
¢'=(z',t')eIxJ, et a fortiori la condition (ii) du théoréme 1.bis. Si f est C?,
E=(z,t)€®, avec 0, f(£)=0, un développement de Taylor montre ensuite que f”(£)
est positive. D’oll la nécessité des conditions du théoréme 1 ([Tr1]).

Caractére CY™ de ¢ si ¢ est conveze et O f localement héldérienne d’expo-
sant . On sait déja que ¢ est C*. Soient z et 2’ deux points dans un sous-intervalle
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compact K fixé de I, et soient {=(z, t), £'=(z’,t') des points correspondants dans ®.
On a, puisque O, f est C7,

o) = f(€") < f(&',1) < F(€)+8, f(€)(&' —2) + Oz’ —z|*™
o(x)=f(&) < flz,t") < F(EN)+0 f(€)(x—z')+Clz’ — x|+,

En ajoutant, et comme ¢’ est croissante, on obtient la propriété voulue :
' (z")—¢'(z)| <2C|a’ -zl

Passons a la preuve des implications non triviales des théorémes 1 et 1.bis
(parties «les conditions sont suffisantes»). Le théoréme 1 est conséquence du théo-
reme 1.bis, mais il est intéressant d’en donner une preuve indépendante un peu plus
simple.

Les conditions (i), (ii), et (iii)’ du théoréme 1 sont suffisantes. Fixons un inter-
valle compact [, 8] contenu dans I, et convenons de dire que z€1 est terminal (pour
¢ et [a,0]) si a<z<B et si ¢ (x)>¢' (u) pour tout ue(z, §]; un point {=(z,t)€P
sera dit terminal si = est terminal. On établira (sous les hypotheses (i) (ii) et (iii’)
du théoréme 1) la proposition suivante.

Proposition 4.2. L’ensemble {¢'(z);x terminal pour ¢’ et [a, 3]} est négli-
geable (pour la mesure de Lebesgue A sur R).

Une fois cette propriété établie, il est immédiat que ¢’ est croissante sur I et
donc que ¢ est convexe : ¢ étant continue, si ¢'(a)>¢'(8), chaque valeur 6 de
Pintervalle |¢'(8), ¢’ ()| est atteinte par ¢’ en au moins un point terminal z pour
¢ et [, (]; ce qui contredit la proposition 4.2. Pour établir celle-ci, commengons
par dégager le principe général suivant qui nous resservira et dont la preuve est
donnée un peu plus loin.

Lemme 4.3. Soient BCRxR?, d>1, et F: B—R une application telle que :

(i) F(z,t) est fonction croissante de x sur B, soit F(x,t)=G(x) avec G crois-
sante.

(ii) Pour tout é=(z,t)€B, on a F(&)—F(¢)=o(|z'—z|+|t' —t|?) pour &=
(z/,t')eB, 2'>x et £ —E.

Alors, F(B) est une partie négligeable de R.

Fin de la preuve du théoréme 1. On décompose l’ensemble B des points ter-
minaux de ® (pour [, 3]) en parties B; auxquelles on pourra appliquer le lemme 4.3,
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avec F(z,t)=—0,f(z,t)=—¢'(z). Posons

I

{(z,t) € Bp;t=a},
{(z,t) € Bo; t=b},
(
(

i

Il

{(z,t) € Bo;a <t <b,d% f(x,t) #0},
{(z,t) € ®p;a <t <b, 82 f(z,t) =0}.

B
B,
B3
B,

Soit £=(x,t)€®q; pour &'=(a’,#') (terminal) tendant vers &, et d’apres la for-
mule de Taylor, on a :

¢ (@) ¢/ (2) = 02, f (€) (&' —2) +0, F (&) (t' —t) +o(I€' ).

Comme z’ et z sont terminaux, ¢'(z') —¢'(z) et 82, f(£)(z’ —z) sont de signes
opposés (d’aprés (ii) du théoréme 1). De plus, si &, & €By, la nullité de 82 f(€)
entraine celle de 92, f(£) d’apres (iii)’ ; par conséquent, ¢’ (z') —¢'(z)=0(|¢'—£|). De
méme, pour §,&'€B;, j=1,2 et £ —¢, on a ¢’ (2')—¢'(z)=0(|¢' —¢]|), d’apres (ii)
et t'—t=0. Ainsi, d’apreés le lemme 4.3, {¢'(z); (z,t)€B; } est négligeable pour
j=1,2,4.

Enfin si £ € Bs, le théoréme des fonctions implicites dit que les points £'=(z',t')
voisins dans @ sont sur une courbe = g(z'), avec g de classe C* sur un voisinage
de z, g(z)=t, et ¢'(x)=—082%,f(£)/0% f(£). D’oli, maintenant

/ / / 2 (8t2$ (é‘))2 / !
¢ @)=¢/(0) = {116~ GO A s+l -4

A nouveau, ¢’(z')—¢’(z) et le premier terme du développement étant de signes
opposés ¢’ (z')—¢'(z)=0(|¢'—&|) pour & —¢&, &'€Bs, et on conclut & l'aide du
lemme 4.3. Ce qui acheve la preuve du théoréme 1.

Avant d’établir le lemme 4.3, montrons les deux propriétés élémentaires sui-
vantes. On notera A* la mesure de Lebesgue extérieure sur R.

Lemme 4.4. (a) Soit g:C—R , CCRY, (d>1) une application telle que
pour tout t€C, (g(t')—g(t)) =o(|t' —t|%) sit'—t, t'€C. Alors, g(C) est négligeable
dans R.

(b) Soient g une fonction croissante sur Uintervalle L=[a, 3], € un réel >0
et CCL tels que : VteC, 3t'€lt, B, g(t')—g(t)<e(t'—t). Alors on a : \*(g(C))<
e(f—a).

Preuve. (a) Supposons C'C[0, 1]¢. Pour j entier >1 et £>0, notons C¢(j) I'en-
semble des teC' tels que

(gt —gt) T <ed 4 t—t'|¢ sit' €C,|t' —t|<d277.
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Si @ est un cube dyadique d’ordre j, g(QNC:(5)) est de diametre <e2~%; d’ou
X*{g(C:(j))}<e. D’aprés I'hypothese, Cc(j) croit vers C pour j—-+oo; d’ou
A*(9(C)) <&, puis A*(g(C))=0.

(b) On vérifie aisément que

C(j)={tela, B~} 3¢ €lt+57", B, g(t' ~0)—g(t+0) <e(t'~t)}

est fermé, puis que le plus grand z€ L tel que \*(g(C(j)N[e, z])) <e(z— ) est z=0.
Comme les C(j) croissent vers Coo DC, on a bien M\*(g(C))<e(8—a).

Preuve du lemme 4.3. On peut supposer BC[a, 8] xR? (o, B€R) et G définie
croissante sur [, 8]. Soit £=(z,t)€ B tel qu'il existe une suite de points §;=(z;,t;)
dans B avec |[t—t;|9<z;—z<1/j. Alors G(z;)—G(z)=0(z;—z). Si E est I'’ensemble
de ces & et si C={z;(z,t)eE}, le (b) du lemme 4.4 dit que G(C)=F(E) est
négligeable.

Par construction, B\ E est réunion des

B(j)={(z,t) € B;¥(2',t') € B avec x <2’ <z+j7!, ona |2/ —z|<|t' |9} et

B(j)=J BGk) si

keZ
B(j,k)={(z,t) € B(j); ki ' <z < (k+1)j7'}.

On peut donc supposer que B est I'un des B(j,k). Dans ce cas, |[z'—z|<
|t'—t|¢ pour (z,t), (z/,t') dans B, et B est le graphe {(h(t),t);t€C} d’une fonction
h:C—R, (CCR?). D’apres (ii) on a pour teC, [G(h(t'))~G(h(t))]T=o(|t' —t|¢) si
t'—t, t'€C. 1l résulte alors du lemme 4.4 que G(h(C))=F(B) est négligeable.

Remarque 4.1. Remplagons le (ii) du lemme 4.3 par : (ii’) Vé=(z,t)€B, F(¢')—
F(&)<e(a' —x)+o(|lz—2'|+|t' —t|%) pour &'=(z',¢')€B, 2’ >x, &' —¢&. Si de plus BC
[@, B]x R%, 1a méme démonstration montre qu’alors \*(F(B))<e(B—a).

Remarque 4.2. Le lemme 4.3 entraine un énoncé de G. Choquet ([Cho]) qui
est au fond trés voisin : sur un arc plan t=f(z), 0<z<1, (f continue), une fonc-
tion (z,t)—F(z,t)=G(z) qui admet un point critique en chaque point de l'arc
est constante. (Si par exemple G(0)<G(1), considérer B={(z, f(z)); G(u)<G(z),
Vue(0,z]}.)

Les conditions (i) et (ii') du théoréme 1.bis sont suffisantes. On va de nouveau
établir la conclusion de la proposition 4.2. Notons ®; (resp. &52) I’ensemble des
points (z,t)€® terminaux pour [a, 8]CI tels que a<t<b (resp. t€{a,b}), et fixons
B'>B, Bel.
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1. Montrons d’abord que pour £é=(z,t)€®; fixé, on a ¢'(z')— ¢’ (z)=o0(|€'—¢]), si
£ —¢, £’=(m',t')€51, 0<z'—z<|t' —t|.

Soit donc &'=(a',t')€®;, avec 0<z’—z<|t'—t|. Notons A le nombre >0 tel
que ¢'(z')=¢'(z) - Alt' —t|. Comme 8, f est C*7, il existe une constante C>0 telle
que pour tout y vérifiant o’ <y<az"=z'+(ZAlt'—t)1/7, et y<F', on ait

6zf(y,t ) Samf(g)—iA't/_tl'

Donc, si ' et = sont assez proches, on a z'' < ,6’ (¢’ est continue sur [a, 5]!), et

F@ 8= f(& )~ Ba F (€)@ —a') = / (Buf (1)~ 0: () dy
2A|t '(.’13 —Z )’
@ )~ F(& #) =0, f(€) (2" —a') < —c (Alt/ —t])+1/7,

pour une certaine constante ¢>0. D’autre part,

FE)=f(§)—0:f(&) (@' —x) = p(z') —p(z) ¢/ (z) (2’ —2)

’

T
- [ ¢w-v@)duzo
x
puisque z est terminal. D’oll, en ajoutant et en notant £”=(z",t),

FEN)—F(©)—0a£(£)(&" —x) < —c (At —t]) T/

Donc, d’aprés notre hypothese (i), c(At'—t|)1H1/7 <|¢/ —¢|*H1/75(|¢" —¢€|)
pour une certaine fonction §=6¢: R4 — R, tendant vers zéro & l'origine. Or, d’apres
la régularité C%7 de 8, f, on a :

Alt'—t| =105 f(§") = 0= f (€)| < clt' =],

de sorte que z” —z'<c|t'—t| et |£”" —&|<c|t'—t| (c varie d’une inégalité & lautre).
D’ou, la propriété annoncée : |¢'(z')—¢'(z)|<c|t'—t|61(|t'—t|), (en posant 6;(s)=
(8(cs))™/(T+D).

2. Pour N,m entiers >1, notons A;(N,m) (j=1,2) Pensemble des {=(z, t)e:I;j
tels que f(&')— f(&) =0 f(&)(z' —z)>—|¢' —¢|2/N pour tout {’'= (x',t’)eaj vérifiant
|&' —€|<1/m. Pour N >1 fixé, A;(N,m) croit vers<I> et, par construction, si é=(z, t)
et &'=(2’',t") sont deux points de A;(N, m), avec ]5’——{]31/met ' —z>|t'—t|,ona:

FE€)= 1O -0.£(€)(& ~2) 2~ 1€ ~¢P,
FO—FE) 0.1 a—a') >~ |e/ €2
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En ajoutant et en tenant compte du caractére terminal de £, on obtient :

0.7(€) =0, 1 (€)' ~a] < 1€ ~¢P,

et comme (z'—x)>|t'—t|, on a donc : |¢'(z')—¢'(z)| <AN Y|z’ —z|.
3. On voit alors que pour {=(z,t)€A;(N,m),on a :

Ou f(§) =05 f(€') <4N~Y (2’ —z)+o(|t' —t)),
si {'=(a',t)eA;(N,m), 2’ >z, { —&. Donc, d’aprés la remarque 4.1,
A {¢/ (x); (z,t) € A;(N,m)} <AN T (B—a);

faisant tendre m, puis N, vers I'infini, on obtient \*{¢'(z); (z, t)e&y}=0, (j=1,2).
Ce qui achéve la démonstration.

Remarque 4.3. Suivant une observation de Trépreau, on obtient des variantes
plus élémentaires des démonstrations précédentes en notant qu’il suffit de montrer
la convexité de ¢(x)+ex? pour tout >0, et donc de traiter fe(z,t)=f(z,t)+ex?
au lieu de f.

5. Preuve de la proposition 1.1

Soit feCL(IxJ) vérifiant le (ii) du théoréme 1.bis (pour un 7€]0,1] et une
partie pleine ® de ®), et telle que de plus, 'ombre ¢ soit de classe C1'"; montrons
qu’alors ¢ est convexe sur I. Ici encore, on va considérer ensemble (compact) T'
des points terminaux pour ¢’ et un intervalle [a, 3]C I, et montrer que ¢’ doit étre
constante sur 7. Supposons T'#, et notons g la fonction continue décroissante sur
[a, B], égale & ¢’ sur T et localement constante sur [a, 5]\T ; soit u=—dg la mesure
de Stieljes (positive) correspondante portée par T

L’ensemble des points £ €® vérifiant le (ii) du théoréme 1.bis est un F,5 de R?
et on peut donc supposer que ® est borélien. D’apres le théoreme de capacitabilité
(IBou]), il existe K C® compact de projection T'={z; (z,t)€ K} contenue dans T et
telle que p(T")>Zu(T). On peut alors construire une application borélienne ¢: z—
&(z)=(z,t(z)) de T' dans K et d’apres le théoreme de Lusin, on pourra méme
supposer ¢ continue sur T".

Posons

B(N,j)={zeT';Vz' €T, |z'~a|<j ' =
(@) —p(z) = (@)’ ~2) 2 =N g (') =£(@) 7}, (G, N >1).
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D’aprés hypothese (ii), les B(NV,j) croissent vers T pour j—+oo, N fixé. On
peut donc choisir des entiers jy tels que pu(B(N,jn))>(1-2"V"2)u(T"); posant
L=(\n51 B(N,jn), on obtient un compact LCT" tel que pu(L)>3u(T”) et

o(z')—p(z)—¢' (z)(a' —2) > —|(2') —&(2) " TH/78(|2' ~ ),
pour z,z’ dans L et une fonction 6: Ry — R, vérifiant lims_,06(s)=0. Ajoutant
P'inégalité précédente avec celle obtenue en permutant x et =, on obtient :
Ve,2' €L, |¢'(a)—¢ (2)||e' —z| < 2/¢(z") € (@) /7 é(a’ — )

puisque ¢’ est décroissante sur L. On en déduit, pour z,z'€ L, £'=¢£(z'), £€=&(x) :

o' (&)= @I\ _ (19 &) = @\ ,
() =(TF=r) wesoe-a

puisque ¢ est C>7. Ce qui prouve que
/ —

L [e@)-g()

x/—>x,x'€L §(x’)—§(w)
pour chaque z€ L (non isolé). Comme la limite limg:_,; (¢(z)—g(z’))/(z' —z) existe
(dans [0, +00]) et est strictement positive u-presque partout ([Rud]), on voit qu’on a

/ —
9@ -e@)|

z'—x,x’'€L t(x’)—t(a:)
pour p-presque tout € L. Il s’ensuit, d’aprés le lemme suivant, que p(L)=p(T)=0
et g est donc bien constante.

=0

Lemme 5.1. Pour tout compact LC |, f] et toute fonction borelienne
h:L—-R, on a
/ —
lim inf —|h(x )—h()|
v~z zel |g(z')—g(z)|
pour p-presque tout t€L.

< 400

Preuve. On peut supposer L parfait, u(L)>0, g strictement croissante sur L,
et h continue sur L. Raisonnant par I’absurde, on peut supposer aussi que pour
chaque z€L,

@) —h(@)] _
a'—z.z'el |g(z')—g(z)|
Utilisant le changement de variable z— g(z), on est ramené au cas ou g(z)=z (on
sait que g(u) est la mesure de Lebesgue sur g([e, 8])). Ecrivant L=, Lj,

Li={ze€L;V2' € L,0< |2’ —z|<j7!,on a |h(z')—h(z)| > |2’ —z|},
on voit qu’on peut supposer aussi que |h(z')—h(z)|>|2’ —z| pour z,z'€L.
La fonction h est alors injective et tout point de L'=h(L) est critique pour
’application inverse u=h"!. On sait qu’alors L=h~1(L’) est négligeable (Lemme
4.4), ce qui est absurde.

+00
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6. Démonstration du théoréme 3
On aura besoin du lemme élémentaire suivant (qui sera étendu plus loin).

Lemme 6.1. Soit @1, @, ..., on, une suite finie de fonctions réelles de classe C?
sur Uintervalle U=]a, B[ (a<B). L’enveloppe inférieure p=inf{p;;1<j<n} est dé-
rivable sur U si et seulement si on a @}(z) =y} (z) pour €U et j,ke{l,...,n} tels
que o(z)=y;(z)=pk(z). Si ¢ est dérivable sur U, alors ¢ est awssi de classe C*
surU et on a:

¢"(z) =inf{p](z); 1<j<n et pj(z)=p(z)}.

Preuve. En considérant les développements limités des ¢; & I'ordre 1 en 2o €U,
on voit facilement que ¢ est dérivable en x si et seulement si on a ¢;(z0) =} (z0)
pour j, k€l ={i;1<i<n,p;(zo)=¢(z0)}, la dérivée ¢'(z) étant égale a la valeur
commune des ¢ (o), j€ Ly,-

D’autre part, si ¢ est dérivable sur U, on a, pour x assez voisin de xg€U,
z#20, p(2) <ip;(x) pour tous les j tels que ¢} (zo)>7(zo)=inf{p}(20); K€Lz, } (en
regardant les développements limités & 'ordre 2) ; en particulier, si x est assez voisin
de zg, le reste ¢’ () — ¢’ (x9) —y(z0)(x—z0) coincide avec un reste analogue pour une
@}, telle que ¢ (zo)=7(20), ¥;j(z0)=ep(z0); donc ¢ est deux fois dérivable en tout
2o €U et ¢"(z9)="(xg). Ce raisonnement montre aussi que si z est assez voisin de
zo€U, il existe j € Iz, N I, (dépendant de x) tel que ¢/ (z)=¢" (z) et ¢ (z0) =¢" (o),
ce qui donne évidemment la continuité de ¢” en zo.

Une fois la continuité de ¢” établie, on peut aussi préciser (localement) un
module de continuité pour ¢” en appliquant le principe suivant aux fonctions ¥=¢",
Yi=¢j.

Lemme 6.2. Soient 91, ..., n fonctions réelles continues sur un intervalle
compact KCR. et soit : K—R continue et telle que ¥ (x)€{1(x),...,¥n(x)} pour
zeK. Si w(s)=sup{|v;(c")—v;(x)];z, 2’ € K, |z—z'|<s,1<j<n} pour s>0, alors
[(y) =y (z)| <nw(ly—zl).

Preuve. Supposons x<y. On voit aisément qu’on peut trouver une subdivi-
sion so=1<s81<...<sp =y et des indices j(k) tels que 1<j(k) <n, Y(sk)=v;(k)(sk),
Y(Sk4+1)=%;(k) (Sk+1) pour 0<k<m—1. Il est clair qu'on peut toujours réduire en-
suite le nombre m de sous-intervalles [sg, sk+1] nécessaires & m<n.

Corollaire 6.3. Si les p; du lemme 6.1 sont de classe C?% sur U, 0<a<l,
et si @ est C1, o est aussi de classe C** sur U.

Passons alors a la preuve du théoreme 3.
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A. Supposons d’abord les conditions (a) et (b’) (cf. remarque 2.1) réalisées
et montrons que peCY1(I). Soient K un sous-intervalle compact de I et Ax la
constante correspondante dans (b). Si 2M > (Ax + |02, fllco,k x.7), OR VOit en ap-
pliquant le théoréme 1 (et la remarque 1.1) & la fonction fi: (x,t)— f(z,t)+Ma?
(et Padhérence de @) que o(z)+Mz? est convexe et CL! sur K \OK. Donc, ¢ est
aussi Cb! sur K\OK.

Inversement, si ¢ est CH! sur I, z+—p(x)+Mz? est convexe sur le sous-
intervalle compact K de I des que 2M > ||¢"||oo,x. En appliquant le théoréme 1
a la fonction f(z,t)+M=x?, on obtient le (a) et que

10%0f (2, 1)* < 2M+]1024 Flloo, e x )07 S (€),

pour z€K\OK, (z,t)€® et ;f(z,t)=0. D’oli (en tenant compte de la remarque
1.2.(b)) la propriété (b) du théoréme 3.A.

B. Pour la suite de la démonstration, on suppose que ces conditions (a) et (b)
du théoreme 3 sont vérifiées. On peut aussi supposer, et nous le ferons, que toutes
les dérivées partielles d’ordre <2 de f sont bornées sur I x J.

B.1. Calcul de ¢"(xg) pour zy régulier non exceptionnel. Faisons d’abord les
observations suivantes.

(i) Si ®,, contient l'extrémité a de J alors pour tout z assez voisin de zg,
t— f(z,t) est croissante sur un intervalle [a,a+n]; de méme si be®,,, t— f(z,1)
est décroissante sur [b—1n,b] si x est assez proche de z.

(ii) Si to€®@y,, a<to<b, on a 8% f(xo,to)#0 et on peut appliquer le théoreme
des fonctions implicites a I’équation 9; f(z,t)=0 au voisinage de &,=(zo, to).

On voit alors que ®,,N]a, b[ peut étre rangé en une suite finie croissante t; <
to<...<tm, et qu'il existe m fonctions g1, go, ..., gm de classe C! sur un voisinage
ouvert V' de xo et & valeurs dans J telles que g;(zo)=t;, 0:f(z, g;(x))=0 et

{t G]a, b[; te (Dx} C {gl (w)’ -~,gm(x)}
si z€V. On a donc, pour z€V, et en convenant de poser go(z)=a, gm+1(z)=b,
p(z) =inf{f(z,g;(2));0 <j <m+1}.

Pour 1<j<m, chacune des fonctions ¢,: z+ f(z, g; (z)) est de classe C! sur V,
de dérivée

() =0:f (x,9; () +9;(2)0: f (, 9;(2)) = On f (2, 9; ()
Donc ¢;€C?(V) et on a, puisque g;(z)=—(0%:f(z,9;(2)))/ (0% f (z, 9;(2)),

ol (x) =02, f(x,9;(x))— (82 f (z, 9;(2))) (7 f (x, g ()~
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si 1<j<m. Si j=0 ou j=m+1, @;(z)=f(x,t;) est aussi de classe C? et ¢} (z)=
92, f(z,t;). 1 n’y a plus qu’a appliquer le lemme 6.1 pour obtenir I'assertion (a) du
théoreme 3.B.

B.2. Notons L I’ensemble des points €I non réguliers et tels que (i) ¢”(z)
existe et (i) ¢"(z)#02, f(z,t) pour au moins un t€®, associé a z. Il s’agit de voir
que L est négligeable.

Soit Ay ’ensemble des couples (z,t)€® avec z€L, te€®, associé, et tels que
l¢' (") —¢' (z)— (2 — )02, f(z,t)| > N1z’ —z| pour tout z'€I tel que |z'—z|<
N~1.8i Ly désigne la projection de Ay sur 'axe des z, il est clair que L=|Jy~; Ln.

Soit £=(z,t)€An. D’aprés la formule de Taylor, on a si £'=(z/,t')€AN et
§'—¢:

¢ (2') = ¢/ (2) =02, f(€)(«' —z) = o(|€' ~¢]).

Il faut observer ici que si t est associé & x, on a 0=0, f(£)=0%, f(£) et aussi que
¢'()=08, f (z,t). Donc, toujours si & —¢, ¢'=(z',t')€An, on a

|2’ —a| = o(|¢' ~£I)-

Il n’y a plus qu’a appliquer le lemme 4.3 (pour d=1) & B=Ayn et F(z,t)=z
pour conclure que A\*(Ly)=0 et achever ainsi la preuve du théoreme 3.

7. Démonstration des théorémes 5 et 3.bis

Le théoréme 3.bis est un corollaire du théoréme 3 (et de sa démonstration),
compte tenu de la proposition suivante (qui étend le lemme 6.1) et du lemme 7.4
plus bas.

Proposition 7.1. Soient 1, s, ..., om m fonctions de classe C? sur louvert
U de R™ et soit  lenveloppe inférieure des ;. Alors, ¢ est différentiable sur U
si et seulement si dy;(z)=dpk(z) chagque fois que p;(z)=pk(x)=p(x). Si ¢ est
différentiable sur U, alors p€C?*(U), et on a pour chaque x€U :

(i) ¢"(z)(h, h)=inf{ ¢} (z)(h,h); j tel que @;(z)=p(x)}, pour heR".

(i) 3j€{1,...,m} tel que p(x)=p;(z) et 9" (z)=¢}(z).

Preuve. La toute premiere assertion s’établit sans difficulté exactement comme
Passertion analogue du lemme 6.1. Supposons donc ¢ différentiable sur U et mon-
trons la deuxiéme assertion. D’aprés le lemme 6.1, pour tout X €R"™, la dérivée
seconde 0% yx(x) existe en tout point z de U (c’est par définition la dérivée se-
conde en s=0 de la fonction s—@(z+sX) ), on a la formule

0% xp(z) =inf{pf] (z)(X, X); p;(z) = p(2)}
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et 0% x ¢ est continue sur chaque segment parallele & X contenu dans U.
Pour vérifier la continuité de 6% x¢ en zo€U, considérons

Iy = {45 05(z0) = 0(0)},  Juo ={J € Izg; O% x5 (T0) > 0% xp(x0)}

et a tel que 0% yp(z0)<a<d%xp;(zo) pour tout jE€J,,. D’apres la formule de
Taylor, si >0 est fixé assez petit (avec B(zg,2r)CU), on a pr(rtrX)<e;(z+rX),
si j€Jy, et k€I, \ Jz,, pour tout z dans un voisinage assez petit V C B(zq,r) de zo.
Sur le segment S, d’extrémités z+rX (z€V), 8% x ¢ est continue, prend ses valeurs
dans R\{a} (sir est assez petit), et atteint des valeurs <a en z+7X ; il s'ensuit que
0% yp<a sur S; et donc 8% yp(x)<a au voisinage de zo. La continuité de 8% ¢
s’ensuit. (Voir aussi la remarque 7.3.)

La deuxiéme assertion de la proposition et la propriété (i) découlent alors de
la remarque suivante : si X =e;+e; est somme de deux vecteurs e; et e; de la base
canonique de R™, on a au sens des distributions (et avec des notations évidentes),
Videntité 2070 =0% x (¢)— 0% () —02;() puisque cette formule est correcte pour ¢
réguliere. Il s’ensuit que toutes les dérivées partielles d’ordre 2 de ¢ au sens des
distributions sur U sont des fonctions continues sur U; la fonction ¢ est donc de
classe C? sur U.

Enfin P’assertion (ii) résulte de ce qui précede et du lemme suivant.

Lemme 7.2. Soient qi, ..., qm une suite finie de formes quadratiques (réelles)
sur R™. Si Uenveloppe inférieure q des g; est de classe C* sur R™, alors il eziste
Jj€{1,...,m} tel que g=g; sur R".

Preuve. D’aprés la partie déja démontrée de la proposition 7.1, ¢ est de
classe C? et homogene de degré 2 sur R™; donc q est une forme quadratique (for-
mule de Taylor en 0). D’autre part, les fermés F;={q=q;} recouvrant R", I'un au
moins des Fj est d’intérieur non vide; d’oti un indice j€{1,...,m} tel que g=g; sur
un ouvert non vide, ce qui entraine évidemment g=g; sur R™.

Remarques 7.3. (a) On peut aussi établir la continuité de ¥=0% x¢ en zo€U
en utilisant le lemme 6.2 : d’aprés 6.2, il existe un voisinage V de zg et w: R4 +—
R, telle que lims_,o w(s)=0 et |Oxp(z+tX)—Oxp(x)—ty(x)|<|tlw(|t]) pour z€V,
z+tX €V ; 1 est donc limite uniforme sur V' d’une suite de fonctions continues.

(b) Une fois établi le caractere C? de ¢, on peut préciser un module de con-
tinuité (local) pour ¢”. Si K est une partie convexe compacte de U, et si on note
w(s) =sup{|8% 05 (2)— 8% 03 (u)|; 7, Y€K, [a—y| <s, 1<j <m}, 520, le lemme 6.2
montre que |0% x¢(u)—0% xp(v)| <mw(Ju—v|), pour u,v€ K. En particulier, si les
@; sont C>7, (0<7<1), et si ¢ est C?, alors peC>7 (V).
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Lemme 7.4. Soit ¢ une fonction de classe C' sur l'ouwvert U de R™. On
suppose que pour tout a€U, il existe M et € réels >0 vérifiant B(a,2e)CU et
tels que t—p(z+tX) admette une dérivée M-lipschitzienne sur [—e, €|, pour tout
vecteur unitaire X ER™ et tout x€B(a,€). Alors ¢ est (localement) de classe C**
sur U (i.e. Vi est localement lipschitzienne sur U).

Preuve. D’abord, pour tout vecteur unitaire X de R", la dérivée seconde 9% x ¢
existe p.p. sur U et est localement bornée sur U; on voit aisément que la dérivée
correspondante au sens des distributions est donnée aussi par cette fonction. Par
le jeu des mémes identités que dans la fin de la preuve de la proposition 7.1, on
obtient que toutes les dérivées partielles secondes 9;0;¢ (au sens des distributions
sur U) sont des fonctions localement bornées. Il est bien connu que cela signifie que
V¢ est localement lipschitzienne sur U (i.e. que ¢ est de classe C1! sur U).

Preuve du théoréme 5. D’apreés le théoreme 3.bis, les conditions (i) et (ii)
du théoreme 5, assurent que ¢ est C>! et qu’on peut utiliser les expressions du
théoréme 3.bis pour exprimer ¢"(z) (presque partout). Ces expressions montrent
immédiatement (compte tenu de (ii) et (iii)) que Ap(x)>0 presque partout sur U,
et donc aussi au sens des distributions sur U. Ce qui implique que ¢ est sous-
harmonique.

On vérifie aisément que les conditions du théoréme 5 sont nécessaires (obser-
vation due & [Tr1]). Si {y=(z0, %) €D, to#a, toFb, et si weR™, on doit avoir pour
tout >0 assez petit (et avec des notations évidentes) :

f(€0) < |B(zo, 0)| " / o(@o+u) du

B(xo,0)

< |B(zo, 9)!‘1/ f(zo+u, to+u.w) du.
B(zo,0)

D’apres la formule de Taylor pour 9: u— f(xo+u,to+u.w), on a donc Ayp(0)>
0, soit : Ay f(&0)+207f (o). w+|w|* 07 £ (60) >0

On obtient de méme la condition (iii). Pour le (i), on observe que si p€C(U)
vérifie en zo€U, @(zo+h)<p(xo)+inf{l1(h),l2(h)}+o0o(|h|) pour h—0, avec l;€
(R™)* et I #l2, ¢ ne peut étre sous-harmonique (d’apres les inégalités de moyenne).

8. Preuve du théoréme 4, du corollaire 2.1 et de la proposition 2.2

8.1. Preuve du corollaire 2.1. Notons F' ’ensemble des points irréguliers de I,
et posons h(z)=sup{82,f(z,t); t associé & } pour z€F et h(z)=¢"(z) pour
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xzeI\F. Il est clair que h est s.c.s. (en utilisant les formules du théoréme 3 don-
nant ¢”). D’autre part, le théoréme 3 dit que pour presque tout x dans F, h(z)
coincide avec hi(z)=inf{82, f(x,t);t associé & z}, et h; est manifestemment s.c.i.
sur F.

Dans le cas ou @, est toujours réduit a un élément, on a h=h, sur F'; d’ou la
continuité de h|r et le renforcement du 2.

Considérons enfin le cas ou f est convexe par rapport a t; notons qu’alors
chaque @, est un intervalle compact, et que si x est irrégulier, tout t€®, est as-
socié. Posons H (z)=inf{02, f(z,t);t€®, }, pour €1 si on définit maintenant h en
posant h(z)=¢"(z) pour x régulier, et h(z)=H (z) sinon, on obtient une fonction
du type voulu, compte tenu du lemme suivant (dont 'argument est repris de [Kil],
lemme 2.3), et du théoréme 3 (partie B).

Lemme 8.1. Si f(z,t) est conveze en t, alors pour toute suite &;=(z;,t;)€®P
convergeant vers £=(x,t)€®, et telle que x;#x pour tout j>1, on a 82, f(§)=H(z).

Preuve. Si H(x)=02, f(x,70) <82, f(x,t), (z,70)€P, avec par exemple 7p<t,
on peut choisir 7; tel que <7<t et H(z)<d2,f(x,m1). La formule de Taylor
montre que f(u, 7o)< f(u, ) pour u#z, u assez voisin de z. Pour ces u, 7— f(u, 7)
doit donc croitre sur [r1,b]; d’out f(x;,t;)> f(x;,70) pour j assez grand. Ce qui est
absurde.

8.2. Preuve du théoréme 4. L’outil principal sera le théoréme de prolongement
de Whitney ([Wh1]; voir [H62] ou [Ste]). Quitte & rajouter & h une fonction test
convenable, on pourra supposer h>0.

A. Soit ® le graphe {(z,G(z));z€R} d’une fonction G continue croissante
sur R, de classe C*! sur R\ F, et vérifiant : limg(y, 7)—0,2¢F G' () =+00. On suppo-
sera aussi que G(z')—G(z) >z’ —z pour z, ' €R, &’ >z, et que G'(z)=1 au voisinage

de linfini. (On peut poser
@ =+ X{ [1rests) ds},

721
avec p;€C®(R), 1p<p; <1y, ot wj={z€R;d(z, F)<e;}, les €;>0 étant tels que
>t fR\F 1., (s) ds<o0.)

On fixe aussi (ce qui est possible d’aprés les hypothéses sur h) une fonction &
continue sur R, constante au voisinage de I'infini et telle que k=h sur F', h<k sur
R\ F; on pose 8(z)=(k(z)—h(z))/G’'(z)? si ze R\ F, §(z)=0 si z€ F. La fonction 6
est continue sur R et constante au voisinage de l'infini.

B. Soit ¢(z)=[*__ h(u)(z—u)du pour z€R ; la fonction ¢ est nulle au voisinage
de —o0, convexe C1! et telle que ¢ =h p.p. En vue de construire f, on va associer
& ¢ une «fonction» g de classe C? sur ® (au sens de Whitney).
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Posons pour (z,t)e®, X, TeR : g(z,t)=p(z), L(z,t)(X,T)=¢ ()X, et

Qz,t)(X, T) = k(z) X*—2+/6(z) /k(z) —h(z) XT+6(z)T>.

On va vérifier que g est de classe C? au sens de Whitney sur ®, pour les dérivées
d’ordre <2 données par dg(£)=L(£), D?g(€)=Q¢, £€®. Considérons d’abord le
reste

R(£, &) = p(') —p(2)—¢' (z) (2’ —2) - 3 Qe (€' =€)
pour ¢'=(2/,G(z")), £=(z,G(z)), ot ', z€R.

Lemme 8.2. Pour tout €>0 fizé, il existe no>0 tel que :

e~a'|<m = |R(, )| <el¢'~¢*.

Preuve. Comme 6 s’annule sur F', il est clair qu’on a
€
|Qe(€' =€) —k(2) (2’ —2)*| < 5l€' €I
pour d(z, F')<n=n(e); il suffit donc pour ces = de considérer

o(€',6) = (") ~p(2) ~ ¢ (2) (¢ ~2) — 3k(z) (2’ ~x)?

’

=/w (' —u)(h(u) —k(z)) du.

Comme k est bornée et uniformément continue, il existe 1 =n;(€)>0 tel que si
[z, 2']NF|>(1—m )|z’ —z| et si |2’ —z| est assez petit, alors |o(¢',€)| < 1e]z’ —x|? (on
note ici et dans la suite | A| la mesure du borélien ACR). Si au contraire |[z, 2]\ F|>
m|z’ —x|, il existe na=mn2(m)>0, tel que si (de plus) d(z, F)<ny, |2’ —z|<n;y, alors

1G(a') ~G(@)| = mla' —o| nt{C (w)su € 2, '\ F} 2 (3e) v/ TRlwle’ ~al,
et on a |o(¢/,€)| < |[Klloola’ —z[* < Fel¢' €[
Il reste donc & raisonner pour d(z, F') >nj=1 min{n, n2}. Dans ce cas, on écrit
R=R;—R; avec :
Ri=p(a')—p(z)~¢'(¢)(a' —z) = 3h(z)(2' —2)*,

2Ry = (k(z) —h(2)) (' —2)* —2{0(z) (k(x) —h(2))}** (&’ ) (t' =) +(z) (¢ —1)*.
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La fonction h étant uniformément continue sur {d(z, F)>1n,}, il est clair que
si d(z’,z) est assez petit,

|Ry|= /QD (2’ —u)(h(u)—h(z)) du| < Le|z’—z|?.

D’autre part, on a

2Ry = {\/8(z)(t' —t)— k(@) —h(z)(z'~2)}?, soit

2Ry =0(2){G(2') - G(2) -G (z) (2’ ~)}?;

puisque G est C' sur R\F, on a donc aussi [Ry|<iela’—x|? pour d(z',z) assez
petit, (et d(z, F)>n}). Le lemme est établi.

C. Il y a encore deux conditions de Whitney & vérifier :

R3(¢',€) = ¢ (2) ¢/ (x) — k(2) (2" ~2) +v/0(z) (k(z) —h(x)) (¢ ~t), et
Ry(€,€) = v/8(z) (k(z) ~h(2))(a" ~z) ~b(z) (' ~1)

sont des o(|&'—¢|) (uniformes), pour &,£'€®.

Les vérifications sont similaires aux précédentes. Par exemple, £>0 étant fixé,
si d(z, F)<n=n(e) est assez petit, le dernier terme de R3 est de module inférieur
& e|t'—t|, et la somme des trois premiers termes est Ry= f:l (h(u)—k(z)) du. A
nouveau, si la densité de F' dans [z, z'] est assez voisine de 1, il est clair que |R%|<
selz’ —x|; sinon, quitte & diminuer (beaucoup) 7, |z’ —z|<ie||k|31|¢ €], et on a
alors |Ry|<1el¢’—£|. 1 reste donc & raisonner pour d(z, F) et d(z/, F) supérieurs &
une constante >0 fixe. Dans ce cas, on écrit R3=p;+ 02 avec

o =¢'(2')—¢'(z)—h(z) (2’ —2),
02 = (h(2)—k(z))(a' ~2)+/6(2) (k(z) ~h(z)) (¢ ~1)
=/8(z)(k(z)~h(2)){G(z') - G(2) -G (z) (' ~2)},
et il est clair que ces deux quantités sont des o(|z’ —z|), si z, «’ restent & distance

minorée de F'.
R, se traite de méme et est méme un peu plus simple.

D. D’apres le théoréme de prolongement de Whitney, il existe une fonction
3:R?—R de classe C? prolongeant g et telle que dg(z,t)=¢'(x)dx, D?*j(x,t)=
Q(e,t) pour (z,t)€®, D?§ étant uniformément continue. Quitte & ajouter & § un
multiple d’une régularisée de {(t—x)%—A}* (A assez grand), on peut aussi supposer
limyy|—, 400 §(#,t)=+00 uniformément sur tout compact de R.
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E. Observons maintenant qu’il existe 6: Ry — Ry telle que lim,_,o 6(s)=0, et
i, 1) —p(z) 2 —|d(¢, ®)[26(d(€, )) pour tout £=(z,t) R,
Prenons £y=(zg, to) € & distance minimum de £. D’apres la formule de Taylor,

§(€)—3(&0) —0:3(E0)(z—z0) — $ D?§(€0) (€ —&0) = 0(|€ —&ol?)

puisque D?§ est uniformément continue. D’olt (pour un o(]¢ —&|?) uniforme et en
notant xs=xo+s(z—1x0))

1
g(z,t)—p(z) = 0(|€—€ol2)+/0 (1-5){D?*§(&0) (z =0, t—to) — h(ws)(z — o)} ds.

Si zg¢ F, un calcul utilisant la relation z—z9=—G"(xq) (t—to), donne

D?§(§0)(z—0, t—to) = {k(w0)+ (G/(io)z + G’(:lto)4) (k(xo)—h(xo))}(x—x0)2,

et si xo€F, D%§(€0)(x—z0,t—to)=k(z0) (z—x0)?. Donc, dans tous les cas, puisque
k est uniformément continue sur R et k>h :

D?§(&0)(x—zo, t—to) —h(zs)(x—10)?
> —(z—20)*6(|zs —o|) + (k(zs) —h(zs)) (z—20)?
> |z —20[*6(|z o)
ou 8: Ry — R, est croissante et tend vers 0 en 0; et finalement (p(z)—g(z,t))+
=o(d(¢, ®)?).

F. D’apreés le lemme ci-dessous, on peut alors construire g; € C?(R?) positive
s’annulant exactement sur @, de dérivées partielles d’ordre <2 nulles sur ® et majo-
rant (p(x)—g(z,t))+. Il reste & poser f=g+g; pour obtenir la fonction f annoncée
et terminer la preuve du théoreme 4.

Lemme 8.3. Soient L une partie fermée de R? et 1: R?—R, une fonction
telle que (€)<d(&, L)26(d(€, L)) pour EER?, o1 6: Ry — R vérifie lims_, §(s)=0.
Il existe alors une fonction 1, de classe C? sur R? qui s’annule sur L ainsi que ses
deuz premiéres dérivées, et qui majore strictement ¢ sur R?\ L.

Preuve. Soit {C;};>1 un recouvrement de Whitney de R?\L par des carrés
dyadiques (de coté noté d;), et {6;} des fonctions tests correspondantes formant
une partition de 1'unité (localement finie) sur R?\ L. Soient ¢; tels que

sup{y(£); £ € Cj} =¢; d3,
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et £ =e;j+ej, ot €5>0 et lim; o, €}=0. Par hypothese, £;—0 si d;—0 et il suffit
de poser ¥1(§)=C > .5, €] df 6;(&) avec C>0 assez grand. Les vérifications sont
élémentaires.

8.3. Preuve de la proposition 2.2.

A. On suppose désormais que ) ;7 \/m <00 , I désignant la famille des com-
posantes connexes bornées de R\ F. On suppose aussi que h est positive, bornée et
a support compact, et que pour une certaine constante C>0 :

z€F, ¥ e R= h(z') <h(z)+C|z’ —z|,
Vo, z' e R\F, |¢'—z|<3d(z, F)=>|h(z')—h(z)| < C(d(z, F))* |2’ 2.

On prendra maintenant pour k une fonction positive vérifiant (outre les
propriétés du 8.2.A) une condition de Lipschitz sur R, et pour G, la fonction
G(z)= [y m(u) du, ot m(z)=sup{(d(z, F))"V/2,1} pour ¢ F, et m(z)=1si z€F
(me Ll (R) parce que 3" ;.7 \/[T]<0). Avec ces choix pour G et k, la construction
précédente conduit, comme on va le voir, & une fonction f de classe C%!. Dans toute
la suite, C' désigne une constante positive assez grande.

B. Observons d’abord que pour tout intervalle [z, z'] rencontrant F, on a

ee)-0wrz([ o ) 24\

puisque pour tout intervalle ]y, 2[CR\F dont une extrémité est dans F, G(z)—
G(y)>2(z—y)'/2. Plus généralement, si |z'—z|>L1d(z,F), on aura lestimée
(G(z")—G(z))?>C~ 1 |[z', 2]\ F|, puisque si [2/, 2]NF=0,

GE)=G@= [ (dsF) 2 dsz2(1- V25 )la! ~al /2.

[z,a]

(Observer que f: du/u=2(vVb—/a)>2(1—+/2/3)vb—a, si 0<3a<b).
C. Considérons & nouveau R(£,£’) (avec les notations du 8.2.B). Si d(z, F)<
2|z’ —z|, on aura, grace & la remarque précédente,

/[ » k() —h(s)l|a’ —s| ds < C{|a’ —2* +]a’ —=||[2’, 2]\ F|} <2C|t'~t]?,

en considérant séparément l'intégrale sur [/, z]F et l'intégrale sur [z/, 2]\ F, et en
tenant compte des hypotheses sur h et k. D’autre part, toujours si d(z, F) <2 |z’ —z|,
on a 0(z)<Cd(x, F)<C'|t' —t|?. D'on,

12{0(2) (k(2) —h(2))}*/? (' —2)(¢' ~1)| < Cl¢' ~¢[*,



26 Alano Ancona

et 0(z)(z'—z)2<C|¢' —£[3. Ce qui donne la majoration voulue |R(€,¢')|<C|¢"—£€[3,
au moins si d(z, F)<2|z’ —z|.

Si |2'—=|<3d(z,F), on décompose R(£,&') comme ci-dessus dans le cas
d(x, F)>n, (lemme 8.2). On aura (puisque [t'—t|>C~! (d(z, F))~'/? |2’ —x])

|R1(&,€))] = /w (@' —u)(h(u) —h(x)) du| < Cd(w, F) " |z’ ~zl* < CP|¢'~ €]

d’apres 'hypothese sur h; par ailleurs,

{k(@)=h(@)|"/*(2' ~2)=/6(@)(t —1)}* = 6(@){(t ~1) -G (2)(z'~2)}?
<O(z)(a’ —2)* (sup{|G'(w) = G’ (2)]; |z —u| < |’ ~a})*.

Or,
G’ (2)—G'(w)| < Cd(z, F)"*|a' ~z|, 6(z) <Cd(x,F),
et
&' —2| < Cld(z, F)|'/?|t'~1;
donc

|R2(6,8)| <O —t* < Cle' ¢,
et R(£,6)=0(|¢'—¢|?) (d’apres la formule de définition de R, on a évidemment
R(£,£)=0(]¢'—£/?)). On montre de méme que les deux autres restes de Whitney
R3, Ry sont O(|¢'—£|?), et on vérifie sans difficulté que les coefficients de Q¢ sont
des fonctions lipschitziennes de & sur ®.

D. Le prolongement de Whitney § de g est donc C?! sur R2. Une inspection
du 8.2.E montre que maintenant (p(z)—g(z,t))* est O(d(€, ®)3) (¢=(z,t) variant
dans R?), compte tenu du caracteére lipschitzien de k et D?g.

On peut ensuite achever comme en 8.2.F, en observant que si dans le lemme 8.3
on prend 6(§)=d(&, L), la fonction 1 obtenue (avec €;=d;) sera de classe C?1 (les
vérifications sont encore élémentaires).

9. Extensions au cas ou (z,t) varie dans
une région V de RxR®4. (Cas d>2)

On va d’abord énoncer une extension partielle du théoréme 1 qu’on complétera
a la fin de la section (Théoréme 1.ter). Soient f:V+—R une fonction continue sur
louvert V de RxR? et I un intervalle ouvert de R. On note (de méme que plus
haut), pour z€I, p(z)=inf{f(z,?);(z,t)eV}, ®={{=(z,t)eV; f({)=p(z)}. On
dira qu’une partie ¥ de ® est bien pleine pour I si :

(a) Vzel, ¥,={teRY; (x,t)€V} est non vide, et

(b) pour tout compact L de I, {(z,t)e¥;xeL} est compacte dans V.



Ombres. Convexité, régularité et sous-harmonicité 27

Proposition 9.1. On suppose que f est de classe COt1 sur V., (d>1), et que
® est une partie de ®, bien pleine pour Uintervalle ouvert ICR.. Alors, ¢ est conveze
si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout z€l, t—d, f(z,t) est constant sur ®,.

(if) Pour & =(x,t)€&>, zel, f"(&) est une forme quadratique positive sur
RxRY.

De plus, si ces propriétés sont vérifiées, p est de classe CY! sur I.

Remarques 9.1. (a) On ne peut sérieusement affaiblir ’hypothese de régularité
sur f (voir la proposition 9.4).

(b) La condition (ii) équivaut aux inégalités : 92, f(£)>0 et 070, f(£)*<
B2, f(&).F11(€)(T,T), pour £=(z,t)€®, zel et TERE.

D’abord, méme pour f seulement de classe C! sur V, (i) est une condition
nécessaire et suffisante pour que ¢ soit de classe C* sur I; de plus, si (i) est vérifiée,
on a ¢'(x)=08;f(x,t) pour tout (z,t)€P (méme preuve que pour le lemme 4.1). Il
est clair aussi que la condition (ii) est nécessaire pour la convexité de ¢ sur I (cf. le
début du 4) et que si ¢ est convexe, on a (i), et ¢ est C1'! (méme preuve qu’en
section 4 pour d=1). Il s’agit donc ici de voir que les conditions (i) et (ii) entrainent
la convexité de .

Comme au paragraphe 4, on va montrer, un intervalle compact J=|a, f]CI
étant fixé, que 'ensemble {¢’(z); z€J terminal pour ¢’ et J} est négligeable dans R.
D’ol résultera la convexité de ¢. Pour faire le raisonnement par récurrence sur la
dimension d on est conduit a établir le résultat plus général suivant.

Proposition 9.2. Soit f une fonction de classe C%t! sur le domaine V de
R xR? (d>0), et soit U une partie de V telle que :
(a) Si&=(z,t) et &'=(a',t') sont deuz points de ¥ tels que z<z’, on a :

02 f(€) 2 0:£(£)).

(b) Sid>1, 0:f(€)=0 pour tout £€T.
(c) Pour tout &g=(z0,t0) €Y, il existe 6: Ry — Ry tel que lims_,06(s)=0 et

F(&)— f(&0) =0z f(&)(x—m0) > —|E—&I*6(|E—&ol), VE=(z,t)€V.

Alors, {0, f(z,t); (z,t) €V} est négligeable dans R.
Bien entendu, dés que d>1, (¢) équivaut & la positivité de f” (&) pour £€W.

Preuve. A. Cas d=0 : V est un ouvert de R, ¥CV, feC*(V), f'(z) décroit
sur ¥, et pour s0€ ¥, (f(s)—f(s0)— f'(50)(s—50)) " =0((5—50)?) pour s€V, s—so.
11 suffit alors de reprendre un argument de la section 4 : si JCV est un intervalle
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compact, ¥'=UNJ et V' (N, j)={ze¥; f(z)- f(z')~ f'(z)(z' —z)>—N"1|z—2'|?
pour tout '€ ¥’ tel que |z’ —x|<j~1} (N, entiers >1 ), on a pour z,z’ €¥’(N, j)
avec 0<z—1'<j ~1 et exactement comme au paragraphe 4 (en tenant compte de (c)
et de la monotonie de f’ sur ¥) :

@)~ @) < xele=a)

On peut alors conclure, puisque ¥'={J;5; ¥'(N,7), que \*{f'(z);ze¥'}<
2N~A(J). D’ou lassertion.

B. Amorgons alors le raisonnement par récurrence en supposant d>1 et la
proposition 9.1 établie pour les dimensions <d. Notons, pour j€{1,...,d}, ¥(j)
Vensemble (ouvert dans W) des {=(z,t)€T tels que 8t2jtj f(€)#0 et vérifions que
I'hypothése de récurrence assure que \*{9; f(§); £€¥(j)}=0. Le théoréme des fonc-
tions implicites (appliqué a I’équation 0y, f(x,t)=0) permet de construire une suite
d’ouverts V,CV recouvrant ¥(j), et des plongements (immersions injectives) [,:
Cp=I,xB(ep)—V, de classe C¢, ou I,CR est un intervalle ouvert et ot B(e,)
désigne la boule ouverte de rayon €,>0 et centre 0 dans R4-1 vérifiant les pro-
priétés suivantes :

(1) Bp conserve la premiere coordonnée, soit : B,(z,s)=(z,vp(x,s)) pour
(z,8)ECy, avec vp: Cp,—R? de classe C?,

(2) Y(G)NV, C¥NV, C Bp(Cy).

Alors f,=fof, est de classe C¢ sur C, et, si on note \I/p:ﬁp_l(\Il(j)), ona:

(1) Oy fp(z,s) est sur ¥, fonction décroissante de z (car 0y fp(x, s)=
8o 1 (By(x,5)) si (z, 5)€W,y).

(2) 05 fp(§)=0cf(Bp(£))°0sp(§)=0 pour tout £€V,,.

(3) Si & =(z0,50)€¥p, on a évidemment (d’apres (c) de la proposition 9.2 et
Pégalité O fp(z,8)=0 f(Bp(x,s)) sur ¥,) :

VE=(z,8) €Cp, [(&)~fr(€0)—0ufp(&0)(x—m0) > —|€—&o|*6(|€—Eo)

pour une fonction §: Ry — R, telle que lim, o 6(u)=0.
On peut donc appliquer I’hypothese de récurrence et conclure que

{aacfp(f)» g€ ‘II;D} = {‘%sf(f)a §e V;om\I!(J)}

est négligeable. Par conséquent, notant ¥o=|J; j<d ¥(j), on voit que ’ensemble
{0:f(£); €€} est négligeable.

C. 1l reste & considérer A=W\ ¥,. Autrement dit, on peut supposer désormais
que 9% f(£)=0 en tout £€W. Pour traiter ce dernier cas, on s’inspire d’un lemme
de Morse ([Mor]; voir [Str] p. 52) en notant la proposition suivante (completement
similaire au lemme 3.6 de [Str]).
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Lemme 9.3. Soient A une partie de Uouvert V. de RxR? (d>1) et k un
entier 20. Il eziste une décomposition A=\, Ap et des plongements By: Cp=1I,, x
Bg,—V de classe C! (ou Bg, désigne la boule unité ouverte de R, 0<d,<d, et
I, un intervalle ouvert de R) et tels que :

(i) Chaque B, préserve la premiére coordonnée et 3,(Cp) D Ap.

(ii) Pour toute f de classe C* sur V et nulle sur A, il existe des fonctions
0p: Ry — Ry vérifiant les deux propriétés :

(a) lims_q 6p(s)=0.

(b) Sié=(z,s)eCp, Bp(§)€Ay, &'=(2',8")€Cy et z=1', alors :

[F(Bp(€NI <" ~s1* 8p(Is" 1)

On peut établir ce lemme en adaptant le raisonnement par récurrence sur k
de [Str]. Il n’y a aucune difficulté particuliére et nous ne récrirons donc pas la preuve.

D. Suite de la preuve de la proposition 9.2. Appliquons le lemme 9.3 & l’en-
semble A=V réduit comme en C (i.e. ¥o=0), pour lentier k=d—1, et vérifions
pour conclure que pour chaque p>1, {0, f(£);{=(z,t)€A,} est négligeable.

Observons d’abord que la positivité de f”(€) et la nullité de 02 f(£) pour £€A,
entrainent 9,0, f(£)=0 sur A. On peut donc appliquer la conclusion du lemme 9.3
a (chaque composante de) V; 0, f. Observons aussi que 0,{(0;f)°0p)} est positive
sur Aj =0, 1(A,) puisque pour tout (z, s)EA,,

05 (05 (@, 9 (@, 8)) = 024 (2, 1 (2, 8)) + (8:00 ) (2, (@, 8)). (Bap (2, ))
=82, f (z, (2, ) 2 0.

Prenons maintenant {=(z, s) € 4, fixé, et &' =(a', s") € A}, voisin de &. La formule
de la moyenne, le (i) du lemme 9.3, et les observations précédentes donnent :

|02 f (Bp(@, 5)) — O0u f (Bp(, 8))
<|s—s'|sup{|V20a f (Bp(x, s"))|0svp(, s")]; 8" € s, '}
< Cls—s'|%6,(|s—5'|).

Notant alors ¥(y)=0,f(y,T) pour (y, 7)€ A, et utilisant la décomposition

P(a)—y(z)
= {Bxf(x’,’yp(w', 5/))"8:16]0(337717(1" 5/))}+{amf(x77p(x> S,))_axf(x>7p(x7 s))}a

on voit que pour ¢ EA;, tendant vers &, on aura (compte tenu du caractere décrois-
sant en z de 0, f sur A et du signe de 0, (05 f°0p)(¢’)) :

[9(2") = ()| < o’ ~w[8(|]2’ ~2[)+|s —s'|*6(|s"—s1)
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pour une certaine fonction §: Ry —R, telle que lim, ¢ §(u)=0. On peut main-
tenant conclure grace au lemme 4.3 : chaque ensemble

{0:1(Bp(€)); € € Ay} ={02£(£); € € Ap}

est négligeable. Ce qui achéve de prouver la proposition 9.2 (et la proposition 9.1).
L’énoncé suivant montre qu’on ne peut beaucoup affaiblir '’hypothese de régu-
larité sur f dans ’énoncé de la proposition 9.1.

Proposition 9.4. Pour tout a€)0,1], il existe f:RxR2—R de classe C**
sur RxR? et telle que :

(a) @(z)=inf{f(z,t);t€R?} est concave sur I=]0,1[ (et méme égale sur I a
—ax?, pour un a>0).

(b) Vzel, ®,={t;p(z)=f(x,t)} est réduit a un point de [0,1]x 0, 1].

(¢) Pour 0<z<1, te®,, f"(x,t) est une forme quadratiqgue >0.

Preuve. Soit 0<a<1. On sait ([Wh2]; voir aussi [Fed]) qu'il existe G:R?—R
de classe C1'* et un arc simple compact CC[0,1]2 tels que G’ s’annule sur C, et
G(C)=]0,1] (énoncé classique donne seulement G de classe C', mais '’examen de la
construction habituelle montre qu’on peut trouver G de classe C*%); d’apreés [Cho],
on peut méme supposer G injective sur C. Notons S la surface S={(z,t);z=G(¢)}.
D’apres le lemme 9.5 plus bas, on peut choisir v: R x R?—R positive, de classe C%2,
et telle que, pour tout (€S, v(£)=0, dv(£)=0, et D?v(¢)(Z, Z)=2|(N¢, Z)|* pour
ZeRxR?, N; désignant une normale unitaire & S en &. Fixons aussi une fonction
w:RxR2?—R, positive, de classe C*, nulle sur ®={(z,t)cRxR% z=G(t),teC},
et strictement positive sur (R xR?)\ ®.

1l suffit alors de poser f(z,t)=—ex?+v(z,t)+w(x,t) (ou £>0). Clairement, f
est C%“ et, pour 0<z<1,o0n a:

o(r)=—ez?, et {(z,t);0<z<1,0(x)=f(z,t)}=2n{(z,t);0<z<1}.

De plus, si €<1, manifestement f”(z,t) est positive pour tout (z,t)e®,
0<z<1.

Lemme 9.5. Soit S une hypersurface fermée de R™ de classe C1*, (0<a<1).
Il exziste u: R™—R positive, de classe C*2, et telle que pour tout E€S on ait :
u(€)=0, du(¢)=0, D*u(£)(Z,2)=2|(N¢, Z)|?, (ZER™, N¢ normale unitaire ¢ S
en§).

Preyve. 11 suffit d’appliquer convenablement le théoréme d’extension de Whit-

ney ([Ste]). On constate que si on pose pour (€S, ZeR™, g(£)=0, dg(£)(Z)=0 et
D?g(€)(Z,Z)=2|(Z, N¢)|?, on définit (localement) une «fonction» de classe C%
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sur S au sens de Whitney. Les vérifications faciles sont omises et laissées au lecteur.
Les formules d’extension de Whitney donnent évidemment un prolongement positif
de g.

Cas ot V est un compact & bord. Soient maintenant V un compact & bord

lisse de R4, (d>1), feC¥ (V) et ICR un intervalle ouvert. Posons
p(z) =inf{f(z,t); (z,t) eV}, @={(z,t)eVizel, p(z)=f(z,t)},

et soit ¥ une partie fermée de @ telle que :

(i) U,={teR?; (x,t)€V}#0, pour z€1,

(ii) pour £€¥NIV, T,(0V), le plan tangent & OV en &, contient des vecteurs
Z=(X,T) avec X#0.

Pour £€¥NOV, on note 6, (f)(&)=f"(&)(1,T), si (1, T)€Te(OV), (6:(f)(€) ne
dépend pas du choix de T'), et pour £€W\AV, 8,(f)(£)=0.f(£). Si £€OVNVY et
Zo€T(0V), on note aussi :

(62 £)(€)(Z0, Zo) = D* £(€)(Z0, Zo)+ f'(£)(D 2z, 2),
ol Z est un champ de vecteurs au voisinage de £ sur OV, égal & Zp en £ et de
premiére composante constante ((62f)(€)(Zo, Zo) ne dépend pas du choix de Z). On
a alors :

Théoréme 1.ter. La fonction ¢ est conveze sur I si et seulement si on a les
trois propriétés suivantes.

(i) Pour tout z€I, t—é, f(xz,t) est constante sur ¥,.

(if) S5 £€W\AV, f(£) est positive.

(iil) Si £eWNOV, 82f(€) est positive sur T¢ (V).

Indications. Le lecteur se convaincra aisément que la condition (i) est nécessaire
et suffisante pour que ¢ soit dérivable et qu’alors ¢’(z)=6, f(z,t), Vt€ ¥,,. Si les con-
ditions sont vérifiées et si [o, 3] C I, on montre que {¢’(z); (z, t) terminal pour [e, 8]}
est négligeable en décomposant I’ensemble ¥, des points terminaux de ¥ pour [, §]
selon Uo=U1UT,, U;=U3\0V et Uu3=V¥;NAV. La proposition 9.2 donne alors le
résultat voulu (pour ¥, des changements de variable locaux conservant la premiere
coordonnée rameénent & la proposition 9.2 en dimension d—1).

Remarque 9.2. Posons pour (€Y,
m(€) =inf{|(6%)(€)(B, B); B=(1,T) € Te(V)} si&€dV,
et
m(€) =inf{|f"(€)(B, B); B=(1,T),T€eR*} si&eV\oV.
En majorant ¢ au voisinage de zq €1 par les fonctions de la forme f(z,v(z)) avec

~v lisse telle que (z,v(z))eV, v(zo)E¥4,, on voit que si ¢ est convexe sur I, alors
peCHI(I) et ¢"(x)<m(z) pour z€I tel que ¢”(z) existe.



32 Alano Ancona

10. Cas n=1, d>1 (suite). Calcul de ¢"”

Le but de cette section est d’étendre les formules du théoréme 3 donnant ¢”,
lorsque ¢ est de classe C1!. Fixons d’abord la convention suivante : si B est une
forme bilinéaire symétrique sur R¢, ’'endomorphisme symétrique associé L(B) in-
duit un automorphisme de V(B)={Ker(B)}*=Im(L(B)); on notera B~! la forme
bilinéaire symétrique sur V(B) associée & l'inverse de cet automorphisme. Si on
regarde B comme une application linéaire E=R?—FE’, B est associée & un iso-
morphisme By: E/ Ker(B)—Ker(B)® (Ker(B)° est l'orthogonal dans E’ de Ker(B))
dont Iinverse sera noté B~1.

On utilisera ici B=0%f(£) ou f est de classe C? sur un ouvert w de RxR¢
contenant le point & et vérifie V,(9,f)(€)€V(B); on pourra alors considérer le
réel (02, £(€)) 1 (Vida £(€), Vids F(€))- Si DZF(€)=F4(€) est vue comme élément de
L(E,E') (point de vue intrinseque), fi2 (&) comme élément de (E/Ker(f/1(£)))’, ce
réel s’écrit aussi f7, (€){(f2(6)) ' (fiz(€)}-

On a alors I'extension suivante du théoréme 3, partie B (voir la remarque 10.1).

Théoréme 3.ter. Soient f:V—R de classe C4t! (d>1) sur 'ouvert VC
R xRY, et p: I-R de classe C* sur 'ouvert ICR tels que p(z)< f(,t), ¥(z,t)€V,
zel; soient U une partie de ®={(z,t)eV;zel, p(z)=f(x,t)}, L la projection de ¥
sur ’aze des x et supposons ¢’ dérivable en presque tout point de L. Alors, pour
presque tout €L, on a V;0, f(€)€(Ker /(€))L et

¢ (2) =05, f(2,t)— (0% £ (€))7 (Ve f (), V0= £ (€))

si &=(z,t)€V. De plus, si @ est C*! sur I, V;0, f(€)€(Ker f/1(€))* pour tout £€P.

Remarque 10.1. On voit en particulier que dans les conditions du théoreme 3
(partie B), on peut, pour presque tout z irrégulier, calculer ¢’ (z) & I’aide d’un point
quelconque t€®, (sans qu’il faille se restreindre aux t associés).

Remarques 10.2. (a) Une version du théoréme pour d=0 est donnée par le
lemme 10.2.

(b) Des cartes locales (de domaines CR xR et conservant la premidre coor-
donnée) permettent de ramener & celui de ’énoncé le cas oit V' est plus généralement
une sous-variété de R x R%, pourvu que T (V) Z {0} x R? pour £ € ¥ (cette hypothese
étant méme superflue d’apres le théoreme de Sard!).

Remarque 10.3. L’exemple de la proposition 9.4 montre que pour d=2 et tout
«€]0,1], cet énoncé tombe en défaut si on remplace 'hypothese «f€C3(V)» par
«f€C®%(V)» méme si ¢ est 'ombre de f, et 'ensemble de contact ® relativement
compact dans V.
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Début de la preuve du théoréme 3.ter. Il est clair que 9, f(x,t)=¢'(z) pour
(z,t)€®. De plus, si {o=(xo,t0) €D, et si ¢”(xg) existe, alors V; 8, f (&) est orthog-
onal & Ker{f/,(£)} : quitte & ajouter & f et & ¢ un multiple de 2 on peut supposer
¢"(x9)>0; alors

F(&) = f(€0)—0xf(€0)(m—z0) 2 p(x) —p(0) — ¢ () (x— o)

= 5¢" (zo) (@ —20) +0(|z —20[*) > 0

pour £=(z,t) voisin de &, et f”(&) doit donc étre positive. D’ott |8r0, f(&)|><
(02, (&) (fl(&)(T, T)) pour tout T€RY, et la remarque s’ensuit. Si ¢ est Cb1,
et si & est un point quelconque de P, on se raméne apres ajout d’un multiple de

z? au cas ol ¢ est convexe au voisinage de z et & nouveau f(£)— f(&)— 0. f(€o) x

(z—10)>0 au voisinage de & ; d’ot, V;0; f(€0) € (Ker f7;(€0)) "

On dira maintenant que £=(z,t)€ WV est irrégulier d’ordre & si

dim(Ker (87, f(€))) =

Le point z €1 est irrégulier d’ordre k si tout (x,t) €V est irrégulier d’ordre <k et s’il
existe (z,t)€W irrégulier d’ordre k; ces derniéres valeurs de ¢ sont dites associées a
z. On note Uy ={(z,t)€V; (x,t) irrégulier d’ordre >k}, Fp={z;z irrégulier d’ordre
>k}.

Le théoréme 3.ter découlera alors des trois lemmes suivants.

Lemme 10.1. Pour presque tout x€Fy, on a " (z)=02,f(z,t) pour tout
teR? associé.

Preuve. Soient {A;} une suite de parties recouvrant A=¥y et 3;: C;=I;x
Bg; —V; une suite d’immersions de classe C' avec A;CB3;(Cj)NA et les propriétés
du lemme 9.3 pour k=d—1. Fixons une suite { Ky }n>1 de compacts de C; recou-
vrant C; et notons A;:Bj“l(Aj),

B(j,N)={(z,s) € A;NKn; ¢ (z) existe et [¢"(z) =07, f(B;(x, )| = N7}

il s’agit de montrer que {z€1;3s tel que (z,s)€B(j, N)} est négligeable.
Fixons {=(x,s)€B(j, N). Pour ¢'=(z',s’)€ A} tendant vers £, on a (en omet-
tant lindice j et en notant B(z, s)=(z,7(z, s))) :

¢’ (@)= () =0: £ (B(£) — 8- (B(£))
={0:f(z',v(a’,8')) = 0u f(x,7(w, ')}
+{0:f(2,7(2,8")) = 0u f (z, (=, )}
=02 f(B(€)) (@' —z)+o(|a' —z|)+ R(¢, ')
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avec, si on applique la conclusion du lemme 9.3 & 92, f,

|R(&,€)| <|s'—s| sup{|0Z, f (z,7(x,0))-7i(z,0)|; 0 €[5, 8]} < |s—s|*6(]s" —s])

ot §: Ry —Ry vérifie lim,_,06(u)=0. On a utilisé la nullité de 02, f sur A;, et
Végalité 0, (9. f(B(y, 7)) =02, f(y, ) pour (y,7)€Aj.

Donc, pour & assez voisin de &, on a |2/ —z|<2N |s—s'|%6(|s’—s|). On conclut
a laide du lemme 4.3 (appliqué & F(z,t)=z, B=B(j, N)).

Lemme 10.2. Si ¢ et o sont de classe C* sur lintervalle I et si
D=A{zeI;¢(z) et v5(z) existent},

on a o =¢y p.p. sur Uensemble F=DN{p1=y2}.

Preuve. En effet, si p=¢1—¢2, la dérivée ¢’ s’annule sur ’ensemble F’ des
points non isolés de F, et ¢''(x)=0 pour tout point z€F”. Or, F\ F" est dénom-
brable.

Lemme 10.3. Soit 3:C=Jx By (0)—=RxR?, d—1<d'<d, (ot 0>0 et on
JCR désigne un intervalle ouvert) une immersion C? injective et conservant la pre-
miére coordonnée, B:(z,s)— (z,t)=(z,v(z,s)), (z,s)eC. Soient {y=(xq, s0)€C,
&o=0(&,) deux points correspondants, f une fonction de classe C* sur un ou-
vert U3&y, et g=fofB. On suppose que O,f(§o)=0 et, si d'=d—1, que 0, f=0,
02,1, 1#0 sur B(C)NU. Alors, si f{7,(€) s’annule sur Ker(f1;(&)) (i-e. si VifL(&)€
(Ker( ft’é(fo)))l), gu. (&) doit aussi s’annuler sur Ker(g7,(€p)) et on a :

Fi(€0) = (02 (€))7 (Ve Sz (é0), Vi fa(60))
= 9212(60) — (02,9(60)) ™1 (Va2 (0), Vagz (&0)).

Preyve. 11 suffit de considérer les deux cas suivants.

Cas (a) : d'=d (et B est un difféomorphisme qui conserve la premiére coor-
donnée).

Cas (b) : d'=d—1 et on a B(z; s1, ..., S4—1)=(x; 51, .-, S4—1,0). (Si d'=d-1, 3
est au voisinage de & le produit d’un difféomorphisme du premier type et d’une
immersion du second type.)

Cas (a). On peut faire un calcul direct utilisant le point de vue intrinseque,
mais la vérification est moins lourde si on s’appuie, selon une suggestion du referee,
sur Iobservation suivante : si B est une forme bilinéaire symétrique sur E=R?, et
si TeKer(B)+, alors —B~ (T, T) est 'unique valeur critique de t— B(t,t)+2(T, t),
teE.
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Si u,v€E, on a 82,9(£)(u, v) =% f (€0) (v (&), 74 (£h)-v) puisque f7(€0)=0,
et

92 (§0)-u= frr(€0) (V4 (§0) ) + 07 £ (€0) (2 (€0), Ve (&) -w),
9 (€0) = f2'n (€0) +2£ 12 (€0) (2 (60)) + 07 f (0) (72 (€6), 72 (€0)),

ou g7 (E0)EE', vL(&)€EE,... L assertion sur g7 (&) est alors claire, et d’apres

'observation préliminaire o=g/, (£5)—(02,9(€5)) ™1 (Vsg. (&), VsgL(&})) est unique
valeur critique de

8’—*9;2;(50)4'8339(60)(3 8)+29 (60)( ) SGE;

les formules précédentes et le changement de variable t=+,(£;)(s) montrent alors
que p est aussi I'unique valeur critique de

t— frn(€0)+B(t, t)+2f1 (60) (1) +2B (v, (&), t)+o', tE€E,

si B=07,f (&) et o' =2 fi7(0) (7 (0)) + B (72 (60), 72 (€0))-

Or, cette valeur cnthue est également, si on note ! ’endomorphisme de E
associé a B,

= faz(60) =B (Vef2 (60) +1(72(€0))s Ve (€0) +1(72 (&) +¢

En développant, on a la formule voulue o=f" (&)—B Y (V% fL(&), Ve fL(&o))-

Cas (b). Si £€B(C), 1<j<d, on a: f;(€)(e;,eq)=0, ol les e; sont les vecteurs
de base usuels de E=R?; il suffit de différentier Videntité : f{ (,t1,...,t4-1,0)=0,
si (z;t1,...,ta—1)€C. Donc ff; ({0) se scinde en g7/, (£y) Da (ldar ®IdR), a=f;,(£o)-
De méme, f7,(£0)(eq)=0, et f2,(0)=94;(&0)®Or. D’ou facilement, la formule du
lemme.

Fin de la preuve du théoréme 3.ter. On raisonne par récurrence sur d.

1. Cas d=1. En décomposant ¥, on voit qu’il suffit de raisonner dans les seuls
cas ol ¥;=0 ou bien Y=V, ; compte tenu du lemme 10.1, on peut méme supposer
U; =0 (tous les points £€ ¥ sont réguliers). Mais alors, le théoréme des fonctions
implicites et une nouvelle décomposition de ¥ permettent de se ramener au cas ou
U est contenu dans le graphe t=~h(z), €I, d’une fonction h de classe C! sur un
intervalle I, telle que f{(z,h(z))=0, fii(z,h(z))7#0; on a déja vu qu’alors ¢(x)=
f(z,h(z)) est de classe C? avec

V(@) = filo (@, W) = { fii (2, h(@)} | £, ().



36 Alano Ancona

Ce qui donne le résultat voulu compte tenu du lemme 10.2.

2. Cas d>1. La encore, on peut supposer U=¥,_; (d’apres le lemme 10.1). Le
théoreme des fonctions implicites permet alors de se ramener au cas ou ¥C3(C),
avec 3: C=B,_1(1) x J—V immersion injective de classe C? préservant la premiére
coordonnée, et telle que pour un j€{1,...,d}, on ait : ft,=0, fii¢,#0 sur B(C). On
peut alors appliquer ’hypothese de récurrence & fo8, ¢ et 371(¥). On obtient le
résultat voulu compte tenu de l'invariance (donnée par le lemme 10.3) du second
membre de la formule du théoreme 3.ter.

11. Cas n>1, d>1 (suite). Applications

Dans cette section, on considere d’abord la situation suivante : W est un ouvert
de R"xR? (n,d>1), f:W—R est une fonction de classe C4+! d’ombre ¢(z)=
inf{f(z,t); (z,t)W} et ® est une partie de ensemble de contact ®={(z, t); p(z)=
f(z,t)}, bien pleine relativement & I'ouvert UCR? (i.e. pour tout compact non
vide K de U, {(x,t)eé;zEK} est un compact non vide de W). On note ®,=
{teR%; (z,t)e®} pour zeR™.

A. D’abord, exactement comme pour le cas d=1 (théorémes 3 et 3.bis), on
tire de la proposition 9.1 (ou du théoréme 1.ter) la conséquence suivante pour la
régularité C11 de ¢.

Corollaire 11.1. Supposons 0eC*(U) (pour z€U et (z,t)e®, 0, f(z,t) ne
dépend que de x). Alors, ¢ est de classe Cb' sur U si, et seulement si, pour tout
compact K de U, il existe A=A(K)>0 tel que | D41 f(&)|*<A|X|*(D2,f(€)) pour
£=(z,t)e®, zeK, XeR" et TERC.

11 n’est pas non plus difficile de voir (& l’aide de la proposition 7.1) que ¢ est de
classe C? sur l’ouvert wCU des points réguliers. Le point z€U est dit ici régulier si
pour tout £=(z,t)€®, 82 f(£) est une forme quadratique sur R% non dégénérée. 11
est clair aussi (compte tenu du théoréme 3.ter) que si ¢ est C!, on a pour presque
tout z€U :

D*o(z)(X, X) = 0% x f(€)— F11() " (VeOx £ (€), Vidx f(£))

pour tout t€R? tel que {:(x,t)é&; et tout XeR"™.

B. On peut prolonger I’observation du corollaire 2.1 avec ’énoncé suivant. On
suppose que ¢ est C1! et on note comme précédemment

= {£ € &; dim {Ker(£7;(£))} > m},
F,={zcU;3teR? tel que (z,t) € D,,}.
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Les F,, sont fermés dans U, et décroissent avec m; évidemment Fo=U, Fy.1=0.
Notons L2(R"™;R) 'ensemble des formes bilinéaires sur R™ x R™.

Corollaire 11.2. Pour tout Z€R™, il existe une application hz:U—R locale-
ment bornée, s.c.s., admettant pour tout me{0, ...,d} une restriction (hz)|x,, con-
tinue presque partout sur Xy, ="Fy,\Fpni1, et telle que 8% 0(z)=hz(z) p.p. sur U.
Si on suppose de plus que ®, est réduit & un point pour tout x€U, il existe une ap-
plication A:U— Lo(R™; R) localement bornée sur U, dont les restrictions d chaque
Xm (0<m<d) sont continues, et qui est telle que D?*¢(x)=A(x) p.p. sur U. En
particulier, @ est alors de classe C? sur un ouvert dense de U.

Preuve. On observe qu(if—aft’g(g)_l(vtazf(f),VtBZf(g)) est s.c.i. sur @ et
de restriction a chaque (bm\?m_’.l continue (voir la remarque plus bas). Soit alors
hi(w)=sup{Hz(, 1); (z, 1) €&}, ot

Hz(8)=0%7f (&)= f11(§) " (V02 f(€), Vedz £ (€)).

La fonction hz est s.c.s. sur U et égale p.p. sur X,, & la fonction s.c.i. ﬁz‘m(x)z
inf{Hz(z,t); (z,t)€®p \®m41}. Ce qui prouve le premier point du corollaire
(compte tenu du théoreme 3.ter).

Si 5 n’admet qu'un élément pour tout z€U, les fonctions hz ainsi construites
ont des restrictions aux X, continues, et il suffit de poser A(z)(Y, Z)=3 (hy+z(z)—
hy (x)—hz()), soit A(@)(Y, Z)=0¢ 7 f(€)— f11(€) ™ (Vedy f(£), V:z £ (€)) ot € est

l'unique point de la forme (z,t) dans .

On a utilisé la propriété élémentaire : si A; est une suite d’endomorphismes
symétriques et positifs de E=R? qui converge vers A€ L(E, E), si u; €Im(4;) con-
verge vers u€Im(A), alors lim inf; o, (45 Y(uj),us) > (A~ (u), u), (on peut procéder
par diagonalisation des A; et extraction de sous suites convergentes). Si de plus,
dim{Im(A;)}=dim{Im(A)} pour j>1, alors limj_,oo<Aj_1(uj),uj)z(A‘l(u),u>.

C. Considérons maintenant le cas ol on a n=1 et les propriétés suivantes :

(i) Pour zeU, W={t; (z,t) W} est convexe et t— f(x,t) est convexe sur W.

(ii) ¢ est de classe C! sur U.

(ill) ®=d(={(z,t)eW;z€U, p(z)=Ff(,1)}).

((1) et (ii) sont assurés si W est convexe et f convexe sur W). Sous ces hy-
potheses (et celles indiquées au début de cette partie), la deuxiéme assertion du
corollaire 11.2 est encore vraie :

Proposition 11.3. [l existe une fonction h s.c.s. sur U, admettant des restric-
tions h|x,, continues (0<m<d), et vérifiant ¢"(x)=h(z) presque partout sur U. En
particulier, ¢ est C? sur un ouvert dense de U.
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Preuyve. On observera d’abord que I’hypotheése de convexité (i) entraine que
®d,, est convexe et que le noyau Ker(f/;(z,t)) est indépendant de t€®, pour chaque
z€U fixé. Posons maintenant h(z)=inf{H (z,t);(z,t)€®}, ou H(z,t)=fr (&)—

(&) (Ve f1 (), Vi f 1 (8))-

Il suffira de vérifier que si §;=(z;,t;) est une suite de points de ® convergeant
vers §o=(z0,%0) €@\ Pm+1, T;#To, alors :

(a) h(zo)=limsup;_, ., H(;),

(b) si £;€®,, pour tout j>jo, alors h(xo)=lm;_ H(&;).

Le cas m=0 est immédiat puisque la section ®, est réduite & un point pour
z€Fy\ F1. Si m=d (c’est & dire que f{;(&)=0), H( o)=/f1.(&) et on adapte sans
difficulté les arguments de la preuve du cas d=1 (section 8.1) pour obtenir que
h(wo)=H (€0) (= £2,(£)). D'ot, les propriétés (a) et (b) puisaue H(¢;) < f2, (€) (et
H(&5)=fzz(&) 51 §€Pm).

Considérons le cas ol m<d, 2<d; on peut supposer que Ker(f{i(£o)) est le
sous-espace tp,+1=0,...,t4=0 de R%; on a donc ®,,=K x {7}, avec KCR™ con-
vexe, TERY™™. A I'aide du théoréme d’inversion locale, (et compte tenu des remar-
ques préliminaires) on voit qu’il existe une immersion injective §: C=JxV —W de
classe C? avec les propriétés suivantes. V est un voisinage convexe de K dans R™,
J un voisinage de zg, 3 est de la forme : B(x, s)=(z;t,y(x, s)) avec y: C—RI™™ de
classe C4, f] (8(€))=0 pour £€C et k>m; aussi, PNW'CB(C) pour un voisinage
convenable W/ CW de ®,, (dans R4*1).

Si g=fof3, on vérifie sans difficulté que :

(i) g(z,s) est convexe par rapport & s€VCR™ (g(z,s)=inf{f(z,s,s');s'€
RA™, (z,(s,8')€W}),

(ii) 'ombre de g considérée comme fonction de classe C¢ sur W{=J xV est ¢,

et (i) 67 (6) — 91 (6) " (Vg (€), Vg (€)= H(B(€)) pour tout £€A1(®) (en utili-
sant le lemme 10.3). On peut donc appliquer & g, pour le point &)=(zo;t}, ..., tT"),
le résultat déja acquis pour m=d, ce qui donne précisément les propriétés (a) et (b)
annoncées.

Tllustration. Soient C un corps convexe lisse de R?xR¢, C' sa projection sur
R?,T'=0C" et p€ LY (T') la courbure de I'. Il existe alors h: ' =R, s.c.s., et une suite
de compacts Fo=TDF1D...D Fqy1=0tels que si Xy, =Fp \ Frng1 : (i) byx,, €C(Xm),
(0<m<d) et (ii) o=h p.p. En particulier, I' contient un ouvert dense de classe C2.

D. Extension du théoréme 5. Soient V un compact & bord lisse de R x R4,
(d>1), feCHL(V) et U un ouvert de R™. Notons toujours

o(z) =inf{f(z,t); (z,t) €V}, @={(z,t)eVizelU p(z)=f(z,t)}

et soit ¥ C® un fermé de P tel que :
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(i) VzeU, V,={t; (z,t)eV}#0 et

(ii) VE€TNAV, VX €R”, IB=(X, T)eT: (V).

Comme 4 la fin du 9, on pose 6, f(§)=0,f (&) si £€V\IV, b, f(E)(X)=f"(£)(B)
si £€0VNY, B=(X,T)eT:(dV);

8% (6)(B, B)=f"(€)(B, B)+f'(6)(D5(2))

si Z=(Z,, Z;) est un champ de vecteurs sur 9V au voisinage de &, égal & B en £ et
de composante Z, constante. On note {ex}1<r<n la base canonique de R™.

Théoréme 5.bis. L’ombre ¢ est sous-harmonique sur U si et seulement si les
trois propriétés (i)-(iii) suivantes sont vérifiées et o est alors de classe Ct! sur U.

(i) Pour tout €U, t— b, f(x,t) est constant sur ¥,.

(ii) Si £€W\AV, et si TeR? pour 1<k<n, on a

A f©+2 D (Nf, (O, T)+ Y Fi&)(Th, Th) >

1<k<n 1<k<n

(i) Si€eTNIV, on a

> 8%(€)(Bx, Br) 20

1<k<n
pour Bi=(ex,T) €T (0V).

Preuve. La nécessité du (i) (c’est & dire du caracteére C*! de ¢) se voit comme
dans le cas d=1. Pour obtenir celle du (ii), on observe que pour {=(z,t)€V, z€U et
I: R"— R4 linéaire, ¢(u)= f(x+u,t+1(u)) est de classe C4+1, minorée par p(z-+u)
sur un voisinage de 0 dans R"™, et que ¥(0)=¢(x). D’ol, si ¢ est sous-harmonique,
A(0)>0, soit la propriété (ii) en & (avec Tp=I(ex)). Pour le (iii), 'argument est
le méme en considérant (u)=f(u,y(u)), ot ur (u,y(u)) est une application de
classe C? sur un voisinage de z dans R™ & valeurs dans 9V

Réciproque : La condition (i) assure le caractere C! de ¢. Si £=(z,t)e¥)\
oV, B=(X,T)eR"xR% et X=(ay,...,a,)#0, on a, en prenant dans le (ii) T=
axT/|X]?,

F(€)(B, B) 2 f"(€)((X,0), (X, 0))~Ax f(€)| X |*.

Si £€=(z,t)ePNIV, on applique ce raisonnement a la forme quadratique
Q¢(B)=682f(¢)(B',B’), o B'=m¢(B)=B—(B,N)N, ot N; désigne la deuxiéme
composante (normalisée, |[N;|=1) d’une normale N & OV en ¢ ((iii) s’écrit aussi

Zlgkgn Q¢(Br) >0 si Be=(ex, Tk), T,€R?). Si a(§)=21gk5n Qe¢((ex,0)) on ob-
tiendra :

83, f(€)(B, B) 2 Q¢(X,0)~a(§)|X|*, VB=(X,T)€T(dV).
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On voit alors que pour toute boule fermée BCU, et d’apres la proposition 9.5
(et la remarque 9.2), x—¢(z)+C 22 est convexe C*! sur B si C est assez grand.
On peut maintenant calculer A, p avec le théoréme 3.ter. Si (z,¢)€¥\dV, on

obtient en prenant Tr=—f{;(§) (V4 f,, (£)) dans la condition (i),
Y FE) TN (Vefn, (6, Vi, (€) < Auf (),
1<k<n

et le théoréme montre que Ap(x)>0 pour presque tout z€U tel que (z,t)¢0V pour
au moins un teWV,. D’autre part, en utilisant des cartes locales de 0V de la forme
B:U'x B4—1(0,1)—0V, B(z, s)=(z,v(z,s)), et en remarquant que §2(f)(B(£)) est
égal & ¢"(€), si g=fo8, le calcul précédent et une nouvelle application du théo-
réme 3.ter donneront que Agp(x)>0 pour presque tout z€U tel que (z,t)€dV
pour au moins un t€¥,. Donc ¢ est sous-harmonique sur U.

12. Démonstration du théoréme 2

On notera I=[0,1] et ¢ désignera une (grande) constante >0 dépendant des
parametres utilisés, la valeur précise de ¢ pouvant varier d’une inégalité a une autre.

A. Préliminaires. Soit K=K ()\), 0<A<1, ’ensemble de Cantor triadique usuel :
K=,>; Kn, ot Ko=[0,1], et ot K, (n>1) est réunion de 2" intervalles compacts
disjoints de longueur I,,(\)=((1—X\)/2)™ obtenus en supprimant dans chaque com-
posante de K,,_; l'intervalle ouvert médian de longueur )\ln 1(A). On notera p=py
la mesure de «Lebesguen (ou uniforme) sur K (), fo du(t) la fonction de
Lebesgue associée & K, et a=a(N)=log(2)/(log(2 )+llog(1 A)]) la dimension de
Hausdorff de K. Il est classique (et facile de vérifier) que :

Vr,y€[0,1], |u(z)—u(y)| <clz—y|®.

Si v est une fonction holdérienne d’ordre o sur K, on ne peut espérer avoir
aussi |v(x)—v(y)|>c™! |z—y|* pour tous les x,y de K. Mais si on fixe o’ €a, 1],
ona:

Lemme 12.1. Il existe une fonction continue strictement croissante W:I=
[0,1)—]0, 1] telle que l’on ait, pour une constante C>1 assez grande :

(i) pour z,y€l tels que z<y, on a ¥(y)—¥(z)>C~H{(u(y)—u(z))+(y—2)},

(i) pour z,yel, on a |¥(z)—T(y)|<Clz—y|*,

(i) pour z,yel tels que [z, y|NK#0, on a |¥(x)—¥(y)|>C~ |z —y|*.
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Preuve abrégée. On introduit g(z)=(d(zx, K))* 1. 1l est facile de voir que
fol g(t) dt<+oo et, par homogénéité, que pour chaque composante J de K,,, on a :
[79() dt=(1,(\)* - fol g(t) dt. En utilisant cette remarque, on voit sans difficulté
qu'il existe ¢>0 tel que :

y /
Ve,yel, telsquex<y, et[z,y]NnK#D, ona / g(s)ds>c Hz—y|*

x
et v
Ve,yel, <y, /g(s)dsﬁckc—y[“/.
T

Donc si ¢; est une constante >0 assez petite, la fonction croissante ¥(x)=
crter{ [y dut)+ [y d(t, K)*' 1 dt} posséde toutes les propriétés voulues.

B. Construction de f. Fixons 7,7 €]0,1[, v'<~, choisissons «a,a’ tels que
0<y <a<a’<y<1, puis A tel que a(N)=a. Soit ®={(z,t);t=V(z),0<zr<1} (
sera I’ensemble de contact), ot ¥ est associée & K comme dans le lemme 12.1.

On pose p(z)=— fow(:c—s) du(s), z€R, ce qui définit une fonction ¢ concave
de classe C1* sur R telle que ¢'(z)=—u(z). Cette fonction ¢ sera 'ombre de la
fonction f que nous construirons.

Considérons ensuite la fonction g: 8—R telle que g(z,t)=p(z) pour (z,t)€d,
et vérifions que g est de classe C1'! au sens de Whitney sur ® pour la différentielle
de Whitney dg(z,t)=¢'(z)dz ([Ste], p. 167-180). Pour &1 =(x1,t1), &Ea2=(z2,t2)
éléments de D, le reste R(&1,&2)=9(&2)—9g(&1)—¢' (1) (z2—x1) vérifie :

[ @9 aute

1

(12.1) |R(&1,&2)| =

<l|zg—z1|u([z1, z2])

et par conséquent :
|R(&1,&)| < clta—t1 |/ T <clégp—&1

(on peut supposer [z1,z22]NK #D et utiliser alors le (iii) du lemme 12.1). La diffé-
rentielle dg(§) vérifie aussi une condition de Lipschitz, puisque d’apres le (i) du
lemme 12.1,

¢ (z2) = (21)| < C|¥(22) —¥(21)| = Clt2—t1| < Cl&2-&1.
Soit alors § un prolongement de Whitney de g; g est de classe C1! sur R? de
la forme (pour {=(z,t)€R?\®) :

+o0
g€)= Z Op(Ep(@p) +¢ (xp) (x—1p)},

p=1
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ol {fp}p>1 est une partition de 'unité associée de la maniere usuelle & un recouvre-
ment de Whitney {C},},>1 de R?\® par des carrés dyadiques. Notant [, le diametre
de Cp, on peut supposer que I, <d(Cp, ®)<4l,, que le support de 6, est contenu
dans le carré C;, de méme centre que C, et de diametre 21, et que les intérieurs
des Czlo sont N & N disjoints pour N=122; les &p=(zp,tp) sont des points de P tels
que d(Cp, &p)=d(Cp, ®). (Voir [Ste].)

Voici alors la définition de f : pour é=(z,t)eIxI, f(€)=g(z,t)+6(&)'T o §
est la «régulariséen de {—d(¢, @) obtenue par la formule : §(§)=3_ ~, l,6p(§) ([Ste]
p. 170-171). T est classique (et facile de vérifier) que §1+7 est de classe C7 sur R? et
f est donc C1»Y sur I x I. La concavité de ¢ et la formule définissant § donnent aussi
g(z,t)>p(z)=g(x, ¥(zx)) pour tout (z,t)€l xR, de sorte que 'ombre de f est bien
¢, et Pensemble de contact correspondant est ®. De plus, df(£)=dg(§)=¢'(z)dz
sur ®.

C. Il s’agit maintenant de vérifier que pour & =(zo,t0)€P et £€]0,1]x][0, 1],
on a, pour une certaine constante co>0,

(122) f(g)_f(fo)_azf<£0)($—$0) > —Co [§—§0|1+1/'y,

C.1. Commengons par supposer & €®o={(z, ¥(z));z€ K}, et observons que
pour £=(z,t)€®, on a, d’apres le lemme 12.1, les inégalités :

(12.3) t—to|Y* < er|lz—zo| < calt—to| ' < calt—to|/?

ot les c¢; sont des constantes >0 indépendantes de &g et de &.
Prenons £=(z,t)eIxI tel que d(£,&)<r, r>0 petit et fixé ultérieurement.
Pour é=(z,t) dans la région |z —xzo|>c/|[t—to|>/1+") on a

SO > Ha—mo|'T > 7 () |t~ o[

Donc, si r est choisi assez petit et si ¢’ >0 est fixé assez grand, on aura §(£)1+7>
#(V§)|€—&o|?, ont 2(V§) désigne la constante de Lipschitz de V§; alors, —§(£)1+7<
9(6)—3(€0)—029(&0)(z—x0), et on a (12.2) avec co=0.

Notons U={¢=(x,t)€I xI;|z—zo|<c/|t—to|>/ 1Y), | —&| <7} la région com-
plémentaire dans la boule B(&g, ). Pour £=(z,t)eU\®, et d’aprés 'expression de
g§(€),ona:

§(€)—§(é0) —02G(€o) (z—0)
= 2 ap(f){[‘P(xp) —p(x0) = (zp) (zp —20)]+[(¢ (zp) — ¢ (0)) (z —T0)] }

p=>1
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D’ou, d’apres la définition de f et l'inégalité (12.1),

F(&)—1(&0) = 0=f (&) (z—x0)
>6(&)" " —max{u(I(z0, 2p)); p € N ()} (|o— 0| +2max{|a, —zo; p € N(£)}),

ou I(zo,x,) désigne l'intervalle d’extrémités x et x,, et oit N (&) désigne ’ensemble
des p tels que |§,—&|<4d(&, ®). Comme p(I(zo,p))<Clto—1tp|, (et si r est assez
petit) :

(12.4)  f(&)—f(&0)—0zf(&o)(x—x0)
> 66 —clt—to|(|z—z0| +max{|z, —zo|;p € N(£)}).

Distinguons alors trois cas :

1. D’abord, soit £€U tel que |z—zq|>Alt—to|'/7, A>1. D’aprés les encadre-
ments (12.3) précisant 1’allure de ® au voisinage de &, on voit aisément qu’on a :
8(&)>clx—wzo| et max{|zp,—zo|;pEN(§)}<c|x—xo|. Donc, si on fixe A assez grand,
on a bien (12.2) (avec ¢p=0).

2. Supposons ensuite [t—to|1/* <|z—20|<A|t—to|'/7. On a maintenant

clt—to| |z —o| < cAlt—to| F1/7 < cAlE—& [T,

et |z, —xzo|<clz—xzo| pour pe N (§). D’ou & nouveau (12.2).

3. Enfin, dans la région |z—mzo|<|t—to|'/*’, on peut majorer |z—=zo| et les
|z, — 0|, PEN(€), par clt—to|/*, et a fortiori par c|t—to|'/7.

C.2. Reste & traiter le cas ol {o¢®o. On se raménera au cas précédent en
introduisant un point &;=(z1,t;)€®o (d’abscisse z1 € K) avec |{; —&p| minimum :
comme ¢ est affine sur chaque intervalle contigu & K, on a

F(&)— (&) —0fz(bo)(x—x0) = f(§) = f(£1) = Ou f(&1) (x—1).
D’ou, d’apres ce qui précede,
F(€)= f(€0)—8fz(b0) (w—20) = —col€—&1|" T/ > —chlg—&o| T/

si [€—&o|> 15516 —&1]. Pour [§—&|<i5lé—&1l, on a E€B=B(&, g5lé0—&1l), et
comme § est affine sur B,

F(6)— f(€0)~0s.f (€0) (w—x0) =6(§)*7 20.

On a donc encore 'inégalité (12.2) (avec un nouveau ¢o>0). Ce qui acheve la
preuve du théoreme 2.
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