UBER ANALYTISCHE FUNKTIONEN AUF TRANSZENDENTEN

ZWEIBLATTRIGEN RIEMANNSCHEN FLACHEN MIT REELLEN
VERZWEIGUNGSPUNKTEN.

Von
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I. [Einleitung.

1. Wihrend die Theorie der algebraischen Funktionen und der Abelschen
Integrale schon lingst ein in den wichtigsten Teilen vollendetes Kapitel der
Funktionentheorie bildet, hat man erst in der allerletzten Zeit die ersten erfolg-
reichen Versuche gemacht, die dort erreichten Resultate auf transzendente Rie-
mannsche Flichen zu iibertragen. Man hat dabei die Aufmerksamkeit zunichst
auf die nullberandeten Flichen gerichtet, die als die nichste Verallgemeinerung
der algebraischen Riemannschen Flichen angesehen werden kénnen und fiir
solche Flichen die Existenz von Integralfunktionen nachgewiesen, die ihr Ana-
logon in den Abelschen Integralen haben. Wihrend man schon bei den ein-
fachsten Klassen solcher Integrale ziemlich grossen Schwierigkeiten begegnet,
gilt dies in noch weit hiéherem Grade fiir die Konstruktion von eindeutigen
Funktionen der Fliche vermittels Integralfunktionen, also die Uberfiilhrung der
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Abelschen und Riemann-Rochschen Sitze auf das Gebiet der transzendenten
Funktionen, ein Problem, das unseres Wissens in der Literatur noch gar nicht
behandelt worden ist. Man hat hier mit einem unerforschten Gebiet der Funk-
tionentheorie zu tun, wo schon die Problemstellung erheblichen Schwierigkeiten
begegnet. Es diirfte deshalb angebracht zu sein, das Problem zuerst bei spe-
ziellen Flichen in Angriff zu nehmen, um einen orientierenden Blick auf die

hier herrschenden Verhiiltnisse gewinnen zu konnen.

2. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem denkbar einfachsten
Fall, den zweiblittrigen Riemannschen Flichen F mit reellen Verzweigungspunkten,
also Flichen, die als Verallgemeinerung der hyperelliptischen Flichen angesehen
werden konnen. Der Einfachheit halber wird noch die unwesentliche Annahme

gemacht, dass die Folge der Verzweigungspunkte

(1, 1) €0y €1, €y + .-

nur in einer, z. B. positiven Richtung unendlich ist. Auch werden die singuliren
Punkte der Integrale im Allgemeinen als reell angenommen.

Man kann die gegebene Riemannsche Fliche, und zwar in unendlich vielen
Weisen, durch eine Gleichung der Form

(1, 2) y* = D(z)

darstellen, wo die Diskriminante D(x) eine ganze Funktion von z bezeichnet,
welche die Punkte (1, 1) als einfache Nullpunkte hat. Der unendlich ferne Punkt,
der als Hiaufungsstelle der Verzweigungspunkte ein singuldrer Punkt héherer Art
ist, wird nicht zur Fliche gerechnet. Jede auf der Fliche F meromorphe Funk-
tion ist dann in der Form

(113) f=A(x) +sz()x)y(x)

darstellbar, wo die Komponenten

(1,4) A(z), Blx), C(2)

ganze Funktionen von z ohne gemeinsame Nullpunkte bezeichnen. Speziell gibt
(1,5) 9=A4() + Blx)y(a)

die ganzen Funktionen unserer Fliche F.
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3. Der allgemeine Ausdruck fiir die Integrale der Fliche F lautet

A(z) + Blx)y (x)
(1,6) f C(x)_ dx.

Damit das Integral (1,6) auf F iiberall regulir sei, ist es offenbar notwendig
und hinreichend, dass C(x) keine von den Verzweigungspunkten verschiedene
Nullstelle besitzt, dass ferner jede Nullstelle von C{(z} einfach ist und dass fiir
jede derselben auch A(x) verschwindet. Daraus ergibt sich fiir die Integrale
erster Gattung der allgemeine Ausdruck

(1,7) fz-%dx + I' (),

wo h(z) und I'(z) ganze Funktionen von z sind.

Zu den Integralen erster Gattung gehoren speziell simtliche ganze Funk-
tionen (1,5) von F. Es gibt somit endliche Integrale mit lauter verschwindenden
Perioden. Hieraus folgt, dass es zur Aufstellung von Integralen erster Gattung,
die den Abelschen Integralen analog durch ihre Periodizititseigenschaften charak-
terisiert werden, notwendig ist, den Integralbegriff in geeigneter Weise ein-
zuschrinken. Eine bemerkenswerte Klasse solcher Integrale hat man in der Tat
in den reellen Integralen der Form

hla)

(1.8) y(z)

dx,

welche auf der kanonisch geschnittenen Fliche F dem imaginiren Teile nach
beschrinkt sind. Unsere Integrale, die wir Normalintegrale erster Gattung nennen
werden, konnen aus gewissen unendlich vielen einfachen Integralen linear zu-
sammengesetzt werden, die den elementaren hyperelliptischen Integralen erster
Gattung entsprechen, aus welche;l sie auch durch Grenziibergang gewonnen werden
konnen. '

Man kann ferner in analoger Weise Normalintegrale dritter Gattung kon-
struieren, d. h. Integrale mit logarithmischen Singularititen und den Residuen
+ 1 bzw. — 1, welche auf der kanonisch geschnittenen Fliche dem imaginiiren
Teile nach beschrinkt sind. Neben diesen Integralen werden wir, mit Riicksicht
auf die Theorie der ganzen Funktionen, den Begriff des singuldren Normalinte-
grals dritter Gattung einfithren, deren simtliche singulire Punkte das Residuum
+ 1 haben und welche denjenigen hyperelliptischen Integralen dritter Gattung



188 P. J. Myrberg.

entsprechen, deren logarithmische Singularititen mit dem Residuum — 1 im Un-
endlichen liegen. Die Integrale zweiter Gattung, die in unserer Arbeit keine
Anwendung finden, werden hier bei Seite gelassen.

4. Den Hauptgegenstand unserer Untersuchungen bilden die eindeutigen
meromorphen und ganzen Funktionen von F. Wir werden zeigen, dass unter
den genannten Funktionen eine ausgezeichnete Klasse von Funktionen, die
Normalfunktionen, definiert werden kann, welche in gewissem Sinne der Klasse
der rationalen Funktionen einer hyperelliptischen Fliche entspricht. Unsere
Normalfunktionen werden als solche meromorphe oder ganze Funktionen von F
definiert, deren Logarithmus ein gewdhnliches bzw. singulires Normalintegral
dritter Gattung der Fliche ist. Die Nullstellen und Pole bzw. Nullstellen einer
solchen Funktion sind durch ein System von transzendenten Gleichungen mit-
einander verbunden, die den bekannten Abelschen Relationen entsprechen.

5. Im letzten Teile werden schliesslich die allgemeinen reellen, nichtnormalen
eindeutigen Funktionen von F einer Untersuchung unterzogen. Es wird zu diesem
Zweck zuerst die Existenz von Integralen erster Gattung bewiesen, deren primi
tive Perioden gegebene reelle oder komplexe Grossen sind. Hieraus ergibt sich
leicht der allgemeine Ausdruck fiir eine auf F nichtverschwindende ganze Funk-
tion und insbesondere fiir die Einheilsfunktionen, worunter wir ganze Funktionen

go = 4o(x) + By (x)y (x)
verstehen, deren Norm
(1,9) N g, = Ai(x) — Bi(z) D (x)

gleich Eins ist. Die genannten Funktionen kénnen auch als Produkt von end-
lich oder unendlich vielen Grundeinheiten dargestellt werden.

Es wird hierauf die Existenz einer einfachen, bis auf eine gewisse triviale
Einheit bestimmten Primfunktion bewiesen, d.h. einer ganzen Funktion, die eine
einzige einfache reelle Nullstelle besitzt. Vermittels der Primfunktion ist es
miglich, fiir die allgemeinste ganze Funktion von F mit beliebig gegebenen
reellen Nullstellen einen Ausdruck aufzustellen und zwar in der Form eines Pro-
duktes, das der Weierstrassischen Produktdarstellung der ganzen Funktionen ent-
spricht. Hierdurch wird zugleich fiir die allgemeine Pellsche Gleichung

(1, 10) A*(z) — B*(x) D (z) = G ()
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mit einer beliebig gegebenen ganzen Funktion G (z) und der gegebenmen Diskri-
minante D(x) die allgemeine Lésung durch ganze Funktionen 4 (z), B(x) ge-
geben.

II. Die Normalintegrale erster Gattung.

Die Riemannsche Fliche F.

6. Wir denken uns die gegebene zweiblittrige, in den Punkten (1, 1) ver-
zweigte Riemannsche Fliche F' durch Grenziibergang

F=1lim Fp

P
aus der geschlossenen Fliche F), vom Geschlecht p mit den Verzweigungspunkten
(2’ l) €, €15 €3, .. ., €3p—1

gewonnen. Die Fliche F selbst ist eine offene, nullberandete Fliche, fiir welche
der unendlich ferne Punkt als Hiufungspunkt der Verzweigungspunkte eine
Singularitiit hoherer Art ist, die zur Flidche nicht gerechnet wird.

Man kann die Fliche Fp als Riemannsche Fliche der durch die Gleichung

(2, 2) y' = R, ()

definierten algebraischen Funktion y,(x) auffassen, wo Ry(z) eine beliebige ra-
tionale Funktion von z bezeichnet, deren einfache Pole oder Nullstellen in den
Punkten (2, 1) liegen. Es ist am einfachsten, fiir B,(x) das Polynom

2p—1 x
(2,3) Dye)= =) =~ I (1_2)
oder die gebrochene rationale Funktion
x
=
(2, 4) Bylw)=—~ [ ——~
T €2y+1

zu wihlen. Dementsprechend kann F als Riemannsche Fliche einer durch eine
transzendente Gleichung

(2, 5) y' = R(z)

3-632047 Acta mathematica. 76:3-4
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definierten Funktion y(x) angesehen werden, wo R (x) eine beliebige ganze oder
meromorphe Funktion von z bezeichnet, deren Nullstellen bzw. Nullstellen und
Pole einfach und in den Punkten (1, 1) gelegen sind. Statt des Polynomes IT,(x)
hat man hier eine ganze Funktion

(2, 6) (z)= fI (1 — E)ey,(x)’

durch die ganze Funktion

d z
HM=H0—ﬂ
»=0
ersetzt werden kann, wo die Polynome y,(x) fehlen und welche aus (2, 3) durch
Grenziibergang p -~ © erhalten werden kann. Der Darstellung (2, 4) von Fj ent-
gpricht hier die Darstellung

x
- _—
(4
(2,7) v=—1] ———;—
v=0 | —
€2v+1

wo rechts ein stets konvergenter Ausdruck vorkommt, der in jedem Falle aus
(2,4) durch Grenziibergang p - erhalten wird.

Wir werden im Folgenden die Darstellung (2, 6) bevorzugen. Die ganze Funk-
tion D(x) = — II(x), die bis auf einen Exponentialfaktor bestimmt ist, soll dabei
die Diskriminante der Fliche F genannt werden.

7. Wir wollen jetzt auf F ein kanonisches Schnittsystem einfiihren, welches
die Fliche F in eine einfach zusammenhiingende Fliche F’ verwandelt.

Wir denken uns zu diesem Zweck die beiden Blitter von Fj lings den
Strecken

(2)8) a’Iv(e21—1, eﬁv), (1’:1’2)-")17*1)

und den unendlichen Teil (ep—; © ¢,) der reellen Achse geschnitten und dann

die beiden Blitter lings diesen Verzweigungsschnitten mit einander geheftet
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Fig. 1. Durch Grenziibergang ergibt sich hieraus fiir die transzendente Fliche
F das in Fig. 1 angegebene Schnittsystem, das aus der Gesamtheit der Strecken

(2,9) A, (€211, €2v), (v=1,2,3,...)

besteht.
Wir ziehen nun um die Schnitte (2,8) in dem oberen Blatte von F, die
Riickkehrschnitte

(2, 10) Ay, Ay, ..., 4p
und hieraunf die konjugierten Schnitte

(2! IO)' BI’BI: RS ] -pr

wo allgemein B, die beiden Ufer von A4, mit einander verbindet. Wir denken
uns dabei die Linien B, so gewihlt, dass sie fiir y > ©© gegen den idealen Rand
von F konvergieren. Dann kann aus (2, 10) und (2, 10)’ durch Grenziibergang
p~> o ein kanonisches Schnittsystem von F hergeleitet werden, welches F in eine
einfach zusammenhiingende Fliche F’ verwandelt.
Neben den Riickkehrschnitten (4) und (B) werden im Folgenden auch die
Riickkehrschnitte
C., v=1,2,..., p)

betrachtet, welche die Punkte (e3»—2, €3,0—1) umschliessen. Zwischen den Systemen
(B) und (C) herrschen dabei die Relationen

(2)11) Bn=0‘+0’+""+ 0", ('n=l,2,...,p).

Die elementaren Normalintegrale erster Gattung.

8. Wir kehren wieder zur approximierenden algebraischen Fliche F), vom
Geséhlecht p '
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(2, 12) yp = Dy ()
zuriick und wir bezeichnen allgemein mit

(2, 13) PP = uP + {vlp)

dasjenige Integral erster Gattung, welches fiir ¢, verschwindet und dessen A-
Perioden gleich

(2, 14) fd¢;p>=zm,-fd¢;m='o, (v +n)
Aﬂ A‘V

sind. Man hat fiir p{? den Ausdruck

(2, 15) (p) = f (x

wo h{P)(z) ein reelles Polynom vom Grade p — 1 ist, welches in jedem Intervall

(2, 8) genau einen Nullpunkt a(?) besitzt. Wir kinnen somit schreiben

(2’ 16) h(P) = c(P)H ( ;(_D)—)

v=1

wo die reelle Konstante ¢{” durch die erste Gleichung (2, 14) bestimmt wird.

Aus dem Obigen folgt, dass die B-Perioden
(2,17) [ g =
B,

von P! reell sind.
Um das Verhalten des Integrals (P’ auf F, zu untersuchen, wollen wir

etwas genauer die von demselben vermittelte konforme Abbildung studieren. Man
kann sich dabei z. B. auf die obere Halbebene F des oberen Blattes von Fj be-
schrinken, weil die Bilder der anderen Teile daraus durch einfache Spiegelungen
erhalten werden kénnen.

Aus dem Ausdruck (2,15) geht unmittelbar hervor, dass F' durch ¥ auf
einen Schlitzbereich T abgebildet wird, welcher die Form eines Rektangels

hat, dessen Seiten von den Geraden

I
(2' [8) uslpl = Q, ui.l’) = —2 1:‘12’ v;ﬂ) =Q, vslp) =
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gebildet werden und wo die Schlitze, die den Teilen
(27 19) ‘11’ JII, LR Ap

der reellen Achse, von 4. abgesehen, entsprechen, der imaginiren Achse parallel
sind (Fig. 2). Hieraus geht hervor, dass ¢{?) auf ¥, den Ungleichungen

(2, 20) o= ==

geniigt. Auf der kanonisch geschnittenen Fliche F, gelten somit die Un-

gleichungen
(2, 21) —n=tP=n.
cluz cnf
€20.2|%.1 O
Ani
Ao Th A,
A’ A)
& egle2 ey)e, 21
c, c, 7 cn

Fig. 2.

9. Wir betrachten nun die unendliche Folge
(21 22) vﬁp)’ (p= ,23.. )

der Funktionen t!” und behaupten, dass sie in jedem Bereich von F gleich-

miissig gegen eine harmonische Grenzfunktion konvergiert.

In der Tat sind die Funktionen (2, 22), wenigstens von einer gewissen Stelle
ab, dort harmonisch und beschriinkt gemiiss (2, 21). Man kann somit aus jeder
unendlichen Folge von (2, 22) eine unendliche Teilfolge

vs'l’l) (). =12,3.. )
auswihlen derart, dass die harmonische Grenzfunktion

(2, 23) lim (P2 = v,

A—0
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existiert. Diese Grenzfunktion hat die A-Perioden

(2, 24) fdv,.=2n, fdv,,=o, (v += ),
A’

Aq

wihrend simtliche B-Perioden wegen der Realitit von 7{P) gleich Null sind.

Sind nun v und % die fiir zwei Teilfolgen erhaltenen Grenzfunktionen, so
ist die Differenz v — ¢ eine auf F' eindeutige und beschrinkte harmonische Funk-
tion und somit konstant, weil es sich hier um eine nullberandete Fliche handelt.
Wegen v(e,) = (e, ist die Konstante gleich Null. Die Existenz einer von der
Teilfolge unabhingigen Grenzfunktion
(2, 25) v=lim v/

P
ist damit bewiesen.

Es sei nun u, die konjugierte, fiir ¢, verschwindende harmonische Funktion.
Man hat nach dem Obigen

thn, = lim u{?)

T o
und ferner
(2.26) fo — lim 919,
p—o
wo ¢ das durch
hi? (x)
(2, 27) Pn=1ttn +ita=lim | 2——dz

p—o Yp ()

definierte Integral von F bezeichnet. Die Konvergenz findet dabei in jedem end-
lichen Teilbereich von F gleichmissig statt.

10. Wir besitzen in @, ein endliches Integral von F mit den folgendén
Eigenschaften:

1. Die Perioden von ¢, sind
(2, 28) qu),. =2n1, fd@,. =0, (v =+ n), fdwn =g\ = liuﬂloz‘nl’g.
4q 4, B; P—

2. Der imaginiire Teil von @, ist auf F’ beschriinkt gemiiss
(2, 29) [ Im @u| < =,
Man hat nach dem Obigen fiir das Integral @, den Ausdruck
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_ [ ()
(2, 30) g[8,
w0 hn(x) die durch
(2, 31) h"(x)=c"[[ (I_Ex_,)e}(12v—1+12v)
ey ny

dargestellte reelle ganze Funktion von x bezeichnet, die als Nullstellen die
Grenzpunkte

@yn = lim P
p—®

besitzt und wo

¢n = lim ¢{P).
p—o:l’.

Wir haben somit ein unendliches System von linear unabhidngigen endlichen
Integralen
(2) 32) wly 9’3; q’sr L

der Fliche F erhalten, die wir die elementaren Normalintegrale erster Gattung
nennen. Das unendliche Schema ihrer Perioden

2/®2, O , O , ... 7%y, Tg, Tygy « - -
O ,272, O , ... Ty, Tagy Ty, - « «

O, O ,27e, ... Ty, Tyy, Tagy - - -

ist in bezug auf die B-Perioden 7., symmetrisch:
't“’ = 't'“-
Diese Perioden geniigen ferner den Ungleichungen

1
Tur < Tup Toy.

Die allgemeinen Normalintegrale erster Gattung.

11. Wie schon in der Eiunleitung erwihnt wurde, ist die Klasse der auf F
reguliren Integrale zu allgemein, um fiir dieselben eine der Theorie der hyperel-
liptischen Integrale erster Gattung analoge Theorie entwickeln zu kénnen. Indem
wir uns im Folgenden auf reelle Integrale beschrinken, d. h. Integrale mit reellen
Komponenten, bei denen der Integrand somit fiir reelle Werte von x und y reelle
Werte annimmt, wollen wir durch folgende Definition eine Klasse von endlichen
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Integralen einfithren, welche die Gesamtheit der elementaren Normalintegrale
erster Gattung enthilt:

Definition: Unter einem Normalintegral erster Gattung von F soll ein reelles
endliches Integral
p=1u+1v

verstanden werden, dessen tmagindrer Teil v auf F' beschrinkt ist:

(2,33) lv]= M < .
Es seien
(2, 34) 21tic,.=qu)
An

die rein imaginiren A-Perioden von ¢. Wir bilden die Reihe

(21 35) a= Zqu’n
n=1
und behaupten, dass diese Reihe konvergiert und ferner, dass ihre Summe gleich
@ ist.
Wir betrachten zum Beweis die aus den imaginiren Teilen der approxi-
mierenden hyperelliptischen Integrale

(2, 36) PP = P + v}

gebildete endliche Summe

(2, 37) Ve =N eaviy.
n=]1

Diese Summe definiert eine in der Halbebene F nebst dem Rande harmonische Funk-
tion, welche ihr Maximum somit auf der reellen Achse erreicht. Dies findet offenbar
in einem Punkt eines C-Intervalles statt, weil d P’ auf den A-Intervallen rein
imaginir ist. Nun ist aof C,

vLP):;;fﬁrn<y,undvf.")=0fiirn;u.

Anderseits sind die Summen

(2, 38) }Ec.,=1—ltfdv
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wegen (2, 33) gleichmiissig beschriinkt:
q
|2 c,I <im
T
v=1
Somit gilt von m und p unabhingig auf F
1
REAES - M.

12. Wir fiihren nun in (2, 37) den ersten Grenziibergang p -+ « bei fest-
gehaltenem m aus, wodurch die Ungleichung

erhalten wird. Durch den neuen Grenziibergang m - © wird aus der unend-

lichen Folge der auf F gleichmissig beschrinkten harmonischen Funktionen
m
V= Z CnUn
n=1

eine Grenzfunktion V erhalten, die offenbar von der Teilfolge unabhiingig ist und
gomit eine Darstellung durch die konvergente Reihe

V= i Cn Un
n=1

gestattet. Hieraus und aus u.(e,) =0 folgt aber die gleichmiissige Konvergenz
der Reihe (2,35). Ihre Summe @ definiert ein endliches Integral von F mit den
A-Perioden 2 mic,, welches mit ¢ identisch sein muss. In der Tat ist der imagi-

niire Teil von @ auf F beschriinkt und somit die Differenz der imaginiiren Teile der
Integrale @ und @ eine auf F beschriinkte harmonische Funktion wmit ver-
schwindenden Perioden und somit identisch gleich Null. Unsere Behauptung ist
damit bewiesen.

Umgekehrt definiert die Reihe (2, 35) bei beschrinkten Summen (2, 38) ein
Normalintegral erster Gattung. Wir haben somit den

Sats. Die Normalintegrale erster Gattung sind identisch mit denjenigen reellen
Integralen, die durch die elementaren Normalintegrale erster Gattung durch etne
konvergente Reihe
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(2, 39) =D tagn

n=]
mit beschrinkten Koeffizientensummen

9

Dl on

n=1
darstellbar sind.
Nach dem Obigen hat man fiir ¢ den Ausdruck

(2, 40) @ =f%dx,

wo h(x) die durch die konvergente Reihe
)= Sentald)
n=1

dargestellte ganze Funktion von x bezeichnet.

III. Die Normalintegrale dritter Gattung.
13. Es seien
(3. 1) alz=a, y=y@) und blx=>, y=y®)

zuniichst zwei beliebige endliche von den Verzweigungspunkten verschiedene
Punkte der algebraischen Riemannschen Fliche F,. Bekanntlich gibt es ein
vollig bestimmtes Integral x{f) mit den folgenden Eigenschaften:

1. Das Integral z? ist auf F, regulir, von den Punkten (3, 1) abgesehen,

wo es logarithmische Singularititen mit den Residuen — 1 bzw. + 1 besitzt und
es verschwindet in einem gegebenen Punkt x, von Fj.
2. Die A-Perioden von 7 sind gleich Null:

(37 2) fdxg"g=0
A'
Die B-Perioden des so definierten Integrals haben den Ausdruck

(3, 3) f dyir) = oo (5) — giP (a).
B'
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Wir nehmen nun insbesondere an, dass die beiden Parameter a und b re-
ellen Punkten von Fp entsprechen, d.h. dass neben den 2-Werten a und b auch
die y-Werte y(a) und y(b) reell sind. Die Punkte x = a und z = b gehoren dann
zu den C-Intervallen.

Um einen expliziten Ausdruck fiir x!?) zu gewinnen, betrachten wir das
Integral
(3, 4) Y = lf[?/p (z) + ¥ (b) _ yp(2) + 9o (a)] dz

et 2 z—b z—a Yo ()’

welches in den gegebenen Punkten (3, 1) logarithmische Singularititen mit den
gegebenen Residuen hat. Die Differenz

- =1
ist dann ein Integral erster Gattung und somit in der Form

I= 2@ (z) dz
Y» ()

darstellbar, wo hy—;(z) ein Polynom vom Grade p — 1 ist. Man hat somit

W=+ 1

oder auch
x
173
() — 1 x7
(3.5) TRl TR
! a
wo wir
Y ~(p)=lf Gpi1(z) dax
(3, 5) X2 =2 ) (@—a) @—b) yp @)

gesetzt haben. Hier ist

(3,:6)  Gpri(@)=(x—a)yp(d) — (= — b)yp(a) + 2(x — a) (& — ) hp—1 ()
ein Polynom vom Grade p + 1.
Nun sind die A-Perioden von I wegen (3,2) gleich denjenigen von — y!7)

und somit rein imaginir. Hieraus folgt, dass hy—(x) ein reelles Polynom ist.
Aus (3, 6) geht dann hervor, dass auch Gp.1(z) ein reelles Polynom ist. Weil

fdifl’zl—"—O» (»=0,1,2,...,p)
A'
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hat Gpi1(z) in jedem Intervalle
' 4,, »=o0,1,2,...,p)

genau eine Nullstelle. Hieraus ergibt sich leicht, dass die Halbebene F durch
ig”g anf einen unendlichen Schlitzbereich konform abgebildet wird, welcher von

T . . . . .
den Geraden v==0, v= Py und gewissen zwischen denselben liegenden, der imagi-

niiren Achse parallelen Schlitzen begrenzt wird.

14. Aus dem Obigen geht hervor, dass der imaginire Teil 67 von y{#) auf

der reellen Achse zwischen den Punkten a und b den Ungleichungen
(3,7) o= =

geniigt, withrend derselbe ausserhalb des Intervalles (a, b) verschwindet. Es gelten
somit in der Halbebene F die Ungleichungen (3, 7). Weil nur der imaginiire
Teil von

x

I ——

1
élog
I__
a

dort den némlichen Ungleichungen geniigt, hat man auf F fiir den imagindren
Teil v#) von x\# die Ungleichungen

o=vA=n.

Hieraus folgt, dass v{?) auf der kanonisch geschnittenen Fliche Fj, den Un-
gleichungen

(3,8) EAEE

geniigt.
Weil (3, 8) von p unabhiingig gilt, kann man hier wie in N:o 9 den Grenz-
iibergang p - © machen, wodurch ein Integral

Xad =— lim xf,”g
p—»

der Fliche F mit den folgenden Eigenschaften erhalten wird:
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1. Das Integral y,5 ist auf F regulidr, von den Punkten a und b abgesehen,
wo es logarithmische Singularititen mit den Residuen — 1 bzw. + 1 besitzt
und es verschwindet fiir z,.

2. Der imaginire Teil von 72qs ist auf F beschriinkt:
(3’9) |Im Zabléﬂ-
3. Die A-Perioden von g.; sind gleich Null:

(3’ IO) fdxab=0) (’=I) 2, 31"')
'A’

4. Die B-Perioden von %.; sind gleich

(3, 11) fdxab=q>,(b)--qa.(a), v=1,2,3...).

Durch die obigen Eigenschaften ist das Integral x.», das wir ein elementares
Normalintegral dritter Gattung nennen, vollig bestimmt. Man hat dabei statt
3,11) nur die Realitit der B-Perioden anzunehmen.

Die allzemeinen Normalintegrale dritter Gattung,
15. Es sei nun
(3, 12) a, (@ =av, y =ya), b =5, y=yb)

eine endliche oder unendliche Menge von reellen Punktpaaren, deren z-Koordi-
naten bei unendlicher Anzahl der Punkte gegen + o konvergieren. Wir nehmen
an, dass die Punkte (3, 12) reguldr verteilt sind, womit wir Folgendes verstehen:

1. Die Punkte eines und desselben Paares a,, by sollen einem und demselben
C-Intervall angehéren.

2. Jedes Intervall C, soll nur eine beschrinkte Anzahl N, Punktpaare
(3, 12) enthalten:

(3, 13) N, =N<w.
Wir beweisen nun den

Satz. Die Reihe

(3, 14) 2= %a,s,
y=1

ist bet jeder Menge requliar verteilter Punkte gleichmdssig konvergent.
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Wir betrachten zum Beweis die endliche Summe
m
20 = 32,
=1

der zugehorigen approximierenden hyperelliptischen Integrale dritter Gattung
von F,. Der imaginiire Teil VP! von P ist eine auf F harmonische Funktion,

die ihr Maximum auf der reellen Achse, und zwar offenbar in einem zu einem
Intervall C, gehérigen Punkt P, erreicht. Nach dem Obigen ist aber im Punkte P,

Vi =N, r,

wo N, die Anzahl derjenigen Intervalle (a;, b;) bezeichnet, welche den genannten
Punkt enthalten. Weil nun wegen unserer Annahme N, = N, < N, so gilt somit
auf F die Ungleichung

(3, 15) | 7P| =N~

und zwar unabhiingig von den Werten von m und p.
Nun geht

m
V=),
=1
durch den ersten Grenziibergang p - « in die harmonische Funktion
m
(37 16) Via = Zva, b,
y=1

iiber, die nach (3, 15) auf F beschrinkt ist:
| Val < N .

Aus der gleichmiissigen Beschrinktheit der Funktionen (3, 16) aunf F kann die
Existenz der Grenzfunktion

lim Ve =V

m=——em

zuerst fiir eine Teilfolge, dann aber fiir die Folge selbst wie in N:o 10 geschlossen
werden. Die gleichmiissige Konvergenz der Reihe

w©
7= S ve,e,
=1
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ist damit bewiesen. Wegen uq, s, (2,) = 0 kann hieraus die Konvergenz der Reihe

(3, 14) gefolgert werden. Die Summe dieser Reihe definiert ein reelles Integral
der Fliche F mit den folgenden Eigenschaften:

1. Das Integral y  ist regulir auf F, von den Punkten (3, 12) abgesehen,
wo es logarithmische Singularititen mit den Residuen — 1 bzw. + I besitzt und
es verschwindet fiir x,.

2. Der imaginire Teil von 3’ ist auf F” beschrinkt:

{Im ' | = N .

3. Die A-Perioden von % sind gleich Null:

fdx'=o, v=1,23,...).
A'

4. Die B-Perioden von x sind gleich

(3, 17) fdx' =2 (s (B) — @y (a9), v=1,23,...).
B, i

16. Indem wir den Begriff des Normalintegrals noch etwas verallgemeinern
stellen wir die folgende Definition auf:

Definition. E¢n auf F definiertes reelles Integral y soll ein allgemeines Normal-
integral dritter Gattung heissen, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind:

1. Das Integral y ist auf F regulir, von einer Menge regulir verteilter
Punkte (3, 12) abgesehen, wo es logarithmische Singularititen mit den Residuen
— 1 bzw. + 1 besitzt und es verschwindet fiir x,. |

2. Der imaginire Teil ¥V von yx ist auf F’ beschrinkt:

(3,18) [V M< .

Es seien nun

fdx=2nz'c,, v=1,2,3,...).
A’

die rein imaginiren Perioden von y. Weil
"ﬂ;n

j d V=7t26.,,

& v=1
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so ist wegen (3, 18) von » unabhingig

<M

3=
7
r=]1
Mithin ist die Reihe

(3, 19) g= g,

=1

konvergent und ihre Summe definiert ein Normalintegral erster Gattung mit den
A,Perioden 2xic,. Die Differenz y — ¢ =y ist aber dann ein Normalintegral
erster Gattung mit verschwindenden A-Perioden und somit identisch gleich Null,
weil es fiir z, verschwindet. Mithin ist

(3, 20) =7 +9.
Es gilt somit der

Sate. Jedes allgemeine Normalintegral dritter Gattung ist in der Form (3, 20)
darstellbar.

Aus (3,17) und (2, 28) erhilt man fiir die B-Perioden des Integrals y den
Ausdruck

(3, 21) fdx=2(q)-,(b,-)—q»(a.-))+Zcm-,.
B ! i

L 4

Die singuliren Normalintegrale dritter Gattung.

17. Wir werden im Folgenden, im Hinblick auf die spiteren Anwendungen,
ein Integral einfiihren, welches einen einzigen logarithmischen singuliren Punkt
mit dem Residuum + 1 besitzt. Es handelt sich hier um ein Integral, welches
auch durch Grenziibergang aus einem hyperelliptischen Integral dritter Gattung
hergeleitet werdem kann, bei dem der zweite singulire Punkt im Unend-
lichen liegt.

Um ein solches Integral zu konstruieren, gehen wir von dem elementaren
Normalintegral dritter Gattung x.s aus, fiir welches der erste singulire Punkt
mit einem Verzweigungspunkt e dér Fliche F zusammenfillt. Aus (3, 5) ergibt
sich dafiir der Ausdruck
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1 - 1 (a) d
= oo —2 + 1 [ (F2L 21 2% .
(3, 22) Xea 2logI x+2f(x a+2h(.p))y(x)
[

wo h(r) eine reelle ganze Funktion bezeichnet. Das aus x., abgeleitete Integral

(3’23) Za=xea+§10g(l——f)

hat dann die erforderten Eigenschaften. Um yx, eindeutig zu fixieren, wollen
wir als Punkt e den zu a nichsten Verzweigungspunkt e, links von a wihlen.
Die primitiven Perioden des so definierten singuldren elementaren Normalinte-
grals dritter Gattung sind

(3, 24) fdxa=m', fdxa=o fiir » + n, fdxa=qu(a)—-q>z(ean).
4y 4, B,

Es ist yx, ein auf F' dem imaginiiren Betrag nach beschrinktes Integral, welche
durch ihre obigen Eigenschaften villig bestimmt ist.

18. Offenbar ist die Differenz zweier singuliren Integrale ein gewohnliches

elementares Integral dritter Gattung. Speziell ist
Xa = Xb = Xba,

wenn die Punkte z und b einem und demselben C-Intervall angehoren.

Die aus (3, 23) abgeleitete Funktion
(37 25) wg = eXa
ist eine auf F iiberall regulire Funktion mit dem einzigen Nullpunkt a, die den
Periodenwegen A, und B; gegeniiber sich multiplikativ gemiss
(3,26) wa(dn) = — wa, wal(ds)= w4 fiir v £ n, we(B;) = er2@—91(3n) o,
verhilt. Wir werden w, eine multiplikative Primfunktion nennen.

Um allgemeinere Integrale der betreffenden Art zu bekommen, gehen wir
von einer beliebigen endlichen oder unendlichen Folge reeller Punkte
(a): a,, Gy, ag, ...

aus, deren z-Koordinaten gegen + « konvergieren und von denen wir noch an-

nehmen, dass jedes Intervall C nur eine beschrinkte Anzahl N, solcher Punkte
4-0132047 Acta mathematica. 76.3-4
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enthilt: N, < N <o, Nach N:o 15 ist dann die Reihe
Zxci' Qs
i

wo allgemein ey den links von @; nichsten Verzweigungspunkt bezeichnet, gleich-
missig konvergent. Dasselbe gilt auch betreffs der Reihe

p s
i

vorausgesetzt, dass

Im allgemeinen Falle soll das allgemeine singulire Integral dritter Gattung durch
die Reihe

(3, 27) S (g + 72 @)

definiert werden, wo allgemein yy(x) das zum Verzweigungspunkt ey gehorige im
Ausdruck (2, 6) auftretende Polynom bezeichnet. Das so definierte Integral
ist durch ihre singuliren Punkte und A4-Perioden bis auf eine ganze Funktion
(1,5) von F bestimmt.

1V. Die eindeutigen Normalfunktionen.

19. Der allgemeine Awusdruck fiir eine auf F meromorphe Funktion lautet

(4, 1) F= 4 (x) +01(i§x) y (m)’

wo die Komponenten
(4, 2) 4(z), Bx), C2)

ganze Funktionen von x ohne gemeinsame Nullstellen bezeichnen.
Der Zihler

(4, 3) g=A(z) + B(x)y(x)
von f ist eine ganze Funktion von F. Als Norm von g wird die durch
(4,4) Ng=4%@) — B*(z) D (a)

‘definierte ganze Funktion von x verstanden werden. Eine wichtige Eigenschaft
der Norm wird durch den Multiplikationssatz
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(4, 5) Ng,9;=Ng,- Ny,

ausgedriickt, dessen Giiltigkeit ohne Weiteres einzusehen ist.

Wir werden im Folgenden annehmen, dass die Funktion f reell ist, d. h. dass
die Koeffizienten der Komponenten reell sind. Ferner wird angenommen, dass
die Nullstellen und Pole von f reell sind, d.h. dass die z-Koordinaten der ge-
nannten Punkte den C-Intervallen angehdren.

Es gibt unter solchen JFunktionen eine bemerkenswerte Klasse von Funk-
tionen, im Folgenden Normalfunktionen genanut, welche als eine Verallgemei-
nerung der zu einer algebraischen Riemannschen Fliche gehorigen rationalen
Funktionen angesehen werden kinnen.

Definition. Eine reelle meromorphe Funktion f soll esne Normalfunktion heissen,
wenn log f ein Normalintegral dritter Gattung ist, d.h. wenn das Argument von f
auf der kanonisch geschnittenen Fliche F beschrinkt ist.

Bevor wir die Existenz von Normalfunktionen nachweisen, wollen wir einige
ihrer Eigenschaften hervorheben.

20. Es seien
(41 6) Ay, bv, (7_—" I, 2, 3, .. )

die paarweise konjugierten reellen Pole und Nullstellen von f. Weil séimtliche
Perioden von log f die Form 2mik besitzen, wo % ganze Zahlen sind, gelten
nach (3, 21) die Gleichungen

(4,7) D@ ®) — @, @) = Fmiziy + 211k, b=1,23..)

Nach diesen Gleichungen, die den Abelschen Relationen in der Theorie der alge-
braischen Funktionen entsprechen, besteht zwischen den Polen und Nullstellen
einer Normalfunktion ein Zusammenhang, das wir kurz durch die Kongruenzen

(4,7 (a) = (5)
ausdriicken, welche die Perioden den elementaren Normalintegrale erster Gattung

als Moduln haben.

Wir nehmen im Folgenden der Einfachheit halber an, dass iiber keinen Punkt
der z-Ebene mehr als ein Pol oder eine Nullstelle von f gelegen ist. Offenbar
sind dann die Punkte (4, 6) identisch mit den Nullstellen der Norm Nyg.
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21. Wir werden nun die Existenz von Normalfunktionen nachweisen, indem
wir solche Funktionen aus gewissen zu den approximierenden algebraischen
Flichen F, gehorigen rationalen Funktionen durch Grenziibergang herleiten
werden.

Wir denken uns zu diesem Zweck die Nullstéellen

(a): a,, ag, ay, ...

der ganzen Funktion C(x), iiber denen die Pole von f liegen sollen, ferner die
Nullstellen

Xy, Ry, Mgy oo
der B-Komponente gegeben. Es werde dabei angenommen, dass die Anzahl N,
der Punkte (a) in den Intervallen C, beschriinkt ist:

N.=N<o

und ferner, dass es zwischen zwei a-Punkten genau einen x-Punkt vorhanden ist.
Wir bilden nun die zur Fliche Fj:

(4, 8) Y» = Dapsa()
gehorige rationale Funktion

(4,9) fymnle 2 Bl )

mit den ganzen rationalen Komponenten
An(z), By(x), Cn(2),

deren Gradzahlen der Bedingung
(4, 10) n=p+q+1
geniigen. Wir schreiben

g z i x
(4,11) B@=T1[(1-%). a@-1I(-2)

a=1 »=1
und wir wihlen ferner das Polynom A,(x) gemiiss den Bedingungen
(4, 12) Aq(a) — B,(ai) yp (@) = 0, (t=1,2,..., 7)),

wodurch es bis auf eine multiplikative Konstante A bestimmt wird. Die so er-
haltene rationale Funktion von F, hat dann iiber jeden der Punkte
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(4, 13) ay, Gg, ..., Gn
einen Pol.
Wir betrachten nun die Norm

(4, 14) Ngn= 43 (x) — By () D29+2_(x) = ()

der im Zihler von f, auftretenden ganzen Funktion von F. Es ist 4:.(x) eine
reelle ganze rationale Funktion von « vom Grade 2m, fiir welche die Un-
gleichungen

(47 15) Aﬂn(ei)>0, dzn(ly)>0

gelten. Hieraus folgt, dass es in jedem durch die x-Punkte bestimmten Teil-
intervall von C, neben a; noch einen und offenbar nur einen Nullpunkt B von
Ad3a(x) gibt. Die Punkte

(4, 13) P, (t=1,2,...,n),

deren Lage von dem bei An{x) noch vorhandenen Parameter 4 abhiingig ist, sind
Nullstelleu unserer Funktion f,.

22. Weil der Ausdruck (4, 9) bei gegebenen ao-Punkten insgesamt von
n—q— 1 =p Parametern abhingt, werden p von den Nullstellen durch die Pole
und die iibrigen # — p Nullstellen bestimmt. Die Abhiingigkeit zwischen den Polen
und Nullstellen wird durch die Abelschen Kongruenzen

(4, 16) D (p# i) — gl (ad) =0, w=1,2 ... p
=1

dargestellt. Wenn man betreffs der Lage der x-Punkte die obige Annahme macht,
ist die Variabilitit der d-Punkte auf gewisse Intervalle um die x-Punkte ein-
geschrinkt.

Wir behaupten nun, dass im vorliegenden Falle die Kongruenzen (4, 16) sich
auf die Gleichungen

(4, 16) D (plP 3P — plP (@) = 0
=1
reduzieren.
Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass allgemein a; < 3;, weil man

andernfalls die Funktion fp mit der Funktion

X — at

x— b
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multiplizieren konnte, wobei der betreffende Pol und Nullpunkt mit einander ver-
tauscht werden, und zugleich die beiden Punkte in das andere Blatt iibergehen.
Dabei bleibt aber der Wert der Summe (4, 16) offenbar ungeiindert.

Es sei zuerst B(x)=1, d.h. es seien keine x-Punkte vorhanden. Wir lassen
die a-Punkte gegen die links stehenden a-Punkte variieren, wodurch f; an der
Grenze in die Funktion

7T,
(4, 17) A+Yy —=
m
iibergeht, wo
[(-—5%) ==T(~5)
7T, = [—— Ty = 1——
V=1 €241 V=0 €2y

Wird noch b, gegen den rechts stehenden Verzweigungspunkt konvergieren, wobei
A -+ 0, 80 ergibt sich schliesslich eine Funktion, fiir welche b{?’ = ¢;,—; und somit

» »
NP b — @lP) (@) = f dglP =o.

=1 =1 Ei

Weil die Summe (4, 16) dabei stetig variiert, muss sie bestindig Null sein, wie
behauptet wurde.

23. Wir betrachten nachher den allgemeinen Fall, wo x-Punkte vorhanden
sind. Es sei z. B. x, der von links gerechnet erste x-Punkt eines lntervalles C,.
Wenn x, gegen. den linken Endpunkt e;n—s des genannten Intervalles konvergiert,
konvergieren die im Teilintervalle (e3n—2, %,) liegenden Punkte a und b gegen den
néimlichen Grenzpunkt. An der Grenze kann man den Ausdruck von f, mit z — ezp—s
verkiirzen, wobei das entsprechende Glied von (4, 16) in Null iibergeht. Indem
man in dieser Weise siimtliche x-Punkte der Reihe nach eliminiert, gelangt man
schliesslich zum Fall B(x)=1. Es ist somit allgemein gezeigt worden, dass die
Kongruenzen (4,16) sich im vorliegenden Falle auf die Gleichungen (4, 16)' re-
duzieren.

Wir betrachten jetzt das durch

n
(4a 18) xslp) = Z xy:)bi
i=1

definierte Normalintegral dritter Gattung mit den singuliiren Punkten (4, 13) und
(4, 13). Weil siimtliche 4- und B-Perioden von x!? verschwinden, ist
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Pied

(4, 19) fo =€
eindeutig auf F. Weil ferner die Nullpunkte und Pole von j; mit denjenigen

von f, zusammenfallen, muss der Quotient fp:f, sich auf eine Konstante redu-
zieren. Es ist mithin, nach Multiplikation mit einer geeigneten Konstanten,

(4, 20) f=er
Nun sind die Integrale
(4, 21) zP
in der Halbebene F' dem imaginiren Teil nach beschrinkt:
|Tm 2P| < N,
woraus folgt, dass man aus jeder unendlichen Folge der Funktionen (4,21) eine

unendliche Teilfolge auswihlen kann derart, dass die Funktionen fiir dieselbe auf
F gleichmiissig gegen eine Grenzfunktion

= lim /”
x —;.1.1.“; xs'll)

konvergieren, welche ein durch die Reihe (3,14) darstellbares Normalintegral

dritter Gattung mit den singuliren Punkten

(4’ 22) a, t=lim b(tpl)’ (7' =123.. )
A=—e0

ist. Dann ist aber

f=et

eine meromorphe Normalfunktion, welche ihre Nullstellen und Pole in den Punkten
(4, 22) besitzt.

24. Es sei

(4, 23) y-Al) s By

die explizite Darstellung von f vermittels ihrer Komponenten, welche bis auf eine
Exponentialfunktion bestimmt sind. Als C-Komponente kann dann eine beliebige
ganze Funktion

a;

Clx) = H (1 - E)ea,-(x)

mit den Nullstellen (a) gewiihlt werden. Wegen
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B (x) Y (-'13) . qu (IL‘) Yo, (-T)
c (CL‘) }Llﬂ-o C'n)\ ()

wird fiir die B-Komponente von f der Ausdruck

B(x)= H(I —xﬁ) ebu

“ e

erhalten, wo die Polynome g,.(x) gemiiss den Bedingungen

7} . 2p,+2 ny
Q8@+ D rnb@= Yk
=1 v=1 =1

zu wihlen sind. Zu bemerken ist, dass B(x) von der Wahl der Teilfolge unab-
hiingig ist. Dies kann dagegen betreffs der A-Komponente im Allgemeinen nicht
behauptet werden. Es ist nimlich wenigstens a priori moglich, dass fiir eine
zweite Teilfolge eine von f verschiedene Normalfunktion

F_ Al + Byl
C(x)

gewonnen wird. Daraus, dass die Funktionen f und f iiber den Punkten (a) nur
in einem Blatte Pole besitzen, geht hervor, dass die Differenz

f—i= 28 4B rg

fiir jede Nullstelle von C(z) endlich bleiben muss, woraus folgt, dass I'(x) sich
auf eine ganze Funktion von x reduziert. Die den verschiedenen Teilfolgen ent-
sprechenden Normalfunktionen f konnen somit vermittels einer unter ihnen f in
der Form

f=f+T()
dargestellt werden.

25. Es fragt sich jetzt, wann I'(z) sich auf eine Konstante reduziert. Ohne
auf diese Frage hier niher eingehen zu kénnen, bemerken wir Folgendes.

Es gibt Flichen, bei denen die Funktionen f auf gewissen geschlossenen,
von der Funktion unabhiingigen Kurven (Doppelkreisen), welche gegen den ide-
alen Rand von F konvergieren, gleichmiissig beschrinkt sind. In solchen Fiillen
muss auch die ganze Funktion auf den genannten Kurven gleichmissig beschrinkt
sein, woraus folgt, dass sie sich auf eine Konstante reduziert. Wenigstens in
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solchen Fillen ist somit die Normalfunktion f durch ihre Pole und x-Punkte bis
auf eine additive Konstante bestimmt. _

Wir bemerken zam Abschluss, dass die Klasse der Normalfunkiionen tn be-
zug auf Multiplikation und Division invariant ist, indem mit f, und f; auch

Sifs ond fi1fy
Sl oo S

S fon
bei beliebigen ganzen Zahlen ¢, Normalfunktionen sind.

und allgemeiner mit

auch

V. Die ganzen Normalfunktionen.
26. Der allgemeine Ausdruck fiir eine ganze Funktion von F lautet
(5, 1) g=4(z) + B(2) y (),

wo A(x) und B(x) ganze Funktionen von z sind. Wir werden im Folgenden
nur solche ganze Funktionen betrachten, deren Komponenten reell sind und welche
lauter reelle Nullstellen besitzen. Die Norm

(5, 2) Ng=A*(z)— B*(z) D(x)

von g ist dann eine reelle ganze Funktion von z, deren Nullstellen mit den x-
Koordinaten der Nullpunkte von g identisch sind.

Wir wollen nun unter den genannten Funktionen eine spezielle Klasse ge-
miiss der folgenden Definition einfiihren:

Deflnition. Die reelle ganze Funktion g soll eine Normalfunktion heissen, wenn
log g ein singulidres Normalintegral dritler Gattung ist.

Es gibt wegen (4,15) in jedem Intervall C, eine gerade Anzahl N, Null-
punkte von g, wobei

NSN< oo,
Wir denken uns die einem und demselben C-Intervall gehorigen Nullpunkte paar-
weise
(51 3) a‘) a;

vereinigt.
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Nach dem allgemeinen Ausdruck (3,27) des singuliren Integrals dritter
Gattung kann man schreiben

(5,4) log g = Z (Zci'a; + Zepor; + log (1 _z_) + ¥ (37)) .

Wegen der leicht zu verifizierenden Relationen

Xea — Xea' = Xa'a

Zea + xea = log (1 —z) —10g(1 —f),

wo a und @ die iiber den Punkt x = a liegenden Punkte von F bezeichnen, kann

und

der Ausdruck von log g auch in der Form
1 — — 1 _z + yur )
og'g—Z‘I Laa; + log |1 - yi (@
geschrieben werden. Man hat somit

log g = log f + log C(z),

wo f die meromorphe Normalfunktion

f= H el_a"- ay
und C(z) die ganze Funktion

(5, 5) C(x)-:H(x—%i) gt (@)

{

von x bezeichnet. Mithin ist g = fC(z). Umgekehrt gibt der Ausdruck
(s, 6) f= 5%

wo g eine ganze Normalfunktion und C(z) die durch (5, 5) definierte ganze Funktion
von z bezeichnet, eine meromorphe Normalfunktion von F. Wegen (4, 7) und
(5,6) hat man fiir die ganzen Normalfunktionen den

8atz. Die Nullpunkte einer ganzen Normalfunktion geniigen den Abelschen
Kongruenzen

(5,7) (a) = (@).

Ferner kann die ganze Normalfunktion g vermittels der multiplikativen Primfunk-
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tion wq tn der I'orm

(5’ 8) g= Hwaieﬁ'(x)
=1

dargestellt werden, wo a; die (resamtheit der Nullstellen vorn g zu durchlaufen hat.

VI. Die allgemeinen ganzen Funktionen.

Die allgemeinen Integrale erster Gattung.

27. Wir haben in unseren bisherigen Untersuchungen eindeutige Funktionen
und Integrale behandelt, die wir Normalfunktionen bzw. Normalintegrale genannt
haben und deren Theorie eine Analogie mit der Theorie der algebraischen Funk-
tionen und ihrer Integrale besitzt. Im Folgenden soll nun von der FPorderung
der Normalitit abgesehen werden, wodurch man zu einer Erweiterung der Theorie
der allgemeinen ganzen Funktionen gelangt.

Wir beginnen mit den Integralen erster Gattung der Form (1, 8), wo k(z)
eine ganze Funktion von z bezeichnet und wir wollen fiir solche Integrale das
folgende Problem aufstellen:

Problem. Es soll ein Integral erster Gattung

h{z)
6, 1 I= f ——dx
©) y(=)
konstruiert werden, dessen primitive Perioden
(6, 2) de=27r.i9,, de=27rz7Z),
AV C‘V

vorgeschriebene reelle oder komplexe Werte besitzen.

Wir werden unsere Aufgabe in der Weise 16sen, dass wir zuerst ein Integral
erster Gattung konstruieren, fiir welches die genannten Perioden verschwinden,
von einer derselben abgesehen, die gleich 2~ ¢ ist. Es ist dann leicht, aus end-
lich oder unendlich vielen solchen Integralen durch Summierung ein den all-
gemeinen Bedingungen (6, 2) geniigendes Integral zu bilden.

28. Es seien zuerst die Perioden (6, 2) gleich

{6, 3) on=2mi, g,=0 filr y+=n, g.=0, (A, r=1,2,3,..).
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Um ein Integral der gesuchten Art zu finden, gehen wir von dem Integral

(6, 4) e = f b m(i:

2p—1
=T (=2)

=0

aus, wo §p(z) die durch

definierte, im allgemeinen transzendente Funktion und A{(x) ein Polynom vom

Grade 2p — 1 bezeichnet, dessen Koeffizienten aus den Gleichungen

(6, 5) de,(f’)=2nz'9,., de,(.P)=o fiir v =+ n, fdl,‘{”=o,-

A” 4, Cl
(v, A=1,2,...,p)

bestimmt werden. Offenbar hat das so eindeutig bestimmte reelle Polynom
K? (x) genau einen Nullpunkt

(6, 6) al? bzw. g7,

in jedem Intervall
A,(v +n) und G, v,A=1,2,...,p).

Wir konnen somit schreiben

(6,7) hmvmﬂ( w»ﬁb_§J

y=x] 5,7/ ym1

wo c?) eine Konstante bezeichnet.
Es sei nun
Pn ph ps’ e

eine unendliche Folge der Indizes p;, fiir welche die Grenzwerte

lim af’¥) = an,,, hm 82 = B,

f—ex

existieren. Aus dem Ausdruck

B (z) ﬁ (‘ P )eh.(z)l-[( 7 )e}r.(z)

B c(p) =1

¥ () “ﬁl (I _ _) ety (@)

=0

(67 8)
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des Integranden von (6,4) geht hervor, dass 15." ) fiir 4 -« gegen das Integral
erster Gattung

ha(z)
6, In=f_dx
(6, 9) Y (@)
konvergiert, wo e, = lim ¢/’ und h,(x) die ganze Funktion
f—ec0
M@F=H«1_:L)JMﬂH(P—ﬁJé%M
v+n Cn, v ﬂn,v

bezeichnet. Wir haben in I, ein Integral, das den speziellen Bedingungen (6, 3
geniigt. In gleicher Weise wird ein Integral I, gefunden, das den Bedingungen

on=2m%, gp=o0flirvn, gg=o0 (v A=1,2,3,...)
entspricht.

29. Um das allgemeine Problem zu losen, betrachten wir die aus I, ge-
bildete Funktion

1 zh,.(ac)
6, 10 Lz, =-——f—d:z:.
(6, 10) "E =) v
e
Wegen des Verschwindens der Perioden
Av, Cv-f-l, (‘l’ < n)

ist I(z, y) fiir |z| < ega—1 eindeuntig auf F und wegen
ILi(z, —y) = Lz y)
sogar in der x-Ebene. Weil ferner die Funktion I,(z, y) fiir
r=e, (A=o0,1,2,...,20—1)

verschwindet, hat dieselbe in diesen Verzweigungspunkten die Entwicklung

o+ 5yl — e 4
In , — 0 1
0=y [ =S s,

€2

woraus hervorgeht, dass I,(z,y) in den genannten Punkten regulir ist. Wir

konnen somit z. B. fiir
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(6, 11) |ac|<82—"2'7—l

schreiben
I.(x, y) = Tu(z) + enlx),
von I'(x) ein Polynom und &,(x) eine dort regulire Funktion von x bezeichnet,
die der Ungleichung
[onen(x)| < &n

geniigt, wo die positive Konstante ¢, das allgemeine Glied einer konvergenten
Reihe bezeichnet. Hieraus folgt aber, dass die Reihe

L]

(61 I2) 2 On (In (x, y) —Y Iy, (x))

n=1

auf der ganzen Fliche F konvergiert. Ihre Summe definiert ein Integral erster
Gattung mit den A-Perioden 2 mi¢,, withrend alle C-Perioden verschwinden.

Durch Vertanschung der Rolle der A- und C-Perioden bekommt man den
Ausdruck

(6, 12)’ Don(ln(@, ) — y Tu@)

n=1

fir ein Integral erster Gattung mit verschwindenden A-Perioden, dessen (-
Perioden gleich 2 n{ g, sind.
Schliesslich gibt die Summe

(6,13) I=Y eI, y) —yIa@) + D enllalew, ) — y Tu@)
n=1 n=1

der beiden Integrale ein Integral erster Gattung mit den urspriinglich gegebenen
Perioden (6, 2).
Der allgemeine Ausdruck fiir solche Integrale lautet

I+ a(x)+ p(x)y),

wo a(x) und 8(x) beliebige ganze Funktionen von x bezeichnen.

Die Einheitsfunktionen und die spezielle Pellsche Gleichung.

30. Es sei

(6, 14) g=A(z) + B(z)y ()
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eine ganze Funktion mit beliebigen Komponenten 4 (x) und B(x). Die z-Koor-
dinaten der Nullstellen von g sind identisch mit den Nullstellen der Norm

(6, 15) Ng=A4*(x) — B*(z) D ().

Damit g auf der ganzen Fliche F von Null verschieden bleibe, ist notwendig und
hinreichend, dass die Norm Ng den Ausdruck

Ng=el2

besitzt, wo I'(x) eine ganze Funktion von z bezeichnet.
Die ganze nichtverschwindende Funktion

I(x)

Jo=ge *
hat dann die Norm Eins:
Ng,=1.

Wir nennen g, eine FEinheitsfunktion. Eine solche Funktion hat man in der
Fanktion

(6, 16) el ylz)

deren Komponenten gleich

A(x) = cosh (@) y@), Blz)= ;/(Lx) sinh (8(z) y (@)
sind. Die Funktion (6,16), welche die einzige Einheitsfunktion mit einem auf
F eindeutigen Logarithmus ist, nennen wir eine friviale Einheitsfunktion.

31. Um einen Ausdruck fiir die Einheitsfunktionen zu gewinnen, bemerken
wir, dass die ganze Funktion g von F offenbar dann und nur dann eine Ein-
heitsfunktion ist, wenn log g ein Integral erster Gattung

(6,17) 10gg=f%dx

ist, dessen Perioden die Form 2 swzn mit ganzem » besitzen.
Es seien nun
27Ny, 27T R,

die A, bzw. C,Perioden von log g. Nach (6, 13) hat man dann fiir logg den
Ausdruck

log g = Zn. (I (@, ) —y @) + Zﬁ, (I (x, y) — y T ().

v=1 v=1
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Hieraus ergibt sich fiir g die Produktdarstellung

(6, [8) g= ng:, e— MY Ty(2) Hg;—a, e Ny 1Ty (7)

y=1 y=1
vermittels der speziellen Einheitsfunktionen
(6, 19) g, = er(Ily)’ gv = efy(z:l/)_

Diese Einheitsfunktionen sind durch ihre logarithmischen Perioden, von denen nur

fdlogg,=2nz', fdlog§,=2ni
4, ¢,

von Null verschieden sind, bis auf eine triviale Einheit bestimmt. Wir werden
(6, 19) Grundeinheiten von. I’ nennen.

Durch Aufstellung von (6, 18) haben wir zugleich fiir die spezielle Pellsche
Gleichung

(6, 20) A(x) — B (x) D(x) =1

die allgemeine Losung A4 (x), B(z) vermittels der aus den Grundeinheiten
A, () + B, (@) y (@) =g, e V™, 4,(x) + B,(x)y(z) = Fre?H@

abgeleiteten Grundlosungen A,(x), B,(x); 4,(x), B,(x) implizit in der Form

(6,21) 4(2)+ B(@)ytx) = [[(4.@ + B.@y@)™ [[ (4 @) + B, (@) y@)™

=1 y=1

gegeben.

Die eindeutigen Primfunktionen.

32. Es soll jetzt eine ganze Funktion konstruiert werden, welche eine ein-
zige gegebene reelle Nullstelle a besitzt.

Wir gehen zu diesem Zweck von dem elementaren singuldren Integral dritter
Gattung y, mit den Perioden (3,24) aus, welches in @ einen logarithmischen
singuliren Punkt mit dem Residuum + 1 besitzt. Es sei nun I, ein Integral
erster Gattung mit den nimlichen A4- und C-Perioden. Dann ist

Za_Ia':ia

ein singuliires Integral dritter Gattung mit verschwindenden A- und C-Perioden.
Mithin ist
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Fa=71,

eine auf F eindeutige, ganze Funktion mit der einzigen Nullstelle «.
Nach dem Obigen hat die Norm von .7, den Ausdruck

N;a=(1—3”) EACH
a

wo I';(x) eine ganze Funktion von x ist. Hieraus ergibt sich fiir die Norm der
ganzen, im Punkte a verschwindenden Funktion

_ _I'a(x)
(6, 22) Ta =15 23

der Ausdruck

xr
N'ra=l‘_‘_‘
a

Die so erhaltene, bis auf eine triviale Einheit bestimmte Funktion soll eine
Primfunktion heissen.

Produktdarstellung der ganzen Funktionen vermittels Primfunktionen.

33. Es soll hier der folgende Satz bewiesen, welcher dem bekannten Weier-
strasschen Produktsatz der ganzen Funktionen entspricht:

Batz. Es ist miglich eine ganze Funktion zu konstruieren, die in einer beliebig
gegebenen endlichen oder unendlichen Menge reeller Punkte

(a): ay, G, ag, ...

verschwindet und sonst von Null verschieden ist.
Wir betrachten zu diesem Zweck die aus der Primfunktion

e, = 4, (@) + B, (2) y (),

wo a, einen Punkt des Intervalles C. bezeichnet, abgeleitete Funktion

(6, 23) Jo, (2, 9) = 5 log o

Weil séimtliche Perioden
A, Cu (e <n)

von log 7,, verschwinden, ist fg (x, ) auf F fir

5-632047 Acta mathematica. 76:3-4
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(6, 24) EARS ; €2n—2

eindeutig. Wegen
Jo, (@, —y) = fao,(x, y)

ist fu, sogar eine eindeutige Funktion von z im Bereich (6, 24). Ferner ergibt

sich aus der Entwicklung

_1 I /A, + B,y
fa,(x, y)_y log Ay—'pr

der Funktion f;, in den Punkten e, (v < 2% — 2), dass sie dort reguliir ist. Man

kann somit z. B. fiir
le < —I €an—3
4
schreiben
Ja, (@, y) =4 (2) + & (x),
wo A,(x) ein Polynom und &, (x) eine im Bereiche (6, 24) regulire Funktion ist,
die der Ungleichung

oo ()] < e

geniigt, wo die positive Konstante & das allgemeine Glied einer konvergenten
Reihe bezeichnet. Aus dem Obigen folgt, dass die Reihe

D fa, @, ) — h @),

wenigstens nach Auslassen von endlich vielen Gliedern, in jedem endlichen Be-
reich der Fliche F' gleichmiissig konvergiert. Daraus folgt aber die gleich-
miissige Konvergenz des Produktes

Ta

|| P
I’N'ta,

v

und somit auch des Produktes

H Ta, €% (2)—2, (=) yla)

(6, 25)

wenn die Polynome a,(x) so gewiihlt werden, dass das Produkt
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1T (1 — ﬁ) ¢2a, (3)
v Ay
konvergiert.
Wir besitzen in (6, 25) eine ganze Funktion mit den gegebenen Nullstellen
(a). Die Faktoren sind mit konvergenzerzeugenden Faktoren behaftete Prim-
funktionen. Der allgemeine Ausdruck fiir eine Fanktion der betreffenden Art
wird aus (6, 25) durch Multiplikation mit einer willkiirlichen ganzen nichtver-
schwindenden Funktion erhalten.

Die allgemeine Pellsche Gleichung.

34. Wir verstehen mit einer allgemeinen Pellschen Gleichung die Gleichung
(6, 26) A*(z) — B*(x) D (z) = G (z),
wo G (x) eine beliebige ganze Funktion mit den reellen, zu den Intervallen C
gehorigen Nullstellen (a) bezeichnet. Es handelt sich um die Bestimmung der
allgemeinen Losung von (6, 26) durch ganze Funktionen A (x), B(x) bei gegebener

Diskriminante D (z), welche eine ganze Funktion mit den Nullstellen e, ist.
Wir betrachten zu diesem Zweck eine ganze Funktion

g=A(x) + Bz)y(x)
von F mit den Nullstellen (a), welche durch (6, 25) darstellbar ist. Die Norm
Nj=A*(x) — B*(x) D(x) = G (x)
von ¢ ist dann eine ganze Funktion von x mit den Nullstellen (g). Mithin ist
G (@) = G (x)er@,

wo I'(x) eine ganze Funktion von x ist. Hieraus folgt aber, dass die ganzen
Funktionen

A(x)=A(x)et’®, B,(x) = B(z)et’®
eine partikulire Losung der Gleichung (6, 26) bilden.
~ Es sei nun A4(x), B(x) eine beliebige Losung von (6,26). Dann ist
9=4(x) + Blz)y(x)
eine ganze Funktion mit der Norm G (z) und den Nulistellen (a¢). Der Quotient

g:9,, Wo
91 = 4, (x) + B, (x)y(x),
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ist dann eine nichtverschwindende ganze Funktion von F mit der Norm 1,
also eine Einheitsfunktion. Umgekehrt hat man in den Komponenten jeder
ganzen Funktion von F der Form ¢,g,, wo g, eine beliebige Einheitsfunktion
bezeichnet, eine Losung von (6,26). Wir haben somit den

Satz. Die allgemeine Lisung der allgemeinen Pellschen Gleichung
A*(x) — B (x) D (x) = G ()

tst in der Form

A(x) = 4,(2) 4,(2) + Bo(z) B, () D ()

B(x) = B,(x) A, (x) + A, () B, (2)
darstellbar, wo A, (x), B,(x) eine beliebige partikulire Losung derselben und A, (x),
B, (z) die allgemeine Liosung der speziellen Pellschen Gleichung

A*(z) — B*(x) D(x) =1

bezeichnet.



