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I. Einleitung. 

i. W/flarend die Theorie der algebraisehen Funktionen und der Abelschen 

Integrale schon l~ngst ein in den wichtigsten Teilen vollendetes Kapitel der 

Punktionentheorie bildet, hat man erst iu der allerletzten Zeit die ersten erfolg- 

reiehen Versuche gemacht, die dort erreiehten Resultate auf transzendente Rie- 

mannsehe Fl/ichen zu iibertragen. Man hat dabei die Aufmerksamkeit zun/ichst 

auf die nullberandeten Fli~chen gerichtet, die als die n~chste Verallgemeinerung 

der algebraischen Riemannschen Fl~chen angesehen werden k~nnen und fiir 

solche Fliichen die Existenz yon Integralfunktionen nachgewiesen, die ihr Ana- 

logon in den Abelschen Integralen haben. Wi~hrend man schon bei den ein- 

fachsten Klassen solcher Integrale ziemlich grossen Sehwierigkeiteu begegnet, 

gilt dies in noch welt h~herem Grade fiir die Konstruktion yon eindeutigen 

Funktionen der Fliiehe vermittels Integralfunktioneu, also die tJbeff/ihrung der 
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Abelschen und Riemann-Roehschen Siitze auf das Gebiet der transzendenten 

Funktionen, ein Problem, das unseres Wissens in der Literatur noch gar nicht 

behandelt worden ist. Man hat bier mit einem unerforschten Gebiet der Funk- 

tionentheorie zu tun, wo schon die Problemstellung erhebliehen Schwierigkeiten 

begegnet. Es diirfte deshalb angebracht zu sein, das Problem zuerst bei spe- 

ziellen Fli~chen in Angriff zu nehmen, um einen orientierenden Bliek auf die 

bier herrschenden Verhiiltnisse gewinnen zu kiinnen. 

2. Die vorliegende hrbei t  beschi~ftigt sich mit dem denkbar einfachsten 

Fall, den zweibli~ttrigen Riemannschen Fliichen F m i t  reellen Verzweigungspunkten, 

also Fliiehen, die als Verallgemeinerung der hyperelliptischen Fliichen angesehen 

werden kiinnen. Der Einfachheit halber wird noch die unwesentliche Annahme 

gemacht, dass die Folge der Verzweigungspunkte 

( I ,  I) eo, e l ,  e 2, . . .  

nur in einer, z.B. positiven Richtung unendlich ist. Auch werden die singul~iren 

Punkte der [ntegrale im Allgemeinen als reell angenommen. 

Man kann die gegebene Riemannsehe Fl~che, und zwar in unendlich vielen 

Weisen, dureh eine Gleiehung der Form 

(~, 2) v' = D (~) 

darstellen, wo die Diskriminante D(x) eine ganze Funktion yon x bezeiehnet, 

welche die Punkte (I, I) Ms einfaehe Nullpunkte hat. Der unendlieh ferne Punkt, 

der als Hiiufungsstelle der Verzweigungspunkte ein singuliirer Punkt  hSherer Art 

ist, wird nieht zur Fliiehe gereehnet. Jede auf der Fli~che Fmeromorphe  Funk- 

tiou ist dann in der Form 

(~, 3) f =  

darstellbar, wo die Kompone~ten 

A (~) + B (x) y (x) 
c(x) 

(i, 4) A (x), B (x), C(x) 

ganze Funktionen yon x ohne gemeinsame Nullpunkte bezeichnen. 

(I, 5) g = A (x) + B(x)y(x) 

die ganzen Funktionen unserer Fl~che F. 

Speziell gibt 
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3- Der aUgemeine Ausdruek fiir die Integrale der Fliiche F lautet 

(I, 6) 

Damit das Integral  (I,6) 
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f A (x) + B (x) y (x) dx. 
C(x) 

auf F iiberall regular sei, ist es offenbar notwendig 

und hinreichend, dass C(x) keine yon den Verzweigungspunkten verschiedene 

Nullstelle besitzt, dass ferner jede Nullstelle yon C(x) einfach ist und dass fiir 

jede derselben auch A(x) verschwindet. Daraus ergibt sich fiir die Integrale 

erster Gattung der allgemeine Ausdruck 

f h(x) 
(,, 7) j )ax + 

wo h(x) und /'(x) ganze Funktionen yon x sin& 

Zu den Integralen erster Gattung geh6ren speziell siimtliche ganze Funk- 

tionen (I, 5) yon F. Es gibt somit endliche Integrale mit lauter verschwindenden 

Perioden. Hieraus folgt, da~s es zur Aufstellung yon Integralen erster Gattung, 

die den Abelsehen Integralen analog durch ihre Periodizitiitseigensehaften charak- 

terisiert werden, notwendig ist, den [ntegralbegrit~ in geeigneter Weise ein- 

zuschr~nken. Eine bemerkenswerte Kla~se soleher Integrale hat  man in der Tat  

in den reeUen Integralen der Form 

(I, 8) fh(X)dx 
, 

welehe auf der kanoniseh geschnittenen Fliiehe F dem imaginiiren Teile nach 

beschr~nkt sind. Unsere Integrale, die wir Normalintegrale erster Gattu~g nennen 

werden, kSnnen aus gewissen unendlich vielen einfachen Integralen linear zu- 

sammengesetzt werden, die den element~ren hyperelliptischen Integralen erster 

Gattung entsprechen, aus welchen sie auch durch Grenziibergang gewonnen werden 

kSnnen. 

Man kann ferner in analoger Weise Normalintegrale dritter Gattuug kon- 

struieren, d. h. Integrale mit logarithmisehen Singularit~ten und den Residuen 

+ I bzw. -- I, welche auf der kanonisch gesehnittenen Fl~iche dem imagin~ren 

Teile nach beschr~nkt sin& Neben diesen Integralen werden wir, mit Riicksicht 

auf die Theorie der ganzen Funktionen, den Begriff des singul&'en Normali~te- 
grals dritter Gattung einfiihren, deren siimtliche singul~ire Punkte das Residuum 

+ I haben und welche denjenigen hyperelliptischen Integralen drifter Gattung 
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entsprechen, deren logarithmische Singularitiiten mit dem Residuum -- I im Un- 

endlichen liegen. Die Integrale zweiter Gattung, die in unserer Arbeit keine 

Anwendung finden, werden hier bei Seite gelassen. 

4. Den Hauptgegenstand unserer Untersuchungen bilden die eindeutigen 

meromorphen und ganzen Funktionen yon F. Wir werden zeigen, dass unter 

den genannten Funktionen eine ausgezeichnete Klasse yon Funktionen, die 

No~malfunktionen, definiert werden kann, welehe in gewissem Sinne der Iflasse 

der rationalen Funktionen einer hyperelliptischen FIKche entspricht. Unsere 

Normalfunktionen werden als solche meromorphe oder ganze Funktionen yon F 

definiert, deren Logarithmus ein gewShnliches bzw. singuliires Normalintegral 

drifter Gattung der FIKehe ist. Die Nul]stellen und Pole bzw. Nullstellen einer 

solchen Funktion sind dureh ein System yon transzendenten Gleiehungen mit- 

einander verbunden, die den bekannten Abelsehen Relationen entsprechen. 

5- Im letz~en Teile werden sehliesslieh die aUgemeinen reellen, niehtnormalen 

eindeutigen Funkti0nen yon F einer Untersuehung unterzogen. Es wird zu diesem 

Zweek zuerst die Existenz yon Integralen erster Gattung bewiesen, deren primi 

tire Perioden gegebene reelle oder kompIexe GrSssen sin& Bieraus ergibt sich 

leieht der allgemeine Ausdruek fiir eine auf F nichtverschwindende ganze Funk- 

tion uud insbesondere fiir die Einheitsfi~nktionen, worunter wit ganze Funktionen 

verstehen, deren Norm 

O, 9) 

go = Ao (x) + Bo (x) y (x) 

Ngo A (x) --  (x)D (x) 

gleieh Eins ist. Die genannten Punk~ionen kSnnen aueh als Produkt yon end- 

lich oder unendlich vielen Grundeinheiten dargestellt werden. 

Es wird hierauf die Existenz einer einfaehen, bis auf eine gewisse triviale 

Einheit bestimm~en P~'mfu~/ction bewiesen, d.h. einer ganzen Funktion, die eine 

einzige einfache ree|le Nullstelle besitzt. Vermittels der Primfunktion ist es 

m6glieh, ffir die al|gemeinste ganze Fuuktion yon F mit beliebig gegebenen 

reellen Nullstellen einen Ausdruek aufzustellen und zwar in der Form eines Pro- 

duktes, das der Weiers~rassisehen ProduktdarsteUung der gauzen Funktionen ent- 

sprieht. Hierdureh wird zugleieh fiir die allgerneine Pellsche Gleichu,ng 

(I, IO) A'(z) -- B ' ( x ) D ( x ) =  G(x) 
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mit einer beliebig gegebenen ganzen Funktion G(x) und der gegebenen Diskri- 

minante D(x) die allgemeine LSsung dutch ganze Funktionen A (x), B(x)ge- 
geben. 

II.  Die Normalintegrale erster Gattung. 

Die Riemaaasehe Fliehe F. 

6. Wir  denken uns die gegebene zweibliittrige, in den Punkten (I, I) ver- 

zweigte Riemannsehe F iChe  F du tch  Grenziibergang 

F -~ lira Fp 

aus der gesehlossenen Fli~che Fp vom Geschleeht p mit  den Verzweigungspunkten 

(2, I) e0, el ,  e~ . . . . .  e2p-1 

gewonnen. Die F l ~ h e  F selbst ist eine offene, nullberandete Fliiche, fiir welche 

tier uneudlieh ferne Punkt  als Hi~ufungspunkt tier Verzweigungspunkte eine 

Singularitii.t hSherer Art ist, die zur FliCche uicht gereehnet wird. 

Man kann die Fl~che Fp als Riemannsehe Fl~iehe der durch die Gleiehung 

(2, 2) y '  = R ,  (~) 

definierten algebraisehen Funktion yp(x) a~as sen ,  wo Rp(x) eine beliebige ra- 

tionale Punktion yon z bezeiehnet, deren einfache Pole oder NuUstellen in den 

Punkten (2, I) liegen. 

(2,  3) 

Es ist am einfachsten, fiir R v (x) das Polynom 

D, (~) = - u, (~) = - H ~ - 

oder die gebrochene rationale Funktion 

x 
p - i  i - - - - -  

e 2 ~  

(~, 4) R , ( x }  = - I I  

e 2 ~ + l  

zu w~hlen. Dementsprechend kann F als Riemannsehe Fliiche einer durch eine 

transzendente Oleichung 

C2, s) ~/' = R (~) 
3-6:32047 Ac~  mathema//ca. 76:3-4 
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defiuier~en Funktion y(x) angesehen werden, wo R(x) eine beliebige ganze oder 

meromorphe Funktion yon x bezeichnet, deren Nullstellen bzw. Nullstellen und 

Pole einfach und in den Punkten (x, I) gelegen sind. Statt des Polynomes Tip(x) 

hat  man hier eine ganze Funktion 

(2, 6) l l  (x) = f i  ( I - X/e~,(~, 
~, = o  e~] 

welche im Falle der Konvergenz der Reihe 

durch die ganze Funktion 

I 

~ 0  

u (x) = ~ - 
~ 0  

ersetzt werden kann, wo die Polynome 7,(x) feh]en und welche aus (2, 3) durch 

Grenziibergang p-*  oo erhalten werden kann. Der Darstellung (2, 4) yon Fp ent- 

spricht hier die Darstellung 

X 

e2 v 
(2 ,7 )  v ' = - H  x ' 

�9 =0 I - - - -  
e 2 ~ + l  

wo reehts ein stets konvergenter Ausdruck vorkommt, der in jedem Falle aus 

(2,4) dutch Grenziibergang p - ~  erhalten wird. 

Wir werden im Fo!geuden die Darstellung (2, 6) bevorzugen. Die ganze Funk- 

tion D ( x ) =  ~ II(x), die bis auf einen Exponentialfaktor bestimmt ist, soll dabei 

die Diskriminante der Fl~he  F genannt werden. 

7. Wir wollen jetzt auf F ein kanonisches Schnittsystem einfiihren, welches 

die Flgche F in eine einfach zusammenh~ngende Ffiiche F '  verwandelt. 

Wir denken uns zu diesem Zweck die beiden Bl~itter yon Fp l~ngs den 

Strecken 

(2, 8) , ,I ,(e~,_~,  e , , ) ,  ( r ~  x, 2, . . . , p - - 1 )  

und den unendlichen Teil (e2~-1 oo co) der reellen Achse geschnitten und dann 

die beiden BlOtter l~ngs diesen Verzweigungsschnitten mit einander geheftet 
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Fig. I. Dutch Grenziibergang ergibt sich hieraus fiir die transzendente Flitche 

F das in Fig. t angegebene Sehnittsystem, das aus der Gesamtheit der S~reeken 

(2, 9) eI. (e2.-1, e~.), (~ ---- I, 2, 3, . . . )  

best~ht. 

Wir  ziehen nun um die Sehnitte (2, 8) in dem oberen Blatte yon Fp die 

Riiekkehrsehnitte 

(2, I0) A 1 ,  A z ,  . . . ,  A p  

und hiernuf die konjugierten Sehnitte 

(2, m) '  B1,  B , ,  . . ., By ,  

B A2 A. 

Fig. I. 

wo aUgemein B, die beiden Ufer yon A, mit einander verbindet. Wir denkeB 

uns dabei die Linien B~ so gewiihlt, dass sie fiir ~-+ oo gegen den idea]en Rand 

yon F konvergieren. Dann kann aus (2, xo) und (2, Io)' durch Grenziibergang 

p-+ co ein kanonisches Schnit tsystem yon F hergcleitet werden, welches F in eine 

einfach zusammenhiingende Fliiche F '  verwandelt. 

Neben den Riiekkehrschnitten (A) und (13) werden im Folgenden auch die 

Riickkehrschnitte 

C,, (~---~ I, 2, . . . ,  ~9) 

betr~chtet, welche die Ptmkte (e2~-2, e2,-1) umschliessen. Zwischen den Systemen 

(B) und (C) herrschen dabei die Relationen 

(2, l I )  B"  = ~1 + ~1 "at- .... + C., (~Z~--- I, 2 . . . .  , ~ ) .  

Die elementaren NormalJniegrale erster Gattung. 

8. Wir kehren wieder zur approximierenden algebraischen Fliiehe Fp vom 

Gesdhlecht p 
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(2, I2) ~]~ -~- D p  (X.) 

zuriick und wir bezeichnen allgemein mit  

dasjenige Integral  erster Gattung,  welches fiir e0 versehwindet und dessen A- 

Perioden gleich 

A n A,~ 

sin& Man hat  fiir ~ )  den Ausdruek 

we h~v)(x) ein reelles Polyn.om veto Grade p -  I i s t ,  welches in jedem Intervall  

(2, 8) genau einen Nul lpunkt  a(v~ besitzt. Wir kSnnen somit sehreiben 

�9 ' ~ 1  g/* 4 ' 1  

we die reelle Konstante c(, v) dureh die erste Gleichung (2, I4 )bes t immt  wird. 

Aus dem 0bigen folgt, dass die B-Perioden 

(~, x7) f dr = 
Ls 

11,, 

yon 9~ p) reell sin& 

Um das Verhalten des Integrals  ~(P) auf F~ zu untersuehen, wollen wit  

etwas genauer die yon demselben vermittel~e konforme Abbildung studieren. Man 

kann sieh dabei z. B. auf die obere ]~albebene F des oberen Blattes yon Fp be- 

sehriinken, well die Bilder der ~.nderen Teile daraus durch einfache Spiegelungen 

erhalten werden kiinnen. 

Aus dem Ausdruek (2, I5) geht  unmittelbar  hervor, dass F dutch r p) auf 

einen Schlitzbereich T(v) abgebildet wird, welcher die Form eines Rektangels 

hat, dessen Seiten yon den Geraden 

(~. ~8) .cvj = o ,  <~) - -  ~ ~...,, < ~ ) = o ,  ~(.~) = ~ 
2 



(2, 20) 

gen~gt. Auf der 

gleichungen 

(2, 2,) 
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gebildet werden und wo die Schlitze, die den Teilen 

(2, I9) .~,, / ] , ,  . . . ,  .~p 

der reellen Achse, yon /T, abgesehen, entsprechen, der imagini~ren Achse parallel 

sind (Fig. 2). Hieraus geht hervor, dass v~, p) auf Fp den Ungleichungen 

o < v~l < 

kanonisch geschnittenen Fliiche F~ gelten somit die Un- 

AO 

Cs.,Z C,,+I 

A~ ]A a 
e 0 #f e 2 e j  e~ 

C, .... C~ C. 
Fig. 2. 

A. 

e la- t  

auswiihlen derart, dass die harmonische Grenzfunktion 

(2, 23) rim v ~ l  = v. 

der Funktionen v(~) und behaupten, dass sie in jedem Bereich yon F gleich- 

mKssig gegen eine harmonische Grenzfunktion konvergiert. 

In der Tat sind die Funktionen (2, 22), wenigstens yon einer gewissen Stelle 

ab, dort harmonisch und beschriinkt gemiiss (2, 2I). Man kann somit aus jeder 

unendlichen Folge yon (2, 22) eine unendliche Teilfolge 

v ~ l  (~ = i ,  2, 3 . . . .  ) 

9. Wir betrachten nun die unendliche Folge 

(~, 221 ~ ,  (p = ~, 2, 3 , . . . )  
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existiert. Diese Grenzfunktion hat die A-Perioden 

(2,24) f dv.=2 , f dv.=o, (...). 
A n A ,  

w~hrend s~.mtliche B-Perioden wegen der Realitiit yon *(~2 gleich Null sin& 

Sind nun v und ~ die fiir zwei Teilfolgen erhaltenen Grenzfunktlonen, so 

ist die Differenz v -  ~ eine auf F eindeutige und beschr~nkte harmonische Funk- 

tion und somit konstant, weft es sich hier um eine nullberandete Fliiche handelt. 

Wegen v(eo)----~(eo) ist die Konstante gleich Null. Die Existenz einer yon der 

Teilfolge unabh~.ngigen Greuzfunktion 

(2, 25) v = lira v~p) 
lo--. ~o 

ist damit bewiesen. 

Es sei nun un die konjugierte, fiir e o versehwindende harmonisehe Funktion. 

Man hat naeh dem Obigen 

u~ = lim u~ ) 

und ferner 

(2, 26) ~n = lira ~ 1 ,  

wo 9~ das durch 

(2,27) gVn=Un+iV.,--~lim [" (-P( )#h")'X'dx 

deflnier~ Integral yon F bezeichnet. Die Konvergenz finder dabei in jedem end- 

lichen Teilbereieh yon F gleichm~tssig start. 

xo. Wir besitzen in gv, e in  endliches Integral  yon F m i t  den folgenden 

Eigenschaften : 

I. Die Perioden yon 9n sind 

: d g v , , = 2 ~ i ,  ; d g . = o ,  ( , * n ) ,  (2, 28 )  

A n A~ 

2. 

f dg, ,  = z,,x ----- lira ~ .  
F--.QO 

B~ 

Der imagin/ire Teil yon 9n ist auf F '  beschriinkt gemRss 

(2, 29) Jim ~,, [ ~ ~,  

]Wan hat  nach dem Obigen fiir das Integral ~n den Ausdruck 



0ber analytische Funktionen auf transzendenten Riemannschen Fl~ichen. 195 

(2, 3o) 

wo h~ (x) die durch 

(2, 3x) 

dargestellte reelle ganze 

Grenzpunkte 

besitzt und wo 

= f h. ( ~ )  9,, - ~  dx, 

h n ( x )  = O n  H ( I - - - - ~ X  / e ' ( 7 2 ~ - I + " ' )  
�9 4 .n  a n ~ ]  

Funktion yon x bezeichnet, die als Nullstellen die 

a , ,  = l i m a  (p) 
p ~ a ~  

e~ = lira e(P ) . 
p---.= 

Wir haben somit ein unendliches System yon linear unabhiingigen endlichen 

Integralen 

(2, 32) 7',, 7'J, 9s, . . .  

der Flii~he F erhalten, die wit die elementaren l~rormalintegrale erster Gattung 
nennen. Das unendliche Schema ihrer Perioden 

11 
2 ~ i ,  o ,  o ,  . . -  ~,t, *,,, ~n, . . .  

I O ~ 2 ~ i ~  O , �9 �9 �9 ~ t t ,  "t'l~ ~ ,  �9 �9 �9 

I o , o , 2 ~ i ,  . . .  ~81, ~8,, ~s, ,  . . .  

ist in bezng auf die B-Perioden ,~, symmetrisch: 

Diese Perioden geniigen ferner den Ungleichungen 

Die  a l l g e m e i n e n  N o r m a l i n t e g r a l e  ers ter  G a t t u n g .  

x I. Wie schon in der Einleitung erw~hnt wurde, ist die Klasse der auf F 

reguliiren Integrale zu allgemein, um fiir dieselben eine der Theorie tier hyperel- 

liptischen Integrale erster Gattung analoge Theorie entwiekeln zu kSnnen. Indem 

wir uns im Folgenden auf reelle Integrale beschr~nken, d. h. Integrale mit reellen 

Komponenten, bei denen der Integrand somit fiir reelle Werte yon x und y reelle 

Werte annimmt, wollen wir dutch folgende Definition eine Klasse yon endliehen 
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Integralen einfiihren, welche die Gesamtheit  der elementaren Normalintegrale 

erster Gat tung enth~lt: 

Definition: Unter einem No~wtalintegral erster Gattung yon F soll ein redles 

endliches Integral 

9~=u + i v  

verstanden werden, dessert imaginffren" Tell v auf  ~" besehr~'nkt ist: 

Iv l_ -_M< r162 (2, 33) 

Es seien 

2 ~ic , ,  = f d ~  (2, 34) 
J 

A n 

die rein imagini~ren A-Perioden yon ~. Wi t  bilden die Reihe 

ao 

(2, 35) ~ =  ~ c ~ n  

und behaupten, dass diese Reihe konvergiert  und ferner, dass ihre Summe gleich 

ist. 

Wir betraehten zum Beweis die aus den imaginiiren Teilen der approxi- 

mierenden hyperelliptischen Integrale  

(2, 36) 

gebildete endliche Summe 

(2, 3z) 

r = <,, + ir162 

Diese Summe definiert eine in der Halbebene/Tnebst  dem Rande harmonisehe Funk- 

tion, welche ihr Maximum somit auf der reellen Achse erreieht. Dies finder offenbar 

in einem Punk t  eines CInterval les  start, weil d ~P) auf den A-IntervaUen rein 
imaginiir ist. Nun  ist auf C~ 

v~p) ~ ~ fiir n < p und v~p) ~ o fiir n ~ / z .  

Anderseits sind die Summen 

(2, 3s) 
e2q 
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wegen (2, 33) gleichm~sig besch~nkt :  

q 

Somit giI~ yon m u n d  p unabhgngig auf F 

Iz. Wir fiihren nun in (2,37) den ersten Orenziibergang p-~ oo bei lest. 

gehaltenem ra aus, wodurch die Ungleichung 

erhalten wird. Dutch den neuen Orenziibergang m-~ oo wird aus der unend- 

lichen Folge der auf f f  gleichmgssig beschrgnkten harmonischen Funktionen 

Vm ~-~ Z en vn 

eine Grenzfunktion V erhalten, die offenbar yon der Teilfolge unabhgngig ist und 

somit eine Darstellung durch die konvergente Reihe 

V ~  Z CnVn 

gestattet. Hieraus und aus ~(e0)-----o folgt abet die gleichmiissige Konvergenz 

der Reihe (2, 35). Ihre Summe ~ definiert ein endliches Integral yon F m i t  den 

A-Perioden 2 ~ie,~, welches mit ~v identisch sein muss. In der Tat ist der imagi- 

niire Tell yon ~ auf F beschriinkt und somit die Differenz der imagingren Teile der 

Integrale ~ und ~ eine auf F beschriinkte harmonische Funktion mit ver- 

sehwindenden Perioden und somit identisch gleich Null. Unsere Behauptung ist 

damit bewiesen. 

Umgekehrt definiert die Reihe (2, 35) bei beschr~nkt~n Summen (2, 38) ein 

Normalintegral erster Gattung. Wir  haben somit den 

Sats. Die Normalintegrale erster Gattung sind identiseh mit denje~igen reellen 

Integralen, die dutch die elementaren Normalintegrale erster Gattung durch eine 

konvergente Reihe 
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(2, 39) 

mit bescbrh'nkten Koeffizientensumrnen 

darstellbar sind. 

q 

Nach dem Obigen hat man fiir ~ den Ausdruck 

(2, 40) ~ __~ f h(x) dx, 

wo h(x) die durch die konvergente Reihe 

h (=) = ~ ~ ~ (~) 

dargesteUte ganze Funktion yon x bezeichnet. 

I I I .  Die Normallntegrale drltter Gattung. 

13" E s  s e i e n  

(3, I) a(x=a, y=y(a)) und b(x=b, y'-y(b)) 

zun~chst zwei beliebige endliche yon den Verzweigungspunkten verschiedene 

Punkte der algebraischen Riemannschen Fliiche Fp. Bekanntlich gibt es ein 

vSllig bestimmtes Integral Z~  mit den folgenden Eigenschaften: 

I. DaB Integral ~(pl ist auf Fp reguli~r, yon den Punkten (3, I) abgesehen, ~a b 

wo es logarithmische Singularitiiten mit den Residuen -- x bzw. + I besitzt und 

es verschwindet in einem gegebenen Punkt  x o yon ~ .  

2. Die A-Perioden yon ~(~) sind gleich Null: -~a b 

f d x~ = o. (3, 2) 

A9 

Die B-Perioden des so definierten Integrals haben den Ausdruck 

(3, 3) 
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Wir nehmen nun insbesondere an, dass die beiden Parameter a und b re- 

ellen Punkten yon Fp entsprechen, d.h.  dass neben den x-Werten a und b auch 

die y-Werte y (a) und y (b) reeU sin& Die Punkte  x ---- a und x = b gehSren dann 

zu den C-Intervallen. 

einen expliziten Ausdruck fiir ~lp) zu gewinnen, betrachten wir das ~a  b U m  

Integral  

O, 4 )  'P(~* = ~ ~ - b �9 - ~ - ~ '  

welches in den gegebenen Punkten (3, I) logarithmische Singulariti~ten mit den 

gegebenen Residuen hat. Die Differenz 

ab 

ist dann ein Integral ers~er Oattung and somit in der Form 

J 

darstellbar, wo /~--1 (x) ein Polynom yore Grade p -  I is~. Man hat somit 

g(p) = ,h(p) + I ab "t~ab 
oder auch 

X 
I - -  - -  

x b 

X 

a 

wo wir 

(3,  ~)' ~(p) I f Gp+l (X) d x  

gesetzt haben. Hier ist 

ein Polynom yore Grade p + I. 

Nun sind die A-Perioden yon I wegen (3, 2) gleich denjenigen yon --~10~p) ~ a  b 

und somit rein imaginir.  Hieraus folgt, dass h~-i (x) ein reelles Polynom ist. 

Aus (3, 6) geht dana hervor, class auch Gp+l(x) ein reelles Polynom ist. Weil 

frizZ2 = o, (~ = o, ~, 2 , . . . ,  19) 
, 4  
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hat  G v + l ( x )  in jedem Intervalle 

~I,, (~=o, ,, z , . . . , p )  

genau eine Nullstelle. Hieraus ergibt sich leieht, dass die /ffalbebene f f  durch 

~(p) auf einen unendlichen Schlitzbereich konform abgebildet wird, welcher yon ttb 

den Ger~u:len v ---- o, v ~- 2,  und gewissen zwisohen denselben liegenden, der imagi- 

nii.ren Achse paraUelen Schlitzen begrenzt wird. 

I4. Aus dem 0bigen geht  hervor, dass der imaginiire Teil ~(~v b) yon ~a~(P)h auf 

der reellen Achse zwischen den Punkten  a und b den Ungleichungen 

(3, 7) o < ~(~ < 
2 

geniigt, wll.hrend derselbe ausserhalb des Intervalles (a, b) versehwindet. 

somit in 

Tell yon 

Es gelten 

der Halbebene F die Ungleichungen (3, 7). Weil nur  der imaginiire 

X 

_I log b 
2 X 

a 

dort  den niimlichen Ungleichungen geniigt, ha t  man auf F fiir den imaginiiren 

Teil v Ip~ yon ~(p) die Ungleichungen ab ~,ab 

o < v (v) < z~.  
- -  t l O  ~ 

Hieraus folgt, dass VI~b) auf der kanonisch geschnit tenen Fl~ehe ~ den Un- 
gleichungen 

(3, s) I v(~ I --< 

geniigt. 

Weil (3, 8) yon p unabhi~ngig gilt, kann man hier wie in N:o 9 den Grenz- 

iibergang p-~ co machen, wodurch ein Integral  

Zab ~--" n m  h a  b F--.,| 

der Fliiche F m i t  den folgenden Eigenschaften erhalten wird: 
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I. Das Integral gab ist auf F regulii.r, yon den Punkten a und b abgesehen, 

w o e s  logarithmische Singularitiiten mit den Residuen - - I  bzw. + I besitzt 

u n d e s  verschwindet flit Xo. 

2. Der imaginiire Tell yon gab ist auf ~ beschrgnkt: 

(3, 9) ]Im gab ] ~-~ $rl;. 

3" Die A-Perioden yon gab sind gleich Null: 

(3, IO) f dx.b = o, (, = x, 2, 3 , . . . )  
A, 

4. Die B-Perioden yon gab sind gleich 

(3, xl) 

Durch die obigen 

Normalintegra[ drifter Gattung nennen, vSllig bestimmt. 

3, I x) nut  die Realititt der B-Perioden anzunehmen. 

f a z . ~  = r  ~.(~) ,  (, = ~, 2, 3 . . . .  ). 
B~ 

Eigenschaf~en ist das Integral Z~b, das wir ein eleraentares 

Man hat dabei s tat t  

Die allgemeinen Normalintegrale dritter Gattung. 

I5. Es sei nun 

(3, 12) a, (x = a,,  y = y (a,)), b, (x = b,, y ---- y (b,)) 

eine endliche oder unendliche Menge yon reellen PunkCpaaren, deren x-Koordi- 

naten bei unendlicher Anzahl der Punkte gegen + o0 konvergieren. Wit  nehmen 

an, dass die Punkte (3, I2) reguldr verteilt sind, womit wir Folgendes verstehen: 

I. Die Punkte  eines und desselben l~aares a,, b, soUen einem und demselben 

0-Intervall angehSren. 

2. Jedes Intervall 0~ soil nur eine beschr~nkte Anzahl N~ Punk~paare 

(3, I2) enthalten: 

Wir  beweisen nun den 

Satz. Die Reihe 

(3, 14) Z '== ~ X~,b, 

ist bei jeder Menge reguldr verteilter Punkte gleichmdssig konvergent. 
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Wir  betrachten zum Beweis die endliche Summe 

~ J  A,ar b, 
921 

der zugehSrigen approximierenden hyperelliptischen Integrale drifter Gattung 

yon Fp. Der ima~ngre  Teil V~ ) yon g~) ist eine auf F harmonische Funktion, 

die ihr Maximum auf der reellen Achse, und zwar offenbar in einem zu einem 

Intervall 0 r gehSrigen Punkt  Pv erreicht. Nach dem Obigen ist abet im Punkte Pt, 

wo _~ die Anzahl derjenigen IntervaUe (at, b,) bezeichnet, welche den genannten 

Puukt  entha]ten. Well nun wegen unserer Annahme ~ ~ N~ ~ N, so gilt somit 

auf F die Ungleichung 

(~) 15) I V(mP) I ~ " ~  

und zwar unabhgugig yon den Werten yon m u n d  p. 

Nun geht 

rZl_- y, vl2 " 
~=1 

durch den ersten Grenziibergang p-~ oo in die harmonische Funktion 

~g 

(3, r .  = 

tiber, die nach (3, I5) auf F beschr~nkt ist: 

I 
Aus der gleichm~ssigen Beschrgnktheit der Funktionen (3, I6) 'auf  F kann die 

Existenz der Grenzfunktion 

lira g m =  V' 
m 

zuerst fiir eine Teilfolge, dann aber fiir die Folge selbst wie in N:o lo geschlossen 

werden. Die gleichm/issige Konvergenz der Reihe 

-~-- Z va, b, 
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ist damit bewiesen. Wegen ua, b,(Xo)= O kann hieraus die Konvergenz der Reihe 

(3, I4) gefolgert werden. Die Summe dieser Reihe definiert ein reelles Integral 

der Fliiehe F m i t  den folgenden Eigensehaften: 

I. Das Integral Z' ist regulil.r auf F, yon den Punkten (3, 12) abgesehen, 

we es logarithmisehe Singulariti~ten mit den Residuen -- I bzw. + I besitzt und 

es versehwindet fiir Xo. 

2. Der imagin~re Tefl yon Z' ist auf ~" beschr~nkt: 

lira z'l < N ~ .  

3. Die A-Perioden yon g' sind gleich Null: 

f d  o, (,, = i, 2, 3 , . .  z ' =  

A, 

Die B-Perioden yon g' sind gleich ~ 

(3, ~7) 
/ "  

,d 
.B, t 

( ~  I, 2, 3, ' "  ")" 

I5. Indem wir den Begriff des Normalintegrals noch etwas verallgemeinern 

s~ellen wir die folgende Definition auf: 

Definition. Ein auf F definiertes reelles Integral ~ sell ein allgemeines Normal- 
integral dritte; Gattung heissen, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

x. Dm Integral ~ i s t  auf F reguliir, yon einer Menge reguli~r verteil~er 

Punk4e (3, x2) abgesehen, we es logarithmische Singularitiiten mit den Residuen 

- - I  bzw. + I besitzt und es versehwindet fiir xo. 

2. Der imagingre Teil V yon ~ i s t  auf F '  besehr~nkt: 

(3, I8) 

Es seien nun 

] V ] = < M <  ~.  

die rein imagingren Perioden yon g. Well  

~ t g  j" 
d V = z ~ e , ,  

~=1 

f dz  = 2 z i c , ,  (v = I, 2, 3 , . . . ) .  
A ,  
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so ist wegen (3, x8) yon n unabhiingig 

Mithin ist die Reihe 

(3, 19) 

I o,1  

----- ~ c , ~ ,  

konvergent und ihre Summe definiert ein Normalintegral erster Gattung mit den 

A,-Perioden 2 ~ i e , .  Die Differenz Z - - ~  = Z' ist aber dann ein Normalintegral 

erster Gattung mit verschwindenden A-Perioden und somit identisch gleich Null, 

well es fiir Xo verschwindet. Mithin ist 

(3, 20) z ----- z' + ~,. 

Es gilt somit der 

B&tz. 
darstellbar. 

Aus 

Ausdruck 

(3, 21) 

Jedes allgemeine Normalintegral dritter Gattung ist in der Form {3, 2o) 

(3, I7) und (2, 28) erhglt man fiir die B-Perioden des Integrals X den 

f = ~.a(~,(b,)-qD,(a,)) + Z e , ' , ,  �9 

Die singulgren Normalintegrale dritter Gattung. 

17. Wir  werden im Folgenden, im Hinblick auf die spgteren Anwendungen, 

ein Integral  einfiihren, welches einen einzigen logarithmischen singuli~ren Punkt  

mit dem Residuum + I besitzt. Es handelt sich hier um ein Integral, welches 

auch durch Grenziibergang aus einem hyperelliptischen Integral  drifter Gattung 

hergeleitet werden kann, bei dem der zweite singulgre Punkt  im Unend- 

lichen liegt. 

Um ein solches Integral  zu konstruieren, gehen wir yon dem elementaren 

Normalintegral drifter Gattung Xea aus, fiir welches der erste singul~re Punkt  

mit  einem Verzweigungspunkt e der Flgche F zusammenf~.llt. Aus (3, 5) ergibt 

sich dafiir der Ausdruck 
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I I I  

(3, 22) z,~ = i log - - x  + ~ ~ x - a  + 2 h (x) ~ ,  

e 

wo h(x) eine reelle ganze Funktion bezeichnet. Das aus ~ea abgeleitete Integral 

(3, 23) ~ a " ~ e a + - I I o g ( I - - ~ ) 2  

hat dann die efforderten Eigenschaften. Um ~a eindeutig zu fixieren, wollen 

wir als Punkt  e den zu a n~chsten Verzweigungspunkt e~. links yon a w~hlen. 

Die primitiven Perioden des so de6nierten ~'ngulh'ren elementaren Normalinte- 

grals dritter Gat~ung sind 

(3,24) f dxa=,~i, f dxa=o frar ,'~=n, f dxa=~oa(a)~z(e~,,). 
A n A~, 1/2 

Es ist Xa ein auf F '  dem imaginitren Betrag nach beschritnktes Integral, welehe 

durch ihre obigen Eigenschaften vSllig bestimmt ist. 

z S. Offenbar ist die Differenz zweier singulitren Integrale ein gew5hnliehes 

elementares Integral drifter Gattung. Speziell ist 

wenn die Punkte  a und b einem und demselben C-IntervaH angehSren. 

Die aus (3, 23) abgeleitete Funktion 

(3, ~5) ~,~ = eX~ 

is~ eine auf F iiberall regul~ire Funktion mit dem einzigen Nullpunkt a, die den 

Periodenwegen Az und B~ gegeniiber sich multiplikativ gemiiss 

(3, 26) ma (An) ~ - -  ma, ma (A,) --~ ma fiir ~ ~ n, ma (B~) ~ e'ez(a)--'~(e~n)ma 

verhiflt. Wir werden ma eine m u l t i p l i k a t i v e  P r i m f u n k t i o n  nennen. 

Um allgemeinere Integrale der betreffenden Art zu bekommen, gehen wit  

yon einer beliebigen endliehen oder unendlichen Folge reeller Punkte  

(a): at, az, a 8 . . . .  

aus, deren x-Koordinaten gegen + oo konvergieren und yon denen wir noeh an- 

nehmen, dass jedes Intervall C nur eine besehrKnkte Anzahl _~r solcher Punkte 
4 - 6 3 2 0 4 7  Ada mathematica. 7 6 : 3 - 4  
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enthi~lt: h r, ~ N <  oo. Nach N:o 15 ist dann die Reihe 

~ ~e i, a i I 
( 

wo allgemein ei, den links yon as niichsten Verzweigmngspunkt bezeichnet, gleich- 

miissig konvergent. Dasselbe gilt auch betreffs der Reihe 

i 

voratisgesetzt, dass 

I 

Im allgemeinen Falle soil das allgemeine sin.quldre I~tegral dritter Gattung durch 

die Reihe 

(3, 27) ~ (z~ + ~,, (=)} 

definiert werden, wo allgemein ?~,(x) das zum Yerzweigungspunkt e~, gehSrige im 

Ausdruek (2, 6) auf~retende Polynom bezeichneg. Das so definierte Integral  

ist dureh ihre singulgren Punkte  und A-Perioden bis auf eine ganze Funktion 

(I, 5) yon F best immt.  

Die eindeutlgen Normalfunktlonen. 

Ausdruck fiir eine auf F meromorphe Funktion lautet 

f___ A (x) + B (x) y (=) 
c ( = )  ' 

IV. 

19. Der aUgemeine 

(4, I) 

wo die Komponenten 

(4, 2) A (x), B (x), C(x) 

gunze Funktionen yon x ohne gemeinsame Nultstellen bezeichnen. 

Der Zi~hler 

(4, 3) 9 = A (=) + B (=) y (x) 

yon f i s t  eine ganze Funktion yon F. Als Norm yon g wird die durch 

(4, 4) ~r = A'  (x) - B '  (x) D (~) 

definierte ganze Funktion yon x verstanden werden. Eine wichtige Eigenschaft 

der Norm wird durch den Multiplikationssatz 
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(4, 5) Ngl  g= = Ngl" Ngz 

ausgedriiekt, dessen Giiltigkeit ohne Weiteres einzusehen ist. 

Wir  werden im Folgenden annehmen, dass die Funktion f reell ist, d. h. dass 

die Koeffizienten der Komponenf~n reel[ sind. Ferner wird angenommen, dasB 

die Nullstellen und Pole yon f reell sind, d.h.  dass die x-Koordinaten der ge- 

nannf~n Punkf~ den C-Intervallen angehi~ren. 

Es gibt unter  solchen fFunk t ionen  eine bemerkenswerte Klasse yon Funk- 

tionen, im Folgenden Normalfunktionen genanut, welche als eine Verallgemei- 

nerung der zu einer algebraischen Riemannschen Fli~che gehi~rigen rationalen 

Funktionen angesehen werden ki~nnen. 

Definition. Eine reelle meromorphe Funktion f soll eine Normalfunktion heissen, 

wenn log f ein Normalintegral drifter Gattung ist, d.h. wenn das Argument yon f 

au f  der kanoniseh gesehnittenen _Fliiehe t i~ besehrffnkt ist. 

Bevor wit die Existenz yon Normalfunktionen nachweisen, wollen wir einige 

ihrer Eigenschaft~n hervorheben. 

20. Es seien 

(4, 6) a~, b,, (v = I, 2, 3 . . . .  ) 

die paarweise konjugierf~n reeUen Pole und Nullstellen yon f .  Weil s~iantliche 

Perioden yon log f die Form 2 zr ik  besitzen, w o k  ganze Zahlen sind, gelten 

naeh (3, 2I) die Gleichungen 

(4, 7) y , ,n , . , .  + ( . =  I, 2, 3 . . . .  ) 

Naeh diesen Gleiehungen, die den Abelschen Relationen in der Theorie der alge. 

braisehen Fuuktionen entspreehen, besteht zwischen den Polen und Nullstellen 

einer Normalfunktion ein Zusammenhang: das wit kurz dutch die Kongruenzen 

(4,  7)'  - (b) 

ausdriieken, welehe die Perioden den elementaren Normalintegrale erster Gattung 

als Moduln haben. 

Wir nehmen im Folgeuden tier Einfachheit halber an, dass iiber keinen Punkt  

der x-Ebene mehr als ein Pol oder eine Nullstelle yon f gelegen ist. Offenbar 

sind dann die Punkte (4, 6) identisch mit den Nullstellen der Norm Ng.  
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2I. Wir  werden nun die Existenz yon Normalfunktionen naehweisen, indem 

wir solche Funktionen aus gewissen zu den approximierendefi algebraischen 

Flgehen Fp geh6rigen rationalen Funktionen dureh Grenzfibergang herleiten 

werden. 

Wir denken uns zu diesem Zweck die Nullstellen 

al, ai, as, ... 

C(x), fiber denen die Pole yon f liegen sollen, ferner die 

Xl} X|~  Xll 7 � 9  

der B-Komponente gegeben. Es werde dabei angenommen, dass die Anzahl N,  

der Punkte (a) in den Intervallen C, besehriinkt ist: 

N , ~ g < o o  

und ferner, daas es zwisehen zwei a-Punkten genau einen x-Punkt vorhanden isL 

Wir  bilden nun die zur Flgehe Fp: 

(4, 8) 

gehi~rige rationale Funktion 

(4, 9) ~ = 

y~ = D2p. 2 (x) 

A .  (z) + B .  (x) y~ (z) 
c .  (x) 

mit den ganzen rationalen Komponenten 

A .  (~), B~ (~), ~ .  (~), 

deren Gradzahlen der Bedingung 

(4, ,o) 

geniigen. 

(4, I I) 

n : p + q +  I 

Wir  schreiben 

B q ( x )  = I - -  , ~ n ( x )  ~-- I - -  

und wir wghlen ferner das Polynom A,(x) gemgss den Bedingungen 

(4, x 2) A~ C.,) - B~(~,) y~ (~,) ----- o, (i = ~, 2 , . . . ,  . ) ,  

wodureh e s  bis auf eine multiplikative Konstante A bestimmt wird. Die so er- 

haltene rationale Funktion yon F~ hat dann fiber jeden der Punkte  
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(4, x3) a~, al,..., a. 

einen Pol. 

Wir betrachten nun die Norm 

(4, I4) _N'gn = Atn (x)- B~q (x) D2.+~(x)= .d2n (X) 

der im Zi~hler yon fp auftretenden ganzen Funktion yon F. Es is~ J2.(x) eine 

reelle ganze rationale Funkgion yon x yore Grade z n, fiir welehe die Un- 

gleiehungen 

(4, (e,) > o, > o 

gelten. Hieraus folgt, dass es in jedem dureh die x-Punk~e bestimmten Teil- 

intervaU yon C, neben as uoeh einen und o~enbar nu t  einen Nullpunkt b~)yon 

,42, (x) gibt. Die Punkte 

(4, 13)' b~ "), (i = I, 2, ..., ~), 

deren Lage yon dem bei A,(x) noeh vorhandenen Parameter  A abhiingig ist, sind 

Nullstelleu unserer Funktion fp. 

22. Well der Ausdruck (4, 9) bei gegebenen a-Punkten insgesamt yon 

n - - q -  I = p  Parametern abhiingt, werden p yon den Nullstellen dutch die Pole 

und die iibrigen n - - p  Nullstellen bestimmt. Die Abhii.ngigkeit zwischen den Polen 

und Nullstellen wird dutch die Abelschen Kongruenzen 

( 9 , ,  (, ffi o . . . .  , (4, 16) ~ (,) b(pJ)-- __ (, = I 2 , .  p) 

dargestellt. Wenn man betreffs der Lage der z-Punkte die obige Annahme macht, 

ist die Variabilitiit der b-Punkte auf gewisse Intervalle um die x-Punkte ein- 

geschrRnkt. 

Wir  behaupten nun, dass im vorliegenden Falle die Kongruenzen (4, 16)sich 

auf die Gleichungen 

(4, I6)' ,~  (~(,')(b~')) - -  ~(,')(as)) = o 

reduzieren. 

Wit  kSnnen ohne Einschr~nkung annehmen, class allgemein as < bi, weil man 

andernfalls die Funktion fp mit der Funktion 

X ~  as  

x - -  bl 
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multiplizieren kSnnte, wobei der betreffende Pol und Nullpunkt mit ein~.nder ver- 

t~uscht werden, und zugleich die beiden Puukte in das andere Blatt iibergehen. 

Dabei bleibt aber der Wert der Summe (4, 16) offenbar ungeiindert. 

Es sei zuerst B(x)= I, d.h. es seien keiue x-Punkte vorhanden. Wir lassen 

die a-Punkte gegen die links stehenden a-Punkte variieren, wodurch fp an der 

Grenze in die Funktion 

(4, 17) A + V ~-" :rg 1 

iibergeht, wo 

( ) P X 3: 

~1  ~ H I , ~ ~ 1 - -  �9 
�9 = 1  e2- ,~1 9~0  

Wird noch b~ gegen den rechts stehenden Verzweigungspunkt konvergieren, wobei 

A -~ o, so ergibt sich schliesslich eine Funktion, fiir welche b~ pJ = e~-1 und somit 

,f  = o .  

t = 1  i ~ l  - -  
C t  

Weil die  Summe (4, x6) dabei stetig variiert, muss sie bestiindig Null sein, wie 

behauptet wurde. 

2 3. Wir betrachten nachher den allgemeinen FalL, wo x-Punkte vorhanden 

sind. Es sei z.B. x L der yon links gerechnet erste x-Punkt eines lntervalles C,. 

Wenn x I gegen den linken Endpunkt  e2n-2 des genannten IntervaUes konvergiert, 

konvergieren die im Teilintervalle (e2n--2, Xl) liegenden Punkte a und b gegen den 

n~mlichen Grenzpunkt. An der Grenze kann man den Ausdruck yon fp mit x -- e2 ~-2 

verkiirzen, wobei das entsprechende Glied yon (4, I5) in Null iibergeht. Indem 

man in dieser Weise s~mtliche x-Punkte der Reihe nach eliminiert, gelangt man 

schliesslich zum Fall B(x)= I. Es ist somit allgemeiu gezeigt worden, dass die 

Kongruenzen (4, 16) sich im vorliegenden Falle auf die Gleichungen (4, I5)' re- 

duzieren. 

Wir betrachten jetzt da~ dureh 

n 

(4, ,8) X~ p) = Z g(pl al bi 

definierte Normalintegral drifter Gat tung mit den singul~ren Punkten (4, I3)und 

(4, 13)'. Weil s~mtliche A- und B-Perioden yon g~) verschwinden, ist 
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(4, i9) A = ex(- ~) 

eindeutig auf F. Weil ferner die Nullpunkte und Pole yon j~ mit  denjenigen 

yon fp zusammenfallen, muss der Quotient fp:fp sieh auf eine Konstante redu- 

zieren. Es ist mithin, nach Multiplikation mit  einer geeigneten Kons~nten ,  

z(p) 
f ~ e n  . (4, 20) 

Nun sind die In~gra le  

(4, 2x) 

(4, 22) 

ist. Dann ist aber 

x(,) 

in der Halbebene F dem imaginiiren Tell naeh besehritnkr 

woraus folg~, dass man aus jeder unendlichen Folge der Funkt ionen (4, 2I) eine 

unendliehe Teil[olge auswi~hlen kann derart, dass die Funkt ionen flit dieselbe auf 

F gleiehmiissig gegen eine Grenzfunktion 

g = lira (~a) 

l~onvergieren, welehe ein dureh die Reihe (3, I4) darstellbares Normallnte~ral 

drifter Gat tung mit  den singul~ren Punkt.en 

ai, b~---- lim b~ p~), (i -~ I, 2, 3, . . . )  

f~ -  eX 

eine meromorphe Normalfunktion,  welehe ihre Nulls~ellen und Pole in den Punk ten  

(4, 22) besitzt. 

24. Es sei 

(4, 23) f = A (~) + B (x) .u (~) 
C(~) 

die explizi~e Darstellung yon f vermittels ihrer Komponenten,  welehe bis auf eine 

Exponentialfunktion best immt sin& Als C-Komponente kann dann eine beliebige 

ganze Funkt ion 

mit  den Nulls~ellen (a) gew~hlt werden. Wegen 



21~ P. J. Myrberg. 

B (~) v (~) 
C(x) 

B.,  (x) y,,~ (x) 
- -  lira 

~-| C.'~,(x) 

wird fiir die B-Komponente yon f der Ausdruck 

erhalten, wo die Polynome ~(x)  gemiiss den Bedingungen 

q~ 2 P~t + 2 n~ 
I 

/~I ~1 ~1 

zu wiihlen sin& Zu bemerken ist, dass B(x) yon der Wahl der Teilfolge unab- 

hiingig ist. Dies kann dagegen betreffs der A-Komponente im Allgemeinen nieht 

behauptet werden. Es ist n~mlich weuigstens a priori mSglich, dass fiir eine 

zweite Teilfolge eine yon f verschiedene Normalfunktion 

]= ~ (x) + B (x) y (~) 
c(x) 

gewonnen wird. Daraus, dass die Funktionen f u n d  f iiber den Punkten (a) nur 

in einem Blatte Pole besitzen, geht hervor, dass die Differenz 

fiir jede Nullstelle yon C(x) endlich bleiben muss, woraus folgt, dass /'(x) sieh 
auf eine ganze Funktion yon x reduziert. Die den verschiedenen Teilfolgen ent- 

spreehenden Normalfunlr~ionen f k5nnen somit vermittels einer unter ihnen j in 

der Form 

f = ]  + r(~) 
dargestellt werden. 

2 5. Es frag~ sich jetzt, wann /'(x) sieh auf eine Konstante reduziert. Ohne 

auf diese Frage bier n~.her eingehen zu kSnnen, bemerken wit Folgendes. 

Es gibt Fliichen, bei denen die Funktionen f auf gewissen geschlossenen, 

yon tier Funktion unabh~ngigen Kurveu (Doppellrreisen), welehe gegen den ide- 

alert Rand yon F konvergieren, gleichm~sig beschr~inkt sind. In solchen Fi~llen 

muss auch die ganze Funktion auf den genannten Kurven gleichmiissig beschr~nkt 

sein, woraus folgt, dass sie sieh auf eine Konstante reduziert. Wenigstens in 
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solehen Fiillen ist somit die Normalfunktion f dutch ihre Pole und x-Punk~e bis 

auf eine additive Konstante bestimmt. 

Wi t  bemerken zum Abschluss, dass die KTasse der No~alfunktionen in be- 

zug auf  MultipZikation und Division invariant ist, indem mit f l  und f~ auch 

uud aUgemeiner mit 

aueh 

f l  "fs und Z :fs 

~ , ~ . . . ~ ,  

bei beliebigen ganzen Zahlen q, Normalfunktionen sin& 

V. Die ganzen Normalfunktionen. 

26. Der aUgemeine Ausdruck fiir eine gauze Funktion yon F lautet 

(s, ~) g = a(:O + .B(~)~(~) ,  

wo A (x) und B(x) ganze Funktionen yon x sin& Wir  werden im Folgenden 

nu t  solche ganze Funktionen betrachten, deren Komponenten reell sind und welche 

lsuter  reelle NuUstellen besitzen. Die Norm 

(s, 2) N g  = a '  (x) - -  B '  (x) 9 (~) 

yon g i s t  dann eine reelle ganze Funktion yon x, deren Nullstellen mit den x- 

Koordinaten der Nullpunkte yon g identisch sind. 

Wit  wollen nun unter  den genannten Funktionen eine spezielle Klasse ge- 

mii~s der folgenden Definition einfiihren: 

Definition. Die reelle ganze Fun~tio. g soll ei~e Normalfunktion hsisse~, wenn 

log g ein singulSres Normalintegra~ drifter Gattung ist. 

Es gibt wegen (4, I5) in jedem intervall  C. eine gerade Anzahl IV. Null- 

punkte yon g, wobei 

N , ~ N <  ~ .  

Wir denlren uns die einem und demselben C-IntervaU gehiirigen Nullpunkte paar- 

weise 

(5, 3) a,, a~ 

vereinigt. 
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Nach dem allgemeinen Ausdruck (3, 27) des singuliiren Integrals dritter 

yon x bezeichnet. 

(5, 6) 

wo g eine ganze Normalfunktion und C(x) die durch (5, 5) definierte ganze Funktion 

yon x bezeichnet, eine meromorphe Normalfunktion yon 2'. Wegen (4, 7)' und 

(5, 6) ha~ man fiir die ganzen Normalfunktionen den 

Batz. Die Nullpunkte einer ganzen Normalfunktion geniigen den Abelschen 
Kongruenzen 

(5, 7) (a) ~ (,i'). 

Ferner kann die ganze Normalfi~nktion g vermittels der multiplikativen Prirafunk- 

Mithin ist g =fC(x). Umgekehrt gibt der Ausdruck 

f= c-~x)' 

Gattung kann man schreiben 

(5, 4) log g - -  ~ z~,,o, + z,,,o', + log ~ - ~ + r,. (x) . 

Wegen der leicht zu verifizierenden Relationen 

Zea -- ~ea' ~ ~a' a 

und 

(:) (:) g e a + g e ~ = l o g  x-- - - l og  i - -  , 

wo a und a die ~ber den Punkt x = a liegenden Punkte yon F bezeiehnen, kann 

tier Ansdruek yon log g aueh in der Form 

geschrieben werden. Man hat  somit 

log g = log f +  log C(x), 

wo f die meromorphe Normalfunktion 

i 

und C(x) die ganze Funktion 
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tion r in der I'brm 

(5, 8) ff ~ H r e y~' (x) 

daroestellt werden, wo ai die Gesamtheit der Nullstellen yon g eu durchlaufen hat. 

VI. Die allgemeinen ganzen Funktlonen. 

Die allgemeinen Integrale erster Gattung. 

z7. Wir haben in unseren bisherigen Untersuchungen eindeutige Yunktionen 

und Int~grale behandeK, die wir Normalfunktionen bzw. Normalintegrale genannt 

haben und deren Theorie elne Analogie mit der Theorie der algebraischen Funk- 

tionen und ihrer In~gra le  besitzt. Im Folgenden sol! nun yon der Forderung 

der Normal i~t  abgesehen werden, wodurch man zu einer Erweiterung der Theorie 

der allgemeiuen ganzen Funktionen gelangt. 
Wir beginnen mit den Integralen erster Gattung der Form (I, 8), wo h(x) 

eine ganze Funktion yon x bezeichnet und wir wollen fiir solehe Integrale das 

folgende Problem aufst~llen: 

Problem. Es soll ein Integral erster Gattung 

f h(x) ,  

konstruiert werden, dessert primitive Perioden 

(6,2) fdI=2 io,, fdI= 
A~ C. 

vorgeschliebene reelle oder komplexe Werte besitzen. 

Wir werden unsere Aufgabe in der Weise 15sen, dass wir zuerst ein Integral  

erster Gagtung konsgruieren, fiir welches die genannten Perioden verschwinden, 

yon einer derselben abgesehen, die gleich 2 7ri ist. Es ist dann leicht, aus end- 

lich oder unendlich vielen solchen Integralen dutch Summierung ein den all- 

gemeinen Bedingungen (5, 2) geniigendes Integral zu bilden. 

28. Es seien zaerst die Perioden (6, 2) gleich 

(6,3) e . = 2 ~ i ,  e , = o  fiir v + n ,  0 a = o ,  (~,~=I, 2,3,-.). 
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Um ein Integral  der gesuchten Art zu finden, gehen wir yon dem Integral 

definierte, im aUgemeinen transzendente Funktion und h(n p) (x) ein Polynom yore 

Grade 2 p -  I bezeichnet, dessen Koeffizienten aus den Oieichungen 

(6, s) f d-~.~)=2~io., f dl}y=o f i i r v 4 = n ,  f dI(..)=o, 
A n A4, C~ 

(Y, ). = I , . 2  . . . .  , ~) 

bestimmt werden. OtYenbar hat das so eindeu~ig besfimmte reelle Polynom 

h~P)(x) genau einen Nullpunk~ 

(6,  6)  a(~) b z w .  fl~), 

in jedem Intervall 

(6, 4) 

aus, wo Yp (x) die durch 

(~ , ) .  = i ,  2, . . . ,  p ) .  

(6, 8) 

l ira  .(pt) = a . , . ,  l i ra  a (p~) = ~',,., 
I ~ a a  I[~oa 

Aus dem Ausdruck 

f i '  ( I -- "-aypTX l e�89 f i  ( ~P,),lX t et T" Ix) 
b y )  (~)  = ~(.').=, . , . .  .=1 .~ - 

existieren. 

Wir  kSnnen somit schreiben 

(6,  7) hip). ~ cIpl. i - -  ~ ~ - -  ~ r  , 

wo c(nP) eine Konstante bezeichnet. 

Es sei nun 
Pl, Pl, Ps, - . .  

eine unendliche Folge der Indizes p~, fiir welche die Grenzwerte 
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des Integranden 

erster Gat tung 

(6, 9) 
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yon (6, 4) geht  hervor, dass 1~ i) fiir i -~  oo gegen das Integral  

konvergiert, wo e,-----lira e~ ) und h,, (x) die ganze Funkt ion 

et,,(~) - # - -  ~ ( ~ } =  ' .7.: l ]  , 

bezeichnet. Wir  haben in In ein Integral,  das den speziellen Bedingungen (6, 3 

geniig~. In gleicher Weise wird ein Integral  In gefunden, das den Bedingungen 

~ . = 2 ~ i ,  Q ~ = o f i i r ~ : ~ n ,  qz~---o (~ ,~-~I ,  2 , 3 , . . . )  
entsprieht.  

2 9. Um das allgemeine Problem zu 15sen, betraehten wir die aus I .  ge- 
bildete Funkt ion 

x 

=.~ I h*(x) (6, xo) In(x, y) y(x).] y(x) dx. 
e~ 

Wegen des Versehwindens der Perioden 

A.,  C.+,, (~ < n) 

ist In(x, y) fiir Ix l  < e2n-~ eindeutig auf F u n d  wegen 

I .  (x, - y) = I~ (x, y) 

sogar in der x-Ebeue. Well  ferner die FunkCion I .  (x, y) fiir 

x-~e~, (Z~-o, I, 2 , . . . ,  2 n - - I )  

verschwindet, hat  diese|be in diesen Verzweigungspunkten die Entwicklung 

y~f  
L, (x, y ) =  ~ n + ~, (x - ~ )  + .  d~,  

V x  - -  e~ 
e). 

woraus hervorgehk dass In(x, y) in den genannten Punkten  reguliir ist. Wir  

kSnnen somit z.B. fiir 
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(6, ,x) I~1 < e,.,-__ ~ 
2 

sehreiben 
I .  (x, u) = rn (~) + ~n (~), 

yon Fn(X) ein Polynom und ~,,(x) eine dor~ regul~ire Funktion yon x bezeiehnet, 

die der Ungleichung 

geniigt, wo die positive Konstante ~, das allgemeine Glied einer konvergenten 

Reihe bezeichnet. Hieraus folgt aber, dass die Reihe 

co 

(6, x2) ~,  q. (In (X, y) - -  y r , ,  (x)) 
n = l  

auf der ganzen Fl~che F konvergiert. Ihre Summe definiert ein Integral  erster 

Gattung mit den A-Perioden 2ziQn,  w~hrend alle C-Perioden verschwinden. 

Vertauscbung der Rolle der A- und C-Perioden bekommt man den Durch 

Ausdruck 

(6, I2y 

fiir ein Integral  erster Gattung mit verschwindenden A-Perioden, dessen C- 

Perioden gleich 2 ~iQn sin& 

Schliesslieh gibt die Summe 

(6, ~ 3) z = y ,  ~,, (z. {~, y) - u r n  (~)) + ~ ~.  (In (~, y) - u r~ {~)) 
n = l  n = l  

der beiden Integrale ein Integral  erster Gattung mit den urspriinglich gegebenen 

Perioden (6, 2). 

Der allgemeine Ausdruek fiir solche Integrale lautet 

I +  . ( x )  + ~ (x)u(x) ,  

wo a(x) und fl(x) beliebige gauze Funktionen yon x bezeichnen. 

30. 

(6, I4) 

Die Einheitsfunktionen und die spezielle Pellsehe Gleiehung. 

Es sei 

g = A (x) + B (x) y (x) 
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eine ganze Funktion mit beliebigen Komponenten A (x) und B ( x ) .  Die x-Koor- 

dinaten der Nullstellen yon g sind identisch mit den Nullstellen der Norm 

(6, ~ 5) N g  = a ' ( z )  - -  B '  (~) D (~). 

Damit g auf der ganzen Fliiehe F yon Null versehieden bleibe, ist notwendig und 

hinreiehend, dass die Norm N g  den Ausdruek 

N g = e rCz) 

besitzt, wo F(x) eine ganze Funktion yon x bezeichnet. 

Die ganze niehtverschwindende Funktion 

r(z) 
go ==ge 2 

hat dann die Norm Eins: 

N g  o = I .  

Wir nennen go eine EinheitsfunkHon. Eine solehe Funktion hat  man in der 

Funktion 

(6, i6) e~Cx) ~cx), 

deren Komponenten gleich 
I 

A (x) ---- cosh (~(x)y(x)), B ( x )  = y-~) sinh (fl(x)y(x)) 

sind. Die Funktion (6, I5), welche die einzige Einheitsfunktion mit einem auf 

F eindeutigen Logarithmus ist, nennen wit  eine triviale Einheitsfunktion.  

3I. Um einen Ausdruck fiir die Einheitsfunk~ionen zu gewinnen, bemerken 

wir, dass die ganze Funktion g yon F offenbar dann und nur dann eine Ein- 

heitsfunktion ist, wenn log g ein Integral erster Gat tung 

(6, I7) log g = J y(x) d x  

ist, dessen Perioden die Form 2 g i n  mit ganzem n besitzen. 

Es seien nun 
2 ~ i n , ,  2 ~ i h ,  

die A,- bzw. C,-Perioden yon log g. Nach (5, x3) hat man dann fiir log g den 

Ausdruck 

lo~  ~ = ~ , .  (I .  (x. y) - v r .{x))  + ~ ,~. ( t .  {~. y} - v r .  (~}). 
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Hieraus ergibt sich f i i r g  die Produktdarstellung 

a o  

(~, is) g = I I  g," e-"'~r'(z) l I  ~,~" e-'~'"~'(~ 

vermittels der spezieUen Einheitsfunktionen 

(6, 19) g, ---- d "(z'~), ~, ---- e T'(~'~). 

Diese Einheitsfunktionen sind durch ihre logarithmischen Perioden, yon denen nur 

f dlogg,=2gi, f dlog#,=2~i 
a~ C, 

yon Null verschieden sind, bis auf eine triviale Einheit  bestimmt. Wir  werden 

(6, I9) Grundeinheiten yon./7 nennen. 

Durch Aufstellung yon (6, I8) haben wir zugleich fiir die s~ezielle Pellsehe 

Gleiehung 

(6, 20) A S (x) - -  .B 2 (x) 1) (x) = I 

die allgemeine LSsung A (x), B(x)  vermittels der aus den Grundeinheiten 

A ,  (x) + B ,  (x) y (x) = g, e-Vr, (x), /1, (x) + B ,  (x) Y (x) ~- ~, e - v  ~, c~) 

abgeleitetenGrundl6sungen A ,  (x), B ,  (x); ~ ,  (x), l~, (x) implizit in der Form 

(6, 2 I) A (x) + B(x) V (~) = I I  (a,(~) + B,(~) v(~))"" I [  (A" (x) + ~,  (x) V(x)) ~. 
�9 = 1  ~ 1  

gegeben. 

Die eindeutigen Primfunktionen. 

32. Es soU jetzt eine ganze Funktion konstruiert werden, welehe eine ein- 

zige gegebene reelle Nullstelle a besitzt. 

Wit  gehen zu diesem Zweck yon dem elementaren singuli~ren Integral  drifter 

Gattung Za mit den Perioden (3, 24) aus, welches in a einen logarithmischen 

singul~ren Punkt  mit dem Residuum + I besitzt. Es sei nun /a ein Integral  

erster Gattung mit den ni~mliehen A- and C-Perioden. Dann ist 

ein singuliires Integral drifter Gattung mit verschwindenden A- and C-Perioden. 

Mithin ist 
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eine auf F eindeutige, ganze Funlrtion mit der einzigen Nullstelle a. 

Nach dem Obigen hat  die Norm yon .~a den Ausdruck 

wo Fa(x) eine ganze Funktion yon x ist. Hieraus ergibt sieh fiir die Norm der 

ganzen, im Punk~e a verschwindenden Funktion 

ra(Z) 
( 6 ,  2 2 )  ~a ~--- "f.a e 2 

der Ausdruck 

Die so erhaltene, bis 

Primfunktion heissen. 

3C 
. L ~ a  = I - -  - "  

a 

auf eine triviale Einheit bestimmte Funkgion soll eine 

Produktdarstellung der ganzen Funktionen vermitteis Primfunktionen. 

33. Es soll hier der f01gende Satz bewiesen, welcher dem bekannten Weier- 

strasschen Produktsatz der ganzen Funktionen entspricht: 

Satz. Es ist mSglich eine ganze Funktion zu ktmstruieren, die in einer beliebig 

gegebenen endlichen oder unendlichen !ffenge reeller Punkte 

(a): a,, a,, a ~ ,  . . .  

verschwindet und sonst yon Null versehieden ist. 

Wir betrachMn zu diesem Zweck die aus der Primfunktion 

�9 o ,  = A. (x) + B.  (x) v (x), 

wo a, einen Punkt  des Intervalles C. bezeichnet, abgeleitete Funktion 

(6, 23) 

t 
Well s~mtliehe Perioden 

I ~a~ 

f , ,  (x, y) = Y log ~ 0 "  

A . ,  C. (~ < ,,) 

yon log ~a, verschwinden, ist fa~ (x, y) auf F fiir 
5-6:r Acta mathemo2iea. 76:3 -4 
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1 

eindeutig. Wegen 

fo.  (x, - v) '= fo.  (x, v) 

ist f~, sogar eine eindeutige Funkt ion yon x im Bereich (6, 24). Ferner ergibt 

sich aus der Eutwickhmg 

i V A ,  + B, y 
f , ,  (x, Y) = ~ log Z --  B,  Y 

der Funkt ion fa, in den Punkten  e, (v _--< 2 n -  2), dass sie dort  reguliir ist. M a n  

kann somit z.B. fiir 

] X ] <  I 
- e~n--2 
4 

schreiben 

f . .  (:~, v) = ~.. (x) + ~. (x) , 

wo ~t, (x) ein Polynom u n d  e, (x) eine im Bereiche (6, 24) regul~ire Funkt ion ist, 
die der Ungleiehung 

geniigt, wo die positive Konstante  ~, das allgemeine Glied einer konvergenten 

Reihe bezeichnet. Aus dem Obigen folgt, dass die Reihe 

( f . .  (x, v) - z. (x)), 

wenigstens nach Auslassen yon endlich vielen Gliedern, in jedem endlichen Be- 

reich der Flgche F gleichmgssig konvergiert. Daraus folgt aber die gleich- 

mRssige Konvergenz des Produktes 

und somit auch des Produktes 

e - -  i~ (z) y (z) 

wenn die Polynome a~(x) so gewiihlt werden, dass das Pr0dukt  
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H( x I - -  - -  e ~%(z) 
a , /  

konvergiert. 

Wir  besitzen in (6, 25) eine ganze Funktion mit den gegebenen Nullstellen 

(a). Die Faktoren sind mit kouvergenzerzeugenden Faktoren behaf~ete Prim- 

funktionen. Der allgemeine Ausdruck fiir eine Funktion der betreffenden Art 

wird aus (6, 25) dutch Multiplikation mit eiuer willkiirliehen ganzen niehtver- 

schwindenden Funktion erhalten. 

Die a l l g e m e i n e  P e l l s e h e  G l e i e h u n g .  

34. Wir vers~ehen mi~ einer allgemeinen Pellschen Gleichung die Gleichung 

(6, 26) A '  (x) --  B '  (x) D (x) = G (x), 

wo G(x) eine beliebige ganze Funktion mit den reellen, zu den Intervallen C 

gehSrigen Nullstellen (a) bezeichnet. Es handelt  sich um die Bestimmung der 

a]lgemeinen LSsung von (6, 25) durch ganze Funktionen A (x), B (x) bei gegebener 

Diskriminante D (x), welehe eine ganze Funktion mit den Nullstellen e, ist. 

Wir betra~hten zu diesem Zweck eine gmaze Funktion 

0 = ~ (~) + ~ (~) u (~) 

yon F m i t  den Nullstellen (a), welehe dureh (6, ~5) darstellbar ist. Die Norm 

N o  = 4 '  (x) - 2 ,  (x) D (x) = G (x) 

yon 0 ist dann eine gauze Funktion yon x mit den Nullstellen (a). Mithin ist 

G (x) = ~ ( x )  ~( ' ) ,  

wo F(x) eine ganze Funktion yon x ist. tTieraus folgt aber, dass die ganzen 

Funktionen 

A,  (~) = ~ (x) et,'(,), B ,  (x) = B (x) e~ r(,) 

eine partikufiire LSsung der Gleichung (6, 26) bilden. 

Es sei nun A(x), B(x) eine beliebige LSsung yon (6, 26). Dann ist 

a = A (x) + B (x) u (x) 

eine ganze Funktion mit der Norm G(x) und den Nullstellen (a). Der Quotient 

g:gl, wo 

gl -- AI (x) + BI (x) y (x), 
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ist dann eine nichtverschwindende ganze Funktion yon F m i t  der Norm x, 

also eine Einheitsfunktion. Umgekehr~ hat  man in den Komponeuten jeder 

ganzen Funktion yon F der Form glgo, wo go eine beliebige Einheitsfuuktion 

bezeichnet, eine LSsung yon (6, 26). Wi t  haben somi~ den 

Sate. Die allgemeine L6sun9 der allgemeinen Pellschen Gleichu~g 

a ' (~) --  B '  (x) 1) (~) = a (x) 
ist in der Form 

a (~) = ao (x) A, (x) + Bo (x) B~ (~) D (x) 

B(x)  -~ Bo(x) A~ (x) + Ao(x) B, (x) 

darstellbar, wo Ax (x), B~(x) eine beliebige partikulgre L6sung derselben und Ao(x), 
JBo(x ) die allgemeine L6sung der ~e~iellen Pellschen Gleichung 

a '  (~) - -  B '  (~) D (x) = 

bezeichnet. 


