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Im folgenden betrachten wir Verallgemeinerungen der Bohrschen fastperio- 

dischen Funktionen. Die Verallgemeinerung besteht darin, dass wir sowohl fiir 

die abh~ngige wie fiir die unabh~ingige Ver~inderliche an Stclle yon Zahlen 

Elemente allgemeinerer Mannigfaltigkeiten in Betracht ziehen werden. Aus der 

Untersuchung dieser >>abstrakten~ fastperiodischen Funktionen werden sich be- 

merkenswerte Riickschliisse auf die Struktur der >>konkretem~ Bohrschen, Stepa- 

noffschen und Muckenhouptschen fastperiodischen Funktionen ergeben, und ins- 

besondere wird die Beziehung zwischen den Verschiebungseigenschaften und den 

Schwingungseigenschaften an Durchsichtigkeit gewinnen. 
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I. Die Verschiebungseigenschaften. 

w i. Definition der abstrakten fastperiodischen Funktionen. 

i. i Als unabh~ngige Ver~nderliche nehmen wir die Elemente einer Menge 

~' mit folgenden Eigenschaften. 

Zu je zwei Elementen x, y aus E gibt es i.n E eine Stimme x + y mit den 

Gruppeneigenschaften: 

I) x + y = y + x  
~) ( x  + .v) + ~ - -  ~ + (y  + ~) 
3) es existiert ein Element ~o~, so dass x + o----o ~,-x ~ x 

4) zu jedem x gibt es ein Element - -x ,  so dass x + ( - - x ) =  o. 

Bekanntlich gilt dann folgendes: 

a) das Nullelement ist eindeutig 

b)  - -  (-- :~) = x 

c) aus x + y = x + z  folgt y = z .  

Jedem Element x aus E sei weitcrhin eine endliehe reelle Zahl ]xl,  der Betrag 
yon x, zugeordnet, gem~ss den Vorschriften: 

Io1=o, Ix l>o  ffir x=~o  

I - x l -  Ixl, I~+yl  =< I~ l+ ly l .  

Kraft  dessen ist der Raum metrisch, wenn man als Entfernung der ~Punkte~ 

x, y die Zahl I x -  Y l - - - [ Y -  x l definiert. VermSge dieser Entfernungsdefinition 

heisst offenbar eine Folge {x,} konvergent, falls 

lira ]x,~---x,,l=o, 

und sie heisst gegen x konvergent, falls 

lim I x n - - x ] - - ~  

Wir verlangen noeh, dass die folgende Kompaktheitseige~schaJ't erfiillt ist: jede 

beschr~inkte  unendliche Punktmenge P besitzt einen H~tufungspunkt, d. h. einen 

Punkt aus E, in dessen beliebig kleiner /-Umgebung ein von ihm verschiedener 
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Punk~ aus P gelegen ist. Hierbei verstehen wir unter einer /-Umgebung [l > o] 

eines Punktes t aus E die ~;Sph~re, 

I x - t l < / .  

Aus dieser Kompaktheit  folgt insbesondere, (lass E vollstiiml 0 ist, d. h. 

dass zu jeder konvergenten Folge {x, } ein Element aus E existier~, gegen welches 

sie konvergiert. 

I. 2 Ei~,e Punlctme~ge P heisst relativ dicht in E, fal ls  es ein l > o gibt, 

derart dass jeder Punkt  yon E in der l-bSngebung eit~es Put, fetes, yon P gelegen ist. 

Falls E die reelle Achse ist, so ist dies der Bohrsche Begriff ,~relativ dieht~. 

I. 3 Als abhiingige Ver~nderliche nehmen wir die Elemente eines Raumes 

H, fiir welchen wir dieselben Eigenschaften wie fiir den Raum E fordern, mit 

Ausnahme der Kompaktheitseigenschaft, welche wir durch die schw~iehere 

Forderung der Vollst~ndigkeit ersetzen. Die Elemente yon H werden wir mit 

~, ,~, ~, z , . . .  bezeichnen. 

1.4 Jede im folgenden vorkommende Funktion ~ f ( x )  ist in der Regel 

im ganzen Raum E definiert. Den Begriff der (gleichmiissigen) Stetigkeit fassen 

wit wie iiblich. Jede in einer beschr:,tnkten abgeschlossenen Punktmenge yon E 

(etwa in einer abgeschlossenen Umgebung Ix]_-- < l) stetige Funktion ist in dieser 

Punktmenge beschr~nkt und gleiehm~issig stetig. 

Ein Element t nennen wir ein zu ~ gehSriges Verschiebungselement yon 

f ( x ) ,  falls fiir alle x 

If(x + t ) - f (x) l  =< 

Defini t ion.  Eine stetige _b'~ktio~ f (x)  heisst fastperiodisch, falls  f i ir  jedes 

e > o die Menge der Verschiebu~gselemente t = t(e) relativ dieht ist. 

I. 5 Jede fastperiodische Funktion f ( x )  ist in E beschr~nkt und gleich- 

m~ssig stetig, vgl. z. B. Bohr [I], S. 29. Wir beweisen etwa die gleichmfissige 

Stetigkeit. Gegeben sei ein e > o. Wir bestimmen ein 1 > o derart, dass j e d e s  

Element x' aus E geschrieben werden kann 

x' -~ y' + t, 

wobei t ein t ( ~ ) u n d  ] y ' [ < l  ist. Zu diesem / bestimmen wir ein o < 6 < 1 ,  

derart dass fiir je zwei Elemente y', y" der Punktmenge [y[_--< 2 l 

I f ( S )  - f ( y ' ) l  < *- sofern lY '  - -  v'l < 
3 
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Wenn nun zwei Elemente x', x" gegeben sind, fiir welche 

(i.52) Ix ' -x"l  

so setze man, fiir dasselbe t wie in (I. 5 I), 

Es ist Ix ' - -*" l= lv ' - - , ," l ;  
Also gilt 

Nun ist aber 

(I. 54) If(Y' + t) --f(Y')[ < ~'  
3 

und daher 

x " =  y" + t. 

wegen [ y ' [ <  1 und (I.52) ist also [y"[<21. 

[f(y") - - f (y ' ) ]  < ~-. 
3 

[f(y" + t ) - - f (y")[  < ~-, 
3 

I f ( x " ) - f ( x ' ) l  < 

Womit bewiesen ist, dass f (x )  gleichmitssig stetig ist. 

1.6 Fiir Bohrsche Funktionen gilt folgendes. Wenn f(x)  fastperiodisch ist, 

so sind es auch die Funktionen cf(x) (c ist eine Zahl), f(x), f (x)  ~ und, falls 

If(x) l>= g > o, auch f(x) -1. In  dieser Norm lassen sich die Behauptungen nicht 

auf unsere Funktionen iibertragen, weft fiir die Elemente ~ aus H die Bildungen 

c ~, ~ ~.o, ~-1 nicht postuliert sind. Aber man bedenke, dass fiir Bohrsche Funk- 

tionen die eben genannten Behauptungen in der folgenden Behauptung enthalten 

sin& Man betrachte in der kartesischen (u, v)-Ebene den Wertevorrat der Funk- 

tion f (x)-= u(x) + iv(x). Auf diesem Wertevorra~ sei eine gleichmiissig stetige 

Funktion ~v(u ,v ) -  ~o(w) gegeben. Dann ist die Funktion g(x )=qp  (J'(x))~ 

----- qD (u (x), v(x)) wiederum fastperiodisch. Diese Formulierung l~isst sich auf un- 

seren Fall folgendermassen verallgemeinern. 

.Man betrachte den tVertevorrat der fastperiodischen Funktion ~ = f ( x ) i m  

YI-Raume. A u f  dem Wertevorrat sei eine .qleichmdssig stetige l"unktion -~*=9  (~) 

definiert, deren Werte ~* in einem Raume I1" gelegen sind, welcher allen iiber H 
gemachtepz Yoraussetzungen gem~'gt. Dann ist die Fu~&tio~ 

= (f(x)) 
wiederum f astperiodiseh. 

Denn offenbar ist die Funktion ~0(f(x)) als gleichmgssig stetige Funktion 

einer gleichmiissig stetigen Funktion wiederum gleichmiissig stetig. Zu e > o 
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> o, so dass ffir zwei Wer te  ~t, ~.o des Wer tevor ra t s  yon 

- - - <  

Is t  t ein t (~) der Funkt ion  f(x), so ist fiir alle x 

]f(t + x ) - -  f(x)] < 
und daher 

]9 ( f ( t  + x ) ) -  9 (f(x)) ] ~ ,, 

und demnaeh ist t ein t(,) der Funkt ion 9(f(x))"  A l s o  sind die t ( , ) d e r  letzteren 

Funkt ion  relativ dicht. 

1. 7 Ebenso wie bei Bohr  [I], S. 33 beweist~ m a n :  

�9 Falls ei~e I'blge vo~7 fastperiodischen 1,~o~ktionen gleichm&sig in $: konvergiert, 
so ist auch die Grenzfunktion fastperiodiseh. 

w 2. Normalfunkt ionen.  

Nunmehr  kommt  tier e twas .schwier igere  Satz an die Reihe, dass die Summe 

zweier fastperiodischer Funkt ionen  eine ebensolche Funkt ion  ist. Um ihn zu be- 

weisen, werden wit  die fastperiodischen Funkt ionen dutch Normaliti~tseigenschaften 

charakterisieren, vgl. Bochner  [I], w 5, Favard  [I], w 2, Besicovitch Ix], S. IO. 

2. x Def in i t i on .  Eine stetige Fm~ktion f(x)  heisst eine Nor malfunktion, falls 
jede l~blge von JElementen {h,~} am E eine Teilfolge {k,} enthYlt, fiir welche die 
Funktione~folge { f ( x  + ]Cn)} gleichmdssig in E konvergiert. 

2.2 H i l f s s a t z .  Gegeben sei eine fastperiodische Funkt ion  f (x)  und eine 

Elementefolge {hi}. Zu jedem e > o existiert eine Teilfolge {hat}, derart  dass 

der Betrag  der Differenz je zweier Funkt ionen f ( x  + h,i) kleiner als e ist. 

Zum Beweis schreiben wir jedes hi in der Gestal t  

h i -  t; + ri, 

t ( 4  ) und [ r , ]< l  ist [;l ist; von i unabhiingig]. Es sei r sin w o b e i  t; 9 ] n  

t tgufungspunkt  der Menge ri. Man betrachte ein ~ > o, derart  dass 

I f ( x " ) - - f ( x ' ) ]  < s 
2 

2 0 - a a 4 a .  aet~ mathemat~ca. 61. lmprim6 ]e 11 lnai |933. 
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sofern nur  

I x " - ~ ' l  < 25. 

Dann  geniigen diejenigen hi, fiir welche I r i - - r  I < 6, unserm Hilfssatz. Denn 

es seien hp, hu zwei solche Werte.  Es ist 

Ob. Gr. I f ( x  + hp) - - f ( x  + hq) J = Ob. Gr. I f ( x  + t,, - -  tq + rv --  ,'~) - - f ( x )  l 

--<_ Ob. Gr. I f ( x  + tv --  t(, + r,,-- rq) -- f ( x + r  v -  ,'q) l+ Ob. Gr. I f ( x  + ,)~--,'q)--f(x)I; 

jeder der zwei letzten Terme ist kleiner alE ~- 
2 

r 

Verschiebungselement und I1"~- - rq l<  2 d ist. Also ist 

I f ( x  + hp) - - f ( x  + h~)I < e. 

Auf Grund dieses Hilfssatzes finder man sehr leicht durch Anwendung des 

Diagonalverfahrens,  wie bei Besicovitch [I], S. ~I: 

Jede fastperiodische l"u~ktion f ( x )  ist ~or~nal. 

Es besteht aber auch die Umkehrung:  

Jede ~wrmale Fu~Tktion f ( x )  ist fastperiodiseh. 

Denn angenommen, dass f ( x )  nicht  fastperiodisch ist. Dann gibt es ein 

e > o fiir welches die t(e) yon f ( x )  nicht relativ dicht sind. Man nehme ein 

beliebiges Element  h 1 und eine Zahl l~ > ] h  1]. Es existiert ein Element h~, in 

dessen /~-Umgebung kein t (~) vorkommt. Zu dieser Umgebung geh5rt  h~ -- h~; also 

ist dieses Element kein t(e). Nunmehr  bestimme man eine Zahl l s > (I hj [ + ] h~ ]) 

und ein Element  hE, dessen /s-Umgebung kein t(~) enthRlt. Die Elemente h 3 - -h i ,  

h s --h.~ sind dann keine t(e). So for t fahrend bestimme man Elemente h4, h 5 . . . .  

in der Weise; dass kein Element hp--h,~ ein t(e) ist. Dann ist 

Ob. Gr. ] f ( x  + h~) - - f ( x  + hq)] --  Ob. Gr. I f ( x  + hp --  hq) - - f ( x )  l > e. 

Die Fo!ge { f ( x  + h,,)} enthiilt demnaeh keine gleichm~issig konvergierende Teil- 

folge, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f ( x )  normal ist. 

2.3 Man finder leicht, dass die Summe zweier Normalfunkt ionen wiederum 

normal ist. Also haben wir den Satz: 

Die Summe zweier fastperiodischer Fm~ktio~en ist wiederum fastperiodi.~'ch. 

, da t v - t ~  ein z u -  gehSriges 
2 
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Iterr Bohr folgerte diesen Summensatz aus dem sch~irferen Satz: 

Zwei bdiebige fastperiodische Fu~ktio~en besit~e~ fiir jedes ~ > o rdativ dichte 
gemei~2same Verschiebu~gselemente. 

Wir wollen umgekehrt diesen schgrferen Satz auf den schwiicheren Summen- 

satz zuriickfiihren, durch Heranziehung der Verschiebungsfunktionen, vgl. Boch- 

ner [I], ~ 5 und Bochner [2], w 8. 

2.4 Es sei f (x )  eine fastperiodische Funktion. Unter der Verschiebungs- 
.fm&tion v/(t) yon f (x)  verstehen wir die fiir alle t aus E definierte Funktion 

v/(t)  -= Ob. Gr. I f ( x  + t) - f ( x )  l. 
x r  

Offenbar sind fiir jedes e > o die Verschiebungselemente t(e) yon f (x)  diejenigen 

Werte t, ffir welche v/(t)<= ~. Also liegen fiir jedes e diejenigen t, fiir welche 

~:/(t) <= e, iiberall dicht. 

Die Funktion v(t)=--v/(t), deren Wertebereich / /  aus den reelle n Zahlen 

besteht, erfiillt die folgenden Bedingungen: 

a) v ( t ) ~  o ,  v (o) - -  o 

b) v ( "  t)::= v(t) 

c) v (t, + t~) _-<_ v (t,) + , (t..) 

d) v(t) ist fastperiodisch. 

Es seien nun f (x )  und g (x) zwei beliebige fast~periodische Funktionen. Die Summe 

v/(t) + vu(t ) erfiillt die Bedingungen a), b), c) und, nach dem Summensatz, die 

Bedingung d). Fiir jedes e sind also diejenigen t, fiir welche 

I v j ( t )  + vg(t)  - v f (o )  - v:,(o) I - -  v~(t) + vg(t)<= ~, 

also umsomehr diejenigen t, fiir welche 

zugleich v/(t) <= ~, vg (t) ~ ~, 

iiberall dicht. Damit ist die obige Versch~irfung des Summensatzes bewiesen. 

2.5 Als ()berleitung zu den Betrachtungen des n~chsten Paragraphen 

bemerken wir folgendes. Die g e m e i n s a m e n  Verschiebungselemente yon fast- 

periodischen Funktionen in beliebiger e n d l i c h e r  Anzahl sind relativ dicht. 
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w 3. Majorisierbare Mengen. Uberfunktionen. 

3" I Es sei {ft.(x)} eine Menge yon gleichartig besehr~tnkten fastperiodischen 

Funktionen; der Index v kann eine beliebige Indexmenge N durchlaufen. Es sei 

in E eine weitere fastperiodische Funktion ~ '=f (x )  definiert, deren Werteraum 

H '  nicht mit dem Werteraum H der Funktionen f i  (x) iibereinzustimmen braucht. 

Wir  sagen, dass die Klasse {f~(x)} majorisierbar ist, und nennen f (x)  ihre Majo- 

rante, falls fiir alle ~ N und t ~ E  

Ob. Gr. If,(x + t ) - f ,  (x) l_-< Ob. Gr. [f(x + t) -- f(x)[,  
x ~ E  x ~ E  

oder, in den Verschiebungsfunktionen ausgedriickt, 

vs, (t) _-< ~:s (t). 

3.2 Wenn die Funktionen der Klasse {f,(x)} majorisierbar sind, so sind 

sie gleichartig beschr~nkt, gleichartig gleichmSssig stetig und gleichartig fast- 

periodisch (; das letztere soll besagen, dass zu ]edem e rela~iv dichte gemeinsame 

Verschiebungselemente vorhanden sind). Wir wollen zeigen, dass umgekehrt jede 

Klasse {f,(x)} mR diesen Eigenschaften eine Majorante besitzt. 

Wir belegen die Indexmenge N irgendwie mit (gleichen oder verschiedenen) 

Elementen ~ aus H, und machen nur die e ine  Einschriinkung, dass fiir jede 

einzelne Belegung die Elemente ~ beschr~tnkt sind. Jede solehe Belegung 

fassen wir als Element eines neuen Raumes H' auf, in welchem wir die Addition 

durch 
{~,} + / ~ , }  = {~, + v,} 

und den Betrag durch 

I~'l = Ob. Gr. I ~ 1  

definieren. Man verifiziert leicht, class dieser Raum H '  alle fiir H getroffenen 

Voraussetzungen erfiillt. Die fiir alle x c E durch die Festsetzung 

f (x)  -: If ,  (x)} 

definierte Funktion (mit Werten aus H')  ist wegen 
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]fi(x + t)--f,.(x)] ~ ]f(x + t)--f(x)] 
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eine fastperiodische Funktion, und zwar eine Majorante yon f(x). 
Die eben definierte Funktion ~'--f(x) werden wir eine Ube~funktion der 

(majorisierbaren) Klusse {f,(x)} nennen, und entsprechend den Raum H' einen 

~ b e r r a u m  yon H. 

Die Heranziehung der ?2berfunktion hat auch dann Interesse, wenn die 

Ausgangsfunktionen {fi(x)} Bohrsche Funktionen sin& Die t~berfunktion ist 

dann eine auf der reellen Achse definierte abstrakte Funktion, welche die ge- 

gebenen ))konkretem) Funktionen zu einem einheitlichen fastperiodischen Gebilde 

zusammenschweisst. 

3.3 Mi~ Hilfe der ~'berfunktion finder man auf Grund yon 2.2 folgendes. 

Damit eine Menge yon gleichartig gleichm~issig ste~igen fastperiodischen Funk- 

tionen {f,.(x)} majorisierbar is~, ist notwendig und hinreichend, dass jede Folge 

yon Elementen {h~} aus E eine Teilfolge {k,} enth~It, ffir welche die Folge der 

Funktionen 

f ,  (x + k~), f ,  (x + k~) . . . .  

gleichartig in v gleichm~ssig konvergiert. 

3.4 Falls eine Folge 

A(x), f~(x), . . .  

majorisierbar ist und auf jeder beschriinkten Punktmenge in E gleichmiissig 

konvergier~, so ist sie auch iiberall in E gleichm~ssig konvergent. Denn man 

bestlmme zu e > o eine Liinge 1 > o, so dass die/-Umgebung eines jeden Punktes 

in E ein t(e) der Uberfunktion enth~ilt. Jedes x aus E kann dann geschrieben 

werden 

x = - y +  t, 

wobei t ein t(e) und ] y] < l i s t .  Wenn nun n 0 so beschaffen ist, dass fiir m, n > n o 

und ]y] < 1 

If,, (v) - f , ,  (v) l =< ~, 

so ist 

If~(x)--fn(~) i----< ]fm(Y + t)"- f~(v) ] + if,~(U + t)--f,~(V)] + if,,(V) - - ~ ( v ) i  

---<-3e, 

W. Z. b.  w .  
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]=lieraus finde~ man die nachfolgenden S~tze, Bochner [I], w 5, die wir im 

folgenden nicht benStigen werden. 

Falls E separubel ist (d. h. eine abz~ihlbare Menge yon iiberall dicht liegenden 

Punkten enth~lt) und falls H die Kompaktheitseigenschaft besitzt, so enth~lt jede 

majorisierbare unendliche Menge yon fastperiodischen Funktionen eine in E 

gleichm~issig konvergierende Folge. ~: 

Wenn umgekehrt jede Untermenge einer Klasse yon fastperiodischen Funk- 

tionen eine gleichm~ssig konvergierende Folge enth~ilt, so ist die Klasse majori- 

sierbar. 

3.5 Fiir die Betrachtung der (~berfunktionen yon Bohrschen Funktionen 

wird die folgende Bemerkung eine Rolle spielen. 

Wir nennen den Werteraum H koml~lex-li~ear, fails er ausser den Voraus- 

setzungen aus I. 3 noch die folgende befriedigt. Mit irgendeinem ~ aus H und 

irgendeiner komplexen Zahl a, ~ die komplexen Zahlen brauchen nlcht in H 

enthaRen zu sein - - ,  kann man innerhalb yen H die >>Multiplikation)> a~ aus- 

fiihren, gem~ss den Rechengesetzen 

wobei . la l  den gewShnlichen absoluten Betrag yon a bedeutet. 

Nun finder man leicht folgendes. Wenn der Raum H komplex-linear ist, 

und wenn man bei der Bildung eines (!berraumes H' fiir die Multiplikation mit 

a die Festsetzung 

trifle, so is~ auch H '  komplex-iinear. 

Insbesondere ist also der Werteraum 

Funktionen ullemul komplex-line~r. 

einer ()berfunktion von Bohrschen 
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w 4. Abbildungen. 

Unter einer Abbild.u~g verstehen wir eine ein-eindeutige Abbildung des 

Raumes E auf  den Raum H. 

Es sei c ~= o, f ( x )  eine reelle Bohrsche Funktion,  und 

y = c x + f ( x )  

sei eine Abbildung der reellen Graden auf  sich selber. Die inverse Abbildung 

kann m a n  in der Form 

x = c -1 y --  ~ (y) 

ansetzen, wobei ~(y) eine gewisse reelle Funktion '  auf der reellen Achse ist. In  

einer Arbeit von Bohr und Jessen [I], in welcher die Struktur  tier Funkt ion ~(y) 

untersucht  wird, wird unter  anderem bewiesen, dass die Funkt ion ~v (y) bereits 

dann fastperiodisch ist, wenn sie gleichm~issig stetig is~. Diesen Satz kann man 

erheblich verallgemeinern. Nur miissen wir vom Raume H verlangen, dass er 

ebenso wie E die Kompakthei tse igenschaf t  besitzt. 

4. I Wir  bezeichnen m i t  

iro'endeine Abbildung yon ,by auf H, welcl/e mi tsamt  ihrer Umkehrung x : c  - i  (~) 

gleichm~ssig stetig und additiv ist: 

c (x~ + x.~) = c (x~) + c (x~), c-~ (~ + ~,,) -- c-~ (~,) + c -~ (~). 

Es sei weiterhin eine 

Funkt ion  

(4. I~) 

eine Abbildung vermittelt.  

(4. ~2) 

wobei 9~(~) eine gewisse 

fastperiodische Funkt ion f (x )  gegeben, derar t  dass die 

= c (x) + f (x )  

Die inverse Abbildung l~sst sich schreiben 

x = e - 1  (~) - ~ (~), 

Funkt ion in H mit~ Wer ten  aus E ist. Wi r  werden 

beweisen, dass die Funkt ion ~v(~) bereits dann f~tper iod!sch ist, wenn sie gleich- 

m~tssig stetig ist. Zum Beweise werden wir zeigen, dass man aus .~eder Folge 

yon Elementen {~n} aus H e i n e  Teilfolge {r.n} ausw~hlen kann, ffir welche die 

Funk t ionenfo lge  {q~(~ + z,~)} gleichm~issig konvergiert.  
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4" 2 Wenn  man ~ aus (4-I I) in (4. I2)-einsetzt, so ents teht  

(4.2 I) c - '  (f(x)) = 9 (c (x) + f(x)) .  

Es sei {17,, } eine beliebige Folge. Wenn  man schreibt: h,, = e-l(V,,), und in (4.2I) 

x durch x + h~ ersetzt, so ents teht  

c -~ ( f ( x  + hn)) = q~ (c (x) + ~Tn + f ( x  -r h,,)). 

Da zugleich mit f ( x )  auch c -~ (f(x))  eine fastperiodische Funkt ion  ist, so kann 

man auf  Grund yon 2.2 eine Teilfolge {k,~} der Folge {h,,} angeben, fiir welche 

die Funkt ionenfolgen {c - ~ ( f ( x  + k,~))t, { f ( x  + k~)} zugleich gleichm~issig konver- 

gieren. Wenn  man" die Grenzfunktion der zweiten Folge mit g(x) bezeichnet 

und c ( k n ) =  x~ setzt, so ergibt  sich aus 

e--' ( f ( x  + k,,)) = 9o (c (x) + Xn + f ( x  + k,~)), 

wenn man die gleichmiissige 

Funktionenfolge 

Stet igkeit  der Funkt ion ~0(~) benutzt,  dass 

1~ (~ (x) + a (x) + ~.)) 

die 

gleichm~i.ssig in ~g konvergiert.  Die Folge {x,} ist eine Teilfolge yon {~n}. Wenn  

wi r  noch zeigen kSnnen, dass jedem Element  ~ aus H ein Element  x aus E 

entspricht,  fiir welches 

= c (x) + ~ (x), 

dann ist erwiesen, dass die Folge {q~(~ + x,,)} gleichm~issig in l I  konvergiert,  und 

wir sind fertig. 

4.3 Zu jedem A > o existiert ein B > o, derart  dass aus Ic(x) l <  A folgt  

Ix] ~ B .  Anderenfal ls  ggbe es eine Folge {xn}, fiir welche I c(xn)[ <=A und 

I x,, I ~ or Die unendliche Menge ~,, - -  c (x,) hat  mindestens einen Hi tufungspunkt  ~. 

Da fiir solche ~n, welche gegen ~ konvergieren, c - 1 ( ~ -  ~,,) beliebig klein wird, 

so folgt  aus 

~.,, __ ,:-~ (~) __ ~ - I  (~ __ ~,,), 

(lass [ x n l ~  ~ nicht mSglich ist. 

4 . 4  Zugleich mit  (4. II) sind auch die Funkt ionen 

~-- c (:r) + f ( x  + k,,) ~ e (x + s + f ( x  + k,,) --  z,, 
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Abbildungen. Zu lest vorgegebenen ~ gibt es also eine Folge {x,,}, ffir welche 

.... c (x,) + f ( x ,  + k,,). 

Da nun die Funktionen { f ( x  + X,,)} gleichartig beschriinkt sind, so folgt aus 4.3 

dass die Folge {x,} beschriinkt ist. Eine Teilfolge yon ihr konvergiert also gegen 

ein Element x. Da c(x) eine stetige Funktion ist und die Funktionen { f ( x +  k,)} 

stetig gegen g (x) konvergieren, so gilt fiir dieses Element x 

- c (x)  + a (z ) .  

Also besitzt die letzte Gleichung fiir jedes ~ eine LSsung x, was noch zu 

beweisen verblieben war. 

w 5. Integration. 

Von Bohl und Bohr ist bewiesen worden: falls das Integral einer fast- 

periodischen Funktion beschriinkt ist, ist es fastperiodisch. Ffir diesen Satz hat 

Favard [I], w 3 einen neuen Beweis gegeben, welcher auf den NormalW, itseigen- 

schaften der fastperiodischen Funktionen beruht, und fiir abstrakte Funktionen 

aufrechterhalten werden kann. Allerdings kann man jetzt den Ri~umen /~' und 

H nicht mehr diejenige Allgemeinheit belassen, die wir ihnen bisher gewi~hrt 

haben; schon deswegen nicht, well die Existenz eines >>Integrals>> mit den iiblichen 

Eigenschaften an sehr einschneidende Strukturbesonderheiten der Riiume Ir und 

H gebunden ist. Um aber die Beweisidee scharf herauszuheben, wollen wir vor- 

derhand das >>Integral>> durch gewisse axiomatische Forderungen festlegen, ohne 

zu priifen, welche Einschr:,inkungen den R~umen E und H aufzuerlegen sind, 

damit ein diesen Axiomen genfigendes >>Integral>> vorhanden ist. 

5. I Nur zwei explizite Voraussetzungen, und zwar fiber den Raum H, 

wollen wir yon vorneherein aufstellen. Erstens nehmen wir an, dass H nicht 

nur vollstiindig ist, sondern auch die Kompaktheitseige~schaft besRzt. ~ Und zweitens 

machen wir die folgend e Einschriinkung. 

Es sei .Q eine Punktmenge aus It ,  und man addiere zu allen Elementen aus 

_(2 ein festes Element V hinzu; die neue Punktmenge heisse f2'. Wir verlangen 

nun, class fiir jedes beschr i s  o und jedes ~2 4 = o die Punktmenge ~?' nicht 

Teil yon s sein soll, d. h .  dass ~ '  mindestens ein Element enthalten soll, welches 

nicht in ~ vorkommt. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Es wiire yon i n t e r c s s c  festzusVellen, ob diesc A n n a h m e  n o t w e n d i g  ist .  

21--3343. Acta mathematica. 61. Imprim4 le I I nmi 1933. 
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Diese Einschrgnkung ist von selbst erfiillt, wenn H ein komplex-linearer 

Raum ist, vgl. 3.5. Denn angenommen es wgre t~ '~  Y2. Falls g* ein Element 

aus s ist, so is~ ~*+~ in t2' und demnach auch in s enthalten. Wenn nun 

e in  beliebiges Element aus t2 bezeichnet, so finder man indukt.iv, dass alle 

Elemente ~ + n v ,  n = I , 2 ,  3 , . . . ,  in t2 vorkommen. Wegen 

sind aber diese Elemente nicht beschr~nkt. 

5-2 Es sei nun f(x) irgendeine festgehaltene fastperiodische Funktion. 

Wir betrachten ffir alle Elemente h aus E die Funktionen f ( x  + h) und alle 

Funktionen welche gleichm~ssige Grenzwerte soleher Funktionen sind; und wir 

bezeichnen diese gesamte Funktionenmenge mit ,~ (f). Wie fiir Bohrsche Funk- 

tionen gilt folgendes. 1st g (x) eine beliebige Funktion aus ~(f) ,  so ist ~(f)=,~(g),  

d. h. jede Funktion aus ~ ( f )  ist ein g(x + k), wobei k ein Element yon E i s t ,  

oder gleichmi~ssiger Grenzwert solcher Funktionen. 

Es sei jeder Funktion g (x) aus ~ ( f )  eine gewisse, gleichfalls atff E de- 

finierte, stetige Funktion G(x) zugeordnet, welche wir das ~>Integral~> yon g(x) 
nennen, und diese Zuordnuag geniige den folgenden drei Gesetzen: 

I) bei gegebenem g(x) ist die Funktion G(x) bis auf eine willkiirliche 

additive Konstante (aus H) eindeutig bestimmt, 

2) falls G(x) ein Integral yon g(x) ist, so ist, fiir jedes h, G(x + h) ein 

Integral yon g (x + h), und 

3) falls die Folge {g(x+hn)} gleichm~ssig gegen gl(x)konvergiert, und 

falls die Folge { G(x + hn)} im Punkte x = 0 konvergiert, so ist die letztere Folge 

fiir alle x konvergen~ (die Gleichmiissigkeit der Konvergenz wird nicht verlangt) 

und ihre Grenzfunktion G x (x) ist ein Integral yon gl (x). 

Unser Satz lautet nun: 

Falls das Integral F(x) yon f(x)  besehrdnkt ist, ist es eine fastperiodisehe 
f f  unktion. 

Zum Beweise geniigt es zu zeigen, dass jede Folge {h;,} eine Teilfolge {k,~} 

enth~lt, fiir welche die Folge { F ( x +  k~,)} gleichm~ssig konvergiert. D a f ( x )  

fastperiodisch ist, so enth:,ilt jede Folge {h'~} eine Teilfolge {h~,}, fiir welche die 

Folge {f(x  + ha)} gleichm~tssig konvergiert. Unser Satz folgt daher sofort aus 

dem sch~rferen Satz: 
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Es sei F(x) beschriinkt, ffalls fiir eine 1,'olge {h,} die ~tnktionenfolge { f ( x  + hn)} 

gleichmiigsig konvergiert, so ist auch die Funktionenfolge {I,'(x + h,)} gleiehmdssig 
konvergent. 

Den Beweis werden wir in einigen Sehritten erbringen. 

5.3 Wir bezeiehnen mit D.(F) diejenige besehritnkte Punktmenge aus H, 

welehe aus den Werten der Funktion /"(x) und deren Hi~ufungspunkten besteht, 

und nennen sie da.s Bild yon l"(x). Offenb~r haben die Funktionen F(x) und 

F(x  + h) dieselben Bilder. Falls fiir eine Folge {k,} 

(5.31) G (x) : lira l;'(x + kn), 

SO ist oifenbar 

(5.3 2) ~ (e)-~ -(2 (F). 

Fiir eine gewisse Teilfolge {k;,} yon {kn} ist { f (x  + k;,)} gleichm~ssig konvergent. 

Bezeichnet man den Limes mit g(x), so ist nach Gesetz 3)d ie  Funktion (5.3 I) 

ein Integral yon g(x). Nun gibt es eine Folge {l~}, so dass 

f (x)  = gleichm, lim g (x + l,). 

Wegen der Beschr~inktheit yon F(x) ist auch G (x) besehr~inkt, und es gibt eine 

Teilfolge {l',} yon {/,,}, ffir welche 

lira G (l~) vorhanden. 
7 1 ~  ar 

Nach Gesetz 3) ist dann die Folge {G (x + l',)} gegen eine Funktion 2'* (x) kon- 

vergent, welche ein Integral yon f (x)  ist. Nach zuvor bewiesenem ist 

.o. (F , )~=  ~(G) ,  

und dureh Kombination mit (5.32) ergibt sich 

(5.33) 

und daher insbesondere 

(5.34) 

Da F*(x) und I"(x) beides 

F* (x) = F(x)  + 7. 

a (s,':~) ~_ a ( e ) ~  a (1,'), 

(F*) ~= a (V). 

Integrale yon f (x)  sind, so ist nach Gesetz I) 

Hieraus schliesst man leicht, dass das Bild t2 (F*) uus dem 
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Bild t~(F) durch eine Translat ion um rj hervorgeht.  Wegen  (5.34) folgt hieraus 

nach 5. I, dass V = o ,  also l "*(x) - -  F(x),  also Y] (1,'*) --  .Q (b'), also, nach (5.33), 

t2(V) = t] (F). 

Wi r  haben also das Resultat :  falls fiir eine Folge {k,~} 

so ist 

G (x) = lira F ( x  + k,), 
n ~ a v  

.e(G) = ~ (Z,'). 

5.4 Es seien {/,} und {l~} zwei Folgen, fiir welehe die Funkt ionenfolgen 

{ f (x  + 1,)}, { f ( x  + l~)} gegen dieselbe Funkt ion g(x) gleiehm~issig konvergieren, 

und die Folgen {F(ln)}, {l"(/;,)} konvergent  sind. Dann  ist 

(5 .41)  lim 1/(l,~) -- lim F(1;).  
? l ~  ao  ? 1 ~  oo 

Denn naeh Gesetz 3) existieren die Grenzwerte 

G (x) = l im F (x + l,~), G~ (x) = lira I" (x + 1;~) 

und sind Integrale  yon g (x). 

und nach 5.3 ist 

Daher  ist naeh Gesetz I) 

a ( x ) G I  (x) + ,~, 

( ~ ; )  - -  .(~ ( e ~ )  - -  o.  (Z,'). 

Auf Grund yon 5. I i s t  ~ = o ,  also G(x)- -  Gl(x). Fiir x = o  ergibf, dies (5.4I). 

5.5 ge~zt kSnnen wir den eigentlichen Beweis erbringen. Angenommen 

die Folge {F(x  + h,)} w~re nich~ gleichmiissig konvergent.  Dann g~be es ein 

e > o, zwei Teilfolgen {k~}, {k;,} yon {h~} und eine Folge {x,}, derart  dass 

(5.5~) I z,'(~,, + ~,,) - / ~ ( x ~  + k;,)l >=,  (, = ~ ,  ~, 3 , . . . ) .  

Indem man eventuell  die Indexfolge n =: I, 2, 3 , . . .  durch eine Teilfolge ersetzt, 

- -  wir bezeichnen die neue Indexfolge wiederum mit I, 2, 3 , . . .  - - ,  kann man 

noch annehmen, dass die Folgen 

y~ ,T t 

konvergent  sind und die Funkt ionenfolgen 

- t I 

(5.52) I f (x  + x,~ + k,,)}, { / (x  + x,~ + x:,,)~ 



Abstrakte fastperiodische Fuuktionen. 165 

(5.53) {f(x + x, + h,,)} 

gleichm:issig konvergen~ sind. Bezeichnet man den Limes yon (5.53) mit g(x), 

so haben die Folgen (5.52) als Teilfolgen yon (5.53) den gleichen Limes g(x). 
Schreibt man nun 1, x,~ + k~, I" -= = .~ x,  + k,,, so sind also die Folgen {f(x+l,,)}, 
{f(x-~-/~,)} gegen dieselbe Funktion g(x) gleichmiissig konvergent, und die Folgen 

{l"(1,,)}, {F(/~)} konvergieren. Nach 5.4 ist daher 

T ! lira I"(1.) --lim �9 (/,), 

was aber mit (5.5 I) nicht vertriiglich ist. Also fiihrt die Annahme, dass die 

Folge {F(x  + h,)} nicht gleichmiissig konvergiert, auf einen Widerspruch. Damit 

ist unser Satz endgiiRig bewiesen. 

5.6 Es sei nunmehr, wie bei Herrn Bohr, 1; die reelle Achse, aber fiir H 

werde irgend ein komplex-linearer Raum angenommen. Auf Funktionen f(x),  

welche in einem endlichen (oder auch unendlichen) Intervall (a, b) definiert sind 

und Werte aus H annehmen, k a n n  man, wie wir kurz skizzieren wollen, die 

iibliche Riemannsche (auch Lebesguesche) Theorie der Integration und Differen- 

tiation ausdehnen; wegen niiherer Einzelheiten vgl. Kerner [I], Graves [I], 

Bochner [3]. 

Die Funktion f ( x )  sei etwa stetig in (a, b). Man bestimme Teilungspunkte 

a ~ X  0 "~ X 1 < ~7~ < ' . .  < X . - - : < X n  ~ b, 

in jedem Intervall x,. ~ y < x~+: einen Punkt y,, und bride die Summe 

n m l  

y ,  (x ,+ ,  - 
v ~ 0  

Sie ist ein Element aus H, und genau wie fiir reelle (bzw. komplexwertige) 

Funktionen zeigt man, dass diese Summe, falls die maximale Liinge der Teilungs- 

sich beliebig wenig yon einem Element aus H intervalle geniigend klein ist, 

unterscheidet, welches als das 

f f(x) d x 
a 

bezeichnet wird. Es bestehen unter anderem die folgenden Rechenregeha. 
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f ( ~ )  

und f(x) 

i) 
(l 

b 

c b b 

f ,lx,.,x+ f,I..,..-- f,r 
o a 

2) f r d x  = 

dx 

7 ( b -  a); 7 is~ eine Konstante (aus H) 

o 

b b 

3) f . .(x),x - ~  wobei en~weder 7 eine Konstante aus II und 
a a 

eine komplexe Funktion istl oder umgekehrt 7 eine komplexe Konstante 

eine abs~rakte Punktion ist 

b b 

a g 

b b h 

f m(x"x +- f 
a a a 

b b 

f )) s (s, 6) fn (x d x -- ,(x) d.c, falls die Reihe f,~ (x) gleichmiissig 
~ 1  n = l  '~ n = l  a a 

im endlichen Intervall (a, b) konvergiert. 

Die Ableitung yon f(x) is~ wiederum durch 

lim f {x  + h)-- f(x) 
h+ h 

definier{. Man zeigt leicht, dass 
x 

( l  

und (was etwas heikler is~) 
5 

f f ' ( x )  d x  = y (b )  - -  f ( a ) .  

f l  

Auf Grund des Letzteren existiert fiir jede stetige Funk~ionf(x)das  unbestimmte 

Integral der iiblichen Art, und falls eine solche Funktion f (x)  fastperiodisch ist, 

�9 so ist, wenn noch H die Kompaktheitseigenschaft besitzt, auf ihr Integral der 

Sa~z aus 5.2 anwendbar. 
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I1. Die Schwingungseigenschaften. 

w 5. Fourierreihen. Der Approximationssatz. 

Es diirfte keine leichte Aufgabe" sein, die Bohrsche Schwingungstheorie fiir 

den Fall aufrechtzuerhalten, dass der Raum E seiner gruppentopologischen 

Struktur nach komplizierter als die reelle Grade ist, vgl. Peter und Weyl [i], 

S. 755. Jedenfalls wollen wi r  uns dieser Aufgabe nicht unterziehen, sondern 

fiir den Rest dieser Arbeit nur den Fall er5rtern, dass E die reelle Grade ist. 

Und um fiir den Aufbau der Fourierreihen einen bequemen Integralbegriff bereit 

zu haben, wollen wir noch den Raum H dahin einschr~inken, dass er, wie am 

Ende des vorigen Paragraphen, komplex-linear ist. ~ Gemessen an der im vorigen 

Abschnitt zugelassenen Allgemeinheit der R~iume /~' und H, kSnnten die nunmehr 

zu betrachtenden abstrakten Funktionen als sehr >>spezielb> und yon den Bohrschen 

Funktionen nur ))sehr wenig)) verschieden erscheinen. Wir werden aber sehen, 

(lass noch eine interessante Abweichung gegeniiber den Bohrschen Funktionen 

eine Rolle spielt. 

6. i Es sei f(x) eine abstrakte und g(x) eine komplexe Funktion. Da in 

H die Multiplikation eines beliebigen Elements mit einer beliebigen komplexen 

Zahl definiert ist, so ist auch f (x)g(x)  eine abstrakte Funktion. Wenn nun die 

Faktoren f(x), g(x) fastperiodisch sind, so ist es auch das Produkt f (x)g(x) .  
Denn die u v/(t), v.q(t) sind Bohrsche Funktionen und haben 

daher relativ dichte gemeinsame Verschiebungszahlen. Da aber diese Verschie- 

bungszahlen auch Verschiebungszahlen von f(x), g (x) sin(t, so ergibt sich nunmehr 

die Fastperiodizit~t yon f (x )g  (x) aus 

I.f(x + t)g (x + t)-- f(x)g(x)l  ~ I,f(x + t) l I g(x + t)--g(x)] + I f (x  + t)-- f(x)l  Ig(x)I. 

Insbesondere ist also, falls a ein Element aus H ist, und ;~ reell ist, das 

Produkt ae ~.~ eine (abstrakte) fastperiodische Funktion. Daher ist es auch jedes 

Exponentialpolynom 

( 6 .  ,,) = a l  �9 + a ,  x + . - .  + a,, ei 'n 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

i Aber wir  heben hervor, dass wir  von ihm nur  die Vollsttindigkeit, n icht  aber auch die 

Konlpakthei tseigenscha ft voraussetzen. 
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F 
und jeder gleichm~issige Limes von solchen Exponentialpolynomen | insbesondere 

[_ 

- ] also die Summe einer gleiehmiissig konvergierenden Reihe ~ a~ ea,, ~ . Es entsteht  

nunmehr dig Frage, ob, wie im Bohrsehen Falle, hiermit a11e fastperiodischen 

Funktionen erschSpft sind, d. h. ob man jede fas~periodisehe Funktion durch 

Funktionen der Gestalt (6. I I), mit abstrakten Koeffizienten a~ und reellen Ex- 

ponenten Z,,, gleichm~issig (in --~ < x < :~) approximieren kann. 

Genau wie fiir Bohrsehe Funktionen zeigt man, dass ffir jede fastperiodisehe 

Funl~tion f(x)  tier >>Mittelwert>> 

T 

�9 I 
/" . 

hm ~ I f ( x )  dx : ~ {f(x)} 
Tr* ~c T J  

0 
existiert, und dass sogar 

c + T  

' f ,  9J~ If(x)} = lim j'tx) dx gleichmSssig in c. 
T ~ T  

c 

Da das Produkt  yon f (x)  mit der komplexen Funkt ion  e -iz~ nach obigem wiederum 

fastperiodisch ist, so existiert demnach fiir jedes reelle Z die GrSsse 

a (Z) -- ~)~ {f(x) e-i~'~}. 

Fiir Bohrsche Funkt ionen wird nunmehr  gezeigt, dass fiir je endlich viele 

untereinander  verschiedene Zahlen ~.~, )..~ . . . .  , )., die Besselsche Ungleichung 

~,1~, (X,,)I -~ < ~ {If(x)I'-'} = C 

besteht, t l ieraus folgt dann, dass nur  fiir hSchstens 

). :=-//1,-//~, . .  �9 die Gr5sse a(Z) yon Null verschieden ist. 

GrSssen a(A,,)--~ A,~ wird dann formal die Fourierreihe 

abz~ihlbar viele Zahlen 

Mit den dazugeh5rigen 

angesetzt. Dann wird nach der einen oder anderen Methode die entscheidende 

Beha}lptung bewiesen, dass die Parsevalsche Gleichung 

~,]A,, 1-~ .-:- 9]l {If(t)I "~ } 
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besteht. Aus dieser Gleichung folgt dann unmi~telbar der Eindeutigkeitssatz 

(, dass zwei fastperiodische Funktionen die in ihren Fourierreihen iibereinstim- 

men auch schon identisch sind,) und naeh der einen oder anderen Methode der 

Approximationssatz. 

Dieser Weg is~ fiir unsere abstrakten Funktionen niche gangbar. Denn 

schon das iibliche Verfahren zur Ilerleitung der Besselschen Ungleichung ver- 

sagt, und man kann zeigen, dass dies nicht etwa zufs am Verfahren liegt, 

sondern dass die Besselsche Ungleichung tatsiichlich aufhSrt, vgl. Bochner [4]. 1 

Wir werden aber auf anderem Wege zeigen, dass alle Bohrschen Ergebnisse, ab- 

gesehen natiirlich yon der Parsevalschen Gleichung, erhalten bleiben. 

6. 2 Wir ziehen die Verschiebungsfunktion v/(t) der Funktion f (x)  heran. 

Sie ist eine Bohrsche Funktion. Auf Grund des Fundamentalsatzes besteht daher 

zwischen ihren Fourierexponenten tt 1, #9, # 2 , . . .  und ihren Verschiebungszahlen 

der folgende Zusammenhang, vgl. Bohr [2], S. I m. Zu jedem ~ > o gibt es ein N; 

und ein o <'6 < z ,  derart dass jede LSsung der N Kongruenzungleichungen 
2 

I t , ,  I =< ~ (mod 2 ~r) n = ~, 2 , . . . ,  N 

eine Versehiebungszahl t(e) ist. Nunmehr betracDben wir den Modul yon v/(x), 

d. h. die Gesamtheit derjenigen (abzii.hlbar vielen) reellen Zahlen, welehe man 

linear aus endlieh vielen Exponenten #,~ mit ganzzahligen Koeffizienten zusam- 

mense{zen kann. Es sei nunmehr ~ eine reelle Zahl welehe nieht diesem Modul 

angehSrt. Auf Grund des eben erwghnten >>Zusammenhanges>> kann man, vgl. 

Bohr [2], S. I I3, zu jedem ~ > o eine Verschiebungszahl t 0-= t(e) angeben, fiir 

welehe 

I to ' ~ -  ~1 < -~(mod 2~r), 
2 

und demnach 

(6.2I) I I - -  e-- i '~  I :~  I .  

Nun ist abet to aueh ein t(e) fiir f (x) .  Aus 

T+to 

a 0 . ) =  lim ~, f f (x)e- iX~dx=e- '" togJ~{f(:c+ to)e -'~'} 

to 

= e-ia to a (Z) + e -iz to 937~ { I f  (x + to) -- f (x)] e-i" x} 

1 Wir  werden h in te rher  in w 8 Bedingungen  fiir die Giil t igkeit  der  Besselschen Ungle ichung 
angeben.  

22--3343, Acta mathematica. 61. Imprim6 ]e 12 mai 1933. 
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folgt  daher 

und, wegen (6.2I), 

Da aber e beliebig klein sein kann, so ist a().)-=o. Also hSehstens ffir die- 

jenigen .~, welehe im Modul der Versehiebungsfunktion v/(t) enthal ten sind, kann 

tier Fourierkoeffizien~ a(~) yon f (x )  von Null verschieden sein. Also existiert 

aueh fa r  f ( x )  eine Fourierreihe 

f ( x )  ~ ~_~ And~n ~ . 

Fiir Bohrsche Funkt ionen ergibt sich sofort aus der Besselscheu Unglei- 

chung, dass A~-o o fiir n--~ ~ .  Das miissen wir jetzt  anders beweisen. Genau 

so wie de la Vall6e-Poussin fiir Bohrsche Funkt ionen gezeigt hat,  vgl. Bohr [I], 

S. 6o/4, zeigt man auch fiir unsere Funkt ionen folgendes: 

I) zu jedem e gibt es ein ~o, so dass l a(~)l ~ e fiir I~1 ~ ~0, 

2) falls ~ { f ( x ) }  = 0 so gibt es zu jedem ~ ein ~, so dass la(~)l ~ ~ fiir I~1 < d. 

Wende t  man 2) auf die Funkt ion  f ( x )e - iA~- -~ /~{ f (x )e  -~A~} an, wobei l /  

beliebig, so findet man leicht folgendes: 

2') zu jedem z/ gibt es zu jedem e ein ~, so dass ]a(~)l =< e fiir o < IA -- ~1 < d. 

Aus I) und 2') ergibt sieh dann auf Grund des Borelsehen Uberdeekungs- 

satzes, dass fiir jedes e > o nur  endlieh viele I A n l >  e sin& D . h .  aber dass die 

Folge An eine Nullfolge is~. 

Wei terhin  ist leieht zu sehen, dass der Addit ion zweier fastperiodiseher 

Funktionen,  der Multiplikation einer fastperiodisehen Funkt ion  mit  einer kom- 

plexen Kons tan ten  und der Limesbildung einer Folge von gleiehm~tssig konver- 

gierenden fastperiodiseheu Funkt ionen bei der Bereehnung der Fourierreihen die 

entsprechenden formalen Operationen entspreehen. 

6. 3 Nunmehr  wenden wir uns dem Eindeutigkeits- und Approximations- 

satz zu. Wir  maehen denselben Ansatz wie in Boehner [I] zum Beweis des 

Approximationssatzes fiir Bohrsehe Funktionen.  Dort  wurde folgendermassen 

gesehlossen. Man bezeiehne mit  {tt~} eine Folge yon reellen Zahlen, welehe die 

Fourierexponenten tier gegebenen Bohrsehen Funkt ion siimtlieh enth~tlt (; es kSn- 

hen  a u e h  andere Zahlen in der Folge {t~n} vorkommen, das stSrt nieht). Man 

bestimme zur Polge {tt,,} eine ~Basis~ {an}. Dies ist eine (eventuell abbreehende) 
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Folge 

der Gestalt 

~tn ~ rn ,  1 (~1 -~- rn ,  2 ~2 q- " " " "[- rn ,  qn (~qn 

mit rationalen Koeffizienten r,~,p dargestellt werden kann. 

yon Zahlen, derart, dass jede Zahl tt~ auf eine und ~ur eine Weise in 

Nunmehr bilde man 

mit dem Fej6rsehen Kern 

�9 t ,a 

e-"'-,n sint ] 
ffir beliebige positive gauze Zahlen p, 5rl, N,,, . . . ,  Np, n,, n,, . . . ,  up mit den 

GrSssen 

/~1 ~7-1 ! , ' "  " ,  f i t  - -  . N p !  

die fastperiodische Funktion 

P(x) = ~ t  {f(x + t ) r a M ,  t ) . . .  nn~(k,t)}. (6. 3 1 ) 

Wegen 

finder man, 

unter den 

polynom 

f ( x  + t) ~ Za(.d~)eiA~ ~ eiA, t 

dass P(x) ein ExponentiMpolynom ist, dessen Exponenten. sgmtlieh 

Exponenten yon f (x)  vorkommen, und zwar ist es das Exponential- 

I~d<n~ 

I ~pl < . p  

+ v~#~) d('l~l+" �9 �9 +~p) z . 

Die Funktionen (6. 3I) bilden eine majorisierbare Menge, und zwar ist fiir sie 

die Funktion f (x)  sowohl eine Schranke als auch eine Ma~orante. i Unter den 

Funktionen (6.3 I) gibt es nun Folgen solcher, welche formal gegen die Fourier: 

reihe yon f ( x )  konvergieren. Von jeder solchen Folge wird gezeigt, dass sie 

gleichm~ssig konvergierK Die Limesfunktion einer solchen lest vorgegebenen 

Folge ist also eine wohlbestimmte Bohrsche Funktion g (x), deren Fourierreihe mit 

Es ist zu beachten, dass wir in der vorliegenden Arbeit die gleichartige Beschrtinktheit in 
die Definition des Begriffs ,,majorisierbare Menge,, aufgenommen hubert, was in Boehner [I] nicht 
der Fall  war. 
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der Fourierreihe yon f(x) iibereinstimmt. Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes 

(welcher fiir Bohrsche Funk~ionen aus der Parsevalschen Gleichung gefolger~ 

wird) is~ daher f(x)=-g(x), und f(x) is~ demnach dureh Exponen~ialpolynome 

approximierbar. 

Es sei nunmehr f(x) eine abstrakte fastperiodische Funktion. Wir ziehen 

wiederum eine Basis {an} heran. Aber die Folge {a,d soil vorderhand ~icht nur 

eine Basis fiir die Fourierexponenten yon f(x) sondern auch fiir die Fourier- 

exponenten yon ihrer Verschiebungsfunktion vf(x) sein. A u f  Grund unserer 

bisherigen Kenntnisse fiber die Funktion f(x) kaun man wiederum die Funk- 

tionen (6. 3 I) bilden, und es sind dies wiederum die Exponentialpolynome (6.32), 

und man kann wiederum Folgen 

(6. 3 3) ( x ) , . . .  

yon Polynomen der Gestalt (6.3I) angeben, welehe formal gegen die Fourier- 

reihe yon f(x) konvergieren. Es entstehen nunmehr die Fragen: I) isg jede 

solche Folge (6.33) gleiehmi~ssig konvergent, und 2) wenn ja, is~ ihre Limes- 

funktlon gleich f(x)? Wenn man yon einer Bohrschen Funkt ion  weiss, dass sie 

reinperiodisch, etwa mit der Periode 2z  ist, so kann man diese zwei Fragen in 

einem beantworten, indem man yon den Fej6rschen Polynomen, die nunmehr in 

- 

der Gestalt 

z sin 

i f / (  ) x + t  - - - -  dt  
-z  . sin 

geschrieben werden kSnnen, durch eine direkte Absch~ttzung zeig~, dass sie gegen 

f(x) gleichm~ssig konvergieren. Ffir allgemeine Bohrsche Funktionen kann man 

nicht derar~ verfahren, weil man yon vorneherein nich~ die arRhmetische Struktur 

der Verschiebungszahlen kennt; fiir diese Funktionen wird umgekehrt aus dem 

Approximationssatz der in (6.2) angegebene *Zusammenhang>> erschlossen, welcher 

eine starke arithme~ische Gebundenheit der Verschiebungszahlen enthiillt. Nun 

liegen aber fiir unsere abs~rakten fastperiodischen Funktionen die Dinge so, dass 

wir deren Verschiebungscharakter schon kennen. Denn die Verschiebungszahlen 

yon f(x) sind dieselben wie fiir die Bohrsche Verschiebungsfunktion v/(t), und 

fiir deren Verschiebungszahlen haben wir bereits den obigen >>Zusammenhang>>. 

Es ist daher yon vorneherein zu erwarten, das man unter Benutzung dieses 
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,)Zusammenhanges>) yon unserer Folge (6.33) wird direkt nachweisen kSnnen, 

dass sie gleichm~ssig gegen f (x )  konvergiert. Diese Erwartung best~tlgt sich. 

Diesen direkten Beweis haben Besicovitch und Bohr [I] in etwas anderem Zu- 

sammenhang und etwas anderer Einkleidung erbracht. Wenn man das Symbol 

Du[f,g] fiir den Abstand zweier Elemente f ,  g durch unser Symbol I f - - g l  er- 

setzt, so iibertrggt sich der dort auf S. I 2 - - I 6  gegebene Beweis unver~indert auf 

unseren Fall, und wir wollen ihn daher nicht wiederholen. 

Es besteht also in erster Linie der 

Approximat ionssatz .  

jedem ~ > o ein (abstrakte,~) Exponentialpolynom 

angeben, derart dass 

Fib" jede fastperiodische Funktion f (x )  kann man zu 

N 

Pe(x) ~ Z an e f2nx 

If(x)- P~(x) I ~ ( - ~ < ~ < ~ ) ,  

und man kann es einriehten, dass die E$ponenten ~ ~burierexponenten yon f (x)  sin& 

Hieraus  folgt der 

Eindeutigkei tssatz .  Falls zwei fastperiodische Funktionen f (x) ,  g(x) gleiche 

�9 burierreihen haben, so sind sie identisch gleich. 

Denn f ( x ) - -g (x )  hat die Fourierreihe Null, also kann m a n f ( x ) - - g ( x ) d u r c h  

Exponentialpolynome _P~(x) ~ o approximieren, also ist f (x)  -- g(x) ~ o. 

6.4  Wir  haben gefordert, dass die zur Bestimmung der Exponentialpoly- 

home (6. 3I) gew~hlte Basis {a,~} auch die Fourierexponenten yon vf(t) erzeugen 

soil. Nunmehr lassen wir diese Forderung g~nzlich fallen, und betrachten irgend- 

eine Basis {a~} fiir die Exponenten yon f (x)  selber. ]~/Ian kann gewisse Zahlen 

{a~} hinzunehmen, welehe zusammen mit den {a~} aueh die Exponenten yon 

v/(t) erzeugen. Setzt man nun 

r p 

81 = N I ~ '  " ~ ~p = N ~ '  ~ ,  . . . ,  8'q - ~q~ 

und bildet man mit ganzen Zahlen n l , . . . ,  np; n'l, . . . ,  nq ein Exponentialpoly- 

nom nach der u aus 6. 3, und beriicksichtigt man, dass 

a(~1~1+ .... + ~ + ~ + ,  + ~ )  
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! 
sicherlieh gleieh null ist, falls nur eine der Zahlen ~ ' , , . . . ,  ~z v0n null ver- 

schie4en ist, so finder man, dass dieses Exponentialpolynom genau dasselbe ist, 

wie dasjenige, welches ohne die fl'~, . . . ,~q  gebilde~ ist. 

A u f  Gruncl dessert erweist sich, wie ffir Bohrsche Funktionen, unser Ap- 

proximationsverfahren als ein algorithmisches Verfahren, umbe i  blosser Kenntnis 

der Fourierreihe yon f(x) ,  ohne sonstiges Wissen fiber die Funktion, eine Ap- 

proximationsfolge (6. 33) aufzustellen. Denn man betrachte irgendeine Basis {a,,} 

ffir die Fourierexponenten yon f (x) .  An Hand dieser Basis bilde man die Poly- 

home (6.3I); dann ist jede Folge (6.33), welche formal gegen f (x)  konvergiert, 

auch schon gleichmi~ssig gegen f (x )  konvergent. - -  Es gilt, wie in Bochner [I], der 

Summationssatz .  .Es sei eine Ex2~onentenfolge 

_all, _d 2 , ~1~ . . . .  

gegeben. Man kann ein Schema rationaler Koeffizienten 

(m, n =  1, 2, 3, . . . )  

angeben, in welehem bei festem m nut endlieh vide yon Null versehieden sind, so 

dass fiir jede fast~eriodisehe Funktion f (x)  mit der Fourierreihe 

E ~4n ~iA n x 

(in weleher gewisse A,~ versehwinden kSnnen) die mit ihren Fourierkoeffizienten ge- 

bildeten _Exponentialpolynome 

(6, 4 2) Sin(X) = E Fln~t) An eiAnx 

gleiehmYssig gegen f (x)  konvergieren. 

6. 5 Wie ffir Bohrsehe Funktionen beweist man auf Grund des Approxi- 

mat~ionssutzes, vgl. z. ]3. Besieovitch [I], 8 .53 ,  den folgenden >~Zusammenhang~> 

saint ~>Umkehrung~>. 

Die Funktion f (x)  babe die Fourierexponenten {-/L~}. Zu jedem e gibt es ein 

N und ~, so dass jede Zahl t, welehe den Kongruenzunfleiehungen 

(6 .51)  I -4 . t l  _-< (moa = N 

geniigt, eine Versehiebungszahl t(e) ist. 

Umgekehrt gibt es zu jedem N und 6 ein e, so dass jede Versehiebungszahl 

t =  t(e) den Kongruenzunfleiehungen (6. 5 I) geniigen muss. 
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Wenn  man diesen >>Zusammenhang)> mit  der >>Umkehrung>> des >>Zusammen- 

hanges)> aus 6.2 kombiniert,  so finder man nach der Methode aus Bohr [2], S. 113, 

dass der Modul yon vs(x ) im Modul yon f (x)  enthal ten ist. Andererseits wissen 

wit, class der Modul yon f (x)  im Modul yon vf(x) enthal ten ist. Zusammen- 

fassend haben wir das Resultat :  die _~Ioduln yon f(x)  u nd vf(x) sind einander gleich. 
Eine jede fastperiodische Funkt ion f(x) hat  also nicht  nur  denselben Verschiebungs- 

sondern auch denselben Schwingungscharakter  wie ihre Verschiebungsfunktion 

v/(x), welche letztere Funkt ion eine Bohrsche Funkt ion ist. 

w 7. Approximat ion  major i s ie rbare r  Mengen.  Linear  unabhgngige  

Exponenten. 

7" I Gegeben sei eine majorisierbare Menge {f,,(x)}. Wir  betrachten ge- 

miiss 3.2 und 3.5 ihre l~'berfunktion f ( x ) =  {f,,(x)}, und da der 13berraum I f  
yon H wiederum komplex-linear is~, so ]tat f (x )  eine Fourierreihe 

.'1 
(7" I I )  EAnr 

wobei 

An ---- a(.,//,,) -- ~ {f(t)e-'A,, '}. 

Fiir jedes ). ist a().) ein Element  aus H '  und besteht daher aus >>Komponenten,> 

a(")(s yon dcnen jede ein Element  aus H i s t .  Aus der Definition des Integrals  

yon Funkt ionen mit  Wer ten  aus H' ergibt sich 

a(~)().) = 93~ {or,(/)e-i~t}. 

Wir  zerlegen jeden Koeffizienten A,, in seine Komponenten A I~). Da fiir festes 

). das Element  a().) aus H' nur  dann verschwindet, wenn sfimtliche Komponenten  

a(")(~) verschwinden, so l~sst sich fiir jedes v die Fourierreihe yon fi(x) in der 

Gestalt  

n 

schreiben; natiirlich kSnnen fiir jedes einzelne v einige A~) verschwinden. Aus- 

gehend yon den Funkt ionen f , (x)  haben wir also das Resultat ,  dass die Gesamt- 

heir der Fourierexponenten aller Funkt ionen {f,(x)} hSchstens abzghlbar unend- 

lich ist. 
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Nunmehr approximieren wir die ~berfunktion f ( x ) d u r c h  eine Polynom- 

folge (6.42). Jedes Polynom 

s , , (x )  = Y, ,-I~)A~ r ',,~ 

zerfitllt in die Komponenten 

(7. I3) S~, ,. (x) = ~, r(~ ") AI:')e'Z,, ~ . 

Wegen 

If.,(x)- sin,. (~)1 < I f (~ ; ) -  s.,(x)l 

erhalten wir zusammenfassend das folgende Resultat, vgl. Boehner [I], S. I3O. 

Satz tiber gleichartige Summation.  Jede majorisierbare Menge {ft.(x)} be- 

sitzt eine gemei~same Exponentenfolge {Z/n}. Jede Folge yon gleichzeitig approxi- 

miere~Tden I,~j~rpolynomen 

Sl , ,~ . (x) ,  S 2 , , ( x ) ,  S 3 , , ( z ) ,  . . .  

der Gestalt (7.13) liefert eine gleichartig gleichmffssige Approximation der Funktionen 

f,,(x), d. h. zu jedem ~ gibt es ein N(~), so dass 

I , f , ( ~ )  - s,~,,,(~) I --< ~ ( - -  ~r < x < or 
f i ir alle v u~d m >= N(e). 

7.2 Auf Grund dessen kSnnen wir den folgenden niitzliehen Satz beweisen. 

Konvergenzsa tz  f~r majorisierbare Folgen. Falls die Fourierreihen eider 

majorisierbaren Folge {fi(x)} formal konvergieren, so ist die Funktionenfolge 91eich- 

miir konvergent. 

Denn die Behauptung ist evident, falls die Funktionen f,(x) Exponential- 

polynome mit einer festen Exponentenfolge sind: 

~ .  A o i A n z  f ,  (X) = ~ . . . . . .  ,~, . 
n - - 1  

Im allgemeinen Falle kann man die ft.(x) gleichartig in v durch solche Exponen- 

tialpolynome approximieren. 

7.3 Wenn eine Funktion f (x)  linear unabh~ngige Exponenten hat, so ist 

die Fourierreihe in jeder Anordnung der Terme gleichmiissig konvergent; vgl. 

den Beweis fiir Bohrsche Funktionen in Bochner [I], S. I33. 
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Durch Heranziehung der (~berfunktion folgt hieraus: falls eine majorisier- 

bare Menge {f(x)} linear unabh~ngige Exponenten hat, so sind in jeder Anord- 

hung der Exponenten die Fourierreihen gleichartig in  ~ gleichm~issig konvergent. 

w 8. Die  P a r s e v a l s c h e  Gle i chung .  

Wir sind beim Aufbau der Schwingungstheorie ohne die Relationen yon 

Bessel und Parseval ausgekommen. Dennoch ist die Frage interessant, unter  

welchen u fiber den Raum H das iibliche Yerfahren zur tIerlei tung 

der Besselschen Ungleichung in Kraf t  bleibt. Aus den modernen Untersuchungen 

fiber den tIilbertschen Raum, vgl. Stone [I], Kap.  I, ergibt sich eine befriedi- 
gende hn twor t  auf diese Frage. 

8. I Es sei H ein Raum, in welehem die Addition und die Multiplikation 

mit  komplexen Konstanten wie im komplex-linearen Raume definiert ist. Weiter- 

hin sei ffir je zwei Elemente ~, 7 eine komplexe Zahl (~, 7) als ihr inseres Pro- 

d,skt definiert, gem~Lss den Vorschrif~en: 

i) (a ~, 7) = a (~, 7) 

2) (~ + ~ ,  7) = (~,, 7) + (~, 7) 

3) (~, 7 ) =  (7, ~) 

4) ( o , o ) = o ,  ( ~ , ~ ) > o  ffir ~ = o .  

Der Betrag ]~1 eines jeden Elementes ~ wird nunmehr  als die niehtnegative Zahl 

V~i~, ~) definiert. Man beweist, vgl. Stone [I], 1. c., dass unter  anderem 

(~, ~7) = ~ (~, 7) 

(~, 7, + 7~)= (~; 71) + (~, 7~) 

[(~, 7)l--< I~1171 

1 ~ + 7 1 = < 1 ~ 1 + 1 7 1 .  

Wenn wir daher  noch die Voraussetzung hinzunehmen, dass der Raum H voll- 

s ~ n d i g  ist, so besitzt er gewiss alle Eigenschaften , die wir yon  ihm bisher be- 
nStigt haben. ~ 

Wenn man uoch die Voraussetzung macht, dass H separabel ist, d. h. eine iiberall dicht  
liegende abziihlbare Menge enth~lt, so ist unser Raum entweder der Hilbertsche Raum oder, falls 

23--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 le 12 mai 1933. 
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Man zeigt unschwer, dass fiir je zwei fastperiodische Funktionen f(x), g(x) 
das innere Produkt (f(x), g(x)) eine Bohrsche Funk~ion ist. Also exisLiert ins- 

besonaere fiir jede fastperiodische Funk~ion f(x) der Mittelwert !IJ~{]f(x)]~}. 

Nunmehr finder man wie im B0hrschen Falle fiir je endlich viele reelle Zahlen 

~l, . . . ,  g2v und Elemente el, . . . ,  c~, aus H fiir die Zahl 

(8. II) 

den Wer t  

wobei 

N 

1 

N N 

If(x) ] ~} -- ~ ] a(~,)]" + ~ [ c , ~ -  a(~,)l ~, 
1 1 

a(),) ---- TJ~ {f(x)e-;a*} : 

Hieraus finder man wie im Bohrschen Falle, dass fiir feste Exponenten 41, . . . ,  *u 

und variable Koeffizienten el , . . . ,  eer der •Fehler>> (8. I I) am kleinsten ausfi~llt, fails 

en = a(~-n) ~ = I ,  . . . ,  j~r, 

und dass die Besselsche Ungleichung 

N 

~]a(;~,) ] ~ < 9J~ {I f (x) I  ~} 
1 

besteht. Yon bier aus kSnnte man dureh Naehahmung einer der vorhandenen 

Methoden zur schgrferen ParsevMschen Gleichung 

~ ]  A,,l' = ~} {lf(x)l ~} 

gelangen. Abet das haben wir nicht nStig. Denn wit haben bereits bewiesen, 

dass man f(x) gleichmgssig dutch Exponentialpolynome approximieren kann. 

Also kann man f(x) umsomehr im quadratischen Mittel dureh Exponentialpoly- 

home approximieren. Hieraus folgt aber die Parsevalsche Gleichung sehr leieht. 

er n i ch t  u n e n d l i c h  v i d e  l inear  unabh i ing ige  E l e m e n t e  en thg l t ,  ein end l i ch -d imens iona le r  komplex-  
zah l ige r  R a u m  der  a n a l y t i s c h e n  Geometr ie .  

Es  i s t  zu  bemerken ,  dass  unse r en  B e t r a c h t u n g e n  die sogenann t e  , ,s tarke Topologie,,  des  

R a u m e s  H zugrunde l i eg t .  E i ne  andere  Frage  i s t  es, wie s ich im  Fal le  des H i l b e r t s c h e n  R a u m e s  

d i e  Begriffe u n d  Resu l t a t e  ges ta l t en ,  w e n n  m a n  der  Defini t ion der Fas tpe r iod iz i t~ t  a l lgemeine r  die 
, ,Schwache Topologie,,  z u g r u n d e l e g e n  will .  Diese Frage  is t  yon  n i ch t  ge r inger  Bedeu~ung,  wir  

wol len  abe t  im  jetZigen Z u s a m m e n h a n g  n ich t  au f  sie e ingehen.  
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w 9. Die Funktionen von Muckenhoupt und Stepanoff. 

9. I Im vorliegenden Paragraphen bezeichnen wir die unabhi~ngige Ver- 

iinderliche mi t  t. Hingegen mit x bezeichnen wir den variablen Punkt  einer 

festen messbaren Punktmenge P in einem endlichdimensionalen kartesischen 

Raume. Fiir festes p > I betrachten wir auf P alle komplexen Funktionen 

f(x),  g ( x ) , . . . ,  welche mitsamt der p-ten Potenz absolut integrierbar sind (nach 

Lebesgue); zwei Funktionen f ( x ) d i e  sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden 

werden als nicht verschieden angesehen. D i e  Funktionen f ( x ) ,  g ( x ) , . . ,  be- 

trachten wir als Elemente ~, V , . . .  eines abstrakten Raumes Hp. Wenn wir in 

HP die Addition zweier Elemente und die Multiplikation eines Elementes mit 

einer komplexen Konstanten durch gewShnliche Addition und Multiplikation und 

den Betrag I~1 eines Element ~ f ( x )  durch die Zahl 

P 

definieren, so ist Ho ein (vollsti~ndiger) komplex-linearer Raum der bisher be- 

traehteten Art. Die Vollsti~ndigkeit folgt insbesondere daraus, dass naeh einem 

S~tz yon F. Riesz jeder Folge {fi~(x)}, fiir welche 

lim ; If.~(x) - -  fn (x ) IPdx  = o, 
m,n~oo ] 

:P 

ein Element ~--~f (x)  zugeordnet werden kann,  fiir welches 

1 

lira ~ I f (x )  - -  f ,~(x)I~dx = o. 
J 
P 

9.2 Eine abstrakte Funktion ~ = ~0(t) repriisentiert fiir jedes t ein gewisses 

Element ~=-----f(x). Nan kann dies auch so auffassen, (lass die abstrakte Funk -  

tion ~ = ~ ( t )  dureh eine ~>konkrete,> komplexe Funktion F ( x , t ) h e r v o r g e r f i f e n  

wird, welche-fiir  jedes t, als Funktion yon x betraehtet, m i t  dem Element 

~ f ( x )  iibereinstimmt. 

Damit nun die durch eine komplexe Funktion 2'(x, t ) e rzeug te  abstrakte 

Funktion ~0(t) ----- F(x,  t) eine fastperiodisehe Funktion der Klasse Hp ist, sind 

die folgenden Eigenschaften der Funktion F(x,  t) erforderlich: I) fiir jedes t aus 

[ - - ~ ,  ~] ist sie ein Element aus HP, 2) fiir jedes t ist 
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j ,, lim IF(x,  t + ~)-- F(x,  t) lPdx = o, 
' g ~ 0  

1 '  

und 3 ) z u  jedem e gibt es relativ diehte ~, ffir welche 

f I F(x, t + ~) - F(~, t)I,d~ =< ~ 
P 

( -  ~r t <  ~r 

Auf Grund unserer Ergebnisse aus w 6 existier~ zu jedem s der Mittelwert 

T 

(9.2r) a(;~) = Tolim~ T f q~(t)e-iatdt' 
0 

und zwar ist er ein E lement  aus Hp, also eine wohlbestimmte Funktion in x. 

Nur fiir abzghlbar viele Werte  yon ~ ist dieser Mittelwert yon Null verschieden, 

und es resuRiert eine die abstrakte Funktion ~0(t) und demnach auch die konkrete 

Funktion F(x, t) eindeutig bestimmende Fourierreihe in t: 

(O. 22) Z An(x) eiAnt, 

wobei A~(x) ein Element aus Hp ist. Auf Grund des Summationssatzes kann 

mit rationalen Koeffizienten r~ "~) eine Folge yon endlichen Summen 

(9.23) Sin(x, t) -~ ~_~ ,'I~) An(x)ei~n t 

gebildet werden, derart dass zu jedem e ein N(e) existiert, so dass fiir m ~ 2V(e) 

(9. 24) f l_F(m,t)--Sm(x,t) lPdm<=~ p ( - - r 1 6 2  t < ~ ) .  
. 2  
P 

Eine kleine Unbequemlichkeit ist es, dass wir die Fourierkoeffizienten R~(x) 

bisher nur durch die ungewohnte Integration yon abstrakten Funktionen definiert 

haben. Denn das Integral rechts in (9.2I) bezieht sich auf die abstrakte Funk- 

tion q~(t)e -t~t. Aber diese Unbequemlichkeit l~sst sich beheben. Man kann 

ngmlich zeigen, vgl. Bochner [5], dass das Integral rechts in (9.2I), welches ja 

ein Element aus H~ ist, nichts anderes als die Funktion 

T 

0 
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ist, wobei dieses Integral yon selbst fiir fast alle x vorhanden ist. Und aus 

unseren Ergebnissen ergibt sich yon Selbst~, dass d~s Element (9.25) im Sinne 

des in HV giiltigen Konvergenzbegriffs gegen ein wohlbestimmtes Element aus 

Hp konvergiert, nitmlich gegen das oben mit a(Z)bezeichnete Element. Man kann 

also durchweg mit der Integration konkreter Funktionen auskommen. 

9-3 Im Falle p = 2 ist der Raum HP yon der in w 8 betrachteten spezi- 

das innere Brodukt der Elemente ~ ~ f ( x ) ,  V = g(x) ellen Struktur, wenn man 

als die Zahl 

f f(x) (x) d. 
P 

definiert. Also gilt jetzt auch die Parsevalsche Gleichung, welche ,>konkreb> 

geschrieben lautet: 

B l"  

Nun, diese Funktionen sind zuerst yon Muekenhoupt [I] definiert und unter- 

sueht worden, and wir wollen sie aueh im Falle eines beliebigen p ~ I naeh 

Muekenhoupt benennen. Herr  Muekenhoupt er5rtert nieht etwa abstrakte Funk- 

tionen, sondern er leitet seine Resultate dureh Naehahmung der ftir Bohrsehe 

Funktionen anwendbaren Methoden her. 

Herr  Muekenhoupt.  maeht yon seinen Funktionen eine sehr interessante 

Anwendung auf die klassisehe 8ehwingungsgleiehung yon Bernoulli; wir wollen 

au{ sein Ergebnis hier nieht eingehen, sondern es in einer naehfolgenden Arbeit 

iiber ~>ttarmonisehe Analyse abstrakter Funktionen>> naeh den allgemeinen Ge- 

siehtspunkten der vorliegenden Arbeit in einen allgemeinen 8atz iiber Eigenwert- 

probleme einbauen. 

9 .4  Einen eigentiimliehen 8pezialfall der Muekenhouptsehen Funktionen 

bilden die Funktionen yon 8tepanoff. 

Die Punktmenge B sei das lineare Intervall o =< * =< I, und die komplexe 

l%nktion /~'(x, t) hgnge nur yon x q- t a b .  D .h .  es sei F ( x ,  t) ==--f(x + t), wobei 

also f ( t )  auf jedem endliehen Intervall mitsamt der p-ten Botenz nach Lebesgue 

integrierbar ist. Dass _F(x, t) fastperiodisch ist, besagt, dass 

1 

(9.41) lim / ] f ( x  + t + ,) - -  f ( x  + t)]Vdx -~- o 
" ~ 0  d 

0 
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und dass zu jedem ~ relativ dichte Zahlen z vorhanden sind, fiir welche 

(9-4 2 ) 

1 

f 
0 

]f(x + t + ~) - - f ( x  + t)]Pdx <= ev. 

Die Bedingung (9.41) ist nach einem Satz von Lebesgue immer yon selbst er- 

fiillt und die iibrigbleibende Bedingung (9.42) ist es gerade, welche Herr  S~epa- 

noff (ira Falle p = I und p = 2) seinen Funktionen f(x) auferlegt hat, damit sie 

in seinem Sinne fastperiodisch sind. Man kSnnte auf diese Weise wohl auch 

die Weylschen Funktionen mit unseren abstrakten Funktionen in Zusammenhang 

bringen (vgl. hierzu auch Ursell [I]), d~ w~ wir hierauf nicht eingehen; 

sondern wir wollen noch kurz die wichtigsten Eigenschuften der Stepanoffschen 

Funktionen yon unserem Zugangspunkt aus deduzieren. Offenbar is~ die Summe 

zweier Funktionen aus (der Stepanoffschen Klasse) SP wiederum eine Funktion 

aus Sp. 

Wenn man der Funktion f(x) aus Sp die Funktion F(x, t ) ~ f ( x  + t) zu- 

ordnet und die Beziehung 

T x+T 

0 x 

benutzt, so finder man, dass fiir jedes )~ der Mittelwert 

a*(Z) = ~l~ {f(t)e -'~t} 

existiert, und dass zwischen der komplexen GrSsse a*(~) und der durch (9.2I) 

definierten abstrakten GrSsse a(X) die Beziehung 

a(x)  = a* (z) e ;"  

besteht. Daraus folger~ man, dass die (komplexe)Funktion f (x )e ine  Fourier- 

reihe mit denselben Exponenten wie die abstrakte Funktion q~(t)=--F(x,t)be- 
sitzL und dass zwischen der Fourierreihe 

Z An c iAnt 

yon f(t) und der Fourierreihe (9" 22) yon ~(t) die einfache Relation 



besteht.  

mat ionspolynom 
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A,,(x) = A~ e ~'A,~ 

Jedem Approximat ionspolynom (9-23) entspr icht  ffir f(t) das Approxi- 

- A , ,  
?l 

und die Relat ion (9.24) ergibt  die Relat ion 

1 

f lf(x+t)_S.,(x+t)l~dx<~v ( - ~ < t < w )  
m _>-- N ( e )  

0 

Also leisten, fiir die Stepanoffschen Funkt ionen  wiederum die a lgori thmisch be- 

s t immbaren Fej6rpolynome eine gleichmiissige Approximat ion  im Sinne der Ste- 

panoffschen Abstanddefinit ion.  

In  ithnlicher Weise kann man viele Ergebnisse fiber Bohrsche Funkt ionen,  

z. B. die S~ttze aus w 7, auf dem Wege fiber die abs~rakten Funkt ionen  fiir die 

Stepanoffschen FunkCionen gewinnen. Es wiirde aber ermiiden, sic ohne gleich- 

zeitige Anwendungen n,~cheinander aufzuz~hlen. 
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