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Vox

S. BOCHNER

in MUNCHEN.

Im folgenden betrachten wir Verallgemeinerungen der Bohrschen fastperio-
dischen Funktionen. Die Verallgemeinerung besteht darin, dass wir sowohl fiir
die abhingige wie fiir die unabhingige Veridnderliche an Stelle von Zahlen
Elemente allgemeinerer Mannigfaltigkeiten in Betracht ziehen werden. Awus der
Untersuchung dieser »abstrakten» fastperiodischen Funktionen werden sich be-
merkenswerte Riickschliisse auf die Struktur der »konkreten» Bohrschen, Stepa-
noffschen und Muckenhouptschen fastperiodischen Funktionen ergeben, und ins-
besondere wird die Beziehung zwischen den Verschiebungseigenschaften und den
Schwingungseigenschaften an Durchsichtigkeit gewinnen.
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I. Die Verschiebungseigenschaften.

§ 1. Definition der abstrakten fastperiodischen Funktionen.

1.1 Als unabhiingige Verinderliche nehmen wir die Elemente einer Menge
E mit folgenden Eigenschaften.

Zu je zwei Elementen x,y aus I gibt es in £ eine Summe x + y mit den
Gruppeneigenschaften:

1) z+y=y+z

2) w+y)+e=x+(y+2)

3) es existiert ein Element »0v, so dass x +0o=o0+z =z
)

4) zu jedem z gibt es ein Element — x, so dass z + (—x)=o.
Bekanntlich gilt dann folgendes:

a) das Nullelement ist eindeutig
b) —(—a)==a
c) aus x + y =z + 2z folgt y = 2.
Jedem Element z aus I sei weiterhin eine endliche reelle Zahl |x|, der Betray

von z, zugeordnet, gemiiss den Vorschriften:
|ol=o, |zl >0 fiir z+o
| —zl=lz|, |z+yl = lz|+]yl

Kraft dessen ist der Raum metrisch, wenn man als Entfernung der »Punkte»
x, y die Zahl |z —y| =]y — x| definiert. Vermoge dieser Entfernungsdefinition
heisst offenbar eine Folge {z,} k'onvergent, falls

lim Ixm = Xy I = 0,

m,n—

und sie heisst gegen x konvergent, falls

lim |z, — x| ==0.

n—ex
Wir verlangen noch, dass die folgende Kompakthertseigenschaft erfiillt ist: jede
beschrinkte unendliche Punktmenge P besitzt einen Hiufungspunkt, d. h. einen
Punkt aus E, in dessen beliebig kleiner -Umgebung ein von ihm verschiedener
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Punkt aus P gelegen ist. Hierbei verstehen wir unter einer I-Umgebung [l > 0]
eines Punktes ¢ aus £ die »Sphire»

|z —t]| < L

Aus dieser Kompaktheit folgt insbesondere, dass E vollstdndig ist, d. h.
dass zu jeder konvergenten Folge {z,} ein Element aus F existiert, gegen welches
sie konvergiert. '

1.2 Fine Punktmenge P heisst relativ dicht in E, falls es ein 1 > o gibt,
derart dass jeder Punkt von F in der l-Umgebung eines Punktes von P gelegen ist.

Falls E die reelle Achse ist, so ist dies der Bohrsche Begriff »relativ dicht».

1.3 Als abhingige Verinderliche nehmen wir die Elemente eines Raumes
H, fiir welchen wir dieselben Higenschaften wie fiir den Raum F fordern, mit
Ausnahme der Kompaktheitseigenschaft, welche wir durch die schwichere
Forderung der Vollstindigkeit ersetzen. Die Elemente von H werden wir mit
5 1,8, %, ... bezeichnen.

1.4 Jede im folgenden vorkommende Funktion &= f(x) ist in der Regel
im ganzen Raum F definiert. Den Begriff der (gleichmiissigen) Stetigkeit fassen
wir wie iblich. Jedé in einer beschriinkten abgeschlossenen Punktmenge von F
(etwa in einer abgeschlossenen Umgebung |z| <) stetige Funktion ist in dieser
Punktmenge beschrinkt und gleichmissig stetig.

Ein Element ¢ nennen wir ein zu & gehdriges Verséhiebungselement von

flx), falls fiir alle «
|f(z+ &) = fla)| = e

Definition. FEine stetige Funktion f(x) heisst fastperiodisch, falls fiir jedes
¢ >0 die Menge der Verschiebungselemente t = t(¢) relativ dicht 7st.

1.5 Jede fastperiodische Funktion f(x) ist in F beschrinkt und gleich-
miissig stetig, vgl. z. B. Bohr [1], 8. 29. Wir beweisen etwa die gleichmiissige
Stetigkeit. Gegeben sei ein ¢ > 0. Wir bestimmen ein ! > o derart, dass jedes-
Element 2" aus I geschrieben werden kann

=y +t
wobei ¢ ein t(;) und |y'| <1 ist. Zu diesem ! bestimmen wir ein 0 < d </,

derart dass fiir je zwei Elemente ¢', ' der Punktmenge [y| = 21

/(") —f(y')|<f3 sofern nur |y —y'| < 4.
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Wenn nun zwei Elemente z', 2 gegeben sind, fiir welche
(1.32) | — 2| < 6,
g0 setze man, fiir dasselbe ¢ wie in (1.51),
' =y +t

Bs ist |a'—a"|=|y" —¢"|; wegen |#'| < und (1.352) ist also |¢"'|< 2l

Also gilt

(53 L) =7l <

Nun ist aber

(1.54) L +0=re<5 17+ 0 =1l <

und daher
[f&”) —fl@)] <e.

Womit bewiesen ist, dass f(x) gleichmissig stetig ist.

1.6 Fiir Bohrsche Funktionen gilt folgendes. Wenn f(x) fastperiodisch ist,
so sind es auch die Funktionen cf(x) (¢ ist eine Zahl), f(x), f(x)® und, falls
| f(x)| = g > o, auch f(x)~'. In dieser Form lassen sich die Behauptungen nicht
auf unsere Funktionen iibertragen, weil fiir die Elemente § aus H die Bildungen
cé, §“, £%, £~! nicht postuliert sind. Aber man bedenke, dass fiir Bohrsche Funk-
tionen die eben genannten Behauptungen in der folgenden Behauptung enthalten
sind. Man betrachte in der kartesischen (u, v)-Ebene den Wertevorrat der Funk-
tion f(x)=wu(x) + {v(x). Auf diesem Wertevorrat sei eine gleichmissig stetige
Funktion ¢ (u,v) = @ () gegeben. Dann ist die Funktion g¢(x) = ¢ (f(z)=
= @ (u(x), v(x) wiederum fastperiodisch. Diese Formulierung lisst sich auf un-
seren Fall folgendermassen verallgemeinern.

Man Ubetrachte den Wertevorrat der fastperiodischen Funktion &= f(x) im
H-Raume. Auf dem Wertevorrat sei eine gleichmdssig stetige I'unktion &% = @ (§)
definiert, deren Werte £% in einem Raume II* gelegen sind, welcher allen iiber I

gemachtern Voraussetzungen geniigt. Dann st die Funktion

wiederum fastperiodisch.
Denn offenbar ist die Funktion ¢(f(x)) als gleichmiissig stetige Funktion

einer gleichmiissig stetigen Funktion wiederum gleichmiissig stetigz. Zu ¢ > o0
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bestimme man ein ¢ > o0, so dass fir zwei Werte £, & des Wertevorrats von

flx) aus

folgt
|9)(§1) - ¢(§2)| =e.

Ist ¢ ein ¢(d) der Funktion f(x), so ist fiir alle x
| £+ 2) — flz)| < o
lp (f(t + &) — g (flz)] =,

und demnach ist ¢ ein t(¢) der Funktion ¢(f(x)). Also sind die t(e) der letzteren
Funktion relativ dicht.
1.7 Ebenso wie bei Bohr [1], S. 33 beweist man: -

und daher

Falls eine I'olge von fastperiodischen Funktionen gleichmdssig in F konvergiert,
so st auch die Grenzfunktion fastperiodisch.

§ 2. Normalfunktionen.

Nunmehr kommt der ctwas schwierigere Satz an die Reihe, dass die Summe
zweier fastperiodischer Funktionen eine ebensolche Funktion ist. TUm ihn zu be-
weisen, werden wir die fastperiodischen Funktionen durch Normalititseigenschaften
charakterisieren, vgl. Bochner [1], § 5, Favard [1], § 2, Besicovitch [1], 8. 10.

2.1 Definition. FEine stetige Funktion f(x) heisst esne Normalfunktion, falls
jede Folge von Elementen {hn} aus E eine Teilfolge {kn} enthdlt, fiir welche die
Funktionenfolge { f(x + kn)} gleichmdssig in E konvergiert.

2.2 Hilfssatz. Gegeben sei eine fastperiodische Funktion f(x) und eine
Elementefolge {k:}. Zu jedem &> 0 existiert eine Téilfolge {hn;}, derart dass
der Betrag der Differenz je zweier Funktionen f(x + hn,) kleiner als ¢ ist.

Zum Beweis schreiben wir jedes h; in der Gestalt
hi =t + 1,
wobei # ein t(i) und |7 <1 ist [;I ist von ¢ unabhiingig]. Es sei » ein

Hiufungspunkt der Menge ;. Man betrachte ein ¢ > o, derart dass

|/ ")~ fla)]| < £

2
20—3343.  Acta mathematica. 61, Imprimé Je 11 mai 1933
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sofern nur
17

|2 —a'| < 24.

Dann geniigen diejenigen k;, fiir welche |7; — 7| < 6, unserm Hilfssatz. Denn
es seien hy,, h, zwei solche Werte. Es ist

Ob. Gr. | f(@ + by) — flx + he)| = Ob. Gr. |flx + t, —t, + 1y — 1) — f(x)|
= 0b. Gr. | flz + ty — &, + ry—1) - fle+ry—ry) |+ Ob. Gr. | fla + 1p—ry) —f(2)];

. . . . & . & s
eder der zwei letzten Terme ist kleiner als -, da f, —#, ein zu — cehdrices
] 50 D q 2 2 g

Verschiebungselement und |r, —rg] < 26 ist. Also ist

FAx + hp) — flx + k)| < e

Auf 'Gr.und dieses Hilfssatzes findet man sehr leicht durch Anwendung des
Diagonalverfahrens, wie bei Besicoviteh [1], S. 11:

Jede fastperiodische Funktion f(x) ist normal.

Es besteht aber auch die Umkehrung:
Jede normale Funktion f(x) ist fastperiodisch.

Denn angenommen, dass f(x) nicht fastperiodisch ist. Dann gibt es ein
¢ >o0 fir welches die #(¢) von f(x) nicht relativ dicht sind. Man nehme ein
beliebiges Element h; und eine Zahl I, > |h,|. Es existiert ein Element h,, in
dessen l,-Umgebung kein f(¢) vorkommt. Zu dieser Umgebung gehort h, — h,; also
ist dieses Element kein ¢(¢). Nunmehr bestimme man eine Zahl ;> {| &, | + | }))
und ein Element hg, dessen /;-Umgebung kein ¢(e) enthilt. Die Elemente hy — h;,
hg — h, sind dann keine t(¢). So fortfahrend bestimme man Elemente %, &, . ..

in der Weise, dass kein Element h, — h, ein #(s) ist. Dann ist
Ob. Gr. | f(x + hy)) — flx + hy)| = Ob. Gr. | f(x + hp — hy) — fla)]| > e.

Die Folge {f(z + h.)} enthiilt demnach keine gleichmiissig konvergierende Teil-
folge, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f(x) normal ist.

2.3 Man findet leicht, dass die Summe zweier Normalfunktionen wiederum
normal ist. Also haben wir den Satz:

Die Summe zieier fustperiodischer Funktionen ist wiederum fastperiodisch.
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Herr Bohr folgerte diesen Summensatz aus dem schirferen Satz:

Zwez beliebige fastperiodische Funktionen besitzen fiir jedes ¢ > o relativ dichte
gemeinsame Verschiebungselemente.

Wir wollen umgekehrt diesen schiirferen Satz auf den schwiicheren Summen-
satz zuriickfiibren, durch Heranziehung der Verschiebungsfunktionen, §gl. Boch-
ner [1', § 5 und Bochner [2], § 8. ‘

2.4 Es sei f(x) eine fastperiodische Funktion. Unter der Verschiebungs-
Sunktion vs(f) von f(x) verstehen wir die fiir alle ¢ aus £ definierte Funktiqp_‘

y(t) = Ob. Gr. | fla + ) — f(a)].

Offenbar sind fiir jedes ¢ > o die Verschiebungselemente t(¢) von f(z) diejenigen
Werte ¢, fiir welche v;{f) =<e Also liegen fiir jedes ¢ diejenigen ¢, fiir welche
7 (t) = &, iiberall dicht.

Die Funktion v(¢)= v;(t), deren Wertebereich II aus den reellen Zahlen
besteht, erfiillt die folgenden Bedingungen:

) v(y= o0, wv(o)=o0

) v(—=t)=v(t)

) vl +t)=v(t) + vit)
d) w(f) ist fastperiodisch.

a

=3

o

Es seien nun f(z) und g (x) zwei beliebige fastperiodische Funktionen. Die Summe
vs(t) + vy (¢) erfiillt die Bedingungen a), b), ¢) und, nach dem Summensatz, die
Bedingung d). Fiir jedes ¢ sind also diejenigen ¢, fiir welche

Lo (8) + vy (t) — vr(0) — vy (0) | = s (t) + wy(t) = &,
also umsomehr diejenigen f, fiir welche
zugleich v (t) < ¢, vg(t) = e

iiberall dicht. Damit ist die obige Verschirfung des Summensatzes bewiesen.
2.5 Als Uberleitung zu den Betrachtungen des nichsten Paragraphen

bemerken wir folgendes. Die gemeinsamen Verschiebungselémente von fast-

periodischen Funktionen in beliebiger endlicher Anzahl sind relativ dicht.



156 S. Bochner.

§ 3. Majorisierbare Mengen. Uberfunktionen.

3.1 Ks sei {f.(x)} eine Menge von gleichartig beschrinkten fastperiodischen
Funktionen; der Index » kann eine beliebige Indexmenge N durchlaufen. Es sei
in E eine weitere fastperiodische Funktion § = f(x) definiert, deren Werteraum
H’ nicht mit dem Werteraum H der Funktionen f, (x) ibereinzustimmen braucht.
Wir sagen, dass die Klasse {f,(x)} majorisierbar ist, und nennen f(x) ihre Majo-
rante, falls fiir alle y< N und {<F

Ob. (ifr. |l + O —filx)] = Ob. 91 |flx + &) —fl@)],

oder, in den Verschiebungsfunktionen ausgedriickt,
vy, (1) = (1)

3.2 Wenn die Funktionen der Klasse {f,(x)} majorisierbar sind, so sind
sie gleichartig beschrinkt, gleichartig gleichmissig stetig und gleichartig fast-
periodisch (; das letztere soll besagen, dass zu jedem & relativ dichte gemeinsame
Verschiebungselemente vorhanden sind). Wir wollen zeigen, dass umgekehrt jede
Klasse {f,(x)} mit diesen Eigenschaften eine Majorante besitzt.

Wir belegen die Indexmenge N irgendwie mit (gleichen oder verschiedenen)
Elementen £ aus H, und machen nur die eine Einschrinkung, dass fiir jede

einzelne Belegung die Elemente § beschrinkt sind. Jede solche Belegung
§ =15}

fassen wir als Element eines neuen Raumes H' auf, in welchem wir die Addition
durch
{5} + it =1{& + )
und den Betrag durch
|&|=Ob. Gr. |&]
v ¥

definieren. Man verifiziert leicht, dass dieser Raum II' alle fiir FI getroffenen
Voraussetzungen erfiillt. Die fiir alle x < £ durch die Festsetzung

Sfla) =4/ @)

definierte Funktion (mit Werten aus [’) ist wegen
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Il + 8 = £l = |f e + &) — fla)l

eine fastperiodische Funktion, und zwar eine Majorante von f(z).

Die eben definierte Funktion & = f(x) werden wir eine Uberfunktion der
(majorisierbaren) Klasse {f,(z)} nennen, und entsprechend den Raum H’ einen
Uberraum von H.

Die Heranziehung der Uberfunktion hat auch dann Interesse, wenn die
Ausgangsfunktionen {f,(x)} Bohrsche Funktionen sind. Die Uberfunktion ist
dann eine auf der reellen Achse definierte abstrakte Funktion, welche die ge-
gebenen >konkreten» Funktionen zu einem einheitlichen fastperiodischen Gebilde
zusammenschweisst.

3.3 Mit Hilfe der Uberfunktion findet man auf Grund von 2.2 folgendes.
Damit eine Menge von gleichartig gleichmiissig stetigen fastperiodischen Funk-
tionen {f,(x)} majorisierbar ist, ist notwendig und hinreichend, dass jede Folge
von Elementen {h,} aus FE eine Teilfolge {k,} enthilt, fiir welche die Folge der
Funktionen

filx+ k), filx+ky),...

gleichartig in » gleichmiissig konvergiert.
3.4 Falls eine Folge

fi@), fil), ...

majorisierbar ist und auf jeder beschrinkten Punktmenge in E gleichmissig
konvergiert, so ist sie auch iiberall in E gleichmissig konvergent. Denn man
bestimme zu ¢ > o eine Linge I > 0, so dass die [-Umgebung eines jeden Punktes
in E ein #(¢) der Uberfunktion enthiilt. Jedes x aus E kann dann geschrieben
werden

x=y+ t,

wobei ¢ ein ¢(¢) und |y| < ist. Wenn nun #, so beschaffen ist, dass fiir m, n > n,
und |y]| <!
' | /) — o} = e,

so ist

| fn(@) — fa@) | < | f(y + ) = fa®) | + | faly + &) = £ul9)| + Lfuly) — fa(®)]
= 38,

w. z. b, w.



158 S. Bochner.

Hicraus findet man die nachfolgenden Sitze, Bochner [1], § 5, die wir im
folgenden nicht benstigen werden.

Falls E separabel ist (d. h. eine abzihlbare Menge von iiberall dicht liegenden
Punkten enthiilt) und falls IT die Kompaktheitseigenschaft besitzt, so enthiilt jede
majorisi'erbare unendliche Mehge von fastperiodischen Funktionen eine in £
gleichmiissig konvergierende Folge. '

Wenn umgekehrt jede Untermenge einer Klasse von fastperiodischen Funk-
tionen eine gleichmissig konvergierende Folge enthilt, so ist die Klasse majori-
sierbar. ‘ o

' 3.5 Tiir die Betrachtung der Uberfunktionen von Bohrschen Funktioren
wird die folgende Bemerkung eine Rolle spielen. _ '

Wir nennen den Werteraum I komplex-linear, falls er ausser den Voraus-
setzungen aus 1.3 noch die folgende befriedigt. Mit irgendeinem § aus H und
irgendeiner komplexen Zahl @, — die komplexen Zahlen brau'chen'nich_ﬁ in H
enthalten zu sein —, kann man innerhalb von If die »Multiplikation» e¢£ aus-
fithren, gemiss den Rechengesetzen

e +n)—=cf+ay
(@ + B} E—=af+ 85
@(85) = («f)§
1.§=§
lesl=1el . 151,
wobei.-|«| den gewohnlichen absoluten Betrag von o« bedeutet.
Nun findet man leicht folgendes. Wenn der Raum I1 komplex-linear. ist,

und wenn man bei der Bildung eines Uberraumes H’ fiir die Multiplikation mit
o die Festsetzung

trifft, so ist auch H’ komplexlinear.
Insbesondere ist also der Werteraum einer U berfunktion von Bohrschen
Funktionen allemal komplex-linear,
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§ 4. Abbildungen.

Unter einer Abbildung verstehen wir eine ein-eindeutige Abbildung des
Raumes F auf den Raum H.
Es sei ¢ =0, f(x) eine reelle Bohrsche Funktion, und

y=cz+ flx)

sei eine Abbildung der reellen Graden auf sich selber. Die inverse Abbildung
kann man- in der Form

z=cly—@ly)

ansetzen, wobei @ (y) eine gewisse reelle Funktion auf der reellen Achse ist. In
einer Arbeit von Bohr und Jessen [1], in welcher die Struktur der Funktion ¢ (y)
untersucht wird, wird unter anderem bewiesen, dass die Funktion ¢(y) bereits
dann fastperiodisch ist, wenn sie gleichmiissig stetig ist. Diesen Satz kann man
erheblich verallgemeinern. Nur miissen wir vom Raume H verlangen, dass er
ebenso wie E die Kompaktheitseigenschaft besitat.

41 Wir bezeichnen mit ‘

E=c(a)

irgendeine Abbildung von K auf H, welche mitsamt ihrer Umkehrung x =¢—! (§)
gleichmissig stetig und additiv ist:

0(47«'1 + xs) = clxy) + clxy), ¢+ E) =0Tl (E) + ot (5s)-

Es sei weiterhin eine fastperiodische Funktion flx) gegeben, derart dass die
Funktion

(4.11) ‘ E=c(x) + flx)

eine’ Abbildung vermittelt. Die inverse Abbildung lisst sich schreiben

(4. 12) c=c1() — g,

wobei @ (&) eine gewisse Funktion in H mit Werten aus F ist. Wir werden
beweisen, dass die Funktion ¢ (§) bereits dann fastperiodisch ist, wenn sie gleich-
miissig stetig ist. Zum Beweise werden wir zeigen, dass man aus jeder Folge
von Elementen {7,} aus H eine Teilfolge {x,} auswiihlen kann, fiir welche die
Funktionenfolge {@(§ + %.)} gleichmiissig konvergiert.
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4.2 Wenu man § aus (4.11) in (4. 12)- einsetzt, so entsteht

(4.21) 7 f(@) = g lelx) + /().

Es sei {n.} eine beliebige Folge. Wenn man schreibt: h, = ¢! (1), und in (4. 21)
x durch x + h, ersetzt, so entsteht

@+ b)) = p(ola) + na + fla + Ta)).

Da zugleich mit f(x) auch ¢'(f(x)) eine fastperiodische Funktion ist, so kann
man auf Grund von 2.2 eine Teilfolge {k.} der Folge {h,} angeben, fiir welche
die Funktionenfolgen {¢7'(f(z + ku.))}, {f(x + k»)} zugleich gleichmiissig konver-
gieren. Wenn man’ die Grenzfunktion der zweiten Folge mit g(x) bezeichnet

und c(k.) = %, setzt, so ergibt sich aus
S+ E)=glel@) + un + flx + k),

wenn man die gleichmiissige Stetigkeit der Funktion ¢p'(§) benutzt, dass die
Funktionenfolge

lplel@) + glx) + %)}

gleichmiissig in F konvergiert. Die Folge {x.} ist eine Teilfolge von {n,}. Wenn
wir noch zeigen konnen, dass jedem Element &£ aus H ein Element x aus F
entspricht, fiir welches

E=c(x) + g(),

dann ist erwiesen, dass die Folge {¢(f + x,)} gleichmiissig in IT konvergiert, und
wir sind fertig.

4.3 Zu jedem A > o existiert ein B > o, derart dass aus |c(x)| = 4 folgt
|z] < B. Anderenfalls giibe es eine Folge {x,}, fiir welche |c(z,)] =< A und
| .| = . Die unendliche Menge &, = ¢ (x,) hat mindestens einen Hiaufungspunkt &.
Da fiir solche &, welche gegen § konvergieren, ¢—'(§ — &,) beliebig klein wird,

so folgt aus

Iy = ¢! (g) —c¢! (g - bt"))

dass |2.| — » nicht moglich ist. :
4.4 Zugleich mit (4. 11) sind auch die Funktionen

E=cle)+ flr+k)=cle+ L)+ fla+ k) — %
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Abbildungen. Zu fest vorgegebenen £ gibt es also eine Folge {z.}, fiir welche
= el + Sl + o).

Da nun die Funktionen {f(x + %)} gleichartig beschrinkt sind, so folgt aus 4.3
dass die Folge {x,} beschriinkt ist. Eine Teilfolge von ihr konvergiert also gegen
ein Element x. Da c¢(r) eine stetige Funktion ist und die Funktionen {f(x + &)}

stetig gegen g(x) konvergieren, so gilt fiir dieses Element
E=c(x) + g ()

Also Dbesitzt die letzte Gleichung fiir jedes & eine Losung x, was noch zu

beweisen verblieben war.

§ 5. Integration.

Von Bohl und Bohr ist bewiesen worden: falls das Integral einer fast-
periodischen Funktion beschriinkt ist, ist es fastperiodisch. Fiir diesen Satz hat
Favard (1], § 3 einen neuen Beweis gegeben, welcher auf den Normalititseigen-
schaften der fastperiodischen Funktionen beruht, und fiir abstrakte Funktionen
aufrechterhalten werden kann. Allerdings kann man jetzt den Riumen ¥ und
II nicht mehr diejenige Allgemeinheit belassen, die wir ihnen bisher gewiihrt
haben; schon deswegen nicht, weil die Existenz eines »Integrals» mit den iiblichen
Bigenschaften an sehr einschneidende Strukturbesonderheiten der Réume F und
H gebunden ist. Um aber die Beweisidee scharf herauszuheben, wollen wir vor-
derhand das »Integral> durch gewisse axiomatische Forderungen festlegen, ohne
zu priifen, welche Einschriinkungen den Riumen E und H aufzuerlegen sind,
damit ein diesen Axiomen geniigendes »Integral> vorhanden ist.

5.1 Nur zwei explizite Voraussetzungen, und zwar iber den Raum H,
wollen wir von vorneherein aufstellen. FErstens nehmen wir an, dass II nicht
nur vollstiindig ist, sondern auch die Kompaktheitsezgenschaft besitzt.! Und zweitens
machen wir die folgende Einschriinkung.

Es sei 2 eine Punktmenge aus I, und man addiere zu allen Elementen aus
Q ein festes Element # hinzu; die neue Punktmenge heisse 2. Wir verlangen
nun, dass fir jedes beschrinkte 2 und jedes 5 & o die Punktmenge Q' nicht
Teil von 2 sein soll, d. h. dass £ mindestens ein Element enthalten soll, welches
nicht in 2 vorkommt.

! Es wiire von Interesse festzustellen, ob diese Annahme notwendig ist.

21—-3343. Acta mathematica. 61. Imprimé lo 11 mai 1933.
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Diese Einschrinkung ist von selbst erfiillt, wenn H ein komplex-linearer
Raum ist, vgl. 3.5. Denn angenommen es wire Q'S Q. Falls £* ein Element
aus Q ist, so ist £ +5 in Q' und demnach auch in Q enthalten. Wenn nun &
ein beliebiges Element aus £ bezeichnet, so findet man induktiv, dass alle
Elémente E+n 17,‘ n=1,2,3,..., in & vorkommen. Wegen

&+ npl=n|y] —|&]

sind aber diese Elemente nicht beschrinkdt.

5.2 Es sei nun f(x) irgendeine festgehaltene fastperiodische Funktion.
Wir betrachten fir alle Elemente h aus E die Funktionen f(x + k) und alle
Funktionen welche gleichmissige Grenzwerte solcher Funktionen sind; und wir
bezeichnen diese gesamte Funktionenmenge mit R (f). Wie fiir Bohrsche Funk-
tionen gilt folgendes. Ist ¢g(x) eine beliebige Funktion aus R(f), so ist R(f)=R(y),
d. h. jede Funktion aus R(f) ist ein g(x + %), wobei % ein Element von F ist,
oder gleichméssiger Grenzwert solcher Funktionen.

Es sei jeder Funktion g¢(x) aus R(f) eine gewisse, gleichfalls auf E de-
finierte, stetige Funktion G (x) zugeordnet, welche wir das »Integral> von g(x)
nennen, und diese Zuordnung geniige den folgenden drei Gesetzen:

1) bei gegebenem g¢g(x) ist die Funktion G(x) bis auf eine willkiirliche
additive Konstante (aus H) eindeutig bestimmt,

2) falls G(z) ein Integral von g(x) ist, so ist, fiir jedes h, G (x + h) ein
Integral von ¢ (x + %), und

3} falls die Folge {g(x + hn)} gleichmiissig gegen g, (x) konvergiert, und
falls die Folge {G(x + h,)} im Punkte x =0 konvergiert, so ist die letztere Folge
fiir alle 2 konvergent (die Gleichmiissigkeit der Konvergenz wird nicht verlangt)
und ihre Grenzfunktion @, (x) ist ein Integral von g, ().

- Unser Satz lautet nun:

Falls das Integral F(x) von f(x) beschrinkt ist, ist es eine fustperiodische
Funktion.

Zum Beweise geniigt es zu zeigen, dass jede Folge {%,} eine Teilfolge {k.}
enthiilt, fiir welche die Folge {F(z + k.)} gleichmiissig konvergiert. Da f(x)
fastperiodisch ist, so enthiilt jede Folge {I;} eine Teilfolge {h,}, fiir welche die
Folge {f(x + h,)} gleichmiissig konvergiert. Unser Satz folgt daher sofort aus
dem schirferen Satz:
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Es ses F(x) beschrinkt. Falls fiir eine Folge {hy} die Funktionenfolge { f(x+ ha)}
gleichmdssig konvergiert, so ist auch die Funktionenfolge {I'(x + hy)} gleichmdssig
konvergent.

Den Beweis werden wir in einigen Schritten erbringen.

5.3 Wir bezeichnen mit Q(F) dicjenige beschriinkte Punktmenge aus H,
welche aus den Werten der Funktion I'(z) und deren Hiiufungspunkten besteht,
und nennen sie das Bild von F({x). Offenbar haben die Funktionen F(x) und
F(x + h) dieselben Bilder. Falls fiir eine Folge {k.}

(5.31) G (z) =lim F'(z + kn),

. n—+ '
so ist offenbar

(5. 32) QG Q(F).

Fiir eine gewisse Teilfolge {k,} von {k,} ist {f(x + )} gleichmiissig konvergent.
Bezeichnet man den Limes mit g (x), so ist nach Gesetz 3) die Funktion (s.31)
ein Integral von ¢(x). Nun gibt es eine Folge {l/»}, so dass

flx) = gleichm. lim g (z + 1)

n—> x

Wegen der Beschriinktheit von F(z) ist auch & (z) beschrinkt, und es gibt eine
Teilfolge {l,} von {l.}, fiir welche

lim G (/) vorhanden.

n—> o

Nach Gesetz 3) ist dann die Folge {G (x + I.)} gegen eine Funktion F*(x) kon-
vergent, welche ein Integral von f(x) ist. Nach zuvor bewiesenem ist

Q(F*)= 2(6),
und durch Kombination mit (5. 32) ergibt sich
(5. 33) QEY= Q(6)F 2(F),
und daher insbesondere
(5. 34) QIFHE Q(F).

Da F*(x) und F(x) beides Integrale von f(x) sind, so ist nach Gesetz 1)
F*(x)= F(z) + 7. Hieraus schliesst man leicht, dass das Bild Q(F*) aus dem
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Bild Q(F) durch eine Translation um 7 hervorgeht. Wegen (3. 34) folgt hieraus
nach 5.1, dass 9 =o0, also I'*(x) = I'(x), also Q(I'*) = Q(I'), also, nach (3.33),
R(G) = Q2(F).
Wir haben also das Resultat: falls fiir eine Folge {k.}
G (x) = lim F(z + k),

8o ist o
Q(G)=Q(F).

5.4 Hs seien {l,} und {l;} zwei Folgen, fiir welche die Funktionenfolgen
{fle+ L)}, {fle+ 1)} gegen dieselbe Funktion g(x) gleichmiissig konvergieren,
und die Folgen {F'(l,)}, {I'(l,)} konvergent sind. Dann ist
(5.41) lim F(l,) = lim F(I,).

n-—+ ™ n—+ 0
Denn nach Gesetz 3) existieren die Grenzwerte

G (x) =lim F(x + L), G (x)=1lim F(x + 1)

und sind Integrale von g(z), Daher ist nach Gesetz 1)

G(x) = Gl (x) + 727
und nach 5.3 ist
Q(() = Q(G,)= Q(F).

Auf Grund von §.1 ist =0, also G (z)== G,(x). Fiir x =0 ergibt dies (5. 41).

5.5 Jetzt konnen wir den eigentlichen Beweis erbringen. Angenommen
die Folge {F(z + h.)} wire nicht gleichmiissig konvergent. Dann giibe es ein
¢ > 0, zwei Teilfolgen {k,}, {k,} von {h,} und eine Folge {z,}, derart dass

(5. 51) | ' (2n + k) — Flicn + Bn)| Z & (m=1,2,3,...).
Indem man eventuell die Indexfolge n==1, 2, 3, ... durch eine Teilfolge ersetst,
— wir bezeichnen die neue Indexfolge wiederum mit 1, 2, 3,... —, kann man

noch annehmen, dass die Folgen
{F (20 + Fa)}, (I (xn + K,))
konvergent sind und die Funktionenfolgen

(5. 52) Ufle + @ + k), (f@ + 2 + k)



Ahstrakte fastperiodische Funktionen. 165

(5.53) {flx + zn + Do)}

gleichmiissig konvergent sind. Bezeichnet man den Limes von (5. 53) mit g (),
so haben die Folgen (5.52) als Teilfolgen von (5. 53) den gleichen Limes g (x).
Schreibt man nun ln = @, + ka, ln = @a + K, so sind also die Folgen {f(z+1)},
{f(z -+ 1)} gegen dieselbe Funktion g¢(xz) gleichmiissig konvergent, und die Folgen
{F (1)}, {F(l;)} konvergieren. Nach 5.4 ist daher

lim F{l,) = lim F(1;), :

n—- n o
was aber mit (5.351) nicht vertriiglich ist. Also fithrt die Annahme, dass die
Folge {F(x + h)} nicht gleichmissig konvergiert, auf einen Widerspruch. Damit
ist unser Satz endgiiltiz bewiesen. ,

5.6 Bs sei nunmehr, wie bei Herrn Bohr, I/ die reelle Achse, aber fiir FI
werde irgend ein komplex-linearer Raum angenommen. Auf Funktionen f(x),
welche in einem endlichen (oder auch unendlichen) Intervall (a, b) definiert sind
und Werte aus I{ annehmen, kann man, wie wir kurz skizzieren wollen, die
iibliche Riemannsche (auch Lebesguesche) Theorie der Integration und Differen-
tiation ausdehnen; wegen nitherer Einzelheiten vgl. Kerner {1}, Graves [1],
Bochner (3] _.

Die Funktion f(x) sei etwa stetig in (a, ). Man bestimme Teilungspunkte

a:—l‘o<.’L‘1<$2<"'<xn—1<xn:b,

in jedem Intervall x, =y < 2,4, einen Punkt %,, und bilde die Summe

n—1

D@1 — ) flyn).

=0

Sie ist ein Element aus H, und genau wie fiir reelle (bzw. komplexwertige)
Funktionen zeigt man, dass diese Summe, falls die maximale Linge der Teilungs-
intervalle geniigend klein ist, sich beliehig wenig von einem Element aus H

unterscheidet, welches als das
b

f Fla) dz

43

bezeichnet wird. Es bestehen unter anderem die folgenden Rechenregeln.
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jf(x)(zx_+ fhf(m)dx:fbf(x)dm

2) [yda: =y (b —a); y ist eine Konstante (aus H)

b b
3) f yflx)de =y f JS(x)dz, wobei entweder y eine Konstante aus II und

a

J(@) eine komplexe Funktion ist, oder umgekehrt y eine komplexe Konstante
und f(z) eine abstrakte Funktion ist

| ﬁf(x) do| = fb /@) | dz
5) fb(ﬁ(w)iﬁ(x))dw———fﬁ(x)dxifhf,(x)dx

b
f(Z Ja (z)dm-— Z fn )d, falls die Reihe D) fu (z) gleichmiissig

n—=1 n=1

im endlichen Intervall (a, b) konverg1ert-.
Die Ableitung von f(x) ist wiederum durch

lim L+ h = fla)
h— h
definiert. Man zeigt leicht, dass

(_l
dx

X

f Sl dy= (),

und (was etwas heikler ist)

j f@) de=1) — fla).

Auf Grund des Letzteren existiert fiir jede stetige Funktion f(x) das unbestimmte
Integral der iiblichen Art, und falls eine solche Funktion f(x) fastperiodisch ist,
80 ist, wenn noch H die Kompaktheitseigenschaft besitzt, auf ihr Integral der
Satz aus 5.2 anwendbar.
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I1. Die Schwingungseigeﬁschaften.

§ 6. Fourierreihen. Der Approximationssatz.

Es diirfte keine leichte Aufgabe’ sein, die Bohrsche Schwingungstheorie fiir
den Fall aufrechtzuerbalten, dass der Raum £ seiner gruppentopologischen
Struktur nach komplizierter als die reelle Grade ist, vgl. Peter und Weyl (1],
S. 755. Jedenfalls wollen wir uns dieser Aufgabe nicht unterziehen, sondern
fiir den Rest dieser Arbeit nur den Fall erirtern, dass F die reelle Grade ist.
Und um fiir den Aufbau der Fourierreihen einen bequemen Integralbegriff bereit
zu haben, wollen wir noch den Raum H dahin einschrinken, dass er, wie am
Ende des vorigen Paragraphen, komplex-linear ist." Gemessen an der im vorigen
Abschnitt zugelassenen Allgemeinheit der Réiume F und H, konnten die nunmehr
zu betrachtenden abstrakten Funktionen als sehr »speziell> und von den Bohrschen
Funktionen nur »sehr wenig» verschieden erscheinen. Wir werden aber sehen,
dass noch eine interessante Abweichung gegeniiber den Bohrschen Funktionen
eine Rolle spielt.

6.1 Es sei f(x) eine abstrakte und g(x) eine komplexe Funktion. Da in
I die Multiplikation eines beliebigen Elements mit einer beliebigen komplexen
Zahl definiert ist, so ist auch f(z)g(z) eine abstrakte Funktion. Wenn nun die
Faktoren f(x), g(x) fastperiodisch sind, so ist es auch das Produkt f(x)g(x).
Denn die Verschiebungsfunktionen v(f), v,(#) sind Bohrsche Funktionen und haben
daher relativ dichte gemeinsame Verschiebungszahlen. Da aber diese Verschie-
bungszahlen auch Verschiebungszahlen von f(z), ¢ (z) sind, so ergibt sich nunmehr
die Fastperiodizitit von f(z)g(x) aus

lfw+tglz+t)—flR)e@|=1fle+ gl +)—g@] + 1/ e+ )=, @) [9)].

Insbesondere ist also, falls @ ein Element aus H ist, und 4 reell ist, das
Produkt ae’** eine (abstrakte) fdstperlodlsche Funktion. Daher ist es auch jedes
Exponentialpolynom

(6.11) s{x) =a, 4% + ayeth® + -+ a,eta

! Aber wir heben hervor, dass wir von ihm nur die Vollstindigkeit, nicht aber auch die
Kompaktheitseigenschaft voraussetzen.
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und jeder gleichmissige Limes von solchen Exponentialpolynomen [insbesondere

also die Summe einer gleichmiissig konvergierenden Reihe Z an €'*n z]. Es entsteht
. n=1

nunmehr die Frage, ob, wie im Bohrschen Falle, hiermit alle fastperiodischen
Funktionen erschopft sind, d. h. ob man jede fastperiodische Funktion durch
Funktionen der Gestalt (6.11), mit abstrakten Koeffizienten @, und reellen Ex-
ponenten Z,, gleichmissig {(in —o < z <) approximieren kann.

Genan wie fiir Bohrsche Funktionen zeigt man, dass fiir jede fastperiodische
Funktion f(x) der »Mittelwert»

T

um%j}wwxéwuﬂm

T— x
0

existiert, und dass sogar
c+ T

_&m {flx)) = }Lm ll,fj(x) dx gleichmdssig in c.

Da das Produkt von f(z) mit der komplexen Funktion ¢~/4 nach obigem wiederum
fastperiodisch ist, so existiert demnach fiir jedes reelle 1 die Grosse

a(d) = M{f(x) ez},

Fiir Bohrsche Funktionen wird nunmehr gezeigt, dass fiir je endlich viele
untereinander verschiedene Zahlen 2, 2, ..., 4, die Besselsche Ungleichung

Sla@)P = M f)]) = C

besteht. Hieraus folgt dann, dass nur fiir hochstens abzihlbar viele Zahlen
h==dy, Ay, ... die Grosse a(i) von Null verschieden ist. Mit den dazugehérigen
Grossen a(.4,) = A4, wird dann formal die Fourierreihe

f(x) ~ Z A“ e"*."'n X

angesetzt. Dann wird nach der einen oder anderen Methode die entscheidende

Behauptung bewiesen, dass die Parsevalsche Gleichung

St =Ml
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besteht. Aus dieser Gleichung folgt dann unmittelbar der Eindeutigkeitssatz
(, dass zwei fastperiodische Funktionen die in ihren Fourierreihen iibereinstim-
men auch schon identisch sind,) und nach der einen oder anderen Methode der
Approximationssatz. .

Dieser Weg ist fiir unsere abstrakten Funktionen nicht gangbar. Denn
schon das iibliche Verfahren zur Herleitung der Besselschen Ungleichung ver-
sagt, und man kann zeigen, dass dies nicht etwa zufillig am Verfahren liegt,
sondern dass die Besselsche Ungleichung tatsichlich aufhort, vgl. Bochner [4].!
Wir werden aber auf anderem Wege zeigen, dass alle Bohrschen Ergebnisse, ab-
gesehen natiirlich von der Parsevalschen Gleichung, erhalten bleiben.

6.2 Wir ziehen die Verschiebungsfunktion v(f) der Funktion f(x) heran.
Sie ist eine Bohrsche Funktion. Auf Grund des Fundamentalsatzes besteht daher
zwischen ihren Fourierexponenten g, gy, gz, ... und ihren Verschiebungszahlen
der folgende Zusammenhang, vgl. Bohr {2], S. 110. Zu jedem & >0 gibt es ein N‘,

und ein 0 <6 < g, derart dass jede Lisung der N Kongruenzungleichungen
Ntun| = 0 (mod 27) n=1,2,..., N

etne Verschiebungszahl t(e) ¢st. Nunmehr betrachten wir den Modul von wvy(x),
d. h. die (Gesamtheit derjenigen (abzihlbar vielen) reellen Zahlen, welche man
linear aus endlich vielen Exponenten u, mit ganzzabligen Koeffizienten zusam-
mensetzen kann. Es sei nunmehr A eine reelle Zahl welche nichf diesem Modul
angehort. Auf Grund des eben erwihnten »Zusammenhanges» kann man, vgl.
Bohr [2], S. 113, zu jedem &> 0 eine Verschiebungszahl #,= ¢(¢) angeben, fiir
welche
|t — 7| = g(mod 27),

und demnach

(6. 21)  li—eei] =

Nun ist aber ¢, auch ein t(¢) fiir f(x). Aus
T+,
ali) = lim f Fla)eiinda = My | fla + 1) =147
IT—>= .

ty -

— (i) + WS+ 1) — ()] e

! Wir werden hinterher in § 8 Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Besselschen Ungleichung
angeben. : :

22—3343. Adecta mathematica. 61, TImprimé le 12 mai 1933.
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folgt daher
la@)||1— e 2| < e

und, wegen {6.21),

Da aber ¢ beliebig klein sein kann, so ist a(d)=o0. Also hiochstens fiir die-
jenigen A, welche im Modul der Verschiebungsfunktion v/(t) enthalten sind, kann
der Fourierkoeffizient a(A) von jf(x) von Null verschieden sein. Also existiert
auch fiir f{x) eine Fourierreihe

)~ 3 Aneme,

- Fiir Bohrsche Funktionen ergibt sich sofort aus der Besselschen Unglei-
chung, dass 4, — o0 fiir » —» . Das miissen wir jetzt anders beweisen. Genau
so wie de la Vallée-Poussin fiir Bohrsche Funktionen gezeigt hat, vgl. Bohr [1],
S. 60/4, zeigt man auch fiir unsere Funktionen folgendes:

1) zu jedem ¢ gibt es ein 4y, so dass |a(d)| = ¢ fiir [2] = 4,

2) falls M{f(x)} = o so gibt es zu jedem ¢ ein d, so dass |a(d)| <& fir |A] <d.

Wendet man 2) auf die Funktion f(x)e—4* — M{f(x)e—i4%} an, wobei 4
beliebig, so findet man leicht folgendes: ‘

2') zu jedem 4 gibt es zu jedem ¢ ein d, so dass |a(A)] < ¢ fiir o< |4 — 1| < 6.

Aus 1) und 2') ergibt sich dann auf Grund des Borelschen Uberdeckungs-
satzes, dass fiir jedes & > o nur endlich viele | 4,] > ¢ sind. D. h. aber dass die
Folge A, eine Nullfolge ist. ‘

Weiterhin ist leicht zu sehen, dass der Addition zweier fastperiodischer
Funktionen, der Multiplikation einer fastperiodischen Funktion mit einer kom-
plexen Konstanten und der Limesbildung einer Folge von gleichmiissig konver-
gierenden fastperiodischen Funktionen bei der Berechnung der Fourierreihen die
entsprechenden formalen Operationen entsprechen.

6.3 Nunmehr wenden wir uns dem Eindeutigkeits- und Approximations-
satz zu. Wir machen denselben Ansatz wie in Bochner [1] zum Beweis des
Approximationssatzes fiir Bohrsche Funktionen. Dort wurde folgendermassen
geschlossen. Man bezeichne mit {u,} eine Folge von reellen Zahlen, welche die
Fourierexponenten der gegebenen Bohrschen Funktion siimtlich enthiilt (; es kon-
nen auch andere Zahlen in der Folge {u} vorkommen, das stért nicht). Man

bestimme zur Folge {u.} eine »Basis» {@,}. Dies ist eine (eventuell abbrechende)
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Folge von Zahlen, derart, dass jede Zahl p, auf eine und nur eine Weise in
der Gestalt '

Wn==1p 10y + Ty a0y + - + Tn, g, %qp,
mit rationalen Koeffizienten 7, , dargestellt werden kann. Nunmehr bilde man
mit dem Fejérschen Kern

n

[ sin n—
Z ; 2
lln(t)— (I'_‘%l)e vt I

y=—n n b
sin —
2
fiir beliebige positive ganze Zahlen p, N, Ny, ..., Np, %, #s, ..., np mit den
Grossen
=% — %
ﬁl_Nllv"ﬂ Agp_Npl
die fastpericdische Funktion
(6. 31) Pla) = M{f (@ + ) I, (8,1) . .. I, (1)} .

Wegen
Sl + 1) ~ Za(d,)et4n® gt dnt

findet man, dass P{z) ein Exponentialpolynom ist, dessen Exponenten. simtlich
unter den Exponenten von f(z) vorkommen, und zwar ist es das Exponential-
polynom '

1

frd <n 4

I"p|<"p

Die Funktionen (6.31) bilden eine majorisierbare Menge, und zwar ist fiir sie
die Funktion f(x) sowohl eine Schranke als auch eine Majorante.! Unter den
Funktionen (6.31) gibt es nun Folgen solcher, welche formal gegen die Fourier-
reihe von f(x) konvergieren. Von jeder solchen Folge wird gezeigt, dass sie
gleichmissig konvergiert. Die Limesfunktion einer solchen fest vorgegebenen
Folge ist also eine wohlbestimmte Bohrsche Funktion g (z), deren Fourierreihe mit

! Es ist zu beachten, dass wir in der vorliegenden Arbeit die gleichartige Beschriinktheit in
die Definition des Begriffs »majorisierbare Menge» aufgenommen haben, was in Bochner {1] nicht
der Fall war.
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der Fourierreihe von f(x) iibereinstimmt. Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes
(welcher fiir Bohrsche Funktionen aus der Parsevalschen Gleichung gefolgert
wird) ist daher f(x)=g(x), und f(z) ist demnach durch Exponentialpolynome
approximierbar. .

Es sei nunmehr f(z) eine abstrakte fastperiodische Funktion. Wir ziehen
wiederum eine Basis {e,} heran. Aber die Folge {a.} soll vorderhand nicht nur
eine Bagis fiir die Fourierexponenten von f(x) sondern auch fiir die Fourier-
exponenten von ihrer Verschiebungsfunktion vy(x) sein. "Auf Grund unserer
bisherigen Kenntnisse iiber die Funktion f(x) kaun man wiederum die Funk-
tionen (6. 31) bilden, und es sind dies wiedernm die Exponentialpolynome (6. 32),

und man kann wiederum Folgen
(6.33) Py(x), Pyla), ...

von Polynomen der Gestalt (6.31) angeben, welche formal gegen die Fourier-
reihe von f{r) konvergieren. Es entstehen nunmehr die Fragen: 1) ist jede
solche Folge (6.33) gleichmissig konvergent, und 2) wenn ja, ist ihre Limes-
funktion gleich f(z)? Wenn man von einer Bohrschen Funktion weiss, dass sie
reinperiodisch, etwa mit der Periode 27 ist, so kann man diese zwei Fragen in
einem beantworten, indem man von den Fejérschen Polynomen, die nunmehr in
der Gestalt

t 2
sin n —

1 2

geschrieben werden kénnen, durch eine direkte Abschiitzung zeigt, dass sie gegen
Jf(x) gleichmiissig konvergieren. Fir allgemeine Bohrsche Funktionen kann man
nicht derart verfahren, weil man von vorneherein nicht die arithmetische Struktur
der Verschiebungszahlen kennt; fiir diese Funktionen wird umgekehrt aus dem
Approximationssatz der in (6. 2) angegebene »Zusammenhang» erschlossen, welcher
eine starke arithmetische Gebundenheit der Verschiebungszahlen enthiillt. Nun
liegen aber fiir unsere abstrakten fastperiodischen Funktionen die Dinge so, dass
wir. deren Verschiebungscharakter schon kennen. Denn die Verschiebungszahlen
von f(x) sind dieselben wie fiir die Bohrsche Verschiebungsfunktion (), und
fiir deren Verschiebungszahlen haben wir bereits den obigen »Zusammenhang>.

Bs ist daher von vorneherein zu erwarten, das man unter Benutzung dieses
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»Zusammenhanges> von unserer Folge (6.33) wird direkt nachweisen konnen,
dass sie gleichmissig gegen f(x) konvergiert. Diese Erwartung bestiitigt sich.
Diesen direkten Beweis haben Besicovitch und Bohr [1] in etwas anderem Zu-
sammenhang und etwas anderer Einkleidung erbracht. Wenn man das Symbol
Dy[f,g] fir den Abstand zweier Elemente f,g durch unser Symbol |f— g| er-
setzt, so tbertrigt sich der dort auf 8. 12—16 gegebene Beweis unverindert auf
unseren Fall, und wir wollen ihn daher nicht wiederholen.
Es besteht also in erster Linie der

Approximationssatz. Fiir jede fastperiodische Funktion f(x) kann man zu
jedem & > o ein (abstraktes) Exponentialpolynom

N
x) — Z an eilnx

n=1
angeben, derart dass
| /(@) — Pelx)| = & (—oo< x < ),

und man kann es einrichten, dass die Exponenten A, Fourierexponenten von f(x) sind.
Hieraus folgt der

Eindeutigkeitssatz. Falls zwei fastperiodische Funktionen f (), g(x) gleiche
Fourierrethen haben, so sind sie identisch gleich.

Denn f(z)—g(z) hat die Fourierreihe Null, also kann man f{x)—g(x) durch
Exponentialpolynome P.(x)= 0 approximieren, also ist f(z) — g{@)=o.

6.4 Wir haben gefordert, dass die zur Bestimmung der Exponentialpoly-
nome (6.31) gewiihlte Basis {e,} auch die Fourierexponenten von u(f) erzeugen
soll. Nunmehr lassen wir diese Forderung giinzlich fallen, und betrachten irgend-
eine Basis {e,} fiir die Exponenten von f(x) selber. Man kann gewisse Zahlen
{¢n} hinzunehmen, welche zusammen mit den {@,} auch die Exponenten von

vs(f) erzeugen. Setzt man nun

o — % %
ﬂl_N‘!a"'}ﬁp N"ﬁl.—N‘,.”’ﬁq—N&!
und bildet man mit ganzen Zahlen n,, ..., np; %y, ..., ng ein Exponentialpoly-

nom nach der Vorschrift aus 6.3, und berticksichtigt man, dass

y [ ’ [ ’
alwe, + -+ vpap + V0, + - F vgay)
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sicherlich gleich null ist, falls nur eine der Zahlen v,,...,%; von null ver-
schieden ist, so findet man, dass dieses Exponentialpolynom genau -dasselbe ist,
wie dasjenige, welches ohne die 8, ..., 8; gebildet ist, ‘

Auf Grund dessen erweist sich, wie fiir Bohrsche Funktionen, unser Ap-
proximationsverfahren als ein algorithmisches Verfahren, um bei blosser Kenntnis
der Fourierreihe von f(z), ohne sonstiges Wissen iiber die Funktion, eine Ap-
proximationsfolge (6. 33) aufzustellen. Denn man betrachte irgendeine Basis {a,}
fiir die Fourierexponenten von f(xz). An Hand dieser Basis bilde man die Poly-
nome (6.31); dann ist jede Folge (6. 33), welche formal gegen f(x) konvergiert,
auch schon gleichmissig gegen f(xz) konvergent. — Es gilt, wie in Bochner [1], der

Summationssatz. FEs ser eine Exponentenfolge
Ay, Ay, A, ...
gegeben. Man kann ein Schema rationaler Koeffizienten

rim (m,m=1,2,3,...)

angeben, tn welchem ber festem m nur endlich viele von Null verschieden sind, so
dass fiir jede fastperiodische Funktion f(x) mit der Fourierreihe

2 An ez‘Ana:

(¢n welcher gewisse A, verschwinden kinnen) die mit thren Fourierkoeffizienten ge-
beldeten Exponentialpolynome

(6. 42) Sul) = D) ) 4, ¢t 4ns

gleichmdssig ‘gegen Sx) konvergieren. ;
6. 5 Wie fiir Bohrsche Funktionen beweist man auf Grund des Approxi-
mationssatzes, vgl. z. B. Besicovitch [1], S. 53, den folgenden »Zusammenhang>»
samt »Umkehrung».
Die Funktion f(x) habe die Fourierexponenten {An} Zu jedem & gibt es ein
N und 0, so dass jede Zahl t, welche den Kongruenzungleichungen

(6.51) IAntléd (]IlOdZﬂ:) n:I,...,N
geniigt, eine Verschiebungszahl t(g) ist.

Umgekehrt gibt es zu jedem N und 0 ein ¢, so dass jede Verschiebungszahl
t=t(e) den Kongruenzungleichungen (6. 51) geniigen muss,
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Wenn man diesen »Zusammenhang» mit der »Umkehrung» des »Zusammen-
hanges» aus 6.2 kombiniert, so findet man nach der Methode aus Bohr [2], 8. 113,
dass der Modul von vs(x) im Modul von f(x) enthalten ist. Andererseits wissen
wir, dass der Modul von f(z) im Modul von wvs(x) enthalten ist. Zusammen-
fassend haben wir das Resultat: die Moduln von f(x) und vs(x) sind einander gleich.
Eine jede fastperiodische Funktion f(x) hat also nicht nur denselben Verschiebungs-
sondern auch denselben Schwingungscharakter wie ihre Verschiebungsfunktion
vr(z), welche letztere Funktion eine Bohrsche Funktion ist.

§ 7. Approximation majorigierbarer Mengen. Linear unabhingige
Exponenten.

7.1 Gegeben sei eine majorisierbare Menge {f,(x)}. Wir betrachten ge-
miiss 3.2 und 3.5 ihre Uberfunktion f(x)= {f,(z)}, und da der CUberraum I’
von H wiederum komplex-linear ist, so hat f(x) eine Fourierreihe

(7.11) ZIAn(“iA“I,

wobei

An= a(y) = M{f(H) ei4nt).

Fiir jedes 4 ist «(2) ein Element aus II' und besteht daher aus »Komponenten»
a")(4), von denen jede ein Element aus H ist. Aus der Definition des Integrals
von Funktionen mit Werten aus H' ergibt sich

a(2) = ML) e=iit} |

Wir zerlegen jeden Koeffizienten 4, in seine Komponenten A,sj). Da fiir festes
/4 das Element a(i) aus H nur dann verschwindet, wenn siimtliche Komponenten
a")() verschwinden, so lisst sich fiir jedes » die Fourierreihe von f,(z) in der
Gestalt

(7. 12) 2 A ¢ An®
n

schreiben; natiirlich konnen fiir jedes einzelne » einige A" verschwinden. Aus-
gehend von den Funktionen f,(x) haben wir also das Resultat, dass die Gesamt-
heit der Fourierexponenten aller Funktionen {f,(x)} hochstens abzihlbar unend-
lich ist.
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Nunmehr approximieren wir die Uberfunktion f(x) durch eine Polynom-
folge (6. 42). Jedes Polynom

S (-’L’) == 2 )‘EZ”)A.,, el An®
n
zerfillt in die Komponenten
(7 13) Sm, " (.’E) —= Z 1.51771) AS:) el dn®
n

Wegen
I.ﬁ(x) — S, (@) | = /(@) — Sulz)]

erhalten wir zusammenfassend das folgende.Resultat, vgl. Bochner [1], S. 130.

Satz iiber gleichartige Summation. Jede majorisierbare Menge {f.(x)} be-
sitet eime gemeinsame Exponentenfolge {Ay}. Jede Folge von gleichzeitig approxi-
mierenden Fejérpolynomen

Sl,g-(l‘), Sg,v(x), S;;'.,(x), e

der Gestalt (7. 13) liefert eine gleichartig gleichmdissige Approximation der Funktionen
folx), d. h. zu jedem & gibt es ein N(e), so dass

| £o(z) — S, x(2)| = & (—oe <z < =)
Siir alle v und m = N(e).

7.2 Auf Grund dessen konnen wir den folgenden niitzlichen Satz beweisen.

Konvergenzsatz fiir majorisierbare Folgen. Fualls die Fourierreihen einer
majorisierbaren Folge {f.(x)} formal konvergieren, so ist die Funktionenfolge gleich-
mdssig konvergent.

Denn die Behauptung ist evident, falls die Funktionen f,(z) Exponential-

polynome mit einer festen Exponentenfolge sind:

o
fold) = D) Ay , €407,
n=1
Im allgemeinen Falle kann man die f,(x) gleichartig in » durch solche Exponen-
tialpolynome approximieren.
7.3 Wenn eine Funktion f(x) linear unabhiingige Exponenten hat, so ist
die Fourierreihe in jeder Anordnung der Terme gleichmiissig konvergent; vgl.

den Beweis fiir Bohrsche Funktionen in Bochner [1}, S. 133.
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Durch Heranziehung der Uberfunktion folgt hieraus: falls eine majorisier-
bare Menge {f(x)} linear unabhingige Exponenten hat, so sind in jeder Anord-
nung der Exponenten die Fourierreihen gleichartig in » gleichmissig konvergent.

§ 8. Die Parsevalsche Gleichung.

Wir sind beim Aufbau der Schwingungstheorie ohne die Relationen von
Bessel und Parseval ausgekommen. Dennoch ist die Frage interessant, unter
welchen Voraussetzungen iiber den Raum H das iibliche Verfahren zur Herleitung
der Besselschen Ungleichung in Kraft bleibt. Aus den modernen Untersuchungen
itber den Hilbertschen Raum, vgl. Stone [1], Kap. I, ergibt sich eine befriedi-
gende Antwort auf diese Frage.

8.1 Es sei H ein Raum, in welchem die Addition und die Multiplikation
mit komplexen Konstanten wie im komplex-linearen Raume definiert ist. Weiter-
hin sei fiir je zwei Elemente §, 7 eine komplexe Zahl (§, %) als ihr inneres Pro-
dukt definiert, gemiss den Vorschriften:

ak, n)=al n)

I (
(§1 + §2’ n= (517 "7) + (§2>77)
(

)

2)

3) £ 7])2(”) §)

4) (0,0)=0, (& >0 fir £+o.

Der Betrag |§] eines jeden Elementes £ wird nunmehr als die nichtnegative Zahl

V(g £) definiert. Man beweist, vgl. Stone [1], 1. c., dass unter anderem

(& an)=a(, )

(&, H + 772) = (& ”]1) + (&, ’72)
Jatl=]al|¢]

L& nl=15] 2]
1§+l =1&] +Inl.

Wenn wir daher noch die Voraussetzung hinzunehmen, dass der Raum H voll-
stindig ist, so besitzt er gewiss alle Eigenschaften, die wir von ihm bisher be-
notigt haben.!

! Wenn man uoch die Voraussetzung macht, dass H separabel ist, d. h. eine iiberall dicht
liegende abzihlbare Menge enthiilt, so ist unser Raum entweder der Hilbertsche Raum oder, falls

23—38343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 12 mai 1933,
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'~ Man zeigt unschwer, dass fiir je zwei fastperiodische Funktionen f(x), g(x)
das innere Produkt (f(x), g(x)) eine Bohrsche Funktion ist. Also existiert ins-
besondere fiir jede fastperiodische Funktion f(x) der Mittelwert M {|/f(x)|*}.
Nunmehr findet man wie im Bohrschen Falle fiir je endlich viele reelle Zahlen
Ay ..., Ay und Elemente ¢, ..., ¢y aus H fiir die Zahl

K

N

(8.11) v N m {If(ac) — 2 Cn 60"
. 1
den Wert

N

MA@ P — Dlalia)|* + Zl — a(la) P,

1
wobei

a(d) = M{f(x)e~'*=}.

Hieraus findet man wie im Bohrschen Falle, dass fiir feste Exponenten 4, ...,y
und variable Koeffizienten ¢, ..., ¢y der »Fehler» (8. 11) am kleinsten ausfiillt, falls

en = a(ln) n=1,...,N,

und dass die Besselsche Ungleichung

; la(ia) P < MALf () )

besteht. Von hier aus konnte man durch Nachahmung einer der vorhandenen
Methoden zur schirferen Parsevalschen Gleichung

24P =M1

gelangen. Aber das haben wir nicht nétig. Denn wir haben bereits bewiesen,
dass man f(x) gleichmissig durch Exponentialpolynome approximieren kann.
Also kann man f(x) umsomehr im quadratischen Mittel durch Exponentialpoly-
nome approximieren. Hieraus folgt aber die Parsevalsche Gleichung sehr leicht.

er nicht unendlich viele linear unabhingige Elemente enthilt, ein endlich-dimensionaler komplex-
zahliger Raum der analytischen Geometrie. ‘

Es ist zu bemerken, dass unseren Betrachtungen die sogenannte »starke Topologie» des
Raumes H zugrundeliegt. Eine andere Frage ist es, wie sich im Falle des Hilbertschen Raumes
die Begriffe und Resultate gestalten, wenn man der Definition der Fastperiodizitit allgemeiner die
»schwache Topologie» zugrundelegen will. Diese Frage ist von nicht geringer Bedeutung, wir
wollen aber im jetzZigen Zusammenhang nicht auf sie eingehen. :
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§ 9. Die Funktionen von Muckenhoupt und Stepanoff.

9.1 Im vorliegenden Paragraphen bezeichnen wir die unabhiingige Ver-
inderliche mit ¢. Hingegen mit x bezeichnen wir den variablen Punkt einer
festen messbaren Punktmenge P in einem endlichdimensionalen kartesischen
Raume. Fiir festes p =1 betrachten wir auf P alle komplexen Funktionen
flx), g(x), ..., welche mitsamt der p-ten Potenz absolut integrierbar sind (nach
Lebesgue); zwei Funktionen f(x) die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden
werden als nicht verschieden angesehen. Die Funktionen flx), gla), ... be-
trachten wir als Elemente & 7, ... eines abstrakten Raumes H?. Wenn wir in
HP die Addition zweier Blemente und die Multiplikation eines Elementes mit
einer komplexen Konstanten durch gewdhnliche Addition und Multiplikation und
den Betrag || eines Element & = f(x) durch die Zahl :

{ [ ,,,dx};,

P

definieren, so ist H? ein (vollstindiger) komplex-linearer Raum der bisher be-
trachteten Art. Die Vollstindigkeit folgt insbesondere daraus, dass nach einem
Satz von F. Riesz jeder Folge {f.(x)}, fiir welche

lim f |ule) = ) Pz = o,

ein Element £ = f(x) zugeordnet werden kann, fiir welches

lim [ [f() = fulw)Pdz=o.
P

9.2 Eine abstrakte Funktion §= @(f) repriisentiert fiir jedes ¢ ein gewisses
Element &= f(x). Man kann dies auch so auffassen, dass die abstrakte Funk--
tion §=g(f) durch eine >konkrete» komplexe Funktion F(x,?) hervorgerifen
wird, welche  fiir jedes ¢, als Funktion von x betrachtet, mit-dem Element
£ = f(x) iibereinstimmt. »

Damit nun die durch eine komplexe Funktion F(x,{) erzeugte abstrakte
Funktion ¢(f)= F(x,{) eine fastperiodische Funktion der Klasse HP ist, sind
die folgenden Eigenschaften der Funktion F(x, ) erforderlich: 1) fiir jedes ¢ aus
[— o, o] ist sie ein Element aus HP, 2) fiir jedes ¢ ist
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11mj|Fxt+fr Flz,i)|pde=o0,

7> 0
und 3) zu jedem ¢ gibt es relativ dichte z, fiir welche

f|Fmt—|—fz F(x rdr=<e? (—owo<t< o),

Auf Grund unserer Ergebnisse aus § 6 existiert zu jedem A der Mittelwert

T

(0. 21) ' a(k) m}inif el e tde,

0
und zwar ist er ein Element aus HP, also eine wohlbestimmte Funktion in z.
Nur fiir abzdhlbar viele Werte von 1 ist dieser Mittelwert von Null verschieden,
und es resultigrt eine die abstrakte Funktion ¢(t) und demnach auch die konkrete
Funktion F(xz,t) eindeutig bestimmende Fourierreihe in #:

(9. 22) Z An(x) €4nt,

wobei Ay(x) ein Element aus HP ist. Auf Grund des Summationssatzes kann
mit rationalen Koeffizienten 7™ eine Folge von endlichen Summen

(9. 23) Sz, t) = Zan x) ¢'4nt

gebildet werden, derart dass zu jedem ¢ ein N(s) existiert, so dass fiir m = N (e)

(9' 24) fIF(x, ) — Sulx, O|Pdx < & (—oo< t < o),

P

Eine kleine Unbequemlichkeit ist es, dass wir die Fourierkoeffizienten 4,(x)
bisher nur durch die ungewohnte Integration von abstrakten Funktionen definiert
haben. Denn das Integral rechts in (9.21) bezieht sich auf die abstrakte Funk-
tion ¢(t)e~*4*. Aber diese Unbequemlichkeit lisst sich beheben. Man kann
nimlich zeigen, vgl. Bochner [5], dass das Integral rechts in (9. 21), welches ja
ein Element aus HP ist, nichts anderes als die Funktion

T
(9. 25) : ‘ %fﬁ'(x, t)e—ittdt
0
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ist, wobei dieses Integral von selbst fiir fast alle z vorhanden ist. Und aus
unseren Ergebnissen ergibt sich von selbst, dass das Element (9. 25) im Sinne
des in HP giiltigen Konvergenzbegriffs gegen ein wohlbestimmtes Element aus
H? konvergiert, nimlich gegen das oben mit a(1) bezeichnete Element. Man kann
also durchweg mit der Integration konkreter Funktionen aunskommen.

9.3 Im Talle p=12 ist der Raum HP von der in § 8 betrachteten spezi-
ellen Struktur, wenn man das innere Produkt der Elemente &= f(x), n = g(x)
als die Zahl

f 1@ (@) da

definiert. Also gilt jetzt auch die Parsevalsche Gleichung, welche »konkret»
geschrieben lautet:

;Pf.A"(x“W:%{JII’(% t)|2dx}.

Nun, diese Funktionen sind zuerst von Muckenhoupt [1] definiert und unter-
sucht worden, und wir wollen sie auch im Falle eines beliebigen p = 1 nach
Muckenhoupt benennen. Herr Muckenhoupt erdrtert nicht etwa abstrakte Funk-
tionen, sondern er leitet seine Resultate durch Nachahmung der fiir Bohrsche
Funktionen anwendbaren Methoden her.

Herr Muckenhoupt - macht von seinen Funktionen eine sehr interessante
Anwendung auf die klassische Schwingungsgleichung von Bernoulli; wir wollen
auf sein Ergebnis hier nicht eingehen, sondern es in einer nachfolgenden Arbeit
iiber »Harmonische Analyse abstrakter Funktionen» nach den allgemeinen Ge-
sichtspunkten der vorliegenden Arbeit in einen allgemeinen Satz iiber Higenwert-
probleme einbauen.

9.4 ZEinen eigentiimlichen Spezialfall der Muckenhouptschen Funktionen
bilden die Funktionen von Stepanoff. '

Die Punktmenge P sei das lineare Intervall o =x = 1, und die komplexe
Funktion F(x, ) hinge nur von x + ¢ ab. D.h. es sei F(xz, t)=f(x + ), wobei
also f(f) auf jedem endlichen Intervall mitsamt der p-ten Potenz nach Lebesgue
integrierbar ist. Dass F(z, t) fastperiodisch ist, besagt, dass

z-+0

(9. 41) limflf(x+t+z)—‘f(x—l-t)|”dw:o
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und dass zu jedem & relativ dichte Zahlen 7 vorhanden sind, fiir welche
1
(9. 42) f|f(x+t+m)~—f(x+t)|1’dx§ep.
0

Die Bedingung (9.41) ist nach einem Satz von Lebesgue immer von selbst er-
fiillt und die iibrigbleibende Bedingung (9. 42) ist es gerade, welche Herr Stepa-
noff (im Falle p=1 und p = 2) seinen Funktionen f(x) auferlegt hat, damit sie
in seinem Sinne fastperiodisch sind. Man konnte auf diese Weise wohl auch
die Weylschen Funktionen mit unseren abstrakten Funktionen in Zusammenhang
bringen (vgl. hierzu auch Ursell [1]), doch wollen wir hierauf nicht eingehen;
sondern wir wollen noch kurz die wichtigsten Bigenschaften der Stepanoffschen
Funktionen von unserem Zugangspunkt aus deduzieren. Offenbar ist die Summe
zweier Funktionen aus (der Stepanoffschen Klasse) S? wiederum eine Funktion
aus SP, ‘ .

Wenn man der Funktion f(x) aus S? die Funktion F(x,?) = f(x + {) zu-
ordnet und die Beziehung

T a+ T
fF(x, te—ittdt = ci“ff(t) ettt gt
0

benutzt, so findet man, dass fiir jedes 4 der Mittelwert
a*(A) = M f(t) =44}

existiert, und dass zwischen der komplexen Grosse a*(1) und der durch (9. 21)
definierten abstrakten Grosse a(i) die Beziehung

a(l) = a*(2) it

besteht. Daraus folgert man, dass die (komplexe) Funktion f(z) eine Fourier-
reihe mit denselben Exponenten wie die abstrakte Funktion ¢(f)= F(x, ¢} be-
sitzt, und dass zwischen der Fourierreihe

Z Ay it
n

von f(t) und der Fourierreihe (9. 22) von ¢(t) die einfache Relation
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Au(x) = Anein®

besteht. Jedem Approximationspolynom (9. 23) entspricht fiir f(f) das Approxi-
mationspolynom

S.m(t) — Z ,.Slm) A“ el'An t’
n

und die Relation (9. 24) ergibt die Relation

] N
(—oo<t <)
x4+t — Sple+t)Pde < &P .
flf( ) — Sl + 0 v
0

Also leisten. fiir die Stepanoffschen Funktionen wiederum die algorithmisch be-
stimmbaren Fejérpolynome eine gleichmiissige Approximation im Sinne der Ste-
panoffschen Abstanddefinition.

In dbhnlicher Weise kann man viele Ergebnisse iber Bohrsche Funktionen,
z. B. die Siitze aus § 7, auf dem Wege iiber die abstrakten Funktionen fiir die
Stepanoffschen Funktionen gewinnen. Es wiirde aber ermiiden, sie ohne gleich-

zeitige Anwendungen nacheinander aufzuzihlen.
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