
UBER DIE n-DIMENSIONALEN CARTANSCHEN RAUME UND 
EINE NORMALFORM DER ZWEITEN VARIATION EINES (n-1)- 

FACHEN 0BERFLACHENINTEGRALS. 
Vo~ 

L. B E R W A L D  

in PRAG. 

t t e r r n  Prof .  Elie  Caf tan  zu  se inem 70. Geburtstao am 9. Apr i l  1939 
gewidmet .  

Einlei tung.  

In einer n-dimensionalen ~annigfal t igkei t  mit den Koordinaten x ~ sei 

(~) x~ = x '  (~, ~,  . . .  ~"-~) 

die Parameterdarstellung einer Hyperfl~iche und 

(~) f [ iOxi~ dv,_ ~ 

(n--l} 

bei Parametertransformation invariantes Integral, erstreekt 

der Hyperfl~ehe, wo ~p > o ist. ~ Das zu diesem Integral ge- 

ein (n-- I)-faches, 

fiber ein Gebiet 

hSrige Varlationsproblem sei regular. Herr  L. Koschmieder 3 hat 1927 die 

zweite Variation des Integrals (~), erstreckt iiber ein Gebiet einer Extremalhyper- 

fli~che, bei fester Berandung auf eine gegeniiber Punkt- und Parametertransfor- 

mationen invariante Normalform gebracht. In  dieser tr i t t  eine Invariante auf, 

die er U~ nennt. Andererseits hat Herr  E. Cartan 4 auf ein solches Integral,  

1 Im Folgenden  laufen  lateinische Ze ige r  s te ts  yon I b i s  n, griechische von x bis  n - - i .  
( 0xi~ 

2 ~ b e r  die Funk t ionen  x i (v ~, v ~, . . .  v n - l )  und  ~p xi '  0 v ~] s ind natf ir l ieh gewisse  Regulari-  

t~ t sannahmen  zu machen.  Fe rne r  werden  nur  P a r a m e t e r t r a n s f o r m a t i o n e n  mi t  pos i t iver  Funkt iona l -  
de t e rminan te  be t rach te t .  I n  der  Theorie  yon Car tan wird  endl ich  fiber den I n t e g r a n d e n  yon (~) 
noch die Voransse tzung  (III.  2), ~Tr. 2 gemacht .  

a L. Koschmieder ,  [3], S. 482. ( D i e ) r  in eekiger K l a m m e r  bei  Ver fasse rnamen  be- 
z iehen sich auf  das Schr i f tenverze ichnis  am Sehlusse  der Arbeit) .  

4 E. Cartan,  [3]. 
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indem er es als (n--1)-dimensionale  Oberfl~che des t typerf l~chenstf ickes  auffasst, 

eine Geometr le  aufgebaut ,  die sich dazu ebenso verh~lt,  wie die Finslersche 

Geometr ie  zu einem e infachen In tegra l ,  wenn dieses als L~nge eines Kurven-  

bogens angesehen wird. Allerdings ist die Car tansche Geometr ie  nu r  dann  ein- 

deut ig  bes t immt ,  wenn ein gewisser Tensor  (H ij, Nr. 71 den Rang  n hat.  W i r  

nennen in diesem Falle  die mi t  der  Car tanschen  Geometr ie  begabte  Mannigfal-  

t igkei t  einen regul&'en Cartanschen t~aum. 

In  d e r  vorl iegenden Abhand lung  soll nun folgende F rage  bean twor t e t  werden:  

Wie hdngt in einem reguldren Cartanschen Raum die Invariante U~ yon 

Kosehmieder mit der Kriimmung und Torsion des I~aumes, sowie rnit den Inva- 

rianten der Extremalhyperfldche zusammen? 

Zur Bean~wortung dieser F rage  musste erstens die Theor ie  der  Tors ion und 

Kr i imm ung  eines regul~ren Car tanschen Raumes  entwickelt ,  zweitens die Theor ie  

der  Hyperfl~ichen in einem solchen Raum in al lgemeinen P a r a m e t e r n  1 aufgestell~ 

und  endlich die Koschmiedersche  Normal fo rm der zweiten Var ia t ion  mi t  Ver- 

wendung  der GrSssen, die in der  Theor ie  yon Carman auf t re ten ,  abgelei~et 

werden. Dem entsprechend  zerf~llt  die vor l iegende Arbe i t  in drei  Abschni t te .  

Im ers ten Abschni t t  wird zun~chst  die Car tansche  Theor ie  ab ovo ent- 

wickelt~ (8 1), in e iner  Form, die besonders f ibersichtl ich an d  bequem sein diirfte.  

I n  w 2 wird nach  einem kurzen Abschni t t  fiber die kovar ian te  Able i tung  die 

Theor ie  der Tors ion und Kr f immung  eines regul~ren Car tanschen  Raumes  aus- 

e inandergesetz t .  Sie verl~uft  ganz analog wie die en tsprechende  Theor ie  ffir 

den Fins lerschen Raum.  3 Endl ich  werden in w 3 die wicht igs ten besonderen 

Klassen yon regul~ren Car tanschen R~umen besprochen.  

De r  zweite Abschni t t ,  der  die Theor ie  der t typer f l~chen  behandel t ,  zerf~llt  

in zwei Pa ragraphen .  In  w 4 werden die Grundfor inen  der Hyperf l~che einge- 

ffihrt,  in w 5 die Grundg le ichungen  der Hyperf l~chentheor ie  aufgeste l l t  und  aus 

ihnen  geometr ische Fo lge rungen  gezogen. Die En twicke lungen  en tsprechen  hier  

im wesent l ichen der  yon H e r r n  ft. M. W e g e n e r  ~ aufges te l l ten  Theor ie  der Hy- 

perfl~chen in Finslerschen R~umen. 

i Fiir n = 3 und die Fl~iehendarstellung x 8= o hat bereits Herr E. Caftan, [3], Abschnitt 
VIII. die Fl~chentheorie skizziert. Wit benStigen hier die Formeln fiir allgemeine Parsmeterdar- 
stellung bei beliebigem n. 

E. Cartan, [3], Abschnitte I., II., III., V., VI. Vgl. dazu such die allgemeineren Entwick- 
lungen yon J. A. Schouten und J. Haantjes, [I], Nr. I, 2. 

8 E. Caftan, [4], Abschnitt XIII. 
4 j. M. Wegener, [I]. Vgl. such E. Cartan, [4], Abschnitt XI. 



Uber die n-dimensionalen Cartanschen R~ume. 193 

Im dritten Abschnitt wird zuniichst (w 6) die erste Variation des OberfliLchen- 

integrals auf eine invariante Gestalt gebracht und gezeigt, dass die Extremal- 

hyperfl~Lchen des zugehSrigen Variationsproblems bei fester (n--2)-dimensiona]er 

Berandung mit den !Vlinimalhyperfl~ichen des Cartanschen Raumes identisch s ind/  

Sodann wird (w 7) die zweite Variation des Oberfliichenintegrals, erstreckt fiber 

eine Extremalhyperfl~che bei fester (n -- 2)-dimensionaler Berandung auf eine Nor- 

malform gebracht, die sich als identisch mit der yon I-Ierrn Koschmieder ein- 

geffihrten erweist. Damit ist die gestellte Frage beantwortet. Da die Rech- 

nung, die zu dieser Normalform ffihrt, sehr umst~ndlich ist - -  was sich wohl 

kaum vermeiden l~sst - -  habe ich ihren Gang in einem Anhang wenigstens so- 

weir angedeutet, dass dem Leser die Uberpriifung ermSglicht wird. 

E r s t e r  A b s c h n i t t :  T o r s i o n  u n d  K r i i m m u n g  d e r  regu l~ i ren  Cartanschen 
Ri iume.  

w 1. Die reguHiren Cartanschen Riiume. 

I. Euklidisch zusammenh~'ngende Ma~nigfaltigkeiten yon Hyperfl~'chenelemen- 

ten. Unter einem Cartanschen Raum verstehen wir eine n-dimensionale ~r 

nigfal~igkeit, deren Geometrie auf dem Begriffe der 0berfliiche eines (n--I)-  

dimensionalen Hyperfl~tchenbereiches beruht. Wir  entwickeln zun~chst die Car- 

tansche Theorie dieser Riiume. ~ Das Raumelement der Cartanschen Theorie ist 

das (orientierte) Hyperfl~ichenelemen~, d. i. die Figur, die aus einem Punkte und 

einer durch diesen Punkt  hindurchgehenden (orientierten) Hyperebene bestehb. 

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkei~ hat, als Mannigfal~igkeit yon Hyperfl~chen- 

elementen betrachtet, 2 n - - I  Dimensionen. 

Zun~chs~ werde mit Cartan der Begriff einer euklidisch zusammenhdngenden 

Mannigfaltigkeit yon HypeJfldchenelementen definiert, indem Forderungen fiir die 

Massbestimmung und ffir die Paralleb~bertragung yon Vektoren gestellt werden. 

Von der Massbestimmung wird verlangt, dass sie in der unmittelbaren Um- 

gebung jedes Hyperfi~chenelementes euklidisch ist. D. h. 3 

i E. Car tan,  [3], S. 24, 26. 
Zu dem g,~nzen w 1 vgl. E.  Car tan ,  [3]. Siehe auch  J .  A. Schou ten  und  J.  Haan t jes ,  [I]. 

8 Wi r  beze ichnen  die au f  die Massbestimmung bezi ig l ichen F o r d e r u n g e n  mi~ (I), die an t  die 
.Paralleliiberlragung bezi ig l ichen m i t  (II), endl ich  die F o r d e r u n g e n ,  die s ich auf  die Grundfunktion 
(Nr. 2) des Car t anschen  Raumes  bez iehen ,  m i t  (III), und  fiigen jedesmal  noch  eine a rab i sche  Ziffer 
h inzu .  

25--3932.  Acta mathematica. 71. Imprim6 lo 5 juillet 1939. 



194 L. Berwald. 

(I. I) Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen l~unktes (x) und eines 

willkiirlichen unendlich benachbarten _Punktes (x + d x) in Bezug auf  ein Hyper- 

fldchenelement in (x), dessen Stellung beliebig ist, ist eine positiv-definite quadratische 

Differentialform gik d x  i d x  ~, deren Koeffizienten g~k~gk~ nur vom Hype~flh'chen- 

element abhiingen. 

Die Stellung eines Hyperfl~chenelementes im Punkte . ( x ) ~ ( x  1, x ~ , . . ,  x") 

wird analytisch durch n nicht s~mtlich verschwindende Parameter  u 1 : u2 : �9 �9 �9 : un 

gegeben, die in dem Sinne homogen sind, dass sie alle mit demselben willkiir- 

lichen positiven Faktor multipliziert werden diirfen. Die u~ sind die Koeffizienten 

der Gleichung 

(I .  I) d x ---- o ,  

welche ausdriickt, dass die Richtung d x  1 : d x  ~ : . . .  : d x  '~ im Punkte (x) in der Hyper- 

ebene des Hyperfl~ichenelementes liegt. Bei Koordinatentransformation verhalten 

sich die ui wie die Komponenten einer kovarianten Vektordichte vom Gewicht --  I. 

Die Forderung (I. I) besagt, dass die g,k Funktionen der x i und us sind, die 

in den ui positiv homogen yon nullter Ordnung sind. Ausserdem mSgen sie 

etwa in einem einfach zusammenh~tngenden Bereich der x i u n d  fiir alle Werfi- 

systeme der ui mit Ausnahme des Wertsystems (o, o , . . .  o) als reguliir analytisch 

vorausgesetzt werden. Wir  bezeichnen den so definierten Bereich der (x, u) mit ~ .  

Die Figur, die der Massbestimmung zugrundeliegt, ist somit die zweier un- 

endlich benachbarten Punkte (x), (x + d x) und eines Hyperfl~chenelementes (x, u). 

Diese Figur heisst ein infinitesimaler Vektor (dx) im ]-Iyperfl~ichenelement (x, u). 

Indem man sich die Sttickchen yon euklidischen R~umen, zu denen die Umge- 

bungen der einzelnen Hyperfl//chenelemente der be~rachteten Mannigfal~igkeit 

durch (I. I) geworden sind, vervollst~ndigt denkt, d. h. indem man j edemHyper -  

fl~ichenelement (x,u) einen euklidischen Raum zuordnet, kann man auch zu end- 

lichen Vektoren und allgemein zu GrSssen (Tensoren, Dichten u. s. w.) im Hyper- 

flSchenelement (x, u) iibergehen. Die Komponenten yon GrSssen sind also im Fol- 

genden stets Funktionen des Hyperfl~ichenelements, d. h. Funktiouen der x ~ uud u~, 

die in den u~ positiv homogen yon nullter Ordnung sind. Das Hyperfl~chenelement 

heisst das Stiitzelement der GrSsse. 

Fiir endliche Vektoren formuliert besag~ (I. I), dass das Quadrat der Lh'~ge 

eines Vel~tors (X) im Hyperfl~chenelement (x, u) durch 

2) X'X 

gegeben is~. 
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Wir bezeichnen im Folgenden die De~erminante der gt~ mit g, das inverse 

System der gik mit gSk und definieren, wie iiblich, das Hinauf- und tterunter- 

ziehen der Zeiger mit t t i lfe der g,'k und glk. Wir  kSnnen dann yon kontrava- 

rianten und kovarianten Komponenten eines Vektors sprechen u. s . f .  Endlich 

treffen wir die naheliegende Festsetzung, dass die us die kovarianten Kompo- 

nenten einer zum Ityperfl~chenelement (x, u) senkrechten Vektordichte sind. Der 

2Vormaleneinheitsvektor des Hyperfl/ichenelementes hat dann die kovarianten bezw. 

kontravarianten Komponenten 

.qik Uk 
(I. ,) ls ~gi2'iS 

Die Quadratwurzel soll dabei positiv gezogen werden. 

Die euklidischen R~ume, die den einzelnen Hyperfl~chenelementen (x, u )der  

betrachteten Mannigfaltigkeit zugeordnet wurden, werden in Znsammenhang ge- 

bracht, indem man definiert, was nnter der Paralleliibertragung eines Vektors yon 

einem ttyperfl~ichenelement nach einem unendlich benachbarten zu verstehen ist: 

(II. I) Es sei (X) ein willkiirlicher Vektor im beliebigen HyperflScheneleme~t 

(x, u) und (x + d x, u + d u) ein beliebiges zu (x, u) uneudlich benachbartes Hyper- 

flh'chenelement. Dann heisst der Vektor (X + d X) im HyperfSehenelement (x + d x, 

u + d u) parallel zum Vektor (X) im HyperflSeheselement (x, u), wenn (his auf  in- 

finitesimale Grb'ssen hSherer als erster Ordnung) 

C ih (x u) duh) (I. 4) d X / = - X  k(Fk/h(x,u)dx h +  k , , 

ist, wo die Fki,  Ck~h gegebene _~unktionen der x s, us sind. 

Da der Vektor (X + d X) nur yon den beiden ttyperfi~chenelementen (x, u) 

und (x + dx,  u + du) abhgngen soll, so muss er unge~ndert bleiben wenn die 

ui durch Q(x, u) ui ersetzt werden, wo Q (x, u) > o und in den ui positiv homogen 

yon der Ordnung Null ist. Indem man zun~chst Q ~--konst., und hierauf 0 all- 

gemein w~hlt, ergibt sich aus (I. 4): 

I. Die Fjh(x , u) sind von nullter, die Ckih(x, u) yon ( - - i ) - ter  Ordnung po- 

sitiv homogen in den ui; 

2. Es ist 

(,. 5)  = o .  

Nun wird verlangt, dass der durch die Paralleliibertragung erzeugte Zusam- 

menhang euklidisch sein soll, d. h. : 
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(II. 2) Die Liinge eines beliebigen VektQrs in einem willkiirlichen Hyper- 

fliichenelement wird durch _Paralleliibertragung nach einem beliebigen unendlich be- 

nachbarten Hype~flh'chenelement nicht geSndert. 
Diese Forderung  ergibt  die Bedingungen 

0 gik 
(,. 6 ) (a )  Ogikox h --  i~kh + I'kih, (b) ~ C,k h + C~i h 

die ~uch in die Gestul t  

0 (Iik C~kh Ckih Ogik .Uk h F k~ (b) Ouh (I. 7) (u) Ox h = - -  - -  h, --  - -  

gesetzt  werden kSnnen. Hier in  ist 

(~. 8) 
r ~ \  = gJ~ rj~ h, 
Cikh ~ gji (~kh. 

Eine M~nnigfal t igkei t  von I-Iyperfl~chenelemen~en, die den Forderungen  (I. I), 

(II. I), (II. 2) geniigt, heisst  euklidisch zusammenhSngend. 

2. Die (n--I)-dimensionale Obe~flh'che. Es liege nun eine Funk t ion  

(2. I) L ( x ' ,  z "2, . . .  x n ;  ~1, ?~2, " ' "  Un) = i ( x ,  u) 

vor, die in ~ e twa regular  unalytisch sei, ferner  wesentl ich positiv." 

(2. 2) L ( x ,  u) > o ,  

endlich in den ui positiv homogen yon erster  Ordnung:  

( 2 . 3 )  L (~,  ~ ~) = ~ L (x,  u ) ,  (Q > o ) .  

Bei Koord inu ten t r~nsformat ion  verhulte sich L wie ein Skalar. L(x ,  u) 

heisse die Grundfunktion. 

W i r  fordern zun~tchst 

(III .  x) Das in einem Hype~fldchenelement (x, u) gelegene _Element der (n--I)- 

dimensionalen Obe~flh'che ist dutch 

( 2 . 4 )  d o - L (x, u) d x ~ d x ~ . . .  d x n-~ 
U$~ 

gegeben. 
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Der Inhalt  der Forderung (III. I) l~isst sieh noeh etwas anders fassen. Es sei 

(2. S) x i =  x i ( v  1, ~2 . . , vn--1) 

eine reguliire Parameterdarstellung einer (etwa analytischen) Hyperfl~che ~, die 

Matrix 

lox't 
[Ov~ 

0 X 1 0 X n ] 

Ox 1 OX n [ 

habe also den :Rang n- - I .  Die aus der Matrix (2. 6) durch Weglassen der k- 

ten Spalte gebildete Determinante werde mit (--I)k+i_pk bezeichnet. Bei be- 

stimmter Wahl der Parameter  v ~ wird durch die angegebene Wahl der pk in je- 

dem Punkte eine positive Normalenrichtung der Hyperfl~che ausgezeichnet, die 

HyperflKche also orientiert. Wir lassen in der Hyperfl~che nur (analytische) 

Parametertransformationen mit positiver Funktionaldeterminante zu, so dass diese 

Orientierung bei Parametertransformation erhalten bleibt. Ausserdem setzen wir 

voraus, dass sich die Parameter  v ~ durch eine solche Parametertransformation 

in die Koordinaten ~ iiberfiihren lassen. Dann besagt (III. I), dass die (n - - I ) -  

dimensionale Obe~h'che eines Bereiches der orientierten Hypelfliiche q~ dutch das 

iiber den Bereich erstreckte (n--  I)J'ache Integral 

(2. 7) 0 ~- [ #"  L (x, p) d yl d v 2 . . .  (l v '~-1 
.2 

(n--l) 
gemessen wird. ~ 

In der Tat geht das Element des Integrals (2. 7) fiir v ~ ~ x ~ und u i~-p i  in 

(2.4) fiber. 

Wir  fordern ferner: 

(I[I. 2) Die quadratische Form 

= I 0 ~ (L ~) Z i  Zk  
20u~O uk 

der Hilfsverguderlichen Z 1, Z 2, . .  Z n ist in ~ positiv deficit. 

1 j .  lCadon, [I] und G. Vivanti ,  [I] h~ben gezeigt, dass sich das Integral  (~) der E in le i tung  
bei den dort angegebenen Voraussetzungen stets  in die Gestal t  (2. 7) setzen l~sst. 
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Diese Forderung ermSglich~ es, in der Umgebung jedes Hyperfli~chenele- 

mentes eine euklidische Massbestimmung (I. I) einzufiihren, die nur yon der 
Grundfunktion L (x, u) abhis 

3. Weitere Forderungen. Wir fiihren jetzt zun~chst diese Massbestimmung 
ein, und stellen dann noch Forderungen auf, die bewirken, dass auch die Funk- 

tionen C ~kh, F ~ ,  die den euklidischen Zusammenhang festlegen, wenigstens unter 

gewissen noch anzugebenden Voraussetzungen durch die Grundfunktion L (x, u) 
eindeutig bestimmt sind. 

Da die 

(3. I) ai k _~ I_ O~(L~___~) 
2 0 ui O uk 

sich bei Koordinatentransformation wie eine kon~ravariante Tensordichte zweiter 

Stufe yore Gewiehte 2 verhalten, kSnnen wir ansetzen: 

(3. 2) Cdk = gg~k 

und finden dann, da de~. (g~k)= g '  a-=--def. (a ~k) > o gi l l  

1 

( 3 . 3 )  ~ = a "-~.  

Somit kSnnen wir fordern: 

(I. 

(3.4) 

gegeben, wo 

Der Masstensor is t  dutch 

g ~ k ( x , u ) = a - ~  \2 
Ouiduk  

die Hessesche Determinante der Funkt ion  I L~ (x ' u) ist. 
2 

Damit ist die Massbestimmung eindeutig festgelegt) Zur Festlegung des 

euklidischen Zusammenhangs stellen wir folgende Forderungen auf: 

Diese M a s s b e s t i m m u n g  wurde  yon  L. Koschmieder  [3], w 8, S. 473 ft. e ingef i ihr t ,  g t r i t t  
schon v o r h e r  bei  Koschmieder ,  [I] (fiir n = 3), I2] (flit be l i eb iges  n) auf :  vgl .  auch  Th.  De 
Donder ,  [I]. 
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([L 3). Die Funktionen C ikh sind in den ersten beiden Zeiqern symmetrisch 

(3.5)  C~kh ~- C~h. 

(I[. 4). Bei der Paralleliibertragung yon einem willkiirlichen Hyperflh'ehenele- 

me~t (x, u) uaeh dem dazu parallelen in einem beliebigen unendlich benachbarten 

Punkte (x + d x) gibt es infinitesimale Parallelogramme. 

Zu (II. 4) ist Folgendes  zu bemerken:  Wi r  werden  in :Nr. 6 sehen, dass man  

yon der  Para l le l i iber t ragung des ~ormalene inhe i t svek to r s  eines ttyperfl~ichenele- 

ments  (x, u) nach  e inem beliebigen Nachbarpu~kte (x + d x ) r e d e n  kann.  Das 

E lemen t  (x + d x, u + d u) im P u n k t e  (x + d x) heisst  parallel zum E l e m e n t  (x, u), 

wenn sein Normalene inhe i t svek to r  aus dem des E lementes  (x, u) durch  Parallel-  

i iber t ragung nach dem P u n k t e  (x + d x) hervorgeht .  

I n  den fo lgenden N u m m e r n  (~Yr. 4, 5) entwickeln  wir zun~chst  einige Fol- 

ge rungen  aus (I. z), (II. 3). 

4. Der Normaleneinheitsvektor. Aus der  F o r d e r u n g  (I. 2) folgt  wegen ( 3. 3) 

O~L OL OL 
(4. I) ggik + L ~ u~ O uk O ui O uk 

und  hieraus wegen der  Homogenit~i . tseigenschaft  yon L welter  

OL 
(4. 2) gg~k~ = L ~ ,  

(4. 3) g g~k u~" uk -~ L 2. 

Aus (I. 3) und  (4. 3) erh~lt  man  fiir die kovar ian ten  K o m p o n e n t e n  des Nor- 

maleneinheitsvektors des Hyperfliicheneleme~tes (x, u) 

(4.4) 

u nd  aus (4. 2), (4. 3) sodann fiir seine k o n t m v a r i a n t e n  K o m p o n e n t e n  

_ i O L  
(4. 5) l~ Wg O~u~'. 

(;bersehiebung mit dem Normaleneinheitsvektor wi~'d im lWolgenden stets dureh 

eine Null bezeiehnet, z. B. 
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= T ~ ~ T i~ T ~rk lr T i t  k 1 ~ Tiko ik lr = Tikr  1 , = = . 

Die Stellung der Null (oben oder unten) ist dabei ohne Bedeutung und wird nur 

durch die bessere Lesbarkeit bestimmt. 

Wir leiten noch zwei Gleichungen nb, die im Folgenden benutzt werden. 

Differentiiert mun (4. 2) nach uj, so ergibt sich wegen (4. i), 

oder 

0 .qik 
69 g gi~ uk -{- g ~ u j  Uk ~- 0 
Ouj  

(4. 6) --Lff~uj + 20~uj k = o .  

Endlich folgt durch Ableitung von (4. I) nach uj 

0 gik I 03 ( L  2) Og gCk + q ~- 

(4. 7) OUj OUj 2 (gUiOUkOUj 

5. D e r  Tensor  A tkh u n d  der Vek tor  A ~. Ist  f ( x ,  u ) i r g e n d  eine (einm~l 

partiell ~bleitb~re) Funktion der x i, ui, die in den ui positiv homogen yon der 

Ordnung/9 ist, so ist 

(5. i) 

in den ui positiv homogen yon der gleichen Ordnung und es gilt wegen (4.4) 

f ? - p f .  

Wenn @ eine GrSsse, ulso p ~ o ist, so ist 

L O 0  
Ill - -  V-g  o ~ 

eine mit 0 gleichartige GrSsse, die einen kontravarianten Zeiger mehr hat, und 

es ist 

(s. ~*) ~1] ~ = o .  

Di~ F o r a e ~ u ~  (II. 3) ergibt ~,ege~ (~. 6), b, (~. 7), b 

(5. 2) C i ~  = I O.q ik I O gik 
20uh' q ~=20u~ 
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Die C ikh sind in den ui  positiv homogen yon der Ordnung --  I und bilden daher 

keine GrSsse; wohl aber sind 

(5. 3) 

bZW. 

(5.4) 

A~kh L Cikh = I gikllh, ] 

1 

die kontravarianten, bzw. 

Zeigern symmetrischen Tensors (Aikh=Akih) .  Aus (5.4) folgt: 

Die Riemannschen Rdume sind dutch A ikh = o gekennzeichnet. 1 

gilt die mit (I. 5) identische Gleichung 

A ik~ ~ O, (5.5) 
und. wegen (4. 6 )  

(5.6) 

WO 

gemischte Komponenten eines in den beiden ersten 

Aokh= Akoh= lk A h, Aok h = Akoh= lk Ah , 

(5.7) 

ein Vektor ist. (4.4) ergibt jetzt 

(5.8) A o  = o .  

Aus (5" 7) entnimmt mien: 

Das Verschwinden des 

Wegen (5. I*) 

Vektors A h kennzeichnet die Cartanschen Rdume, in 

denen sieh jedem n-dimensionalen Bereieh das Integral 

I =  ( V g d u l  du  ~ . . . du" 
, ]  

(n) 

als Rauminhalt  zuordnen lh'sst. In  den Cartanschen Riiumen mit A ~ ~ o kann 

man dugegen nur yon dem l~auminhMt eines Bereiches in Bezug auf ein Feld 

yon ttyperfli~chen reden, das man vorher in dem Bereich ausgezeichnet hat. ~ 

1 Die an die Parallelfibertragung gestellten Forderungen ergeben in diesem Falle die Parallel- 
iibertragung von Levi-Civita. 

Wegen anderer Eigenschaften, welche die l~iiume mir Ah =  o den Riemannschen R~iumen 
ann~hern, vgl. E. Cartan, I3], Abschnit t  X., S, 29 f.; [4], Abschnit t  XII., S. 29--32. 

26--3932. Acta mathematica. 71. Impdm6 le 5 juillet 1939. 
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W i r  l e i t en  je tz t  einige Identi t i~ten ab, die d e n  T e n s o r  A ikh und  den Vektor  
A ~' enthMten.  Aus 

Ogkh__ 0 log g 
gkh 0 U; 0 Ui 

folgt  

(5 .9)  A ~  h = A". 

Wei te r  e rg ib t  sich uus (4. 7) nach  "einfaeher R e e h n u n g  

I L 0 ~(L 2) (5. IO) giJ A ~ - -  A i~h - -  
4 g g g  OuiOujOut~ 

und  hieraus  d u r c h  Ubersch iebung  mi t  gij Wegen (5.9) 

(5. 1I) I L g,~ 03(L2) - - ( n - - I ) A  h. 
4 g V g  "OUiOUjOUh 

Ubersehiebung von (5. 10) mit  ghj ergibt  bei Ber i ieks icht igung yon (5. 1 I) 

(5 i2) A ; " =  (2 --,,~)A ~. 
�9 h 

Aus (5. ro) folgt  noch, dass der  Tensor  A i j h -  giYAh in allen Zeigern symme- 

t r isch ist. 

Schliesslich merken  wir noch die mi t  (4. 5) ident ische Gle ichung  

(5. i3) 
sowie die Gle ichungen 

(5. ~4) 

L ]1 ~ = L l i, 

- - -  A i ) ,  

( 5 . 1 5 )  = _ _ 

(5" I6) lii]h ~_ gih __ li(Ih + A h) 

an, von denen  die erste aus (4. 5), (5. 7), die zweite bus (4.4), (5. I4), die dr i t te  

bus (5. I5), (5. 3), (5.6) folg~. In  (5. I5) und  weiberhin ist 6 h~- I f i i r i = h ,  = o  i 

fiir i # h. 

6. Das  absolute D~ 'eren t ia l  des Normaleneinhei tsvektors und  die Wink~el- 

metrik.  Wir  gehen  nun  daran,  die F o r d e r u n g  (II. 4) an~lytiseh zu fassen. 
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Der Pnrallel i ibertragung (i. 4) eines beliebigen Vektors (X) entspricht das 
absolute Differential 

(6. ~) D X ~ =  d X '  + r~ ;  X~  d x  h + C ~  X k  du,,. 

Nun is~ wegen (5. 4), (4. 4), (5. 5) 

(6. z) q, ,au~ = A ~ a ~ ,  

so dass (6. I) auch in die Gestal~ 

(6. 3) ~) x ,  = a x ,  + r A x~ a ~  ~ + A ?  x~ d 1,, 

Die en~spreehende Gleiehung fiir die kovarianten Kompo- gesetzt werden kann. 
: lenten ist 

(6.4) 

Wi r  setzen nun 

(6. 5) i~0 l~-- ~ ' ( d ) =  o,', 

Dann folgt  wegen (5- 6), (5. 5) aus (6. 4) 

(6 6) 

(6. 7) 

Se~zen wit ~lso 

(6. 8) 

D < =  d X , - -  r A  x , d ~ -  A ~  x ~ l ~ .  

D li ~- oJi (d) = oJl. I 

~Or (d) = d lr - -  Froh d x h - -  lr A h d lh, 

ATdl .  = AT. . (d)  + ~ 7 < o ~ d ~  ~ 

i . F~. i h = F k '  h + A *" I"  k roh' 

so erglbt sich aus (5. 3), bezw. (6. 4) 

(6 .9 )  D X  ~ d X  ~ + X  ~ "*~ A~ h = ( i ~  d x h + % ( d ) ) ,  

(6. ~o) 1) x ,  - d x i  - x~ ( r ~  d~ ~ + ~ % @ )  

Fiir X i ~  1 i bezw. X i  = li folg~ hieraus wegen (5.6) 

(6. ,i) 

(6. :~) 

Nun is~ wegen (5. 8) 

((~ - -  [i Ar )  Off ((1) = d l i + l~*~ h d x h, 

((~r _~_ l iAr )  Or(d) -~ d ~ i - -  l"~;h d X  h. 
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(6. I3 )  (~P + l i A P ) ( ~ ) - - l p A J ) ~ - ( ~ P - - l i A P ) ( ~ J p  --~ l p A J ) - -  {~ j .  

Die AuflSsung yon (6. II), (6. I2) lautet also 

(6. I4) co ~ (d) -= (d r + l i Ar) (d 1 r -4- F*~ d x h) 

(6. ~ 5) ~ ,  (d) = @ - -  l, A~) (d ~, - -  r*,o~ d x~) 

A U 8  l i li ~ I folgt 

(6. ~6) o~o = o ;  

ferner gilt 

wie in Nr. 8, w 2 gezeigt werden soil. 

Wie schon in Nr. 3 angegeben wurde, kann man v o n d e r  Paralleliibertragung 

des Normaleneinheitsvektors eines Hyperfliicheuelementes (x, u) nach einem be- 

liebigen Nachbarpunk te  (x + d x) reden. Denn tier Zuwachs d lr = l"~oh d x h, tier 

aus der Bedingung coi ( d ) =  o fiir die Paralleliibertragung des Normaleneinheits- 

vektors folgt, hiingt nur yon den d x  i, aber nicht yon den d ui ab. 

Die Forderung (II. 4) lis sich nun so formulieren: 

Unter der Nebenbedingung w i (d ) -~  o gibt es inf ini tesimale Parallelogramme. 

Da nach (6.9) die Parallelfibertragung eines beliebigen Vektors (X) unter  

dieser Nebenbedingung dureh 

*/ 
(6. I8 )  d X i =  - -  X k F k h d X  h 

gegeben ist, wird durch ([I. 4) die Symmetrie 

(6. 

gefordert. 

Ehe wir weitergehen, besprechen wir noch die Winke lmetr ik .  Nach E. 

Carman 1 ist der Winkel d q~ zweier  Hyperfl~ichenelemente (x, u), (x, u + d u) im 

gleichen Punkte (x) des Raumes durch 

(6. 20) d ~ - -  ~ (d) ~ (d) 

i E. Cartan,  [3], Abschn i t t  IV. 
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mit  der 5Tebenbedingung d x t = o  definiert. Den Winke l  zweier Elemente  

(x, u), (x + d x, u + d u) in benachbar ten Punk ten  erkl~ren wir als den Winke l  

des nach (x + d x) parallel i ibertragenen Elementes (x, u) mi t  dem Elemente  

(x + d x, u + d u). 1 Sein Quadrat  ist du tch  (6. 20) ohne die Nebenbedingung 

d x" = o gegeben. 

Ffir die Different ialform (6. 2o) (mi~ dxt----o) erh~s man ~ 

I 0 ~ L 
- -  - - d u i d u y .  (6. 21) dg~ L ~ u i d u j  

Einer  von Herrn  E. Cartan ~ngestellten Reehnung  3 ist ferner zu entnehmen,  

dass diese quadrat ische Form den Krf immungstensor  

(6. 22) 
�84 } I gpm (Fhj p Fikm __ Fi jp  Fhkm ) rhijk ~ (LhJ Lik - -  Lhk LO) 4 g 

ha~, WO 

O~L 
(6. 23) L ~k=  

0 us O uk' 
Fhjp - -  

I O ~ ( L  2) 

2 0 U h O u j O u v  

gesetzt wurde.  Beachtet  man F h J P ~ F  phi und ersetzt dieses nueh (5. IO), so 

ergibt eine einfache Rechnung,  bei der (4. I), (4. 5) zu berficksichtigen ist 

(6. 24) = (A m A A"J Am~k~ raijk L ~ ]g ~ 3 ~ l i l j  g i ~ - l i l k  .~_ ij mhk__ m ]J '  

wo im ersten Gliede eine zweireihige Determinante  steht.  Wi r  kommen in Nr. 12 

auf diesen Ausdruck zurfick. 

7. Die reguldren Cartanschen Rdume. Es ist noch zu untersuchen,  ob, bezw. 

warm die 1~*~ durch die aufgestel l ten Forderungen eindeutig best immt sind. 

Dazu gehen wir zu den 

F*jh = gjm Fi*m h 

fiber. D~nn folg~ aus (6. 8) und (I. 6 ) a  

1 Die entsprechende Definition fiir den Finslerschen Raum bei O. Varga, Dissertation, ver- 
5ffentlicht in L. Berwald, [II, S. I3, (vgl. Fussnote 2, S. 214). 

E. Cartan, [31, Abschnitt IV, 
8 E. Cartan, [31, Supplement, Nr. 9, S. 45 f. 
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(7. i) 

und aus (6. x9) 

(7. 2) 

L: B e r w a l d .  

F* F* 69 gij 
ijh + jih --  OX h - - -  + 2 A~/~ ~ , o h ,  

Fi jh  = I'~ji. 

Aus (7. I ) ,  ( 7 "  2 )  ergibt sich durch dieselbe Rechnung  wie im besonderen Falle 
(Ai jP= o) des Riemannschen  Raumes 

(7.3) 

mi~ 

I [0 gij 
(7. 4) Djh = ~ ~Ox h 

F ~ ~ - . ijh 7ijh + A~j'~ I ,,oh + Ajhm F~,o i --  Ahim i,mo j 

Wegen  (6. 8), (5.6) ist weiter  

( 7  s) 

(7.6) 

und 

Ogih Oghi~. 
"47 O X i O xJ J . 

-~ "* - -  = A m F ~ o ~ _ _ A h y ~ F m  . ' Ft j  h I ~jh A~  "~ Fmoh 7ijh + dh : 

G o ~  = 7ioh + lh Am F~oi  - -  A h [  ~ F.,oo 

Coo=7,oo  + A ~ F , ~ o , - - l i A ~ I ~ o o  

oder 

(7. 7) (d~) + l~Am) F~oo =7~oo + AmF,~o," 

Aufl6sung nach Fhoo ergibt wegen (6. I3) 

(7. 8) Fhoo --  7boo 

Anderersei ts  folgt aus (7.6) 

oder 

(7.9) 

--lhA'7~oo + (d~ - lh ai) Am Fmo i . 

Ai l ' .oh  = AiTioh + l h A ~ A m F  o i _  A t A  m F hi moo 

Setzt m~n dies in (7.  8) ein, so ergibt sich 

(7. IO) (dr~ + A i A i : ' ) F ~ o o = T h o o  -- lhA"7,~o ~ + Amymoh. 
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Diese Gleiehungen sind dunn und nur  dunn eindeutig nach F~oo auflSsbar, 

wenn der Tensor 

(7 I i )  H~ ~ =  ~ +  A ~ A ~ "  

oder, was dasselbe ist, der symmetrische Tensor 

(7. I2) . .  I L A Oa(L~) 
H i j  ~ gij + AkAki . i  _~_ g*a + A i A  j 4 g V g  O g l O g j  O n  k 

den Rang  n hat.  Is t  das der Fall, so he i s s t  nach E. Cartan der Ruum regul&'. 

D ie  reguldren Cartanschen R ~ m e  d u d  �9 dadurch gekennzeichnet, dass in  ihnen 

dutch die aufgestellten Forderungen eine Parallel i ibertragung eindeutig best immt ist. 

Im Folgenden beschr~inken wir uns durchwegs auf  die reguldren Cartanschen 

Rgume. ~ 

Wir  geben je tz t  noeh die expliziten Ausdr i icke  fiir die F ~  an. Dazu be- 

zeichnen wir das zu H p inverse System mit  Kq, so dass 

(7" I3) 

ist. Da nach (7. l I) 

(7. I4) 

gil~, so ist aueh 

Hob = 11t, o = lh, H ~  v~ - - 1  p, H ~176 I 

(7' 15) Kok -~ Kko = Ik, K ~ = K q~ = l% K ~176 = I. 

Indem man jetzt  aus (7. io) /1(to0, sodann ~us (7. 7) APFpoi,  weiter aus (7.6)  

Fioh berechnet,  ergibt sich I'*j~ und hieraus schliesslich 

(7" I6) 

wobei 

ist. 

r,*~ _= ~h, z A  ~ + (7.~o A ~  (~..o~ ~ - -  ~ ~ o o )  - -  ~ o o )  + (4~m +Z~ A2"~(Zmo, + A ~  ~, - -  _ A d  ~ Z,~oo) Z~ 

�9 --  A~p A p :  - -  Ak"~la "-v,m + A a v A ~  ) K~(y~o ~ + AsGo,.), 

i h " l imb ~n~o k gPk~/mop 

1 Die vorstehende Rechnung ist nur ein besonderer Fall einer yon E. Cartan, [3], S. 37--40 
durchgefiihrten. 



9,08 L. Berwald. 

w 2. Kovariante  Ableitung. Torsion und Krf immung des Raumes. 

8. Die kovariante Ableitung. Ist  �9 irgend eine GrSsse, D q) ihr absolutes 

Differential unter  der Nebenbedingung wi(d)=  o, so setzen wir 

(8. I) D O =  q)J~dx h. 

O Ih heisst die kovariante Ableitu~g yon O. Sie ist eine GrSsse derselben Art  

wie @ mit einem kovarianten Zeiger mehr. 

Zur Berechnung der kovarianten Ablei~ung driicken wir zun~chst das ge- 

wShnliche Differential d f  einer Funktion f ( x ,  u), die in den u~ positiv homogen 

yon ~ullter Ordnung ist, durch die d x h und ~oh aus. Wegen 

una (4.4) ,  (5. i), (6. i i) ist 

a . f  
- - U r n  ---~ O 
0 Um 

O f  dum L O.f d l , = f l l , ~ F . o h d x h +  fllhojh(d) ' (8. 2) 

also 

(8. 3) 

Aus (6. 9), (6. Io), (8. I), (8. 3) ergibt sich bei Beachtung der Nebenbedingung 

~ (d) = o 

0 X r 
(S. 4) X'lh :='-Ox ~ + X'II '~F* + XmF*i  m o l t  m h  7 

(s. 5) x ,  Ih o x ,  r* xm r*5, = O x ~ + x ~ l l  ~ ,~oh - 

Entsprechend fiir Dichten. Der einzige Unterschied gegeniiber dem besonderen 

Fall des Riemannschen Raumes besteht in dem Zusatzglied + .-. It ~ F,* m o h .  

Die kovariante Ableitung ist fiir die einfachsten GrSssen Null. Es gilt 1 

Wir  geben  j edesmal  auch die ausff ihr l iehe Ges ta l t  der  kovar ian ten  k b l e i t u n g  an,  well  wir  
davon im A n h a n g  Gebrauch  machen.  Man erh~l t  sie, i ndem m a n  fiir die A b l e i t u n g e n . . .  H m die 

I ]~g  Dich ten  yon den Gewichten  - - I ,  I sind.  Wer te  aus Nr. 5 e inse tz t .  Zu beach ten  is t ,  dass  G '  
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(8 .6 )  z,[~- o l, + t,(A~r:o~-- r'oo~)== o, 
0 x h 

(8. 7) 
0 1 i 

l~ Ih = li ( A "  F* + F* r*~~ h F*~  O x  h ~ ~ mob ooh) + + ~ O, 

wie aus (6. I l), 

(II.  2), Nr. I: 

(6~ I2) unmi t t e lba r  zu e n t n e h m e n  ist. Fe rne r  ergibt  sich aus 

(8 .8)  g;~ ih = Og~ 
0 x h 
- -  + 2 A i ~  I '*  - - ' I ' *  - -  F*  -~- moh ikh  kih O~ 

ik 0 gik 
(8.9) g l a = O x  a 

Aus (8. 8) folgt  z. B. 

11. $. W.~ ferner  

(8. ~o) 

- -  - -  2 A ikm F'rook + F*k~ + F*i~ 

T i {h =: gi~ Tk !h 

:}/ ~ --  ~q~ (A F ;oh  - -  F*'~) 

~ O .  

~ O ,  

+ V g ( A m r  * - -  mob r : a )  = o 

Aus (8. 3), (5. 7), (8. Io) ergibt  sich leicht  (6. I7): 

(8. I2) :~ ]-/ + ~ g  i , ;hdX~ = I d x h +  Wh ]/gg 

Durch  kovar iante  Able i tung  yon (4.4) ergibt  sich endl ich wegen (8.6), (8. I I), 

O L  
(8. 13) -0 x h + L (1"o h - -  F:~,) = o. 

9. A l t e r n i e r e n d e  D,(f f 'erentialformen. Bei d e r  En twickIung  der  Kr i immungs-  

theor ie  der  reguli tren Car tanschen Rgume benutzen wir die Car tansche co Sym- 

bolik. Zun~ichs~ ~_t.~/llen wir das wenige zusammen,  was bier  davon benStigt  wird. ~ 

Es seien o)(d), ~(d), Q(d) drei P fa f f sche  Formen ,  6, d, b drei ver tauschbare  

Different iat ionssymbole.  Wi r  definieren dann  

(9. I) 
I ~'  (d, a) == d ~ (~) - -  ~ ~ (d) 
I ~ " ( d ,  6, ~ ) - - - -b~' (a ,  ~) + , ~ ' ( 6 ,  b ) +  ~ ~'(b,  ~) 

x Wegen einer  a l lgemeinen  Begr i indung sei e twu verwiesen  auf E. Cartan,  [1], E. K~ihler, ~I]. 

27--3932. Actamathematica. 71. lmprim6 lo 5 juillet 1939. 
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und schreiben f a r  diese Ausdrficke aueh kurz to' bezw. w". to' wird Ms >>~ussere>> 

Able i tung yon to, to" als solche yon to' aufgefasst ,  to' ist Null,  wenn to ein 

vollst~ndiges Differential  ist: 

(9. 2) ( d f ) '  = o, 

to" ist stets )Cull, wie man durch Ausreehnung  leichg besti~tigt. 

Ferner  definieren wir 

(9 .3 )  

I to (d) ,o (~) 
! 

(9, 4) [co ~r q] = ] zr (d) er (d) 
I 

l e ( a )  e(a)  

wo reehts  eine dreireihige Dete rminante  steht. 

(9. 5) 
u. s. w., so setzen wir 

(9. 6) [02 $2] -~- [ t o ,  el. 

Es ist also 

(9. s) 

(9. 9) 

In (9. 9) bedeute t  .4 

Different ial@ 

Io. Die Torsion. 

[to ~] = - [~ to] = to (d) ~ (~) - to (~) ~ (d), 

(b)] 
(b) , 

e (b) 

I s t  t2 = [z Q] oder ausfiihrlich 

(d, ~) = ~ (d) e (~) - -  ~ (~) e (~) 

( I0 .  I) 

schreiben, wo 

(!o.  2) 

Das absolute Differential  (6. 9) eines willkiirlichen Vektors  

(X) litsst sich in tier Form 

D X ' = d X ~ + X k o~ (d) 

~ i ( d ) =  *' h A~h (d). F ~ h d x  + % 

Ist  ( J X )  das absolute Differential  yon (X), das dem mit  d ver tauschbaren Zu- 

wachs (l entsprieht :  

(9. 7) [to ~] = to (d) ~ (~, b) + to (~) ~ (b, d) + to (b) ~ (d, ~). 

Ferner  verwenden wir folgende Reehenregeln:  

(A oJ)' = A ca' + [dA tol. 

eine Funk t ion  der Ver~tnderlichen allein (und nicht  ihrer  
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0 o. 3) , t X ' =  ~ X ' +  X~o,i.(~), 

so ist die Torsion des Raumes definiert durch 

(~ o. 4) ( ~  D - -  D ~ )  x ~ ---- ~;,  

wo D x i -~ d x i, ,# x i ~- ~ x i, da x i ein Skalar ist. 

Man sieht unmittelbar, dass 

(I0. 5) Og = [d x'm ~ = Aihk [d xh ('Ok] 

ist. D e r  Tensor  A hik i s t  also der Torsionstensor  des l~aumes. Die regul~iren 

Cartanschen Rgume ohne Torsion sind daher (Nr. 5) mit den Riemannschen 

Rgumen identisch. 

I I. D i e  K r i i m m u n g .  Die K r i i m m u n g  des Raumes ist definiert durch 

(II. I) ( ,~.D - -  1) ,~)  X l =  ,.QI r X r. 

Eine kurze Rechnung zeigt, dass 

(, ,. 2) ~ = [ ~  ~o] - ( ~ 3 ' .  

Die Formen t2~(d, ~) enthalten Glieder yon drei verschiedenen Arten, entspre- 

chend der Zerlegung 

�9 I 

Da zwischen den cob nach (6. 16) die Relation lh~o~ = o besteht, ist die Zerlegung 

(I I. 3) zuniichst nicht eindeutig. Sie wird es, wenn wir die Forderungen  

(~ ~. 4) 5 ' ~ o  = o, s / ~ ~  = o 

hinzufiigen. Die auf diese Weise eindeutig bestimmten Tensoren /g~5,k, s k' 

S,. ~hk heissen die Kri immungs tensoren  des Raumes. 

I2. Jgereehnung der Kr i immungs teusoren .  JOer Tensor  S ~ihk und  die W ink e l -  

me tr ik .  Zur Ausfiihrung der Zerlegung (II. 3) hut man die rechte Seite yon 

(I I. 2) zu berechnen. Man finder zun~ichs~ 
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(12. I) 

I2. 2) 

(I2. 3) 

L. Berwald. 

m {0 i I . F ,  m = . - ~ , ~  r * '  ~ - rT~ A ~ )  [,z ~ ~,.] [w~ ,~] 2 (  r h. 1 2 k  , k =n)[ d x h d x  ] 4 - ( I ; ' n A  ~ 

I ik  m k  in + _ ( A ~ n . a =  - . A  A,, ,)  [~n ~ ]  , 2 

t 

Fiir  @ erffib~ sieh bei V e r w e n d u n g  yon (6. 15) und  (6. 12) 

- [,; r :o~  (~7 - ; ,  A- ' )~;  ~n] ,  

so dass 

(I2, 4) 

- AT'[<Zr:o~ dx~] 

wird. Man ha t  nun  ( I2 .4)  in (I2. 2) und  sodann (I2. I), (I2. 2) in (II.  2) ein- 

zufi ihren und  die Differentiale  

( i 2 . 5 )  d r : '  d =t'~ r*  n, - r , d , , ,  n 

nnch (8. 3) zu ersetzen. Bei der Be rechnung  von p i~ ist (5. I5) und  (II .  4) zu 

beachten,  bei der  Be rechnung  von S , f f  t ( I i .  4) sowie die aus (5. 3) leicht  ubzu- 

le i tende Gle ichung  

(12. 6) A ih '~ + .4 in A k == 2 A r ,  f A m ih .~ Aih  lk __ I L 2 0 ~ .qmi 
r , " ~' -2 g g " r O u h O u k  

U m  den Ausdruek ,  den die angedeu te te  R e e h n u n g  ffir t ~hk ergibt ,  mtigliehst  

i ibersiehffieh zu sehreiben,  setzen wir 

( I2 .7)  B } h  k \ O x ~  4 r * ~ ! . , r *  ~- "*" - + *'  , . , r *  r * ~ % r ~ . ' ~  - -  , , ok  ' I r I, e * ] l :  \ 0 x ~ F ,  k,  , , o h  + . �9 

Dann  ergib t  eine e infache Rechnunff  mi t  Hilfe  yon (5.4), (8. 8) bezw. (8. 6): 

\ 
+ 1"* ~m * --I '* '~ F* ) r j h '  F m o k  r h j m k  

- \ o z ' ; -  
" ' )  + r'5~E = rso~  - r %  l j=~ , 
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(I2.9)  Ox  ~ + I ~ o ~ m F ~ o ~  ~ Ox  ~ + I r o k .  Imo~ �9 

12. I0) 

(I2. I 1) 

Es wird also 

(i2.  ~2) 

Die Komponenten  des hS',Tmmungtensors Rr~ k sind dann 

R / h  k -= l~/h ~ ~ A~m R m o ~  r 

]~rjh~ = Rrjhk---  Ar.im t~mo~l'" 

1 ~ o ~  - -  (~7 - z~ A~) l r  

Fiir den Krti 'mmungstensor t)~lk erhiilt man 

(I2. I3) Pr'h k = I'*~ ~ - -  A ~k - -  A~Vlql"*q ~k 
r lh p h i "  

Durch Herunterziehen dcs Zeigers i ents tehen Ausdrficke ffir die Prjh ~, die wir 

nicht  anschreiben, well wir sie spitter (Nr. 17) durch einfachere ersetzen werden. 

Fiir den Kr~'mmungstensor S/ l 'k  kommt 

(I2. r4) S/h~" = Amih A m~ ~ ' -  A~ik  Am/ '  , 

so dass 

( I2 .  I5)  6 '~ -~ o 

ist. Der Kr i immungstensor  S r'h~ ist yon Bedeutung ffir die Winkelmet r ik  in 

einem Punkte  (Nr. 6). Aus (6. 24) und (I2. 14) ergibt  sich niimlieh fiir das Rie- 

mannsche Kri immungsmass  dieser Winkelmetr ik  der Ausdruek 

Shijk phi p j  k 
(i2. I6) r - -  I + 

ghJ __ lh l 5 ghk lh lk ph~pik' 
gij __ li lj gik __ l ~ 1 k 

wo p ~ = : d x a d x i - - d x t d x  h die Koordin~ten eines zweidimensionalen Fl~ichen- 

elementes sind. Da S hijk auch in den beiden ersten Zeigern schiefsymmetrisch 

ist (Nr. I4), folgt  aus (I2. 16) der S~tz: 

Das Verschwi,nden des IG ' i immu,  gstensors S ~ihk ist  notwendig u~d hinreichend 

dafiir, dass die Winke lme t r i k  i~ einem Pu~k te  das Riemannsehe  K r i i m m u . g s m a s s  

E i . s  hat, wie im euklidischen Raum. 1 

Der entsprechende Satz ffir den Finslerschen Ilaum bei E. Caftan, [4~, Nr. 36, S. 34 f. 
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I3. Ableitung der Torsion und der Kriimmungstensoren durch Paralleliiber- 

tragung. Die Torsion und die einzelnen Summanden in der Zerlegung (If.  3) 

kann man auf mehr geometrischem Wege erhalten, indem man die Betrachtungen, 

die Herr  E. Cartan fiir die entsprechenden GrSssen des Finslerschen Raumes 

gegeben hat  1, auf den vorliegenden Fall iibertrfigt. Wi t  geben dafiir im Fol- 

genden eine andere Ableitung, die den Begriff der Paralleliibertragung benutzt. ~ 

Diese Ableitung ergibt iibrigens einen zweiten Weg zur Berechnung der Kriim- 

mungstensoren. 

Wir  gehen aus yon drei Hyperfliichenelementen 

wo d x  ~, dli, (~xi,(}li infinitesimale Zuwiichse gleicher Ordnung bedeuten. Die 

Paralleliibertragung, die den Zuwiichsen d, bezw. ~ (Nr. Io) entspricht, werde 

mit d, bezw. ~ bezeichnet. 8 Dann erhalten wir durch Paralleliibertragung des 

u (dx) yon E 0 nach E~ und des Vektors (dx) von E o nach E1 im allge- 

meinen kein infinitesimales Parallelogramm, sondern es isfi 

(8 d -- d ~) x ~ ~-- ~ : A~ k[d x ~ %]. 

Um zu den Kriimmungstensoren zu gelangen, schriinken wir die Willkiir- 

tichkeit der Zuwiichse dx ~, dli, ~x ~, dl~ erstens durch die Forderung (~ d- -dd )x i~o  

oder 

(I 3. I) A~k[dxh%] = o 

ein. Dann ergibt sich durch Paralleliibertragung des Vektors (dx) von Eo nach 

E~ und des Vektors (~x) yon E o nach E 1 ein infinitesimales Parallelogramm 

(x, x + dx,  x + d x, y) mit dem vierten Eckpunkt 

t E. Cartan,  [4], Nr. 35, S. 33 f- 
Die Able i tung  der  Torsion is t  dem Gedanken  nach bekannt .  Herr  O. Varga  ha t  in se iner  

Disser ta t ion ,  yon d e r n u r  ein kurzer  Auszug  ([II) verSffentl ieht  ist ,  ~hnl iche Uber l egungen ,  wie die 
des Tex tes  fiir die Kr f immungs tenso ren  des F ins le r schen  Raumes  anges te l l t .  

8 Es  i s t  also 

dX i = -- X k ~ (d), 

und  fiir einen Skalar  f naeh  (8.3) 

E n t s p r e e h e n d  fiir ~. 
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(I 3 . 2) y i = x  i :4_ d x  i +  6 x  i + d d x  i =  x i + d x  ~ + d x  ~ + d d x  ~. 

Dureh Parallelfibertragung der Elemente E 1 und E~ naeh dem Punkte (y) er- 

halten wir bezfiglieh die Elemente 

E(~): (y,~ + d~ + ~ + ~d~), 

E(32): (y , l  + 6 1 +  d l  + d d l ) .  

Da naeh (6. I2) 

ist, hat  die Differenz 

v l~ = (l~ + 5 ~,~ + ~ ~ + ~ ~ z~) - (l~ + d ~ + ~ Z~ + ~ d Z~) 

den Wert  

(I3. 3) V l m  = (d r "~- 1 m a r )  ((O r (d) - -  (or(d))  "~- (3 d - -  "~ d) lm . 

Wir fordern nun zweitens, dass 

(I 3' 4) "Air m ((o.~ (d) - -  (ore (d)) = 0 

sein soil. Dann wird wegen (5. 5) 

(I3. 5) A~rmU l m =  A~m(3 d - - - d d )  l,~. 

Wenn wir nun den beliebigen Vektor (X) parallel yon ~o fiber/~i naeh E~ 1) 

fibertragen, so erhalten wir im Element E~ 1) den Vektor 

(~3.6) s  ~ + ~TX~+ ~ x ~ +  ~ 3 x  ~. 

Ubertrngen wir diesen Vektor welter parallel yon E~ 1) n~eh E~ 2), so ergibt sich 

im Elemen~ ]~)  der Vektor 

(13.7) 

Andererseits ergibt 

E~ 2) den Vektor 

(13.8) 

yi__= ~ ' i _  y r A ~ m V l , ~  " 

direkte t3bertragung des Vektors (X) yon 1~o fiber E~ nach 

Z ~ =  X t + ~ X ~ + ~ X i + 3 ?  X i. 
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Fiir die DifferenZ Z ; - -  y i  e rhal ten  wir also 

(I3. 9) 

In  der vorstehenden Rechnung  sind Glieder yon hSherer  Ordnung  als die ange- 

schriebenen vernachliissigt. 

a.) Wi r  wiihlen nun  erstens als Elemente  El ,  E~ jene, die aus E o (x, l) durch  

Paral le l i iber t ragung nach  den Punk ten  (x + dx), bezw. (x + dx) hervorgehen.  

Es soll als0. d li = t7 l~., d l~ = d l~ oder 

(I 3. IO) col(d) = r O 

sein. 

lieh verli~uft, 

diesem Falle 

(I 3. I l) 

(I 3. x) und  (I 3. 4) sind dann yon selbs~ erftillt. Eine Rechnung,  die iihn- 

wie die entspreehende fiir den Riemannsehen  Ruum, ergibt in 

_ X r _ 

b.) Zweitens wi~hlen wit  als Element  E 1 das Element ,  das aus E 0 (x, l) dureh 

Paral le l i iber t ragung nach dem Punk te  (x + d x) hervorgeht ,  als E lement  E~ ein 

Element  (x, 1 + dl) ira gleichen Punk te  wie E 0. Dabei soll noch (I 3. 4) gelten. 

Es sollen also im vorl iegenden Falle die Bedingungen  

(I 3. I2) {JXi=-O' r 1 7 6 1 7 6  Aimc~ O r  

erfiilit sein. 

(x3. x3) 

(I]. I) ist dann  yon selbst erfiillt. Die Reehnung  ergibt jetzt  

[Z i - -  Yi=P/hk[dxhw~lXq]  

e.) Endlich wiihlen wir als El ,  E~ zwei Elemente  im gleichen Punk te  wie 

E0, derar t  dass (I 3. 4) gilK Es sollen also jetzt  die Bedingungen 

(I3. I4) dx i=dxi=O,  A t  m (8) - -  (d)) = o 

gelten, so dass wieder (I 3. I) yon selbst erfiillt isK In  diesem Falle erh~ilt man 

(13 .  i5) 2 ~ r  LUSh 
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14. Die schiefe Symmetrie der Kriimmungstensoren. Die Gleichungen 

(I 4. I) D gik = o 

driicken den euklidisehen Ch~rakter der Ubertragung (Nr. I) ~us. Schreibt man 

sie noch fiir ein zweites System yon Differentialen an (z/g~k~ o) und bildet fiir 

die g~'k die Gleiehung, die bei den kovarianten Komponenten  eines Tensors 

zweiter Stufe der Gleichung (11. 1) entspricht, so ergibt sieh also Null: 

(14. 2) (Dz[  -- ,JD)f f ie  = Oik + Oki-~- O, (Oik = gkrff2r) " 

Da in (1I. 3) dureh geeignete Wahl  der d x  h, 8 x  k zwei beliebige der drei ~iius- 

seren Produkte~) [dx h' dxl:], [dx h eok], [wh eok] zum Verschwinden gebracht werden 

kSnnen, wi~hrend das dri t te von Null verschieden bleibt 1, so folgt durch Ein- 

setzen aus (1i. 3) in die le~z~e Gleiehung die schiefe Symmetrie der drei Krffm- 

mungstensoren in den beiden ersten Zeigern: 

(14. 3) R,jhk + Bjihk = o, Pijh k + P~.;,~ k = o ,  S~j hk + Sj.~ ? k = o .  

Dureh 1Ubersehiebung mit  g;J folgt hieraus welter 

(14. 4) Rrrhk = O, Prrhk = O, S~ ~hk = o. 

I 5. lJ'olgerungen aus der schiefen Symmetrie der Pijh k. Aug der sehiefen 

Symmetrie der /)ijh k folgen einige wichtige Identitiiten. Setzt man  die aus 

(I2. I3) folgenden Werte  yon Pijh. k, Pjih k in die mittlere Gleichung (14. 3) ein, so 

ergibt sich nach Veri~nderung einiger Zeiger 

(I5. 1) �9 o' A,~h]= = ~ (gpr r2~]l h +  gp, I'*~l[h)--Arflgl";~,,][h 

Ubersehiebung mit  F gibt wegen (5.6), (8.7) 

I lr 

und (~bersehiebung yon (15. 2) mit  P 

(15" 3) a h l m =  lplg /';Pm[] h -  aPZgF;gm[lh. 

i Vgl. Nr. 13 . 
28--3932. Acta mathematica. 71. lmprim6 le 5 juillet 1939�9 



218 L. Berwald. 

Anderseits gib~ Uberschiebung yon (1S. I) mit grS wegen (5.9) 

F * r  h _ _  p *g  h .  (I5. 4) [Ahl== ~ =If A 1.~/'; =I[ .1 

Vergleieh der reehten Seiten i n ( I  S. 3), (I5.4) liefert 

*r  
(15"  S) l,~r*,,~= I~= r ,  =r 

und Einfiihrung yon (15.4) in (15. 2) 

(15.6) 

tJberschiebt man 

erhi~lt man 

(I5. 7) 

"* r h 1, r : ~ ?  = 21. x, =1[ - ~ . ,  r 1:~1[ ~ 

weiter (1S. I) mit 1 = und forint mittels (15. 5), (IS. 6) urn, so 

IA.~[o = 1~ *= --  I r :~ .  ? + l. r : =  II ~ 1 r*.~ []~ - A~., r*= II~ m r s m Pll " 

Endlich folgt aus (1S. 4), (15. 5) 

(,S. 8) [Ahlo=(l"-- A") r:~ll~. [ 

I6. Der Zusammenhang der F/*Jl]~ mit den A ihi und A'~JJk. Wir zeigen 

jetzt, dass sich die rT~ll ~ d ~ h  d~. r~.,o~ A '~  u.d ,~i.~ ko,~.'i~.te. Abl~itu.g~ 

ausdriicken lassen. Dazu gehen wir yon (1S. 1) aus. Fiihr~ man darin die F* 
i r m  

(Nr. 7) ein und beachte~ (S-4), so ergibt sich 

(16. 1) 1 F* F* - (  ,~=ll h + [ l~)=~,?l= + ~ , ? r : , =  + A ? r * ,  + A,~z~r*/=? 
2 S t =  r m " 

Die linke Seite yon (16. 1) werde mit (rsm, h)bezeichnet. Dann erhiilt man durch 
Bildung yon (rsm, h) + (star, h) -- (mrs, h) 

( .6  2) r;.=ll~=~,? l= + ~ .21 r - -~ , J [ . *  2 ~ , ?  r,*,= + ~ , :  tgr;~=? + A.=, l~rBII ~ -  
* g  h - -4,.21~ r ;  ell , 

und hieraus nach leichter Umformung 
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- A , :  Z g Ii 

Setzt  man  hier in  fiir 1 oFp~[] h den Wer t  ein, der  aus (I 5. 7) folg~, und  ebenso 

ftir /.q C;.q;][ ~ , .  lg F*"p. [h , so ergibt  sich 

( I6 .4)  / ~ [ I h = A / h  Ik + Aih I,-- Aikh lpg 'J- -  Aim Amkh lo-- A~'~ A. ,h  ]o + A,:  A~h lo + 

+ F *~ p h(lkA4,, + 1,AgP --  l J A , ~  - -A{ '~A~k  v --aJ,~t.., ._~,p + A,k ~ A~p) . 

M~n verj i inge nun (I6. 4) nach  i und  j u n d  beachte  (5- 6), (5.9), sowie 

(i6. 5) r + A~  A~kP --  lkAP Hk(r~r , 

wo H~. dureh  (7. 11) erkli~rt ist. Dann  erhiilt  man  

(I6. 6) r r  *r I h (tip - -  1~ A p) H i = A h Ik - -  Am A~n~ h ]o p 

Die Auf lSsung yon (I6. 6) l au te t  wegen (7. 13) 

(16. 7) I /~  ~ lib ---= (d~ + l p A ~ ) K ~  (Ahlk--A~ A~:[o)'.l 

Setzt  man  diesen Wer t  in (I6. 4) ein, so ergib~ sich schliesslich 

V~.~ ~=A;/~ ~ + A ~ i - - A , ~ g ~ ' J - - A ~ / ' ~ A ~ o - - A ~ A ~ , ~  o + A ~  "~ A ~ o  + 
(16. 8) ]l " I I - I J �9 J "" ] 

+ K~ (A ~ .g - -  A ~ Argh .o) (le A J* + 1 i A~* --  ZJ A t [ - -  A jm A,n~s-- A jm Am, s + 

I + A~:A~ ~). 

Aus (I6. 8) ist  zu ersehen, dass I~.~lJa ein Tensor ist. Ein wei terer  Schluss  aus 

(I6. 8) wird in Nr. I9 gezogen. 

17. Weiteres iiber den Kriimmungstensor t ) k Aus (I2. I3) und  (15. I) er- 
�9 r j h  " 

hiilt man  fiir die K o m p o n e n t e n  P k des zweiten Kr i immungs tenso r s  
r j h  

17. i) 

Der  Tensor  P~ja~ ist  also auch zyklisch symmet r i sch l :  

Von den beiden anderen Kriimmungstensoren is~ Rrjhk nicht zyklisch symmetrisch in 
j, h, k, wohl aber SrJ hk. F/ir Rrjhk vgl. (18. 3), f/it SrJ hk (I2. I4) and (5. ~o). 
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(17. 2) P~jh k "~ ~Pjhr k "~ P h r j  k = O .  

Driickt  man  in (17. I) die F*~II ~, I;*~11 ~ vermSge (I6. 8) dureh  den Tors ions tensor  

und  seine kovar i an ten  Able i tungen  aus, so ergibt  sieh 

(x7. 3) P~jhk=Ajhkl~--A~hk[j  + A~h~A;'k[o--Ai,,~A',n.~lo + K~(A~[ .q- -APA,  a~Io)" 

Far Po'~ ~ f o ~ t  .~ s  (i2.  i3) una  (1~. 4) 

(I 7.4)  1) o'~ = 1 ~ F* i h 1[~ --  l' F* "~ i[ ~ , 

und  hieraus  fiir Pojh k mittels  (I 5. ~) 

( I7 .  5)  P o j h  k = lr (gpj  __ 

Aus (17. 3) ergibt  sieh 

(I 7. 6) 

und  

(I7. 7) 

18. 

r .  II lp l j)  r h " 

= A   lo-Z .4  zh  A.  lo+ - �9 PojJ, k .jh IJ + K~(AkI~ A"Ar.~Jk]o) 

p k 
ojo 

Die 

=ljA~Io--A~Ir A~Aj~[o + Kg(Aklg- -ArArgk lo)  A'~Ajm s. 

Bianchischen Identitdten. Durch  Bi ldung  der  ~iusseren Able i tung  

yon s i u n d  ~ '  erhiflt man  aus (lO. 5) bezw. (11. z) die >>Bianchischen Identitdtem~ 1 i 

( is .  1) (nO' - [dx  r n~] + [ ~  n ' ]  = o ,  

(~s. 2) n ' -  [%n,] + [o~:. n~. ] = o i j  

W0 ~ij  in (I4. 2) erkl~rt  ist. 

Aus (18. I) ergib~ sich nu r  eine neue Relat ion,  u. z. zwischen den Kompo-  

nen ten  des ers ten Kr i immungs tenso r s  und  des Tors ions tensors  

(i8. 3) Rchkt+ Riku~ + Rcthk+ A i ~ R o m ~ +  A i ~ B o ' ~ h 4  Ai~ n R o m h ~ = ~  

Aus ihr  folgt  eine Reihe  weiterer  

t Vgl. E. Caftan, [2~, Chap. VIII, S. 204 fro 



0ber die n-dimensionalen Cartanschen R~iume. 221 

(I8. 4) 

(I8. S) 

(I8. 6) 

(18. 7) 

R~jo~ - -  R o ~ d  = A ~ (l i Ro,, , ja - -  lj R o . . ~  ) + Ai~"~ Romod 

Rodo~ --  Ro~,o j .-- A~(Ro~d~ + lh Romoj --  lj Ro,,oa). 

Bi jkh- -  Rk^ij = A ikm R o,~dh -- Aih~ Ro,,jk - -  A dk" Romih + Ad~ Ro,~ik , 

(d'h' + lh A")Rom~ + (d'~' + l ~ A " ) R o ~  + (d~ + ltA"~ R = o  / "omhk 

- -  Ada m Itomoi , 

(I8.4) wird erhalten, indem man in der Summe 

R~hkz -- Raikz -- Rku h + Blk; h 

jedes einzelne Glied aus (I8.3) ersetz~ und die schiefe Symmetrie der BihkZ 

den beiden erst.en und den beiden letzten Zeigern beachtet. 

(18. 5)--(18. 7) ist Mar. 

(I8. 2) fiihr~ zu folgenden Identitiiten 

(18. 8) ~ i j h k  [l § P i j h r R o r k l  § zykl. = o ,  

(I8. 9) 

(I8. IO) 

(I8. I I) 

in 
Die Herleitung von 

S hkA"l S hk ~t S .hk(A~--I  Z ) + z y k l . = o ,  

n, . : , ,  II g § I%p A;g- R~r~ Ay-- S#~ nor~. § P,.~lh- ~d;']p § 
+ ~,~ ( e , / r r * ' ~ , ,  [1~' - -  P , d / r ; ~ , l L ~ ' )  = o ,  

e i jP[]  g - -  19ijhg[] p - -  BirhP A ;  g § e j r d  mrg § Pirh  g A ;  p -  t)3"rh O Ari p § 

+ ~ ?  ( a g - ~ . ) - P , j ( A , -  >)+ s ,~.  Ix + z ( s j~  r ; 2  II p - 

- -  ~ij  '~ up.p'mr hil q) = O .  

In den beiden ersten bedeutet + zykl. diejenigen Glieder, die uus dem angeschrie- 

benen durch zyklische u der Zeiger h, k, 1 entstehen. 

Wie im Finslerschen Raum ~ erh~tlt man auch hier das vollstgndige System 

der invariant mit dem Ruum verbundenen Tensoren, indem man yon den Ten- 

soren li, gij, AUk, l~ijkh ~usgeht und auf sie die Operationen der Multiplikution 

und der kovarianten Ableitung ausiibt. 

w 3. Besondere reguliire Cartansche Ritume. 

I 9. Riema~nsche und affin zusammenhdngende Bdume. Die Riem~nnschen 

Rgume waren durch 

E. Caftan, 14!, Nr. 39, S. 37. 
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(I9. I) 

gekennzeichnet (Nr. 5). 

(I 9. 2) 

A ihk  ~ 0 

Aus (I6. 8) folgt, dass die Gleiehungen 

A~h~ IJ = o 

die affin zusammenhiingenden R(iume kennzeiehnen, d. h. jene, in denen die /'~k h 

nur  vom Orte abh~ingen. In  einem affin zusammenh~ngenden Raum ist die 

Paralleliibertragung eines u  lgngs eines gegebenen Weges vom urspriing- 

lichen Stiitzelement unabh~ingig, falls nur  dieses Element parallel mitgefi ihrt  

wird. 

RhYme mit absolutem Parallelismus von HypelflSchenelementen. Die Glei- 2 0 .  

ehungen 

(20. i) 

kennzeichnen 

chenelementen 

t ~ o i h k  ~ 0 

diejenigen RSume, in denen die Paralleliiberlragung yon Hype~flii- 

integrabel ist, also ein absoluter Parallelismus yon HypelflYehenele- 

menten existiert. 

Man kann das etwa aus (I 3. 9) ersehen, indem man den Normaleneinheits- 

vektor (1) des Elementes Eo als Vektor (X) n immt  und die Elemente El,  E~ wie 

in Nr. 13 a.) w~hlt. Werden die entsprechenden Vektoren (Y), (Z) mit  (Y*), 

(Z*) bezeiehnet, so ergibt sieh wegen d l i :  dl,, 61~-~ ~l~ und (5.6) 

(20. 2) z * ~ -  r * ~ =  ( ~ 8 - ~ d ) z ~ +  l ~ A m ( d ~ -  8 d ) l ~ = ( ~  + ~;.4 ) ( ~  - ~ 3 ) ~  ~ 

Anderseits folgt aus (I 3. I I) 

(20. 3) I i Z ' i _ _  y ' i =  2 ~ J-t~~ 

Die Gleichung (20. I) ist also gleichbedeutend mit  

(20. 4) ( ~  - ~d)~  m = o .  

Die in Nr. 13 mit  E~ 1), E.~ 2) bezeichneten Elemente fallen daher zusammen, 

w. z. b. w. l 

2 I. RSume, in denen die Paralleliibertragung yon Vektoren bei paralleler Mit- 

fiihrung des Stiitzelementes integrabel ist. Die Gleichungen 

1 E in  ande re r  Beweis  ve r l~uf t  ana log  zu  E.  Car tan ,  [4], Nr.  42, S. 38. 
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(2I. I) Rijhk~-O 

kennzeiehnen diejenigen Rffume, in denen die Parallelffbertragung yon Vektoren 

bei paralleler Mitfiihru~g des Stiitzelementes integrabel ist. D . h . :  W e n n  man 

einen Vektor mit  seinem Sti i tzelement yon einem P u n k / e  zu einem andern  par- 

allel iibertrggt,_ so erhiflt man im zweiten Punk te  stets dasselbe Sti i tzelement 

nnd denselben Vektor.  

Beweis:  Aus (2I. I) folgt  (20. i). Daher  ist die Para l le l i iber t ragung von Hy-  

perfliichenelementen in tegrabel .  Bei derselben Wahl  der  Elemente  ~1, E~ wie 

in Nr. I3a .  ) gilt also (20.4). Aus (I 3. II)  und (2I. I) folgt  Z i -  ] f f i -=o und 

daher  aus (20.4) und (I 3. 9) 

(2 i .  2) (d?  - 3 3 ) X ~ =  o ,  

w. z. b. w. 1 

22. Das Gegenstffck zu den Minkowskischen RSumen. W e n n  gleiehzeitig 

(22. I) Ait~kl~ = ~  B ~ h k  = o 

* i  rn *i Ortsfunkt ionen,  also die F k J l[ = o. ist, so sind zuniiehst naeh Nr. 19 die F k j. 

Ferner  folgt  aus der zweiten Gleichung (22. I) Rrohk=O,  also naeh (I2. I2) 

R--~ohk --~O, und wegen (,z. IO) /~rZhk=O. Dieser  Tensor  ist aber  wegen r2' l[=-o 
* i  der  Kr i immungs tensor  des affinen Zusammenhanges  l~kj(x), und da er Null  ist, 

so kSnnen die F~j  durch Koord ina ten t rans format ion  alle zugleich auf  Null  trans- 

formier t  werden. Wenn  die x i solche Koord ina ten  sind, in denen 

( 2 2 . 2 )  r ,  j = o 

gilt, so reduziert  sich (8. 13) auf  

OL 
( 2 2 . 3 )  0 x ~ --- o .  

Die Grundfunkt ion  L hi~ngt also nur  yon den ui ab. Diese Riiume sind somit  

das Gegesstiick zu den Minkowskischen Bgumen. 

Ein anderer Beweis verlauft analog zu E. Cartan, [4], Nr. 43, S. 39. 
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Z w e i t e r  Abschni t t :  T h e o r i e  der  Hyperf l~ichen in regul i l ren  
C a r t a n s c h e n  R'iiumen. t 

w 4. Die Grundformen der  Hyperflitche. 

2 3. Die erste Gruudform. Zerlegung yon GrSs.~en t~ach der HyperflSche mM 

senkrecht dazu. Im n-dimensionalen reguF&ren Cartanschen Raume sei (2. 5) die 

Parameterdarstellung einer Hyperfli~che, fiber die wir die in Nr. 2 angegebenen 

Voraussetzungen machen. Die p~ seien gleichfalls wie in ~r.  2 erkl~trt. Da die 

pi nur ein bestimmt gew~hltes System der ui l~ings der Hyperfl~che darstellen, 

so bleiben alle Formeln des ersten Abschnittes giltig, wenn man darin fiir die 

ui die pi einsetzt. Insbesondere hat  der Normaleneinheitsvektor der Hyperfl~iche 

die Komponenten 

(23.  I) l~ = V . q  ~, l ~ i 0 L 

Wir setzen wei~er 

( z 3 . 2 )  0 x ~ - -  X i 

0 ve e" 

D~nn ist 

(L ---- L (x, p)). 

( 2 3 . 3 )  x~ l~. = o ,  x ~e d v~ = d x ~ . 

Die Metrik des Raumes induziert vermSge 

rl  X i X k (23.4) g i k d x i d x k ~ g e ~ d v Q d v ~ ,  gr ~ik e " 

in der I-Iyperfl~che eine Massbestimmung mit dem M~sstensor go~-g~e" gQ~ 

heisst der ersle Grundte~sor, die quadratische Form (23. 4) die e~'te Grundform 

der Hyperfl~che. Sie bedeutet (Nr. I) das Quadrat der En~fernung des Punktes 

(x + d x) der I-Iyperfl~che yore Punkte  (x) derselben in Bezug auf das Hyper- 

fl~chenelement im Punkte (~). 

Da die Matrix (x~) den Rang n - - I  hat  (Nr. 2), ist die Determinante 

(23. 5) ~0 = def. (g~ o) 

1 Zu d iesem A b s c h n i t t  vgl. E.  Cartan,  [3], A b s c h n i t t  VI I I  (n = 3) u n d  J.  M. Wegener ,  [I], 
wo die  en t sp rechende  Theorie  der  HyperflRchen in F ins l e r schen  R~umen in ~ihnlicher Weise  ent- 
wicke l t  wird.  
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gewiss yon Null  verschieden. Es existieren also auch die kontravarianten Kompo- 

nenten ge~ und das Itinauf- und  Herunterziehen griechischer Zeiger kann mittels 

der gQ", gr erklgrt werden. Aus der geometrischen Bedeutung des Integrals 

(2.7) fiir die Ityperfl~iche folgt iibrigens 

(2 3 . 6) 

Wir setzen nun weiter 

(~3.7) 

Dann gilt wegen (2 3. 4) 

(2 3 . 8) 

I.O = L~(x, p).]~ 

k xir := g,'k ge ~ xr 

Ix x: .=  

(d-~=I fiir e = a ,  = o  fiir e ~ e ) ,  ferner 

(~3 9) ~ x ~  = y,~i~, g ~ =  ,,~x~ :2 k~ 

und endlich wegen (23. 3) 

(2 3. I0) 

g,Oa ~ aik  X? X o 

x~r l * = o, x~ d W" = d vQ. 

1 Rechnerisch leitet man (23. 6) etwa so her: Nach (4. I), (4.5) ist l~ings der Hyperfliiche 

O'~L q I i k  
OPiOPk " '~ ~g - -  lilk), 

also wegen (23. 9), (23. IO) 
L_ 

L e 
g 

und daher 
I =  (Lt t~- - i  <*) g ~g! (let. (Lea). 

det. (L r ist (vgl. a. Koschmieder, [3], S. 471 f.) die dutch 

0: L 
adj. L , p h p  k 

OphC)P k 

erkl~irte Funktion LI, die in unmittelbar  verstiindlicher Schreibweise durch 

O~L O L 

OPi OPk D~ 
L~ L ~ = -- " ek 

OL o 

dargestellt werden k~nn, wo rechts eine (n+ I)-reihige Determinante steht. Fiir diese folgt aus 
n--1. 

(4" 5), (4' I) tier Wert Also ist L l - - d e t .  (Lr = ~ T I "  Durch Einsetzen in (*)ergibt  

sich (2 3. 6). 

29--3932. Acta mathematica. 71. Imprim4 le 6 juillet 1939. 
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Ein beliebiger Tensor, der in einem willkiirlichen Element  (x, P) der t lyper- 

i xei, l t, 1 i zerlegen. Z .B.  fl~iche definiert ist, l~sst sich nuch den x e, 

(23. I I) T t  k ~ ~ ~ 1 k o~ k T x , : x . §  + + = T l i x  ~ 1'ool:F , 

wo wegen (23. 3), (23. 8) 

(23 ,2) r ~ =  r ; x ~ ; ,  T~o= r . x ~ ,  ro~- T o ~ .  

Die Ti k heissen die Raumkomponenten ,  die Te~ die Hyperfla'chenkomponenten des 

Tensors (Tik). Is t  Tio = T ~  o, also auch T o o - - o ,  so heisst (Ti  k) ein Hyper-  

f lSchentensor.  Entsprechendes gilt fiir eine beliebige GrSsse. 

Wir  verwenden auch zweierlei Zeiger, z. B. 

(23 .  i 3  ) T r a =  TrPX; ' ~ s - - .  T ; x  p. 

Ist  eine Gr5sse in gewissen lateinischen Zeigern symmetrisch, bezw. schiefsym- 

metrisch, so auch in den entsprechenden griechischen Zeigern; z. B. ist Ae~h=A~eh.  

Der Tensor g i k - - l i l ~  ist offenb~r ein Hyperfl/ichentensor mit  den Hyper- 

fl/ichenkomponenten ge~, wie ~us (23. 3), (23.4) folgL Also ist 

(23. ~4) g~x~ x~ = g~ - z~l~. 

Durch (~berschiebung mit gi~ folgt aus (23. 14) mittels (23. 9) 

(23. 15) 

and hieraus ebenso 

(2 3 . I6) 

x h x.e = c~ -- t k 1 h, ] 
I. ~) /r 

d. h. die Zerlegung 

(23. I7) 

gO~ xhxJ  = g h j _  lh P. �9 Q o 

Aus (2 3. I5) ergibt sich fiir eine beliebige GrSsse q)hk. il 

i a)hh: : == Oo~ ' :: + a)ee ' : 

Auch bei aen r : \  (~ber nicht  bei den I'/~ aus w I!) sol] (~berschiebung mit  

den xie, x] durch den entsprechenden griechischen Zeiger bezeiehnet werden, z. B. 
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cXh, Qo~ r~ k X~l  hx~,  X h 

D a n n  g e l t e n  auch  h ie r  die  Z e r l e g u n g e n  (23. I I) u n d  (23. I7) , z. B. 1 

r *~176 = r * o e o x h  4- I '*  e ooo lh, 

( 2 3  i9) r;~k = r ; %  = r ; ~  - r *  00k~ 

3 ~ F r h  3 jok"  

Schl iess l ich  m e r k e n  wi r  noch  zwei I den t i t i i t en  f i i r  den  T e n s o r  A ikh an. 

W e g e n  (2 3. IO) u n d  (5 .6)  ist  

(23 .20)  Aeo~ = Aoea = o, 

u n d  wegen  (5. 7), (5 .9 )  

( 2 3 . 2 i )  A~ h = o. 

24. D i e  z w e i t e  u n d  dr i t t e  G r u n d f o r m  der Hyper f ldche .  Die z w e i t e  G r u n d -  

f o r m  der  Hyperfl i~che wird  wie im R i e m ~ n n s c h e n  R a u m  d u r c h  

(2 4. I) a e, dve  d v * -~ li D ~ x ~' = - -  ~o~ (d) d x i 

erkli ir t ,  wo D ~ x ~ =  D (d x ~) ist. Die  G le i chhe i t  der  be iden  Ausdr i i cke  r ech t s  fo lg t  

aus  l i d x  i =  o d u t c h  B i l d u n g  des t rbsoluten Di f fe ren t ia l s .  D a  toe(d) wegen  (6. 16) 

e in  Hyper f l i~chenvek tor  ist,  so g i l t  

i (24. 2) ~ ,  (d) ----- % (d) x~, ~'  (d) = o ,  ~ (d) ~, 

u n d  d a h e r  mi t  R i icks ich t  au f  (23. Io) 

(24. 3) ar dve d v ~ = - -  ~ (d) dve. 

Also ist  

(24. 4} w e (d) = - -  ar d v'. 

Durch g insetzen  tier W e n e  far D ~ x  ~ und co~(d) ~us (6. 9), (6. ~2) in  (24. ~) erh~tlt 
m a n  ffir  den z w e i t e n  Gr u n d t e n s o r  ao~ der  Hyper f l i i ehe  

0 ~ X i CO X ~ CO li 
(24. 5) ao~ = a~ e = 1~ CO ve 0 v--~* + -Fo*~ -~ CO vO 0 v ~ + F~*o~. 

Man beachte das in Nr. 4 fiber die Stellung der Null Gesagte. 
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Die dr i t t e  G r u n d f o r m  der Hyperflis ist definiert als das Quadrat  des 

Winkels zweier EleInente der Hyperflitche, die benachbarten P~mmeterwerten ve 

und v ,~ + dye entsprechen. Aus (24. 2) und (6. 20) folgt fiir sie der Ausdruck 

(2 4 . 6) d ~ = % (d) ~ (d) = % o ~ d v o d v~. 

25. 
erhiilt man durch Zerlegung der Vektoren 

D ~ = d x~ + ~ (~) ~ Q' 

in Hyperfliichen- und Normalkomponenten.  

(25. ~) 

Wir setzen ferner 

(25. ~) ~ (d) = ~ 1) ~ ,  = - x~ D ~.~ = r ~  d ~.~ 

w 5. Die 6~rundformeln der  Hyperfl~ichentheoHe. 

D i e  A b l e i t u n g s g l e i c h u n g e n .  Die Ablei tungsgleichungen der Hyperfliiche 

D 1 ~ = ~ ;  (d) 

Aus (23. 3) und (24.4) folg't 

Dann ergibt sich aus (25. 2), (6. 9), (25. I) 

0 2 X i 
( 2 5 . 3 )  r ~  = o 

q ~ Xi 0 Vq 0 Y~ 

Die A b l e i t u n g s g l e i c h u n g e n  lauten jetzt 

(25.4) 

(25.5) 

r 

'_Off ( i . d) = ~o (d) ~ 

oder ausffihrlich geschrieben 

(25.6) 

(25.7) 

0 2 x i  , �9 a A a ~ * a  . O x  i 

o~ + r*% ox' 
O v ~ --~ - -  a~ O v  ~ + A "  a ` ls 

Die Koeffizienten F a yon 7~a(d~r haben  nichts  mi t  den FkZ h aus w I zu tunL ()v . 
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Fiir einen sp~teren Zweck schreiben wir die Ableitungsgleichungen auch in der 

Ges~al~ an, die durch Zerleffung" tier Vek~oren 

hervorgeht. Wegen (25. 2) und 

erh~lt man 

(25.8) 

(25. 9) 

a a h 1 t~ D x h - - ~.~ ~ ( d )  = - . o ( d )  = ~ d ~,~ 

D x ;  = - ~ :  (d )  x ~. - -  ~ (~) l~ 3 

o ~ ( ~ )  = ~ (~) ~ ~. 

oder in ausfiihrlicher Schreibweise (bei Beachtung der Symmetrie von I~.*~ und 

der F~162 + A~ a ~  in den uateren Zeigern, sowie der Gleichung (2 3. I4) ) 

0 xq 
- - -  - - - r ~  A y a ) ~  5 + a ~ ,  �9 ~ F*a.  ( ~Q + (2 5. IO) 0 V ~ v 3 

O l.~ 
(25. xI) - - F *  . = - -  a x ~ - - A ~ a  ~lj, 

0 V ~ vo3 0 z 3 

8 - -  

folgt aus (2 5. 4) 

Es sei nun x~=xS(s)  die Parameterdarstellung einer auf ihre Bogenl~nge 

f VgQs d v ,~ d v ~ etwa Kurve i rb der Dann bezogenen ~nMytischen Hype~flffche. 

ds  ~ -- \dJs ~ + ds  ds  l " 
oder 

(2 5. I2 )  d 2 x i  " d x h  d x k  . i ,  d x  h w k ( d )  

1 i 
ds  ds  

__ [ d  ~ v ~ d v.  ~ d ~ ]  d v,  ~ d v ~ li" 

- -  e ~ d s  d~l x~ a d s  d s  

Der Vektor links ist der absolute Kriimmungsvektor der Kurve in der ttyperfl~che 

in Bezug auf die ttyperfl~che 1, der erste Summand rechts d e r  Vektor der rela- 

riven oder geoddtisehen Kriimmung, der zweite der Vektor der erzwungenen oder 

Normalkriimmung. Die L~nge des ersten Vektors rechts ist die geodh'tische Kriim- 

mung, die des zweiten die Normalkriimmung 

W e n n  der Raum kein R iemannscher  ist ,  hi ingt  er auch vom Hyperf l~ichenelement  ab. 
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(25.  I 3 )  ~J~ ~- aQ. d v e d v~' 
ge ~ dve d v ~ 

der Kurve. Mittels der Normalkriimmung lassen sich ffir die Hyperfl~che in der 

gewShnlichen Weise die Begriffe: Asymptotenrichtungen, konjugierte Richtungen, 

Hauptkriimmungsrichtungen, Asymptotenlinien, sowie die n - - I  Hauptkriimmungen 

I I I 
~ '  ~ ' ' ' '  R~-~ erkl~ren. Im Folgenden treten insbesondere die Ausdriicke 

(25. I4) 

H -  I Z I __ I 

I)(n--2) >fiR= (n-- 

auf, yon denen der erste die mittlere Kriimmung der Hyperfl~che heisst. ~ Aueh 

die Siitze yon ~V[EUSNIER und EULER bleiben unver~ndert bestehen. 

26. D i e  inhere Geometrie der Hyperflh'che. Durch die Metrik des umgeben- 

den Raumes wurde (Nr. 23) in der Hyperfliiche eine quadratische Massbes~im- 

mung mit dem Grundtensor ge~ induziert. Wir  zeigen jetzt, class durch den 

euklidischen Zusammenhang des Raumes in der Hyperflh'che ein euHidischer Zu- 

sammenhang mit  den Koeffizienten F ~ induziert  wird, der im allgemeinen eine QV.~ 

Torsion besitzt. 

Dazu werde die Hyperfl~chenkomponente des absoluten Differentials eines 

Tensors mit ~ bezeichnet, z. B. ~ X e ~ xi e D X r Dann gilt wegen D X e -~ d X e : 

(26. I) ,~ X = x~ D X i ----- d Xr - -  X i D x~, 

also insbesondere fiir einen Hyperfl~chenvektor ( X  o ~ o) mit Riieksieht auf (25. 4) 

(26. 2) ~ X o : d X  o - X r  o - X ~  o~ ~" 

Wegen D gik : o gilt ferner 

(26.  3) ~ gea = 0 

oder 

i H wurde zuerst  yon L. Koschmieder ,  [I], (flit n ~ 3), [2] (fiir bel iebiges n) eingeft ihrt .  
F i i r n  = 3 vgl.  auch E. Caftan, [3], S. 26. 
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Torsion ist dureh 
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O ge~ 
0 v ~ - -  Fea~ + I~o~, (F  ~, = g,,,, r g ) .  

sagt aus, dass der induzierte Zusammenhang (26. 2) euklidisch is~. Seine 

Fiir den Torsionstensor B~, ergibt sieh aus (25. 2), (25. 3) 

(26. 5) 

definiert. 

( 2 6 . 6 )  

Er is~ zykliseh symme~risch: 

(26. 7) B ~  + B.~ e + B~e~ 

und es gilt wegen (23. 2i) 

(26. 8) 

B ~ ,o - -  F "  A ~  A ~  ' 

B ~ ,  = - B ~  = % ,  A ?  ~ . 

Aus der Gleiehung, die aus (26. 6) dureh Herun~erziehen des Zeigers a ent- 

steht und aus (26. 4) erh~lt man auf bekunnte Weise 

(26.9) Fo ~ { a ]  Q~ q~ + aQ~ A ~  ~ aa 01~' 

l~ wo das Christoffelsymbol 2. Art  fiir den Tensor g0~ isL Endlieh folg~ eus 

(26. 4) und (23. 6) noeh die spiiter zu benutzende Gleiehung 

O L  
(26. io) or- ~ = L r ~ .  

Die geoddtischen L i n i e n  (autoparallelen Kurven) 

d 2 v ~ d vr d v ~ 
(26. II) d s  ~ -  + l"~~ ~-ds --ds ~ 0 

der Hyperfl~che sind nneh (25. 12)die Kurven, deren absoluter Kriimmungsvektor 

in Bezug auf die Hyperfl~che auf dieser senkrecht steht oder such die Kurven 

mit der geod~itischen Kriimmung Null. t Sie sind im Allgemeinen verschieden 

Das Folgende (bis Nr. 27) ist zum gr6ssten Teil eine Zusammenstellung bekannter Dinge, 
die weiterhin Verwendung finden. 
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yon den kiirzesten Linien uuf der Hyperfliiche, d .h .  den Extremalen des V~rm- 

t ionsprobtems der Bogenli~nge s. 

Die Kri immung des in der Ityperfii~che induzierten Zus~inmenhungs oder ihre 

innere Riemannsche Kriimmung ist 

{26. I2 )  B a =  [ z ~ z ~ ]  - -  (z~.), = I ! j 0 2 ) . [ d y ,  d v  ~'] 
0 \ {~J 2 

mit dem Krgmmungstensor 

0 F ~ O F ~ 
(26. I3) Be~*~" Ov z Or* ~,z q ~, 

und der skalaren Kriimmung 

I 
(26. 14) B = (n - -  I)(n - -  2 )Be ;~  

Da der Zusammenhang  euklidisch ist, sind die kovariunten Komponen ten  des 

Kr i immungstensors  such in den ers~en zwei Zeigern schief syminetrisch. 

Die Bianchischen IdentitSten lauten hier  

(Be)' - -  [d v ~ B(j] + [z,~ B ~] = o, 

(26. I5) B ~ - - [ ~ o B  1 + [~r~Bo~l o, = = 

oder entwickel t  

(26. 16) ( Br + B Q o ~ B  ~.~ + zykl. = o, 

wo + zykl. die G l i e d e r  andeutet ,  die aus den ungeschriebenen durch zyklische 

Ver tauschung der Zeiger x, )~, tt entstehen.  In  (26. I6) bedeute t  die Kl~mmer  die 

kovaria~te Ableitung, die der Uber t r~gung  in der Hyperf l~che entspricht,  z. B. 

(26. J7) ar ! -- OvA ao~F(,z--ao, oF~. .  

27. Torsion und Kriimmung 

und die Kr i immung des R~umes 

Hyperf l~chenelementen 

des Raumes in der Hype~flSche. ' Die Torsion 

(Nr. Io ,  I I) h~ngen yon drei benachbar ten  
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ab. Wenn diese drei Elemente der ttyperfl~che angehSren, so sind sie durch 

ein zweidimensionales Fl~ichenelement (dx, ~x) oder (dv, ~v) der I-Iyperfl~iche im 

Punkte  (x) derselben bereits vollst~ndig bestimmt. Das Gleiche gilt daher auch 

y o n  der durch E0, El, /~2 best immten Torsion und Kri immung des Raumes, die 

wir als Torsion bezw. Kriimmung des Raumes in der Hyperflfche bezeichnen. Wir  

bestimmen jetzt die Komponenten dieser Tensoren. 

Da d x ~ und cob(d) H yperfl~chentensoren mit  den Hyperfl~ichenkomponenten 

dye bezw. (24. 4) sind, ergibt sich aus (IO. 5) fiir die Torsion des Baur~es in der 

Hype~flh'che 

(27. ,) ~ ; =  A~h [ d x ~ ]  = A~be [dv,~ ~obe] �9 

Aus dem ersten Ausdruck und aus (5.6), (23. 3) folgt Y2 o =  o. Y2 ~ ist also ein 
tIyperfl~Lchenvektor mit  den ttyperfli~chenkomponenten 

(2 7. 2) 
I 

Vergleich yon (27. 2) mit  (26. 5), (26. 6) ergibt den Satz: 

Die Torsion B ~ des in der Hyperfldche induzierten Zusammenhanges ist mit 

der Torsion t2 ~ des Raumes in der Hyperfldche identisch. 

Fiir die Kriimmu~g des Baumes in der Hype~fldche erh:,tlt man aus (I I. 3) 

mittels (23. 3), (24. 2) 

O i - - I - R i  [dvUdv ~] + [dv u -S,be �9 - -  2 r u g  P r i  It fDbe] -~- I . 

und hieraus vermSge (25. I) 

(27.3) r 2 (1~r i~2  ~- a ~ P r i 2  - -  a u ~ D i  ~- a ~ a ~  - b e ). rut* ~ S r i , ~ ) [ d  v~ d v2]. 

Wegen der schiefen Symmetrie der /t~'kh, P,.ikh, Srikh in den beiden ersten 

Zeigern sind nur  die folgenden Komponenten der Kri immung des Raumes in 
der Hyperfliiche yon Null verschieden 

(27.4) t2~ ~---r 2I-t2e ~z[dv~dvz] = 2(Re u~+a~Pe~ -a~P~r ~ +a~a'zS~e~ ,)[dvUdv~]' 

I R (27 5) a o=-Oo  
30--3932.  Acta mathematica. 71. Imprim6 1o 6 juillet 1939. 
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28. Die  Gauss  Codazzi.~'chen Gleichungen.  Zur Her le i tung  der Integrabili- 

t~tsbedingungen der Ableitungsgleichungen (25. 4), ( 2 5 - 5 ) h a t  mgn gus diesen 

(AD - D A) x~, ( J  D -- D J )  1 ~ zu bilden und die Abieitungsgleichungen selbst, 

sowie (I I. I) zu benutzen. M~n erh;,tlt so 

i .  4- .~ (28. 2) .Qi o -~- a r l  r = - -  ((09~ ' - -  [Tg~ ~O9])X~ 

Die Integrabilitiitsbedingungen reduzieren sich also wegen (26. I2) auf 

(28. 3) IB~ - [,oo~o~ ] - -  S~ ,  

( 2 8 . 4 )  ] w ' e - - [ ~ ~  L e ~J e~ I 

(28. 3) is~ die Gausssche, (28.4) die MMn~rdi-Cod~zzische Gleichung fSr die 

Hyperfliiche. In  ansfiihrlicher Schreibweise lauten sie 

"Be~) " -- (ae~ a~). 

(28.6) i. ae~(;.) - -  ae;~(~) + a ~P B ,.~. = IR~o~. + a~ q o ~ - -  a~ P(,o~t . 

Aus (28. 5), (28. 6) folgen zwei weitere Gleiehungen, in denen die in Nr. 25 

erkliirten Skalare H, K sowie die skMare Krtimmung B (Nr. 26)der  Hyper- 

fl~iche auftreten 

( 2 8 . 7 )  (" 7 2) ( B -  K )  = - 2 p,o  

(28.8) ( ~ -  ~)H(~)--a~{o ) + a~ § - - . , , p 0  + a"P~ I* • J~oez~  ~ o t~'? Q o # z '  

Die erste dieser Gieichungen stellt die Verallgemeinerung des Gausssehen >theo- 

rema egregium>> auf den vorliegenden Fall dar. t 

Durch gussere Abieitung Yon (28. 3), (28.4) und Benutzung dieser Glei- 

chungen selbst, sowie von (26. 5), (26. I2), (26. I5) erh~Llt man noch zwei weitere 

Identitiiten 

(28 .9 )  % ~  + [ ~  O~] - -  [ ~  a0~ ] - -  [% %o] + [ ~  %0] = o, 

(28. io) & -  [ ~  ~, ,]  - [~,B~] ---- o. 

' Fiir n =  3 hat  bereits Herr E. Cartan, [3], S. 27 ihren Inhal t  angedeutet. 
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Sie lauten ausffihrlich gesehrieben 

(28. iI) Deriv.(t, ) + ,Oo, B~ 

B5 + a  ~B ~ +  z y k l . - - o ,  (28. I2)  ~-~(,o• -]- "Q(,ox,r ,'.$t e 4 

wobei + zykl. dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 26. .Qr ist der dureh (27. 4) 

definierte Tensor, $20~, . = g ~ e / ~ z .  

29. Hyperebenen. Um eine einfaehe Anwendung der Formeln dieses Ab- 

sehnittes zu geben, betrachten wir die Hyperebenen} 

Eine Hyperfli/che heisst in einem Punkte geoddlisch, wenn ihr Hyperfliichen- 

element in diesem Punkte dutch Paralleliibertragung (ira Raume) nach irgend 

einem Naehbarpunkte der Hyperfliiche in das Element der Ityperfliiche in diesem 

Punkte iibergeht. Eine Hyperfli~che, die in jedem ihrer Punkte geodi~tisch ist 

heisst (total-)geodiitisch oder aueh eine Hyperebene. 

Eine Hyperebene ist also dadurch gekennzeichnet, dass in jedem ihrer Punkte 

fiir jede Fortsehreitungsrich~ung in ihr 

(29. ~) ~ , (d )  = o 

oder, was naeh (24. 2), (24. 4) dasselbe ist, class litngs ihr 

(2 9. 2) a( ,~ : =  o 

gilt. I)a fiir einen ttyperfl~chenvektor X i - -  X e x  i bei 

Hyperfliiehe aus (25. 4) 

(29. 3) 

Fortsehreitung in der 

D X; = (~ X o~ + ~ (d) X~) x~. -  % (~Z) X~ Z '  

folgt, so ist dann und nut  dann ffir jeden beliebigen ttyperfliichenvektor X i auch 

D X i ein Hyperfliichenvektor, wenn (29. I) gilt. Hieraus folgt: 

.Eine Hyperfldche ist dann und nut dash eine Hyperebene, wenn jeder Hyper- 

fldchenvektor durch Paralleliibertragung (ira Raum) yon seinem Hype~flh}henelement 

nach einem willkiirlichen Nachbarelement der Hyperfldche wieder in einen Hyper- 

fldchenvektor iibergeht. 

Wegen (29. 2) sind s~mtliche tIauptkri immungen einer Hyperebene Null, 

1 Vgl. die entsprechenden Entwicklungen ffir den Finslerschen Raum bei J. M. Wegener, 
[I], w 3. 
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also auch die GrSssen H und K (Nr. 25). Nach (26.6) ist auch die Torsion 

einer Hyperebene Null. Diese ist also eine n-dimensionale Riemannsche Man- 

nigfaltigkeit, deren Kri immungstensor  wegen (28. 5), (29. 2) gleich dem ersten 

Kri immungstensor  des I~aumes ist: 

(29.4) B r  = B e ~ . .  

Endlieh ist nach (28.6) li~ngs einer Hyperebene 

(29. 5) Boo~ = o.  

Diese Gleiehung stellt eine Bedingung fiir den umgebenden Raum dar. Es gibt 

also nicht  in jedem reguli~ren C~rtanschen R~um Hyperebenen. I~sbesondere 

gibt es dutch jedes Hyperfldchenelement des Raumes ei~e Hyperebene ~mr in den 

reguldren Cartauschen 

meuten (Nr. 20). ]:)as 

gungen des Systems 

Bdumen mit  absolutem Parallelismus yon Hype~fldchenele- 

folgt duruus, dass (29.4), (29. 5) die Integrabilitiitsbedin- 

~2 X i 
(29 6) 0v,oov + xhx ={;3 oxj h k  q v OV a~ 

0 ~i * i  h k 
�9 (29 .7 )  0 v  ~ + I'1, kl x , = o  

darstellen, aus dem nach (25. 6), (25. 7), (26. 9) die Hyperebene zu best immen ist. 

D r i t t e r  A b s c h n i t t :  U b e r  d i e  e r s t e  u n d  z w e i t e  V a r i a t i o n  d e s  O b e r -  

f l l i c h e n i n t e g r a l s .  

w 6 .  Die ers te  Var ia t ion  des 0berf l i ichenintegrals  1. 

O pi  (92 p~ 
' �9 k' Aus der Erkli~rung der ph in Nr. 2 3 o. Die Ableitungen ~ x j  e Ox~Ox~ 

und aus (23. 2) folgt leicht 

t Vgl.  dazn  bes.  J .  Radon ,  [I]. Die B e z e i c h n u n g e n  bei  R a d o n  h ~ n g e n  m i t  d e n e n  des  T e x t e s  

in fo lgender  W e i s e  z u s a m m e n :  

I t 
Radon Ph Fp h /~Ph Pk T F 

Ph I h V-g g (ghk -- lh lk) Verfasse r  L g a 
-Lg ~ 

- ( u - i ) H ~  
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(30. ~) Opi xr "=Pi d~ - -  ~r 

Opi 
Durch AuflSsung nach ,~_2~ mittels (23. 8) erh~lt man 

~ p j  X~ 

g 

oder 

L (30. 3) .O x~ = ~-~ (l~z~ - ~x~). 

k .  Aus (30. t) folgt weiter durch Ableitung nach x,. 

0 ~ Pi Xr -~. __ _ _  
0 xJ 0 x k o 

Opi dr + Opi r Opj dr 
Ox~ ~ ~ ~ -  o~ ~ '  

und hieraus durch AuflSsung n a c h - - - -  
O~pi 

0 x~ 0 x~ 
und Benutzung yon (30. 3) 

(30.4) 
O~pi 

0 X j 0 X k Q a 
L {Z~(x~;-- ~ ~ ( ~ - - x ~ . ~  + ~,(x~z~--~.x~)~. 

Aus (30. 4) folgt noch 

(30. 5) li 02p~ L o ~ ox~ - ~ (x~ x~ - x~ ~,~). 

3 I. Urnfbrmung der ersten Variation. Wir variieren jetzt das Oberfliichen- 

integral (2. 7). Bei der V~riution 6 x ~ der x ~ erleiden diepi  wegen der Vertausch- 

barkeit yon Variatidn und Ableitung nach vO die Variation 

Op~ . Op~ OdxJ L (1,x}--ljx~.) 06x5 
(3i.~) ~ P ' = ~ d x ~ - o ~ . ~  o,J~ - v ~  ov,o 

W.egen (2 3. I), (2 3. IO) iS~; ferner  

(3 I .  2 )  

und daher 

OL Opi _ _  Lx~ 
Opi Ox~ 
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OL OL Opi 06X j ( O L  
(3,. 3) ~ L =  b~x.~.~x~ + Op~ oxg o~ o - OxJ 

Nun ist naeh (8. 13) und (23. I9), bezw. (26. ,o) 

o(Lx ) t 
Ore I ~xJ + 

Oo lot  op, (~ X j) �9 

OL OL 
_ *o - -  L I ' ~  0 xJ L Fe)., 0 v ~ ' 

und nach (25. to), (2 3 . 2~) 

) 
o~.',, ( x g -  r ~  ~ - r~  ., + ,,~"~j. 

Mi~els (2 5. 14), (3I. 2) ergibt sich also 

OL 0 (OL Op~] _ OL 0 
(Lx~)-~ - - ( n - - i ) H L l j .  

Es sei nun  V1 i die Normalkomponente  der Variat ion 6xi: 

V -  lj(txJ. (3,. S) 
Dann wird 

(3i. 6) 6 L =  - - ( . - - , )  HL  V + O~i{ ~ J  

Fiihrt  man dies in die  erste Variat ion des Oberfl:~tchenintegrals (2. 7) ein und  

verwandel t  den zweiten Summanden  in ein In tegra l  fiber die (n--2)-dimensionale 

Berandung des betrachte~en Bereiches der Hyperfl~tche, so ergib~ sich fiir die 

erste Variation der Obe~fldche: 

- d O = - - ( n - - I )  H V d O  + V g d e t .  l~,6x ~, 0 ~ '  ~ 3 '  "'" 07v,,• 
(3 !. 7) (n-~) (~-~) 

d w  l d w  ~ . . .  d w  n-2, 

wo das Vorzeichen im zweiten Summanden  yon der Orient ierung der Be randung  

abh~ngt. In  (3 I. 7) bedeute t  d 0 das Element  des Integrals  (2. 7), w', w ~, . . .  

w ~-~ die Pa rame te r  des Randes.  Von der ~-reihigen Determinan~e im Inte-  

g randen  des Randin tegra ls  ist die i-re Zeile angeschrieben.  

Aus (3I. 7) folgt:  

In den reguldren Carta~schen Rdumen sind die ExtremalhypeJfldchen des Va- 



L'ber die n-dimensionalen Car~anschen R~iume. 239 

riation,sTroblems des Oberfldcheni~tegrals (2. 7) die ~h;nimalhyperfldchen, d. h. die 

Hyperfldchen, deren mittlere Kriimmu~y Null ist. ~ 

w 7. Die Koschmiede r sche  Norma l fo rm der  zwei ten Var ia t ion  des Ober- 
f l i tchenintegrals .  

3 2. Normalform der Variation ~-L. h n  Folgenden soll eine Normalform 

tier zweiten V~riation der Grundftmktion L sowie des Oberfl~ichen~ntegra.ls (z. 7) 

hergestell t  werden, wenn fiber einen Bereich einer Extren~alhype~fldche in tegr ier t  

wird, dessert (n--2)-dimensionale Berandung fest bleibt. Wir  setzen also im Fol- 

genden durchwegs 

(3~. ~) (n-- ~ ) ~ =  a~ = o 

voraus. Wi r  kSnnen uns dann auf Variat ion in der Rich tung  der Hyperfliichen- 

normMen beschr~nken. Es soll also 

(3 2. 2) dX i ~ V1 i 

sein, wo V am Rande des betr~chteten Bereiches verschwindet.  

Zuniichst vereinfachen wir den Ausdruck ffir die zweite Variat ion der Grund- 

funkt ion:  

O~ O~ L O" L 
(32. 3) d 2 L -  Oxi~)$cj dX~'(~xJ + 20X-- iOp~h dxidPh + OphOpk (ii9~ dpk ~: 

Aus (3 t. I) ergibt sieh 

OL d~xi + OL 
+ Ox ~ O~pl, d"ph 

- -  03~3h (~(~X i ~)dX j O))h 0 8 2 x  f 

i Ov o, ~P~ Ox~Ox~ Ov~ Ov ~ + Ox~ 

so dass nach Durchf i ihrung einer partiellen In tegra t ion  

o (oo~o~,  ) OL o~vh ~  
+ 0 ~  Ox~ ~ ~ + op~ o ~ o xg o v, o o ~ .  

1 E. Cartan, [31, S. 26 hat gezeigt, dass dieser Satz auch fiir die singulfiren Cart~nschen 
Riiume richtig bleibt. 
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wird. Wegen (3 I. 4) und (32. I) versehwinde~ das erste Glied rechts. Vereinfacht 
man das zweite mittels (3 I. 2) und setzt in (32. 3) ein, so ergibt sich 

O~ L Oph O~X j (32.4) 6~ L - -  02 L d x~ d x j + 2 - -  d x ~ + 
OxiOx j OXlOPh OX{ OU ~ 

(S~h L Oph Offk + O L  02ph ~ OOX i OOX j 
+ op ox,  op o ?xll Ov ,~ 

0 
+ (L 

Von hier aus fiihrt eine sehr umstiindliche Rechnung, deren Gang wir im 

Anhang angeben, zu der gesuchten N o r m a l f o r m  yon 6~L.  Man erhiilt 

(32. 5) 
6 ~ L = L { g e ~  O V O V  ~ ~ o ' ~ - I Ove o V  ~ " V [(A'ah)(e ) +  ae A '  B ~ e - - a e  a o , A ~ A  ~ -  

a" 0 $ 2 * o 
- - ( n - - I ) ( n - - 2 ) K +  Roeoo---PoOo~@} + ~veve{L[d xe + r (F oo + A, a O)]}, I 

wo K dutch (25. 14) erkli/r~ is~. B~  is~ der Torsions~ensor (26. 6) der Hyper- 

fliiche, //ikhj, Pikhj der erste und zweite Krf immungstensor  des Raumes. (q) be- 

deutet  kovariante Ableitung im Sinne der inneren Geometrie der Hyperfliiche 

(Nr. 26). 
33. Normal form der zwei ten  Variat ion des Obe~fldchenintegrals. Wir bilden 

nun die zweite Variation des Oberfl~ehenintegrals (2. 7) erstreckt fiber einen Be- 

reich einer Extremalhyperfli~che bei fester (n -- 2)-dimensionaler Berandung. Dann 

fallen die Bestandteile yon d~L, die sonst Randintegrale ergeben warden, weg, 

und es bleibt wegen (32. 5) und (2.7) 

�9 O V O V  , 

(33. I) 0 = d 2 L d v l  d y e " "  d v ' ~ - l =  (gr Ov~ Ov ~ U~ V~) d O ,  

(n--l) (n--l) 

mit 

(33. 2) U :  = ( A ,  a~)(O + a~A~B~o --  a~ao A ' A "  - -  ( n - - I ) ( n - - 2 ) K  + Roeoo-- a~Poeo~. [ 

Man kann U* mit  Hilfe der Gleichungen (28. 7), (28. 8) (mit H =  o) auch noch 

auf andere Ges~alten bringen, die wir nicht  anschreiben. 

Es soll jetzt  gezeigt werden, dass die Normalform (33. I) mit  der yon Herrn  

Koschmieder ([3]) angegebenen identisch ist. Bei Koschmieder ist die Dimen- 

sionenzahl des Raumes n + I. Far  den n-dimensionalen Raum ist also in sei- 
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nen Formeln  liberal1 n durch ~--~ zu erse~zen. Der Zusammenhang  zwischen 

seinen und unseren Bezeichnungen wird dm'ch folgende Tabelle gegeben: x 

Koschmieder  ' I  F Oi q),~ q~ v ' V u~ . d u F d u 

V erfusser 0 L p, gTg'~fl pi(~x i ". 

Man best~tigt jetzt  leicht, dass die Koschmiedersche Normal form 

(33.3) d~O = F ~-1 ~ ~ - 1 0 . ~ O v .  Ov fl Uo V~ _~'du 
(n-l) 

mi~ (33. I) i ibereinstimmt, (33. 2) stellt  also die Tnvariante U* yon Koschmieder 

durch den Torsions~ensor und  die Kr i immungstensoren  des Curtanschen l ~ u m e s  

und durch die in ~ r .  25 f. erkl~irten GrSssen fiir die Hyperfliiche dar. Beson- 

ders einf~ch wird diese Durstel lung fiir die R~iume, in denen der Vektor  (A h) 

Null ist. M~n erh~lt bier wegen (I 7. 7) und Roeoe-~ l~oror 

(33.4) IU*~-Roro - - ( n - -  I ) (n - -  z ) K .  I ( A h = o ) .  

34. Die in die Normalform eingehenden Tensoren. Wir geben schliesslich 

noch an, welche geometrische Bedeutung die in (33. 2) e ingehenden Tensoren 

a~A~ und R ~ --a~ ~P ~ o 0 9 p o o~ 
h~ben. 

Die ersten drei und die letzten drei Spalten der Tabelle sind aus L. Kosehmieder, [3], 
Formeln (4), (t4), (I5), S. I43, I45 und (4o), S. 469 unmi t t e lba r  zu best~tigen. Weiter  is t  nach 
(63), S. 472 

03 L a ~ g (ghk g a~ 
o ph o pk .~h ~ = ~ - zh & ~ ~ = ~ q ' 

und nach (6o), S. 471 

Endlieh ist  naeh (42), S. 470 

und  nach (IIS) , S. 480 

_ g n - - 1  r _ g , , - 1  

v = Pi d xi 

1 1 1 va 
V = L  2 +n- - l~2(n- -1 )  v - ~ - ~ p i d x ~ = l i ~ x  i .  

L. Koschmieder, [3], S. 482, Formel ffir d 3 1"  (Der Stern bedeutet,  dass das In tegral  fiber 
eine Ex~remalhyperfl~iche erstreck~ wird). 

31--3932. A~ta mathematica. 71. Imprim~ le 6 juillet 1939. 
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Es seien 

~ o  (~, 1), ~ :  (x + d x,  z + d ~), E~- (x + ,~ ~, ~ + ~ 1) 

drei Hyperfl~tchenelemen~e, y o n  denen die ersten beiden der Hyperfl~iche ange- 

hSren, w~ihrend E~ aus E o durch Paral le l i iber t ragung nach einem Punk te  (x': + 6 x") 

der Hyperfl~tchennormalen im Punk te  (x) entsteht .  Es soll also 

(34. ,) / d ~,: - -  x~ ,z,,.~ , ~  ,o~ (d) --- ~ ,  ,o ( , l ) = -  x~,~ o d ~., o , 

[ ~ x ~ _ ~ x o ~i, ~o~ (3) = o 
sein. 

Dann wird 

[ [d ~,, d ~ ]  = ~ x o ( ~ / ~  - -  x~ l") ~ v, o , 

(34. 2) [dx! '  (ok] . . . .  6 x~  l h (ok(d) = 6 x~  lh x ~  a ~, d v ,~ , 

[~h % ]  = o . 

Den drei Elementen  E0, Ea, Ee entspr ieht  wegen (IO. 5), (5' 6), (5" 8) die T o r s i o n  

(34. 3) Y2; = A~ k [d x ~ (ok] = d a~ '~ A" a o d vO I i 

und nseh (I [. 3) die K r i i m m u n y  

(34. 4) ,Q; . . . .  3 x ~ (R/o,,,  - -  a'i~ P / o ~ )  d r e .  

Bedeu~en D, d die absolaten Differentiale,  die den  Zuwiiehsen d, bezw. 6 ent- 

sprechen, so ist ferner  

(34. 5) ( d i D - -  D N ) / ' =  ~[,, 

wo wegen der sehiefen Symmetr ie  der R~jha., Pr3"hk in den beiden ersten Zeigern 

f2 o ein Hyperfl:,iehenvektor mit  den Hyperf l i iehenkomponenten  

(34. 6) g2~o = - - 6 x ~  -a"P~'Q o ot~,ld~'~ 

ist. 

A n h a n g :  H e r s t e l l u n g  d e r  N o r m a l f o r m  y o n  6 2 L.  

i. Die Reehnung,  die yon (3 2. 4) zur Normal fo rm (3 2. 5) fiihrt, zielt auf  

die Einfi ihrung der Torsions- und Kr i immungs tensoren  des Raumes,  sowie der 

Grundtensoren  der ttyperfl~tche ab. Daher  werden sowei~ als  mSglich d ie  Ab- 
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leitungen der Grundfunktion dutch die F*~ ausgedriickt und Mle auf~retenden 

Glieder in Komponenten in der Hyperfliiche und senkrecht duzu zerlegt. Dubei 

wird besonders Nr. 2 3 verwende~ und die Symmetrie der 1"2~i~ in den unteren 

Zeigern benutzt. 

Urafo~:mung des ersten Summanden  in (32. 4). Nach (8. I3) und (2 3. i9) ist 

O L  L F*<.  
(~) 0 x ~ ~' 

Ableitung n~ch xJ und nochmalige Benutzung von (a) ergibt 

01"% ) 
O~'L - -  L r ~  r *~. + ~ 

0 ,~d 0 x~  ~ ~ ~ - x T -  ' 

also wegen (3 2. 2) 

(b) O~L d x  i d x  j - -  L V ~ [F*O +lil j O F ~ I  �9 

Nun is~ wegen (2 3. iS) 

or;: 
0 I ' ; ~  0 {(dp__iPlr) l ~ ; r } = X P x ~  OX j 

0 X j 0 X j 

0 l, 0 lP 
P~ ~~ F* .......... 

~)-x-J - -  poi O x J  

Bei Beachtung yon (8.6), (8. 7), (23.I8), (23. I9) ergibt sich weiter 

(c) l ~ p 
O I'*< O~ 

0 X j 

O I'$r, 
_ _  P__2 F*~ ~ F* , - 1 ~ p x ~ x ~  OxJ + (r*~~176 -~ Qoo 

wo F*e ~ 1 7 6  ge~F~o o ist. Nach Veriinderung einiger Zeiger wird schliesslich 

(i 0 F: ir  
d x i ~ x.i - -  L g ~ t l  r 1 s X t X Q - -  

Ox~Ox  j ~ e ~ Ox~ 
+ F*OoO F ~ ~  q- (F*r176176 4- F *~176 F;oo}.  

Umformung  des eweiten Summanden  in  (32. 4). Zuniichst folgt aus (23. I), 
(8. 7), (8. II) 

0 x ~ Oph 
- O x ~  (V~ l~)= ~ {(r~ + 2 ro*o,)z"- < ~ o _  r7o~}, 

und hieraus wegen (3 2. 2) and (2 3. I9) 
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(a) O~L 
0 x i Oph 

$ o a o  h - -  ~ x , =  vV~{-(r*ooo + r )x~ + r;~oz~}. 

Welte r  ergibt  Ablei tung yon (32. 2) wegen (25. 7), (23. 3), (23. Io), (23. i9) 

(e) OdxJ O ( V l  i) . [O V ] 
O r e -  Ore -- V(I '~~176 + a~ )x~ + O~ve + V ( A ' % e - -  F:~ ) p" 

Wegen  (30. 3), (23. 3), (23. 8), (23. Io), (32. I) erh~tl~ man ferner  

OphOdx.J L { ( O V  ) } 
(f)  Ox~ Ov~ - ~ ~ + V(A~%-r:o~)  x~ + vr~ol~ , 

und durch Mult ipl ikat ion yon (d) und  (f) schliesslich 

2 )  2 - - - -  
O~L 

0 x ~ Opa 

Umformung 

d ~Oph OdxJ A~(F,OOO + 
x o Ove [ 0 vr 

+ r*o~o) _ 2 r'*oo r*~o  _ 2 ( r , , o o  + r ,o~o)  Coo]  } 
(? o * 

der iibrigen Summanden in (32. 4). Nach (4. I) und  (23. I6) ist 

(g)  
O'~ L _ g (ghk __ lhlk) = g , ~ X h X  k 

OphOpk L ~ ~ ~ ~" 

Anderersei ts  folgt aus (f) 

Oph Odx  i Opk OdxJ L ~ O V _ F*oo,o ) v ~ 
Ox  i O v~ O x ~ O v ~ g O vv~ + V ( A ~* a~ e + 

r 
] 

"* )~ / ~ ~ V(A* a ~ - -  I ooo x ix~  + . . . ,  

wo die nicht  angeschr iebenen Glieder mindestens einen Faktor  1 h oder l k haben. 
Also ergibt  sich 

(3) 
02L Oph Opk O(~X i (~(~X j L[gr 0 V 0 V O(V  ~) 

op~op~Ox~ Ox~ ~ Ov~ -- O v ~ O ~ + ~ ( ~ t ' ~  -r*~~176 

F'COO + F*eOO F* } .  + V ~ (a~ A~ a A" - -  2 A~ %,0 ~oo) 

Endlich ist wegen (23. I) und  (30. 5) 

0 L O~ph 
(h) 0_ph 0 x~ 0 x j - -  L (x~ x~ - -  x~ x~) 
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und wegen (e), (wo wieder nur die mit x~ multiplizierten Glieder in Betrach~ 

kommen), (32. I), (25. 14) 

(4) 
O L  O~ ph  O ~ x  i O 6 x j  

= L V ~ ( ( n - - I ) ( n - - z ) K  - -  2 a  e~Fo*r176 + 
iOx~ Ovr Ov ~ 3p~ 0 xr 

F*eo F*~o) . + r~  e ~ 1 7 6 1 7 6  ~ e " 

Einsetzen y o n  (I) bis (4) in (32.4) ergibt schliesslich 

O V O V  
(5) 6 ~ L - ~  L{ge"  Ov~ Ov - ~  + 

o(v '~)  r,o,oo) v ~ ~ ,  ~,o o r : ~  

A ~  I " * ~ 1 7 6 1 7 6  - ~  2 a a . [ ' :  o~  - -  F * ~ 1 7 6  F *  - -  + a~ae A ~ A "  + ( n - - i ) ( n - - 2 ) K +  2 a  o coo 

_ r , e o  r,~o)~ + 3 (L62xe),. 
o' ~ ] ) O y q  

2. Bevor wir weitergehen, schMten wir die Berechnung zweier GrSssen ein, die 
im Folgenden ~uftreten. Zun~chst ergibt sich aus (I2. Io), (5.6), (23. io), (23. 2o) 

RoOoq ~ Ro~ o ~ 1 r 1 ~ x~ x t - -  ~ - -  1 r l s xe. x t + F *i II ~ 1"*  r t e r r o r - -  ~ e \  Ox t ~.~ ,~ot Ox ~ 

\ 
- Ci, lf mr*~o~ ]+r*ooo r ~ o +  r * o ~ o r * ~ - r L r * o Q o ~  ~ - ro*~or*~ ~ . 

W egen (2 3. I5) und (I 5. 5) ist uber 

I~ ; i t l lmx~~  x t  = I ~*i Im(a  t -  [i ~t) = 0 
i Q r t ~ i 

Mso 

(6) R:o,o ~ ~r ~x~, X~ [0 r:'~ \ 0 X t .37 F ; z s  Jim l ' :~ot  __  _ _  O[*~itlOx~] + F~O~ o + 

-~ I'*qQ ~F * ~ 1 7 6  I'~o o* F*~176176 1" O*~o F*qo. 

Ferner folgt aus (Iy. 4), (23. Io) 

(7) Po%O = x~ xT~ Zh Po~h" = x~, x~  r ~ r %  tl ~ . 

3. ffetzt vereinfuchen wir 6~L weiter, indem wir in (5) das Glied mit O(V~) 0 v0 
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durch Anwendung der Regel fiir die Ableitung eines Produktes beseitigen. Es 
ergibt sich zun~chst, wenn (26. ~o) benutzt wird 

(A) r 00( V~)v-U (A~* a~ + I'*~ ~ = L V ~ ( 0 (A"0 v','a~') A~ a~ F~, o 0 F*0 v ,~176176176 

Hier sind die einzelnen Glieder rechts umzuformen. In das erste fiihren wir un 
Stel]e der gewShnlichen die kovari~nte Ableitung (26. 17) ein und erhalten we- 
gen (26. 6) 

(B) 

Weiter ist 

O F*O~O 

(c )  o ve 

O(A~a~) 
0 vr A~ a~ r ~. = ~.o - (A~ ~ a~)(o ) - -  A~' a ~ B~  ,a ~a" 

_ _ _  + F.O,OOF2 0 r s o *i" 1-,*OeOF2 

O F*i OF \ 
r ~ r , r ~ ] .  =l~lSx~  Ov.O + 2 0 v ~ F * ' ~ 1 7 6  + \ O r  o, + *o o 

0 F *i r 8  Hier erh~il~ man fiir 0 - ~  mi~els (3o. 3), (25.6),(23. I5) bei Beaeh~ung der Ho- 

O l-*i r 8 mogeneitiit nullter 0rdnung yon ~-f~-- in den ph 

or:,; or*' or:'. o ~  O'x~ (ofT.  ] 
. . . . . . . .  ~ - ' . ,  + . . . . . .  , + r * '  It,. r * .  ! - ~ , ;  II~ x~ Ov "~ Ox t xe Oph Ox~Ov( 'Ov ~  Ox t r~ll ,.o~ .~ae~, 

und duher wegen (7) 

(D) ~ Z" x~ 
o r ; i  

0 v ~ - -  l~ l'~ x~ xt~ \ O x t + r *  ~ i,~ �9 r s F m o t  - -  P o Q o a a q a  

Weiter ist wegen (2 5. 7), bezw. (2 5. Io), (2 3. 2I), (3 2. I) 

(n) 
01 r 

2~vQvQF*Q~ 2 A ~ a  ~ F * ~ 1 6 2 1 7 6 1 7 6  * F*OeO--2F*QOF*OO Q o oo~ o ~ ' 

F *oi~ + F*~ ~ I'~ 
(F) 0 v0 ~.,o I~*QO I ' ' o o  2~ ~ * ~  _F*oQo 

Q o 



Uber d~e n-dimensionalen Cartanschen Riiume. 247 

Durch  Einse tzen  aus (D), (E), ( F ) i n  (C), und  sodann aus (B), ( C ) i n  (A) erhiflt 

IIl~Lri 

+ o r , o , o o )  v "  a ,  ~ z x (8) L - b v ~ ( A ~ %  + ~ - L  { - : (A"  , ) ( r162  x~ e~ Ox t + 

*i [OZ "* ) "~ + .F v,[[ I,,+o ~ +lOOooo. a~--2A~+ao i~oI *o,oo + 2a~ + 2F*oooF*~176 + 
t 

e ~ e~,~" J 3 ~  (L  (F*~ + "~J~'" 

G e h t  m a n  endlich 1nit (8) in (5) hinein,  nnd beachte t  (6), so e rg ib t  sich die Nor-  

m a l f o r m  (32. 5) yon  ci~L. 

Prag ,  am 27 . Sep t ember  i938. 
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