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I n t r o d u c t i o n .  

D u n s  u n e  p u b l i c a t i o n  a n t ~ r i e u r e  1 nous  a v o n s  4 tud id  u n  g r o u p e  i m p o r t a n t  

de  m o u v e m e n t s  r e l a t i f s  ~ u n  m i l i e u  c o n t i n u .  Ces m o u v e m e n t s  se p o u r s u i v e n t  

d~ns  des  c o n d i t i o n s  t e l l e s  q u ' u n e  c a v i t a t i o n  p r o d u i t e  ~ u n  i n s t a n t  d o n n ~  au  se in  

d u  Huide se d d p l a c e  en  c o n s e r v a n t  sa  f o r m e  in i t i~ le .  L a  r e c h e r c h e  des  c o n d i t i o n s  

de  s tabi l i td ,  d ' u n e  t e l l e  c a v i t a t i o n  c o n s t i t u e  u n e  p r e m i e r e  g r a p e  duns  l ' g t u d e  des  

m o u v e m e n t s  p o u r  l e sque l s  lu d 6 f o r m a t i o n  a u  c o u r s  du  t e m p s  se r~v~le t r~s  l en te .  

D a n s  le  t r a v a i l  en  q u e s t i o n  nous  a v o n s  en  p a r t i c u l i e r  o b t e n u  le  r ~ s u l t a t  sui-  

v a n t :  L o r s q u e  les  l i g n e s  de  f lux  d u  c h a m p  d e s  v i t e s s e s  s o n t  i n v a r i a n t e s  r e l a t i v e -  

m e n t  a u x  s u r f a c e s  so l ides  c h a c u n  de  ces  m o u v e m e n t s  p e n t  ~ t re  cons idd rd  c o m m e  

r 4 s u l t a n t  de  l a  c o m p o s i t i o n  d ' u n  m o u v e m e n t  d ' e n s e m b l e  Me, e t  d ' u n  m o u v e m e n t  

avec  d d f o r m a t i o n  Mr. L e s  m o u v e m e n t s  Me se r ~ p a r t i s s e n t  en  d e u x  g r o u p e s :  

I ~ les  m o u v e m e n t s  R o d a n s  l e s q u e l s  l a  r o t a t i o n  i n s t a n t a n g e  a u n e  v a l e u r  con-  

s t a n t e  wo; z ~ les  m o u v e m e n t s  R~ d a n s  l e s q u e l s  l a  r o t a t i o n  ~ l ' i n s t a n t  t a p o u r  

1 H. Po~cIN, Sur !es cavitations de forme permanente. Publications scientifiques et tech- 
niques du ministere de l 'air n ~ 18. [G. V. 1933.~ 
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valeur I/), t. Les mouvements _M, dgpendent s la lois des paramStres qui carac- 

t~risent le mouvement d'ensemble et d'une fonction li6e ~ l a  forme de la surface 

qui limite la cavitation. - - M a i s  l'aspect ext~rieur du m o u v e m e n t -  en l'absence 

de route recherche exp~rimentale pr6cise sur l'allure du champ hydrodynamique 

ne nous renseigne pus sur la variation possible des lignes de courant autres que 

celles qui correspondent g la limite de la cavitation" Pour 6tudier le problSme 

duns route sa g~n~ralit6 - -  ce qui permet de donner g la d~termination des 

mouvements R 0 et Rz tout  son int6rSt - -  il gtait donc n~cessaire d'abandonner 

l'hypoth~se de l'invariance du champ hydrodynamique. C'est ce que nous avons 

fair duns la pr6sente 6rude. 

Nous nous proposons d'ailleurs un probl6me encore plus g6ndral: nous con- 

sid6rons un milieu continu incompressible limit6 extgrieurement par une surface 

solide S. A un instant donnd nous constatons l'absence de tourbillons ~ l'exi- 

stence d'un plan directeur pour le champ hydrodynamique ~ et l'exis~enee d'une 

surface de discontinuit6 L telle qu'au passage s travers cette surface la densit~ 

subit un saut brusque J 0 .  Nous nous proposons de d6terminer les conditions 

duns lesquelles eette surface conserve sn forme initiale au tours du mouvement. 

Ces circonstances se rencontreront en particulier duns la considdration de 1'en- 

semble de deux fluides nou miscibles et commc cas particulier duns l'6tude des 

surfaces limites de cavitation (la variation z/0 est darts ce dernier cas 6gale ~ la 

densit6 du fluide eonsid6r~). 

Au chapitre I nous rappelons briSvement les principes de la d6termination 

du champ hydrodynamique duns le eas o;~ il existe une surface de discontinuit~ 

stationnaire, tels qu'ils r6sultent d'une dtude r6cente. '~ Iqous les appliquons an 

chapitre I I  ~ la recherche de la structure des potentiels dont Faction peut 

eonduire s de telles configurations stables. Ces potentiels satisfont ~ certaines 

conditions que remplit en particulier le champ de la pesanteur ee qui nous 

permet de donner un sens physique aux questions que nous 6tudions. Cependant 

duns les paragraphes suivants nous ubandonnons ce point de rue pour nous 

proposer la ddtermination de tous le s  potentiels de stabilitd sans dgard s 1cur 

1 Le cas des m o u v e m e n t s  tou rb i ! lonna i r e s  es t  envisagd  duns  une  no te  qu i  pa r a i t r a  pro- 

cha inemen t .  

2 Pou r  les m o u v e m e n t s  duns  l ' espace  qu i  m e t t e n t  en oeuvre des  procddds de ealeul  t ou t  diffe- 

r en t s  de ceux  que  n o n s  u t i l i s e rons  ici. Cf. C. R, Acaddmie  des  Sciences Par is ,  T.  I96 , p. 756. 
8 H. PO~CI~, Sur  les dqua t ions  du  m o u v e m e n t  d ' u n  mi l i eu  con t i nu  duns  le eas de discon- 

t i nu i td s  s t a t i onna i r e s  re la t ives  ~ la densitd.  ( Journa l  dc m a t h d m a t i q u e s  l)ures et appl iqudes .  Par i s  

I939.) 
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r~alisation effective. Si nous gtudions ce probl~me ce n'est pas par simple jeu 

analytique mais parce que cette dtude nous permet de construire une mdthode 

de calcul qui grs ~ sa gdn~ralit~ m~me s'est rdv5lge par la suite applicable ~ 

des probl~mes en apparence tr~s diffdrents et qui, eux, ont un sens physique 

precis. L'existence des prolongements analytiques gtablis dans le m~moire d~js 

cit6 l et la transformation I(L) ddfinie dans ce m~moire, joue un rSle prdpond~rant 

dans cette dtude. Ceci montre la fdconditd, en hydrodynamique, des m~thodes 

que l'on peut dSduire de cette notion. 

Nous reprenons au chapitre IV l'dtude des conditions de stabilitd~ d'une 

surface de discontinuitg lorsque le champ des forces ext~rieures est le champ de 

la pesanteur. Nous sommes conduits ~ distinguer plusieurs cas suivant le nombre 

de relations qui existent entre les fonctions du temps dont d~pend le mouve- 

ment d'ensemble. Lorsque le nombre de ces relations est maximum les mouve- 

ments sont les mouvements R 0 et R~ prdcddemment dtudi~s ~ mais lorsque ce 

hombre est plus restreint les potentiels hydrodynamiques d~pendent de deux 

fonctions qui sont lides par un syst~me d'dquations int~grales. La surface de 

discontinuit~ ne peut donc pas avoir dans ce cas une forme quelconque. Nous 

obtenons (chap. V. w 3, 4) l'dquation intdgrale qui la d~termine, A priori il ne 

semble gu~re possible d'en tirer parti pour la ddtermination explicite des solu- 

tions mais une integration qualitative de cette ~quation nous permet de rdsoudre 

compl~tement le probl~me que nous dtudions. Nous remarquons en effet que, 

pour que ce probl~me air un sens il ne suffit pas que les fonctions que nous 

avons introduites au cours des calculs satisfassent aux dquations obtenues. Encore 

faut-il qu'elles conduisent '~ des surfaces acceptables c'est s dire "~ des surfaces 

dont les sections par les plans parall~les au plan directeur sont des courbes fer- 

mdes sans point double. Or nous d5montrons (chap. VI et VII) qu'il n'existe 

aucune solution de l'dquation intdgrale qui satisfait s ces conditions. Ceci nous 

pr0uve que ]es mouvements /~o et R~. sont les seuls mouvements pour lesquels 

une surface de discontinuitg relative "~ la densitd du milieu continu ( e t e n  parti- 

culier une surface de cavitation) peut conserver sa forme initiale au cours du 

mouvement. Ce r~sultat montre tout  l'int~r~t qui s'attache s la d~termination 

complgte de ces mouvements dans l'6tude des cavitations. 

1 H. PoNcIN, Sur les dquations du mouvement d 'un milieu continu dans le cas de discon- 
tinuitds stationnaires relatives ~ la densitd. 

H. PONCI~r Sur les cavitations de forme permanente. Publications scientifiques et tech- 
niques du minist~re de l 'air n ~ I8. [G. V. 1933.1 
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C H A P I T R E  I. 

G6n6ra l i t6 s .  

~. Hypotheses  relatives au mil ieu eontinu en mouvement.  

Le milieu eontinu en mouvement est limit6 par une surface ind~formable S 

anim6e d'un mouvement 2~I 0 et il existe s l'int6rieur une surface /5 qui est une 

surface de discontinuit6 stationnaire relative ~ la densit6. Cette surface partage 

le milieu continu en deux r6gions contigues D1 et D 2. Dans chacune de ces 

rggions la densit6 peut 6tre consid6r6e comme constante et le mouvement, irrota- 

tionnel, admet un plan directeur. Lorsqu'on traverse la surface L la densitd 

subi~ une variation brusque J # .  

2. Notations.  

I ~ Les syst~mes de r6f6rence utilisds seront: 

a) un tri~dre Co(x) fixe. 

b) un tribdre C1 (x) attach6 ~ S. 

c) une famille de tribdres C(3l/t) attach6s ~ l ' instant t aux diverses par- 

ticules fluides M et d6finis par les vecteurs unitaires $1, $2, $3 respectivement 

dirig~s suivant la tangente, la normMe principale et la binormale bo la ligne de 

flux qui passe en M ~r l ' instant t. 

2 ~ ]~ldments eindmatiques: a) Mouvement ~Ie: point principal O, accdldration 

principale 7(t). Rotation instan~ande oJ (t). 

b) mouvement Mr: champ de vecteurs vitesses -~(M/t). 
3 ~ Opdrateurs diffdren~iels: 

s(O vy 
V U=- l, Ox# 
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La notation F '  d6signe la fonction imaginaire conjugude de la fonction F. La 

notation ~ appliqu6e ~ une fonction harmonique s xe) d6signe la fonction 

associ6e d6finie par grad $2 ~ x 3 A grad ~. 

3. l~quations du probl~me. 

Nous supposons que la fonction 

(~) ~ = H ( u )  

analytique en u pour les valenrs de module inf6rieur 's l 'unit6 repr6sente la sec- 

tion de L, pour un d@lacement de u sur l'axe r6el dans les conditions prgcis6es 
," �9 1 dans le m6moire dejs cit6 dans l lntroductlon. Lorsque u prend des valeurs 

complexes de module inf6rieur ~ l'unitg le point M d6fini par l'6quation I e t  

le point /~ ddfini par l'6quation 

(2) ~ = H '  (~) 

d6crivent deux r6gions d, ~ contigues et s@ar6es par un arc de L. Ces deux 

r6gions se correspondent de faqon biunivoque. La transformation ainsi ddfinie 

est la transformation par image 's travers L, transformation que nous d6signons 

par I ( L ) .  Cette transformation conserve la grandeur  des angles dont elle change 

le sens d'orientation et laisse la courbe L invariante. La relation g6om6trique 

entre les points homologues M e t  /~ est d6finie par 

o .  

A l'int6rieur du  domaine D 1 le champ hydrodynamique est ddfini par l'6quation 

(4) ~ (x/t) = ~% (0 grad ~ 1  (x) + q (t) grad  ~1~ (x) + ~ A o~ (t) + 2 ~ A o~ (t) 

et s l 'int6rieur de D 2 par 

(5) u (x/t) : ea a ( t )  g r a d  a 2 1  (x)  -~- x A (~o 3 (t)  -~ 2 x 3 A t:o ( t) .  

Les fonctions ~2mn son t  des fonctions harmoniques respectivement d6finies dans 

les domaines D 1 et D e. Sur la section de L consid6r6e elles sont li6es au champ 

de forces ext6rieur par la condition 

(6) u (M/t)  - -  ~ hi (x) gi (t) -~ o. 

i H. PoI~CIN, Sur  les 6quat ions  du m o u v e m e n t  d 'un  mil ieu eont inu dans  le cas de discon- 

t inui t6s  s ta t ionnai res  relat ives i~ la densite. 
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L'expression des fonctions g e t  h est donnde duns le tableau suivunt: 

u de i Fonction gi(t) Fonction associde h i(x) 

2 ~o 2 (t) I 
2 J 0  - - - -  [01V ~QI1 - -  ~2  V ~Q~I "j- 2 Ql x D ~I1 - -  2 Q2xD~(~21] 

3 2 to (t) q (t) 0, [v (&~ &~) + 7g&d 
2AQ 

4 q2 (t) 01 V s 
2AQ 

r 09 I [01 ~")11 - -  02 h21] 5 dt d q  

d q 0~ t2-12 

7 Yl (t) xl [M(L)] 

8 7~ (t) % [M (L)] 

9 73 (t) % [M(L)]. 

Certaines propri&gs de lu t ransformat ion I(L) nous ont  permis de ddfinir le 

prolongement  anu]ytique des fonctions ~m.  en dehors des domaines off elles sont  

li6es au champ hydrodynamique. Cette &ude nous a conduit  h leur associer 3 

fonctions unalytiques en z dgfinies par: 

(7) 2.q,1 = - [ ~ +  v ~ , ] -  [~' / '  + u h ]  

(s) 

= -  -- + U21 " 

Nous avons ddmontrd que dans tout  leur domaine d'existence ces fonctions 

sat isfont  aux 6quations suivantes: 

o~ ul , (~)-  o2 ~,(z) + i~e&[v_ l (~  + ~(~))] = o 

0, ~52 (z) - r  0 & [G_, (~ + ~ (~))] = o 
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q2 + 2 . . . .  d z q~ [ d z-z + -2 --d z - -  

+ 2 ~ e ~ 4 [ e_ ,  (~ + C (~))] + z Q" ~ ~ 

+ 

d ~ d C 2 d ~ h-~ + 2 4 Q 4 [ e _ ,  (~. + C (~))] = o th 

- - o  

O1~l G-1 d6signe la fonc t ion  inverse de la fonc t ion  H ( - ) +  H'(.). 

4. Note su r  c e r t a i n e s  r e l a t i o n s  fone t ionne l l e s .  

Au cours de ce t ravai l  nous aurons plusieures fois l 'occasion d 'ut i l iser  cer- 

taines propri6t6s de 1'ensemble des fone~ions 

i = 1  

les groupes de variables x ( x l  x ~ . . .  xk) st -Y(Yl Y~ . . .  Yj) 6rant  ind6pendants .  

•ous supposerons que les fonct ions  f et  g ad m e t t en t  une  suite de d6riv6es par- 

tielles cont inues jusqu'E l 'o rdre  n et  que la condi t ion  

F ( x / u )  = o 

est iden t iquement  v6rifi~e E l ' int~rieur  de cer ta ins  domaines des espaces x et y, 

dont  aucun ne se r~duit  s un point .  Or en p renan t  les ddriv6es successives par  

r appor t  E x nous obfenons,  pour  calculer  les fonct ions  g E l ' in tdr ieur  du do- 

maine (y) un  syst6me d 'dquat ions lin6aires et  homogbnes qui donneron t  pour  ces 

fonct ions des valeurs nulles "s moins que les d~terminants  ][0P'/}][" [I O x~,, ne soient  

iden t iquement  nuls, on reconnai t  la condi t ion n6cessaire qui exprime que les 

fonct ions f(x) ne sont  pas l ingairement  distinctes.  P o u r  qu'elles se r6duisent  's 

p fonct ions l ingairement  dist inctes il f au t  et il suffit que les d6terminants  f o r m , s  

avec ( p +  I) de ces fonct ions  soient  nuls, l 'un au moins des d6terminants  form6s 

avec p fonct ions 6rant  diff6rent  de z6ro. En  am en an t  les fonct ions  ainsi dd- 

finies aux p premiers  rangs  des fonct ions  f on peu t  done 6crire un syst6me F(p) 

re la t i f  E ces fonct ions  darts l 'espace x: 
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( I O )  ~_r i i - ~ -  I ,  2 ,  . . .~ )  

ik= . , . , 

auquel est associ6 duns l'espace y le systbme: 

( I  I )  G(P) ]r = I ,  2,  �9 (,~--_7)) gi (~) '~ al?~k)~(p+k) (~]) = O. 
k 

Les systbmes F(p) eL G(v) seront dits syst~mes associ~s d'ordre J0. En donnan~ 

~?~ routes les valeurs enti~res de I ~ ~ nous obtiendrons ainsi un groupe de n 

systbmes associds int@essant respectivement les espaces (x) et (y). 

Ct IAPITRE II.  

D6terminat ion  des potent ie ls  dont  Faction p e u t  c o n d u i r e  h des  

c o n f i g u r a t i o n s  s t ab les .  

i. Notations. ]~ude de la projection du champ sur la direction X3- 

Considdrons sur lu surface de discontinuit~ L une section droite d6termin~e ~o. 

Prenons le plan de cette section comme plan de rdf~rence x8 = o et gtudions le 

mouvement de cette section 2o entre les instants t o et tl. A l'insr initial elle 

occupe lu position ~o(t0) , puis le " purametre t variant, elle occupe diverses posi- 

tions dont l'ensemble constitue une surface tubulaire a o. Les sections de a o par 

des plans purall~les au plan xa sont des courbes ~gales, que l'on d~duit de ~o (to) 

par un d@lacement ddcomposable en une translation 0 01 suivie d'une rotation 
t 

J " [o (t) d t. x3. Consid6rons maintenant le plan x~ = h et~ la section de L par ee 
t o  

plan soit ,~.1, Dans son mouvement ~h ddcrit une surface tubulaire al~ qui se d~- 

duit de ~o par la translation h x 3. Si h varie de fago n continue entre les limites 

o, H ,  nous obtiendrons par la construction prge~dente une famille de surfaces ~ 

un paramgtre, qu i  remplit un certuin volume V de l'espace X. 

Dans le cas particulier off le point 0 se d~place normulement s x-'~ [cas d'un 

entralnemen~ par rotation, par exemple] les courbes 2o(t) forment une famille de 

courbes ~ un param~tre, toutes situges dans un m~me plan. Si elles admettent 

une enveloppe E o lu surface a o est constitute par la portion de plan limit~e par 
2 ~ 3 9 3 2 .  Acta mathematlca. 71. Impr im~ le 1 mars  1939. 
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cer~ains arcs de L o et certaias arcs appartenant aux courbes Zo(t0) et ),o(tj). Le 

domaine V est constitug par l'ensemble des points int~rieurs au cylindre droit 

de base a0 et de hauteur H. 

Chaque point M int~rieur au volume V e s t  atteint par un point (au moins) 

de la surface de discontinuit6 dans son d~placement entre les instants t o et t~ 

et les ~quations: 

2 2 

H '  (2) X 2 ( M )  -~ a~ (t) i H ( u )  e,j.o t at + i (u) e_ij.o,(, ) at ~_ ~ ,  (u/t)  
2 2 

permettent de 

passage de L 

position du point eoincidant. 

formules: 

calculer en fonction des coordonn~es du point M l ' instant du 

en ce point et la valeur du param~tre u qui d~finit sur L la 

La rdsolution des gquations (I), (z) conduit aux 

(3) . =  ~ , ( x , ,  x~)  

(4) t = z - 2  (x~,  xe )  

de telie sorte que l'on peut dcrire: 

X~ ------ ~ [~-~ ( X .  X_~), ~-~ ( X .  X~)] (5) 

(6) 

Dans le 

x.~ --  ~, {._~ (x, ,  x,) ,  ~_~. (x, ,  x,)]. 

plan de cote h (h < H) l'empreinte de l 'ensemble V constitue un en- 

semble analogue au pr4cddent mais les valeurs des param~tres qui correspondent 

aux courbes frontibres son~ respectivement o et a3(h). Dans le plan de cote 

h (h > H) les courbes frontiSres correspondront aux valeurs a s ( h -  H) et as (H). 

L'enveloppe E pouvant 8ire consid4r~e comme lieu de points caractgristiques, 

il existe en g~n~ral une r~gion R en partie limit~e par des arcs de cette en- 

veloppe et dont tous les points sont atteints "~ deux instants distincts (au moins) 

par la surface L. Pour  les points de cette rdgion R les dquations (I) admetten~ 

deux solutions distinetes ui, t~ et uk, tk. Les surfaces L(t~) et L (tk) se coupent 

suivant un segment de droite 
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Le potentiel  U Stunt une fonction du point  M les forces qui en d~rivent sont  

les mSmes aux instants  t~ et tk en tons les points du segment  M~Mk. En pro- 

jection sur l 'uxe X 3 nous avons donc: 

(7) r = r 

et nous aurons une relat ion unulogue pour tons les points de L(t)  int&ieurs  

lu %gion R. lqous obtiendrons donc: 

(8) 7 (t~) = 7 (t) 

pour routes les valeurs de t comprises duns un certain intervulle d 'ampli tude finie. 

Si nous faisons muintenunt  vurier t~ entre les limites to et t~ nous d~duisons de 

l '6tude qui p%cSde 1~ conclusion d'aprbs ]aquelle y (t) conserve une valeur con- 

s tante duns tout  cet intervalle. D'ofi le rdsultat  suivant:  

En tout ~oint de l'ensemble V pr&~demment d~fini le champ qui d&ive du 

potentiel U est uniforme en projection sur l'axe X a. 

L'expression de ce potentiel  peut  donc ~tre mis sous lu forme: 

(9) tZ(Xl, X~, X a ) = 7  X~ + U, (X~, X~) 

et d'upr~s les %sultats  du chap. I :  

(,o) U, (X,, X~) = y ,  h; [~- ,  ( X .  X~)]. g, [~_~ ( X .  X,)]. 

Pour  p%ciser la s t ructure de ces potentiels nous serons conduit  g dis t inguer  les 

cas suivants 

I ~ Aucune des fonctions gs(t), .q6(t), h6(u ) n'est  ident iquement  nulle. 

2 ~ Lu fonction g6(t) est ident iquement  nulle. [q(t) se %dui t  alors g une 

constante.] 

3 ~ Lu fonction g~(t) es~ ident iquement  nulle. [Les fonctions t2m,~ se %duisent  

alors aux seules fonctions Y2 n et t2~. 1 

2.  St ruc tu re  des po ten t ie l s  U dans le eas off n i  la rotation instantan~e 

~o(t) ni  ia fonct ion  q(t) ne sont  constantes .  

Au point  u 

tel que l 'on air: 

dans le plan (u) correspond duns le domaine fluide le point  z 

= + 
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Nous calculerons les valeurs des fonctions U~ et U~ au moyen des relations 

6tablis au chapitre I. et nous obtiendrons ainsi: 

Dans les hypothbses faites la fonction h 6(u) est une fonction de u analytique en 

tout  point de l'axe rgel de module inf4rieur h. l'unit6. Soit S~ un point singu- 

lier de la fonetion UI~. En tra~ant les cercles C~ et C'~ de eentres (I) et (=--i) 

qui passent par S 1 nous mettons en dvidence une r6gion du plan u qui possgde 

la propri~t6 suivante: Si M est un point de cette rggion iI existe un ensemble 

de points intdrieurs au segment (--I ,  + I) tels que le cercle qui  a pour centre 

un point de cet ensemble et qui passe par M ne contienne pus le point S 1. En 

effectuant cette construction pour tous les points singuliers Si de la fonction 

U~ nous d6finissons une certaiae rggion contigue g l'axe r6el telle qu's chacun 

de ses points M correspond un segment int6rieur au segment (-- I, + ~) constitu~ 

par les centres des cercles passant par M et he contenant aucun des points sin- 

guliers S. En particulier nous pouvons consid6rer la r6gion limit6e par les 

parall~les s l'axe imaginaire u~ : + I et u 1 = -- I ,  et par l'hyperbole dquilatgre 

de sommet S e t  d'axe u,~ = o .  [Cette hyperbole se r6dui~ ~ deux droites si le 

point singulier est r~el]. Pour tout point M intdrieur s cette r6gion le point 

m projection de M sur l'axe r~el fair partie de l'ensemble et U t~ est holomorphe 

~ l'intdrieur du cercle de centre m de rayon m ~1[. On peut donc d6finir le pro- 

longement analytique de U~ '~ partir du point m sur la normale ~ l'axe r6el 

passant en ce point au moyen du d6veloppement de Taylor: 

(I3) Ula : ~-i ~- ~ (2 ( -  1)m d 2m+l h 6 u2,~+1 
" m + I ) !  d u ~  "~+1 " 

Lorsque le point u est l 'image d'un point de 1~ surface S, on pourra 6crire, 

d'aprgs la condition aux limites relative ~ cette surface: 

( - -  I) "~ d2"~+l h6 e, 

D'apr6s l'dtude que nous venons de faire nous sommes certMns de la convergence 

du d~veloppement qui figure darts le premier membre de cette relation. Nous 

d6signerons par F(ul, u~) la fonction qu'il repr6sente. 
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Les points singuliers de la fonction H ( u ) = K ( u ) + i L ( u ) o n t  &6 d&er- 

minds par lu donnde de la courbe L. A par~ir de ces points singuliers nous 

pourrons ddfinir par des considdrations analogues s celles que nous avons faites 

relativement ~ la fonction UI~ une certaine r~gion dans la~luelle nous sommes 

certains de la convergence des ddveloppements: 

u~ "~+1 d 2 ~ + 1 L  
(2m + I)! du] ~+~ 

u~ ~ d 2~ K 

( I6)  x~ = L( . , )  + ~ ( - -  ,)"+' 
,u2m--1 d 2 m-1  L 

(2 m -- I)! du] "~-~ 
u~ "~ d 2m L 

+ ~ ( -  ~)'~2,~! d ~ "  

Pour simplifier l'dcriture posons: 

u~.~ d2~ K 
(17) GI= K(u,) + ~ ( - -  l)m2m ! d u ~  

q~2m--1 d "2m-1 K 

(I8) 63 : ~ ( - -  I)m(2 m -  I)l du] m-1 

u~ "~ d TM L 
(I9) e3=L(u~) + ~_~(-- I)m2m ! du].~ 

U 2 m--1 d2 m--1 L 
(20) G ~ =  ~ , ( - -  ~)~(2m-- ~)! du~ "-1 

L~ fonction Ull sera ddfinie par: [ch. I, w 3] 

(2 I) Ull  (z) = (92 U21 (z) ~- i "~r ~ h 5 (u) 
ql QL 

et sur la frontibre S du domaine D on aura. 

(22) ( - -  I ),or U 2 m--1 d2 m--1 
2 ~ql [G~(G~-- G~)+ Ga(G4,+ G1)] + Z (2re_i)! du2m_lh5 

- i  Q~ [u d U~, 
~, Q t ~ ~u~ + "] ~---O. 

Comme prdcddemment la convergence des ddveloppemen~s qui figurent au premier 

membre de cette relation es~ assur6e, dans la rdgion /~. Soit G (u~, us) la fonc- 

tions des 2 variables rdelles (ul, u~) ddfinie par le premier membre de (22). Les 

deux 6quations: 
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(~3) F(u. u~)= o 

(24) (; ( ~ ,  ~ )  = o 

repr~sentent dans le plan u le m6me arc de courbe image darts ce plan de la 

fronti~re S du domaine D. On en conclut que le Jacobien de ces fonctions est 

identiquement nul. Cette relation: 

D (1,', ~;) 
(:5) ~-(u]:u;) = o 

dgvelopp~e conduit ~ une condition relative aux fonctions hs(u ) et h6(u): une 

seule de ces fonctions peut ~tre prise arbitrairement, l 'autre s'en ddduit par la 

consideration de l'6quation (25) ou simplement en dcrivant la compalibilit~ des 

dquations (23) , (24) considdrdes comme ~quations en u~. Les deux fonctions h 5 et 

h 6 ~tant ainsi choisies les autres fonctions h s'en ddduisent par la considdration 

des dquatious g5ndrales (I). Cette seconde partie du calcul sera dans tous les 

cas susceptible d'une r~solution effective. Le seul point ddlicat est la recherche 

de la liaison qui existe entre les fonctions h5 et h 6. L'existence des solutions 

de l'dquation aux differences qui rdsou~ le problbm e envisag~ r~sulte des consi- 

ddrations qui precedent mais la d~termination effective des fonctions qui corres- 

pondent s des donn6es mgcaniques d5termin~es peut ~tre dans certains cas plus 

ddlicate. Citons un cas off elle peut ~tre effectude de faqon rigoureuse: celui off 

l'on connait les fonctions qui r~alisent la reprdsentation conforme du domaine 

D~ sur un anneau circulaire et un cas off elle peut 6tre effectu5e de faqon 

approch4e: celui off le domaine D~ est constitu5 par une bande de faibles 

dimensions. 

3. D~termination exacte des potentiels  U pal" la eonnaissance des fonctions qui 

r~alisent la representation conforme du domaine D~ sur un anneau eireulaire. 

Soit 

(26) z = x ~  (zl, x~) + i x ~  (xl, x~) 

la transformation qui r~alise la representation conforme du domaine /)~ sur le 

domaine du plan Z compris dans l'aire annulaire limitge par les cercles de rayon 

un et a. Consid~rons deux fonetions r~elles P(u) et Q(u) de la variable r~elle 

u continues dans l'intervalIe (--I ,  + I) telles que: 
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(~7) I z l  ~-- t '~(u) 

aux Points qui se correspondent sur L au moyen des relations:  

[ Z = :  xl + ix,, 
(OX. OM)=zu 

et 

15 

qui se correspondent sur S. 57otons que la variat ion des fonctions 

z' = log z = x ' l  (xl, x~) + i x'2 (xl, x~) 

off l 'on prend une dgterminat ion quelconque pour le logar i thme que Yon s 'as t reint  

suivre par continuit6 "s part i r  de M o devient par  l ' interm6di~ire de la trans- 

format ion conforme (z -~ Z) une fonct ion analyt ique de Z admet tan t  la constante 

cyclique 2 i z  relative ~ un circuit en tourant  le cercle de rayon a. On a donc 

+1 

(3 o) log a =  log ~ ( ~  du. 

I,es fonctions Y2 H (x~, x~) et t ~  (x~, x~) deviennent  par la t ransformat ion  (26) des 

fonctions de X1, X~ qui sat isfont  aux conditions: 

(3~) &l (cos ~ ,  sin ~ ) = - - ~  q~(u) 
2 

(32) 

(33) 

(34) 

En in~roduisant 

t%1(a cos z u, a s i n z u ) ~ - - - I P ~ ( u )  
2 

t~12 (cos z u, sin z u) = I 

[21~ (a cos z u, a sin z u ) =  o. 

les fonctions elliptiques dont  les ~/2 p6riodes sont  wl 

i 
w 3 = -  log a on peut doric 6crire: 

---~i et 

(29) 

aux points 

P (u) et  Q (u) dans l ' intervalle o3 elles sont d6finies r6sulte de Failure g6om6trique 

des profils (L) et (S) et de la position du point  principal 0 dans leur plan. Nous 

pouvons le supposer int6rieur s L pour fixer les id6es. La  fonct ion 
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(35) 

+1 --I-1 

- I f p ~  I f  Q~(~) ~,~(~- ~) d. .  ~ n  (a cos rr u, a s i n ~ r u ) ~ - - - ~  (a) ~ (u - -  o) d a - -  2% 

L' int6grale  re la t ive  ~ ~ &an t  eonsid6r6e eomme 6gale fi, sa valeur  principale au 

sens de Cauchy. D 'au t re  pa r t  on ~: 

- -  ~rg 
~ - -  - -  U. 

(3 6) ~QI.. log a 

27g 
�9 E n t r e  D'ofi il rdsulte que la eonstante  eyelique K~ a pour  valeur  K ,  = log a 

0 0 
les d6rivdes ~ e~ ~ respec~ivement prises suivant  les normales  aux eourbes 

qu! se cor respondent  dans les plans z et Z existe la re la t ion:  

�9 (37) [ d z l ' ~ o ~ n = [ d Z [  " 

Plagons nous en un  point  de L. La  d6riv6e tangent ie l le  de la fonet ion x '  (X 1 X.~) 

I d P  
a pour  valeur  - - -  et  la d6riv6e normale :  

z P d u  

+1 

v(o) + f (3s) d-~ - ~  ~-~ 
--1 

On a donc 

(39) 

e t  par  suite:  

(40) 

, d P(~) 

+1 

if + )~a log Q (,). e (,  - o + ,) d o. 

--1 

I d z l ' = l z l ' l d ~ ' l  ~ 

, d z [  2~-.~- e ~ ( u )  [ I dP2 ] 
a ~ ~ P* d u ~ + h~ (u) �9 I d Z l  ~ 

0 ~__ [ d /02 ] 1  

O - n - - O N [ P ~ d u  ~ + P~(u)h~(u) ~" 

Ceei nous pe rmet  de calculer les valeurs que p rennen t  les fonct ions  h~ (u), h a (u), 

h,(u), h5 (u) et h e (u) aux diff6rents points  de L. Les deux derni~res de ces fonc- 

t ions se calculent  d i rec tement  au moyen  des relat ions:  
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(41 ) h 6 (U) ~ - -  :7~ Q I  U 
z/~ log a 

+1 

_ e, j ' p " ( ~ ) ~ ( . - o ) d o  (42) h~ (u) 2 ~ d (~ 
- -1  

4-1 

el j QS(.)C~(u_o)d~ 
2 ~ z I  O 

- - I  

Quant  aux 3 premigres leur eonnaissance exige le caleul pr~alable des expressions 

V t ? , ,  V ~ , s ,  V ( ~ , ,  ~,s), x ' D ~ H  et x .D~, .~ .  Or nous pouvons ~crire: 

(43) V f 2 H - - \  a s  ] + \ 0 n  ] d z ]  I\~)S-S] + \ O N ]  ] 

d Z] s [O ~,,-]" 
(44) V ~2,s = -,~T I_})-Y] 

(45) x 'D~2 'a=e~  d z  I I b-N- ON 

(46) 7el~,O~t=e2.~, ldZlS[O$2.210x'  
dz I t-o~ o ~  

(47) x D t21~ -~ e'2~' 0 ~,  s O x 

- -  - d ~' ~ -O-S!  1 

 s. ,px'is I 

(48) 0 ~,j  = Hn (u) --  
O N  

4-1 

- - I  

+1  

- -1  

D'ofi l 'on d~duit l 'expression des fonctions h sous la forme:  

(49) h, s (u) = a s ~s [ Q, _~ d ps 

+ q,2__. Q~ d Q2 ] 
a ~ ~ d u ~ --  e~ H~t (u) + 2 q~ ps h//11 (u) - -  2 Q.~ p s  h Ys, (u) 

3 - - 3 9 3 2 .  A c t a  ma themat i ca .  71. I m p r l m 6  le 1 m a r s  1939. 
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(5o) h~(u)-- 
2 z / r  d P~ + a :~ .~:~ P~ h "~ d ~t 2 a log a [~ql(U) + p .  h (,,)] 

(5i) 
a 9 ~ Q, d u '~ I 

:J'~ (") = 2-3~ ii ~% %~ pO,, ~ii '  ~ J i t o ~  (.,? 

Le potentiel  U est ainsi complStement ddtermin6 par la donn6e des fonctions 

1)(u) et Q(~t) et par les conditions m~caniques du mouvement  d 'entrainement .  

4. D6termination approch6e des potentiels lo rsque  le domaine  D,, 

est de fa ib le  6tendue.  

Nous supposons dans ce paragraphe qu'il  est possible de n6gliger ?~ purt ir  

d 'un certain ordre les puissances de i~ portion de vecteur S~(L) intdrieur ~r D~. 

S'il en est ainsi nous pourrons ddfinir S '~ part i r  de L par  la longueur  d ~  qu'il  

fau t  porter  "s part i r  de L sur le vecteur S 2 pour obtenir  le point correspondant  

de S. L 'hypoth6se fai te nous permet  de r~duire s leurs premiers termes les 

d6veloppements dont  la convergence a 6t~ 6tablie au w 2. On aura  dans ces 

condit ions:  

(52) /,,(% .~) d e  dh. 
th d u  

h~ (u) sera d6finie en fonction de It s (u) et des 61~ments gdom6triques de la courbe L 

(arc s, rayon de courbure R) par l 'dquation: 

f [  z Qt d +'++ M 2 ] (53) h~(u) = i e s d  ITe'--~r dh~ + 2,o, l~ -ds  . 

De la connaissance des fonctions h~ et h~; on d~duira comme il ,~ 6t6 dit  au ,~ 2 

l 'expression des fon'ctions ]% h.~ et ]q. 

5. Les potentiels qui correspondent ~t ce premier cas sont multiformes. 

Pour  les valeurs enti6res de n on a: 

(54) 

(5,5) ~ q  
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ranis g deux valeurs de u qui diff6rent d 'un  hombre pair correspondent les m4mes 

wleur s  de X1, X~ c'est '2 dire le m4me point du domaine V. Comme nous avons 

vu que la constante K~ 6tait  n6cessairement diff6rente de z6ro, il en rdsulte que 

les potentiels ainsi d6termin6s ne peuvent  pas 4~re uniformes. Les fonctions q 

qui conduisent  g u n  potentiel  uniforme ne sont donc pas l in6airement distinctes. 

La  conclusion subsiste si Fun  des mineurs  du premier ordre du d6terminant  

principal est nul '~ moths que l 'on air: 

(56) d q d ~o 
i i - i  = m d 7  

car dans ee cas la fonction h 5 + mhs sera p6riodique si les constantes  cyeliques 

satisfon~ 's la condition 

(57) 1(1 + m K ~ =  o 

l 'existence d 'un potentiel  uniforme entralne done une relation de la forme 

(58) q (t) = ,~ ~ (t) + 

off m et q sont deux constantes. Une subst i tut ion lin6aire convenablement ehoisie 

conduit  alors g u n  problSme dont  routes les 6quations sont analogues g celles 

que nous avons 6crites mats pour lequel la fonct ion g6(t) est ident iquement  nulle 

de sorte que la fonetion h~(u) n 'a  plus d'existenee effective. La  relat ion 0 2 ) n e  

peut plus 4tre 6erite et les cons6quences qni en out  6t6 d6duites ne subsistent pas 

6. Etude de la s t r u c t u r e  des potentiels qui correspondent au cas oi, la 

fonct ion q(t) est  eous tau te  [Po ten t ie l s  unifor lnes] .  

Si la rotat ion ~o(t) n 'est  pas constante (le cas p~rtieulier oh w est constant  

sera envisag6 au w 7) la fonct ion Ull(z) peut  4tre dgterminge en fonct ion de h 5(u) 

e t  de 1)~1(z) au moyen des 6quations g6n6rales (I). Nous pouvons 6,crire: 

(59) Un (z) = QG Us,(z) + i J q hs (u) 
,~ Qt 

et la condit ion relative g S s'6crit en conservant  les notat ions du w 2: 

( 6 0 )  G- (<, - o .  

Si d 'aut re  part  la constante q est diff6rente de z6ro (q ~ o ser~ envisag6 au w 7) 

nous d6terminerons l~,., au moyen de l '6quation diff6rentielle: 



20 Henri Poncin. 

[ d U ~ ]  ~ d~ 2 ~ e  h, 
(6~) --  d z  e, 

et nous ~crirons eomme au w 2 la condit ion relat ive ~ eette fonet ion sur S c e  

qui nous conduira  .h: 

(62) H(u, ,  u~) = o 

qui doi~ dtre compatible  avec (6o). Les fonet ions h 4 et h,~ d@enden t  done l 'une 

de l 'autre. On 6crira par  exemple 

D ( G , H )  
(63) D(u~-; u~) = o. 

L'une  d 'entre  elles, h~ par exemple, grant prise comme fonet ion de base, on en 

d~duira h,~ par  l '6quation (63) et h2, h~ seront d~finies, d'aprSs les ~quutions gdn~- 

rales [ par  un simple calcul de subst i tut ion.  

Darts les cas envisages aux w 3 et 4 le procgdd de calcul expos~ ser~ 

applicr~ble, rm moins dans son principe. Si par  exemple le domaine D 2 satisfait  

aux condit ions du w 4 nous d~terminerons Uj~ par l ' intdgrat ion de l%quation 

diff~rentielle le long d 'un segment  recti l igne du plan u normal  en M '~  l 'axe r~el. 

Posons  

(64) I ha (u) + h' 4 (u) .... 2 1~ (ha) 
I h~(.)  - h'~( , , ) -  2 ;J(h~) 

(65) A d u ~ = R ( h 4 ) [ ( d G ~  + d G ~ ) - - ( d G ~  + dG~)l + 2 J ( h ~ ) f l G t  dG,, § d G  3 dG4] 

B" d u~ [R2 (h4) + 2 (66) ~ ~ =  J~ (h~)] [(d G, + d G~) ~ + 

+ (a (:~ + d G~) ~ + 2 (d 621 --  d (;~) (d a~ + d (,~)3.'~ 

Darts le eas gdndral la fonct ion H(u l ,  u,~) a pour  expression: 

(67) H(ul '  u2) -- [z /QJ  [ ql 1�89 --  f [ A ( u , ,  u.~) + B(ul ,  u~)l}du~ 

et si nous pouvons,  duns les condi t ions  du w 4 r~duire les d~veloppements "~ leur 

premier terme la fonct ion G (u 1, u2) devient:  

ds  2 d s  d h5 
(68) e (ul, u~) --- Qx Sts d~-~ --  Q1R (u~ d ) Q2 A~i + J Q d u  
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on a donc: 

(69) t 4 (u) = ~- [h. + (h~ + h'])'~] �89 L.d' @] /t  (u) a @ 
0~) (u) 

7. S t ruc ture  des polentiels qui correspondent  aux cas off la fonetion q(t) est 
ident iquement  nulle  et off la rotat ion r est constante. 

Si la fonction q(t) est identiquement nulle, les fonctions g(t) d'indices 3, 4 

et 6 sont identiquement nulles. Du syst~me diff6rentiel fondamental ne sub- 

sistent plus que les relations: 

(7 o) (', U,I (z) --  @2 U2, (z) + i d @ h 5 (u )=  o 

[ [ @~ dU~l + Z d~'---2 --@2 (7') d U~l + - d ~ - - - d z  + 
2 ~ 2 

La premi5re de ces relations, jointe '2 la 

fonction U~t conduit comme pr6c6demment ~ la condition: 

( ;  (~tl, U2) - -  O 

O. 

condition aux limites relative "s 1~ 

et la seconde condition nous permet de calculer h 2(u) en fonction de hs(u ) et de 

H(u). Enfin si la rotation instantan6e co(t) est la m4me "~ chaque instant, 1~ 

relation (7I) subsiste seule et la fonction h2(u) peut 4tre prise a rbitrairement. 

8. R6sum4 des r6sul ta ts  obtenus.  O4terminat ion des potent ie ls  dans 

les eas physiques .  

Nous avons ainsi obtenu, ind6pendamment de toute consid6ration sur leur 

possibilit6 physique l'expression g6n6rale des potentiels U qui peuvent conduire 

'~ des configurations stables pour l'ensemble de deux fluides non miscibles. Cette 

expression g6n6rale raise sous la forme: 

(7~) U ( X .  X~, X~) = 7 X~ + y~ g~ [~'_~ (X~, X~)] hi [~-~ ( X .  X~)l 
i 

d6pend de la donn6e de sept fonctions dont deux caract6risent les surfaces 

frontibres et trois le d6placement sans d6formation Me. De  la donn6e des 
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fonctions h et H qui caract6risent le domaine fluide nous d6duirons routes les 

fonctions hi par les proc6d6s que nous venons d' indiquer.  Les fonctions 7r_, et 

7c_2 seront  d6termin6es p a r  la r6solution en u et t des 6quations 

(73) XI-=-a , ( t )  + K(u )  cos a ( t ) -  .L(u)sin a(t) 

(74) X~ ~- a~(t) + K(u)  sin a(t) + L(u) cos a(t) 

(75) K(~)  = i [H (.) + H'  (~)] 
2 

i [H'  (u) - -  H (u)l. L (u) = 

Les fonctions aj ,  a.2, a 

prendre ct eomme param~tre au lieu de t). 

g ont  pour expression: 

caract6risent le mouvement  3L,. (On pourrai t  d'ailleurs 

Au moyen de ces donn6es les fonctions 

(75) gl (t) = g (t) (77) g~ (t) = [ d  t /  

d a  
(78) g3 (t) = 2 q (t) -d-t (79) g~, (t) = q,2 (t) 

d ~ d q 
(8i) ,j~(t) = d i  (80) ~ (t) = d ~  

d ~' at  d ~ a~2 
(82) g7 (t) - -  d t ~ (83) gs (t) = - i l P "  

Elles in t roduisent  deux arbitraires g(t) et q(t) qui ne sont liSes qu's la s t ructure  

des potentiels consid6r6s. 

Les raisonnements  qui pr6e~dent supposent essentiel lement que le point M 

considdr6 appar t ient  au domaine V qui a 6t6 ddfini au w I et les potentiels ne 

sont d6termin6s que dans ce domaine mais les circonstances physiques dans les- 

quelles se produisent  les mouvements  que l 'on 6tudie fourni ront  en g6ndral - -  

ne serait-ce que par des considdrations de eontinuitd - -  la fagon naturel le  de 

les prolonger en dehors de ce volume. 

Cherchons par exemple parmi le groupe obtenu, les potentiels dont  la valeur 

a u  point  d~[ (X1, X~, Xa) ne ddpend que de la distance de ce point M ?~ un plan 

fixe s une droite fixe ou ~ un plan fixe: Si les variables d'espace ne s'intro- 

duisent  dans l 'expression du potentiel  que par l ' interm6diaire de la distance 6 du 

point M ~, un plan fixe il est nature l  de prendre ce plan comme plan de %%- 

rence et de choisir l 'axe 0 X  1 dans ce plan. Soit dans ces condit ions a l 'angle 

que fa i t  la normale au plan de r6f6rence avec la direction de la rota t ion in- 
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s tantan~e ~o. D'apr~s les r6sultats  obtenus au w I le potent ie l  est un i fo rme en 

projec t ion  sur w. On en d~duit" 

(84) U = :  7 _  .d. 
COS fZ 

D'ofi les z cas suivants" 

I ~ les forces qui ddrivent  du potent ie l  U sont d ' intensi td constante .  

2 ~ l 'acc~l~ration y est nulie et la ro ta t ion  ~o est dans le plan de r~f~rence 
g ~ 

( a ~ 2 ) .  Si les variables d 'espace ne s ' in t roduisent  que par  l ' in term~diaire  de 

la dis tance s une droi te  fixe nous choisirons pour  0 X 1 une direct ion ~ la fois 

normale  '~ la ro ta t ion  w e~ "~ cet te  droite.  En ut i l i sant  tou jours  la propriSt~ 

du potent ie l  en project ion sur w nous obtenons:  

d U  
(85) 7 d - - s i n a ( X  2 c o s a +  X 3 s i n a ) ) / ~ - = o  

et cet te  re la t ion entra~ne: 

(86) 7 = sin ~ --  o. 

Les forces qui d6rivent  du potent ie l  U sont  done normales  ~ la di rect ion de la 

ro ta t ion  ~ et  le mouvemen t  du point  pr incipal  est un i forme en projec t ion  sur 

eet te  direction. 

Enfin si les variables d 'espace ne s ' in t roduisent  que par  l ' in term6diaire  de 

la distance du poin t  M 's un point  fixe 0 nous ehoisirons ce point  comme origine 

du tr i6dre de r6ferenee X. En  ra i sonnant  comme dans les cas pr6c6dents nous 

obtenons:  

d U ~ ~ ,, 
(87) 7 ~ --  X3 -il~- = o avec = X, + X,~ + X~, 

et le probl~me n ' admet  aucune solut ion effective. 

La  premiere condi t ion "2 laquelle doit  sat isfaire le potent ie l  condui t  duns les 

cas envisages soit s des champs de force uniformes  tel  le champ de la pesan teur  

uu vois inage de la surface terres t re ,  soit s des forces normales  ~'~ la d i r ec t ion -~  

a v e c l a  condi t ion 7 ~ o .  I1 fau t  enfin ten i r  comp~e de la fo rme du potent ie l  

U1 (321, X~). Darts un  champ de direct ion cons tante  le potent ie l  U1 ne dgpend 

que de la variable X2 si bien que l 'on a une identit~ de la forme:  
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(88) dgi F, hi( .)dx~ (.) cos ~ ( t /d~  - F, 1~ (u) si~ ~ (t)dx~ (.),,ljj/ 
i i 

ddt ~ . , d h,: h~ + ~ x, (ul ~ ~o (t) sin ~ (t) + y ,  g, (t) ~l,  
i 

+ F~ xo(+') ~zh' ~lu <o (t) cos cr (t) : o. 
i 

et  comme nous l 'avons vu au chapi t re  I une  telle identi t6 entra[ne l 'exis tenee 

de deux groupes de relat ions lingaires ent re  les fonc t ions  de u qui f igurent  au 

premier  membre  de la re la t ion  (88) et les fonct ions  de t qui f igurent  dans cet te  

mSme relat ion.  

Nous  obt iendrons  un r~sultat  analogue dans le cas Ol'l les forces qui d@ivent  

du potent ie l  U r encon t r en t  l 'axe X~. En expr imant  que le po ten t ie l  //1 n 'es t  

fonct ion que de la somme X~ + X~ nous obtenons" 

(89) ~ [a2 cos a (t) - -  a 1 sin a] Iw (t) gi (t) xa (u) d hi d gi hi (u) d ~'~] 
du  d t  d u ]  

i 

- F, [.., s i n .  + .~ cos d ,o (t) g,(t) ~ (,,,) d. bi + ~ -  h, (.) 
a u  d u ]  

i 

_ ,u,-u, 5'. h~ (u) ~ - -  o. 
i 

Les fonet ions de t qui f igurent  dans les expressions (88) et (89) sont  dSfinis par  

la connaissance des fonct ions  qui caract@isent  le mouvemen t  du point  M e n  

project ion sur le p lan  X 1 X2 et la fonct ion g(t). Cette c i rconstance exclut  a 

priori  cer ta ins  groupes  de re la t ions  lin4aires en t re  ces fonctions.  La  possibi]it5 

du d@lacement  condui t  ainsi ~ un cer ta in  nombre  de combinaisons lin~aires 

ent re  les fonct ions de u mais l '4 tude que nous venons de faire  nous mont re  

qu'il  n 'exis te  en rSalit~ que deux fonct ions  distinctes. Nous  obt iendrons  donc 

un cer ta in  hombre  de condit ions qui expr iment  la compatibil i t~ des relat ions que 

nous avons obtenues  darts les paragraphes  pr5c~dents et celles que nous venons 

d 'ob ten i r  ici par  la considerat ion de la r~alit6 physique.  La discussion de ce 

point  sera pouss~e compl~tement  darts les chapi t res  suivants.  
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CHAPITRE II[.  

l~ tude d ' u n  cas  c o n c r e t .  S t r u c t u r e  des  p o t e n t i e l s  de  s t ab i l i t 6  p o u r  u n e  

s u r f a c e  du  s e c o n d  o r d r e .  

~. Enonc6 du probl6me. Propri6t~s fondamentales de ]a t ransformat ion  I(L) 
pour nne eourbe du second ordre.  

Quelques exemples concrets off nous allons conduire comp!6tement l e d &  

veloppement des calculs indiqu6s au ch~pitre I I  vont nous permettre de pr6ciser 

certains points du raisonnement. Nous nous proposons de d6terminer les poten- 

tiels de stabilit6 relatifs "s une surface L du 2 ~ ordre. L~ section de cette 
) �9 �9 

surface par le plan xa = o sera caracter~see par la distance focale F F ' ~ :  2 c et 

I 
. . . . . . . . .  Le point principal sera pris au centre de L e t  le par l'excentricit6 k ch a 

m ~ para etre sera l'anomalie excentrique que nous representerons par z u. Dans 

ces conditions la transformation I(L) sera d6finie p~r les formules: 

( , )  z = ~ c o s  ( ~ ,  + i ~ )  

(2) ~" = c cos  (~ ,~  - ;  ~). 

Lorsque u d6crit le segment (-- I, + I) du plan complexe u l e  point M d'affixe 

z d6fini par la relation I d~crit la courbe L. En chacun des points de cette 

courbe les foncti0ns z et ~ prennent des valeurs imaginaires conjugu~es. Lorsque 

u prend la valenr imaginaire u~ + i us les points M e t  /~ images ~ travers L, ont 

leurs coordonn~es cart6siennes d~finies par les formules suivantes: 

(3) [ x, =-e cos :r,u 1 ch (a- -  zu~) 

! x~ = ~; s i n  ~ .~ s h  ( .  - -  ~ ~.)  

(4) { ~ l ~ - c c o s z u l c h ( a §  

~ = ~ e  s i n ~ u i  sh(a  + zu~). 

I1 nous sera commode dans la suite de rep~rer les points du plan au moyen de 

leurs coordonn~es elliptiques relatives aux points F et F ' .  On trouve facilement 

l'expression des coordonn6es (el, e~) du point M et des coordonndes (e 1, es) du point 

Et en fonction de ~zl, u~ sous la forme: 
4 - - 3 9 3 2 .  Actamathematiea. 71. I m p r i m 5  le l m a r s  1939. 
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(5) 
e .  = c s s h  .c  u s  s h  ( z  Us - -  e a) 

c~ 

l e e =  [ c h 2 a - - c o s 2 z u l ]  
2 

(6) 
el sh z u,, sh (Jl: Us + 2 ~) 

C s [ ~s : [ch 2 e~ --  cos 2 Jr~ull. 

Les points M et te sont donc situ4s sur une m~me branche d 'hyperbole dont  

les foyers F et F '  sont  confondus avec les foyers de L. Si nous d4signons par 

3/1, M~ les points de rencontre  de cette branche d 'hyperbole et de la courbe L 

on v6rifie ais6ment que la droite Mt~ est parall61e ,2 l 'un des veeteurs S~s(M~) 

ou Ss(M~). La fonction ~(z) est une fonct ion alg6brique en z d4finie par 

l '6quation : 

7) [ks~ + ( ks -- 2)z] '~ -" 4 [ '  - -  k~] [ z~ --  cS] ~ o. 

Elle admet  donc deux d4terminations.  Les points de ramification sont les 

foyers F et _F' de L. La  surface de Riemann E associ4e s une courbe du 

second ordre se compose donc de z feuillets ~ et ~ reli4s Fun s l 'autre par  

une ligne de croisement trac4s le long du segment  qui jo in t  les foyers. La 

correspondance entre les projections sur le plan simple des points associ4s sur 

cette surface de Riemann sera d4finie par une construction g4om4trique tr~s simple 

off nous util iserons la propri4t4 de parall41isme des droites M t t  et Ss (3/1). Une 

fois construi t  le faisceau des coniques homofocales d4finies par les points F et 

F '  il nous suffira d'4tablir par la propri4t4 signal4e la correspondance entre les 

points d 'une des hyperboles du faisceau pour obtenir  la correspondance entre 

les diverses ellipses. 

Supposons trac4 un chemin 1 le long de l 'hyperbole qui passe par le point  

3/1 de la courbe L sur le feuillet  ~ de Y,. Le point  associ4 d4crira 's part i r  

de M 1 un chemin ;t trac4 sur le feuillet ~ et se pro je tant  ~ l ' intdrieur de L. 

I 
Lorsque le chemin 1 traverse l'ellipse du faisceau (F, F ' )  d 'excentrieit4 ch 2--a 

le point  It passe  du feuillet  c ~  sur le feu i l le t  4 .  Lorsque M se d4place sur L 

dans un sens d4termin4, le  point  associ4, res tant  sur c ~  traverse (en project ion 

sur le plan simple) le contour  de L puis s'41oigne 's l 'infini. 
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2. D ~ t e r m i n a t i o n  du p o t en t i e l  [~'21 (2'), 

Au point  M du feuil let  ~ de }-3 qui se p ro je t t e  sur le plan simple en un 

point  m in t6r ieur  ~ L e s t  associ6 un point  !~ de ~ qui se p ro je t t e  g l ' ext6r ieur  

de L. A c e  point  tt est associ6 un  point  tt', au point  re' un poin t  re" et ainsi de 

suite. Nous  obtenons ainsi g par t i r  du point  M une suite de points  tt,/*', it", . �9 �9 

e t  d'aprSs les propri6t6s du potent ie l  U~ 6tablies dans les ehapi t res  pr6c6dents 

nous pouvons 6crire: 

(s) Ij~, (M)  ~- - -  U',~, (#) - -  U,2~ (tt') ~- - -  L~, (it") . . . .  

Ces formules  nous pe rme t t en t  de prolonger  ana ly t iquement  la fonct ion U~l(z)  

sur la surface E route  entiSre g par t i r  des valeurs que prend cet te  fonc t ion  aux 

points int6rieurs "s L. On t rouve ainsi son expression sous la forme 

z ~ z ~ + c ~ sh ~ 2 
(9) U2a(z ) - -2  e h 2 a  2 4 e h 2 a  

Comme le parambtre  u ddfinit de fagon simple les diff6rents points du plan 

rep~r6s au moyen  de leurs coordonn6es elliptiques nous 6crirons l 'expression du 

potent ie l  U~, en fonc t ion  de u. Nous  obtenons ainsi: 

(IO) U21 (u) / c" th = . . . . . .  2 a .  sin 2 J~ u. 
4 

Lorsque le point  M d6cri~ nn chemin quelconque 1 situ6 g l ' in t6r ieur  du domaine 

D2 le point  associ6 # est pa r fa i t ement  d6termin6 par  cont inui t6  g pa r t i r  du 

point  de rencont re  de 1 et de L. La  fonc t ion  ~ est done pa r fa i t emen t  d6finie 

et  la valeur  de U~I l 'est  6galement.  

3. D ~ t e r m i n a t i o n  des po t en t i e l s  ~711 et Uj~ et  des fonc t ions  h~. 

a) Potent ie l s  m u l t i f o r m e s :  Les fonct ions de base dans le cas des potent ie ls  

mul t i formes sont, comme nous l 'avons vu, les fonct ions  hs (u  ) e t  h6(u  ). Soient  K1 

et K2 les constantes  cycliques relatives aux potent ie ls  U~I et U12 pour  une cir- 

culat ion directe sur L. Les fonct ions  [h~ (u) - -  K 1 ul et [h6 (u) - -  K~ u] sont deux 

fonct ions du parambtre  u, dgfinies et cont inues pour  les valeurs rdelles de u de 
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module inf6rieur 'k l'unit6. Elles udmettent la pgriode 2. Nous d6finirons ces 

fonctions par l'ensemble [ap, b~,l des constuntes de Fourier qui leurs sont attach6es 

duns l ' interwlle (-- I, + I), ensemble d6fini par: 

(,,) 
a~(p):- f 

- - 1  

[h~ (u) - -  K~ ul s in ~ ~ u .  d u 

[h6 (,tt) - -  K~ u] cos p ~ u .  d u 

+1  

a,, (~,) = i" 
- -1  

+ 1  

- - 1  

[h~ (u) K,, "1 sin l~ ~ "" d .  

[1~6 (.) - K~. ul cos ~, Jr ~ .  d , .  

Avee ees donn6es le potentiel 1/11 est d6fini pour route vMeur de u par: 

('3) U,t i A ~  : - -  a~(o)  + K t u  + a s ( I )  s i n ~ v u  + b~(I)  eos  ~ u  
~t 

( ) + a~(2)-- t h 2 a  sinznu+b~(2) cos2~ru 

az 

+ Z (~ t~,) sin r ~,,, + b~ (p) cos ~, ~,,)]. 
p ~ 3  

Le potentiel U~ est de m~me cl~fini par" 

(,4) 
()t  1 

A l'int~rieur de D~ le chump hydrodynumique s e  dg(luit imm6dia~ement des 

variutions des potenfiels U~t et U~. Quint. "~ U, il d6pend, Mnsi que nous 

l'uvons vu uu chupitre II ,  des fonetions h~ (u), h~(u), h4(u). Duns le cas qui nous 

occupe ces fonctions sont li~es aux donn~es h 5(u), h 6(u) pur l'interm6diMre des 

relutions: 
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C2 e~ C2 V ~ 
( I5)  h~(u) = ~ t h  ~ 2 a  + - s h  ~ 2 6  - -  - - e h  2 6  

4 2 

+ Oe c~ sh~ 2 
- -  c o s  2 z ~ u - -  2 a c o s 4 z u  

H(~ �9 e h  2 8Q,  

+ - - - -  ] d ha ` d e  c ~ { d  ha~ ~ t h z a  e h 2 a - - - e ~ c o s 2 z u  + -  
~t _ el  l - d ; -  , z  e ,  !, d u ] 

(~ 6) h~ (u) - -  
d h~ [ 

~ ( c h 2 6 - - c o s 2 z u )  d u  sh  2 ~ §  
,de d h~ 

zc'Ze~ du 

] 
t h  2 6 cos  2 z u !  

(q ] 

(i  7) h~ ( . )  = ~ .~. e h  2 ~ - -  c o s  2 ~ .  ~ !  " 

b) Potentiels mdformes: L e s  f o n c t i o n s  de  b a s e  s o n t  les  f o n c t i o n s  h ~ ( u ) e t  

ha(u). 1)11 e t  Lr~ o n t  p o u r  e x p r e s s i o n s :  

`d ~ ' 2  

(I 8) ~"11 =-  i Q ha (u) - -  ~_c Q_~ t h  2 c~ s in  2 ~ u 
th 4 r 

(19) u~,~ - i ~ t |-~-~ e, `d ~ J |~- f [(eh 2 6 - cos 2 ,~ .) h~ (.)]: ~ .  

e t  les  f o n c t i o n s  h~(u) e t  h~(u) a t t a c h ~ e s  's U s ' ~ c r i v e n t  s o u s  l a  f o r m e :  

(20) 
C 2 C 2 

c'~ QA t h  ~ 2 ~ -]- - -  sh  ~ 2 a - -  - c h  2 6 

COS 2 J~ , r  
e~ c~ t h  ~ 2 a 

cos  4 ~ r u  
8 Q~ 

 h2o[ + - -  ch 2 . - -  cos 2 , ~ , ,  + i ` d e { d h a ]  ~ 
e~ ~ c ~ e~ ~,du-~] 

(2i)  
h ~ ( u ) = 2 1 ` d e ]  c h 2 6 - - c o s e ~ u  ~ ~1 du 

] 
c~ - -  e~ t h  2 c: cos  2 z u / � 9  s h  2 

,ol ] 
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Si le flux relatif est ind6pendant du temps la fonction h3(u ) est identiquement 

nulle. Enfin si la rotation instantande est uniforme il ne subsiste plus qu'une 

fonction h: la fonction h2(u ) et le potentiel Ua~ a pour expression: 

(22) 

Les fonctions de base sont li~es comme on suit par: D(u,,  u2) 

purticulier qui nous occupe on trouve, tous calculs fMts: 

Ull = - - i ~ C  2 sh 2 a . u + ~ c 2 [ea]- ~ f N u  (u) d u. 
2 2 f t .  

Nll = ( e h  2a  cos 2 ~ u  ~ 4 eqh~(u)+(2e~--2q~+O~ th2 2a)cos  2n:u < 

sh  ~ 2 c~]~ 
+ 2 z / o e h  2 a - - O 2 c h - l ~ - ]  " 

D(F,  G) 
- - o  et duns le cas 

(23) F ( ~ ,  ~ 2 ) -  ~ 

(24) 
Q1 [ G2 

G ( u , , u 2 ) = ~  ~ c h  

K2 u2 - ~ a6 (p) sh p z,~42 cos p z u~ 

+ ~ b~ (p) s h / o  z u2 s in p z u 1 

c 2 c 2 ] 
2 ct + - -  sh 2 a sh  2 z u~ ch 2 a ch 2 z u 2 -- 2 K~ u2 

2 2 

C 2 02 C 2 -] 
+ ~- ~ th 2 a s h  2 z u2 2JeOJ 2 a~ (2) sh 2 ~ u 2j cos 2 z u, 

+ 2b 5(2) s h z J r u 2 s i n 2 z u , - - 2 ~ a  5(p) shpJvu  2cosp~eul 

+ 2 ~ b 5 (p) sh  p z u2 s in  p Jr ul. 

~ous allons utiliser ces expressions pour r~soudre compl&ement duns le cas des 

surfaces du second ordre les probl~mes &udi& uu w 3 et 4 du chapitre prdc~dent. 

(25) 

4- D&erminat ion r igoureuse d 'un mouvement  pour lequel existe une 

surface de diseontinuit6 du second ordre. 

Si la fonction h 6(u) est une fonction lin~Mre de u: 

h6 (u) = K2 u 
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la fonction F(u , ,  Us) s'6crit: 

(26) v ( , , , ,  u ~ ) -  e ,  

Sur S, fronti~re ext6rieure du domaine D~ on aura: 

(27) ~" /z e ~ "  

L' image de S dane le plan u e s t  un segment parallb, le -s l ' axe  r6el. S est donc 

une ellipse du faisceau (F, F ' ) .  D'au t re  part  G ( u l ,  us) est d6finie par: 

(28) G (ul, us) = eS ot [ch 2 a + sh  2 a s h  2 z u~ - -  c h  2 a c h  2 z u,] - -  2 K 1 H  q . u v  

8i  le potentiel  U1, est uniforme (K~ = o) la condit ion G (/1, US)= O deviendra:  

(29) zUo -- 2 a = O. 

Lee fonctions h sent  des fonctions pdriodiques en u e t  lee mouvements  dtudi6s 

d6pendent  des paramStres qui d6finissent l 'excentricit6 de L (paramStre a), le 

des densit6s (0j] et la s e c t i o n s  (paramStre K~). Tout  calcul fair  il vient: rapport  

(30) h 2 ( u ) - - ~ A  2 + A'~ cos 2 z u  + A~' cos 4~vu 

(31) sh 2 a  + c o s 2 r c u  
ha (u) = & c h  2 e - -  c o s  2 ~ u 

I 

(32) h~ (u) = A~ ch 2 a --  cos 2 ~ u 

(33) h,~ (u) = A5  s i n  2 z ~,. 

Lee constantes 

pressions: 

(34) As ~--- 

? 

A sent  d6finies en fonct ion des param~tres choisis par lee ex- 

~2 
2 Q A Q s h " 4 a  [q~ che2c~(ch e 2 c c - 4 c h 2 a s h  ~ 2 a  + 2 sh 44a )  

+ Qtq-as h ~ 2 a ( 4 e h  ~ 2 c r  s h 2 a c h  ~ 2 a +  sh s 2 a )  

- -  2Q~ s h  4 2ct] 

ch s 2 a - - c h  2c~-- 
2 ch 
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C ~ 

An __ t~l eh 2 a 
2 z / ~  a s h  2 e  

A,  4c~z /Q .a~  

c,[ 1 A5 = 4  I + q l +_t~_~coth4a . 
Qi Q~ 

Le potent ie l  U est d~fini par  la connaissance des fonct ions  h e t  d@end  en outre  

de la na ture  du mouvemen t  d ' en t ra lnement .  Supposons par  exemple, pour  fixer 

les idles,  que ce mouvemen t  d ' en t r a lnemen t  soit un m o u v em en t  de ro ta t ion  au tou r  

d ~ .  La  r~gion V est d 'un  axe perpendiculaire  au plan de L et  de ro ta t ion  co ~ d~ 

alors la zone comprise en t re  les plans de cotes o et  H et  les cylindres coaxiuux 

d 'axe O X  s e t  de rayons  c sh a e t  c chc~. Darts cet te  r@ io n  les param~tres  u 

et  t sont d~finies par:  

(35) cos 2 ~  = X,  ~- X ~ ) -  ch 2 a 

(3 6 ) tg 2 ~ [ a s  + ~ - - - I  - -a~b~X1X2tg  ~ +  a~ & b" - I - -O.  

En por t an t  la valeur de u t ir6e de l '6quat ion (35) dans les expressions des fone- 

t ions h e t  la valeur  de t t ir6e de (36) dans les expressions de g nous ob t iendrons  

le potent ie l  U aux diff6rents points  (X~, Xe) du domaine  V. 

5- D6termination approeh6e du m o u v e m e n t  dans le cas oil l'un des f luides  

r e m p l i t  un domaine ammlaire de fa ib le  6 tendue.  

Considdrons an  poin t  M de la surface de diseont inui td  et  construisons en 

ce point  le vecteur  S 2. Ce vecteur  rencont re  S en un  point  N. La  longueur  

M N =  6n est une fonc t ion  connue des coordonn~es ell iptiques (ej, es) qui f ixent 

la posi t ion du poin t  N dans le plan, ces paramStres  ~tant li~es par  une dqua: 

t ion  F(el, e2)= o qui const i tue  l '~quation de S e n  coordonn~es elliptiques. Avec 

les no ta t ions  ddfinies ci-dessus nous aurons:  
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(37) d n~ = e~ e2 I 
c a sh ~ 2 n 

et au degr6 d 'approximat ion pr6cis6 au chapit, re I I  nous pourrons 6crire: 

(38) 

(39) 

ho(u,) = e, f d Ie, (.t] 
(u) 

4~ h s ( u ) = - - e t e ' s h 2 a ' u + q l  ~ ~ 2 c h 2 e ] - � 8 9  1_~2!ch ,~tgzu] 
s h ,  J 

c~ f + (~ 4- t h  2 .  s in  2 ~c u - -  2 z [e~ (u)] �89 d n d u 

(4o) ha(u)= q~ I 
2 d e  dn(u)  

Dans le cas d 'un  potentiel  uniforme la fonction G (ul, u~) s'dcrit: 

(4I) G(ul, u2) - q l  ch 2a'ete,2-F c~q~sh~2c'~'e~ - 

et la fonction H(u t, u~): 

4e I- d h~ 
c ~ sh 4" I -- 

2 [ ~  d u 2 
sh 2 a ]  

(42) H(u , ,  u~) = ~r c ~ d 0 ha (u,)[ch 2 c~ -- cos 2 z ul] u~ -- 01. 

On obtiendra l ' dqua t ion  qui lie les fonctions h4 (u) et h 5 (u) en 61iminant la variable 

u~_ entre les 6quations: S(u l '  u~)= o en t enan t  compte des 6quations (5) et (6). 
G ( u , ,  ~) = o 

~ t u d e  d e s  

C H A P I T R E  IV. 

s y s t ~ m e s  a s s o c i 6 s  d ' o r d r e  u n  e t  d e u x .  D 6 t e r m i n a t i o n  d e s  

m o u v e m e n t s  q u i  l e u r  c o r r e s p o n d e n t .  

i .  D6te rmina t i on  des po ten t ie l s  d a n s  l e  c a s  d u  c h a m p  d e  l a  pesanteur .  

Nous avons vu que si les forces ext6rieures se r6duisent aux forces de p e s a n t e u r  

la stabilit6 de L ne peut  8tre obtenue que par les mouvements  dans lesquels 

le vecteur rotat ion ~o(t) a cons tamment  une direction verticale. La  condition de 

stabilit6 s%crit alors sous la forme: 
5 - - 3 9 3 2 .  Acta mathematica.  71. l m p r i m 6  le 1 m a r s  1939. 
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(i) F, g~ (t) h,i ( , , )= o. 
i 

D'autre  part au chapitre I [  (w 6) nous avons mont% qu'une telie relat ion entr~ine 

l 'existence de deux syst~mes associ6s relatifs,  le premier aux fonetions g e t  le 

second uux fonctions h,. 

Consid6rons d 'abord les systSmes d'ordre un. Si l 'on prend la fonction co(t) 

comme fonct ion de base le syst~me G1 se p%sente sous la forme trbs simple: 

(2) g (t) = a ,  ~ (t) 

2 q (t) ~o (t) = ~.~ ,.o ~ (t) 

d q  
d t - -  a~ ~ (t) 

7, (t) = ,,~ ~,,~ (t) 

7~ (t) = ~ ~,~ (t). 

On en conclut  que les fonctions w (t) et q (t) prennent  des v~leurs propor~ionnelles. 1 

D'apr~s l 'expression de la fonct ion ~2 qui d6finit le champ hydrodyn~miqne nous 

pouvons supposer lu fonet ion ,Q~e ident iquement  nulle. Le mouvement  d 'entmlne-  

ment  est alors d6fini par: 

(3) d ~o --  -- ~ ~o" d t 

(4) f ( t )  - [~,~ ~ + ~ g l  ,~ (t,). 

Si g = o on trouve une rota t ion uniforme [mouvements R,01. Si 2. # o la ro ta t ion  

instantan6e "t l ' ins tant  t a pour valeur 

I [mouvements R~.]. ( s )  , .  (t) - -  ) j  

Le syst~me H~ se r6duit ~ l 'unique 6quation en ~t: 

(6) h2; ( - ) -  Z h5 (,,,) + aox, (u)+  a~ x~ (u) + a l - - o .  

D6signons par tt le rappor t  Q'~ des densit~s, par a l e  nombre coinplexe a6 + i a ; .  

1 I1 rdsu l te  de la fo rme  des fonc t ions  g(t) [chapi t re  II que  les sys tSmes  d 'ordre  deux  c o n d u i s e n t  
au  m ~ m e  rd su l t a t  e t  que  par  sui te ,  il n ' y  ,~ui'a pa s  l ieu  de les 6 tudier .  
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E n : t e n a n t  e o m p t e  de l 'expression des fonetions h(u) en fonct ion de U~, et de 

ITe~ n o u s  pouvons 6crire la relat ion pr6c6dente sous ]a forme: 

(7) t ~  + . . . . .  2 d,~ j r  [as 

2 dz  

+ 2 i Z #  U~ 

Posons : 

~ - 0 .  

(s) v:, (~.) - ~Lu_. + :~.. G _  
d z  2 d z  2 

- - - - d , T  + . . . .  
2 d z  2 

En 61iminant les fonetions /fll (z) er U.ol (z) entre les relations (7), (8), (9) nous 

obtenon s: 

(,o) ~V ,  + ~ G ?/2, t J U  + 
d~" 2 J/'l d z 

- r l 2d7  ~ G (*Y] = o. 

+1 

Le mouvement  sera enti6rement d6termin6 par la donnde de L e t  du vecteur 

vitesse en un point de cette surface. Les questions qu'il  f audra  r6soudre pour 

arriver g la solution seront les suivantes: 

.I ~ D6terminat ion de la fonct ion ~el (x> x~): Cette fonct ion est une fonct ion 

harmonique r6guli6re en tou t  point du domMne D~ int6rieur 's L et d6finie par 

la succession des valeurs --  _x) qu'elle prend sur L. 

2~ D&erminat ion  de la fone~ion ~(z) et recherche du domMne de rdgularit6 

de-ce t te :  fonetion. - -  Cette partie du probl~me revient, eomme nous t 'avons vu, 

l '&ude de 1s correspondence I ( L ) .  11 est bon de noter  '~ ee sujet  que la rela- 

t ion des points  eorrespondants se conserve duns une repr&enta t ion  eonforme faisant  

passer d 'une eourbe ~lggbrique '~ une autre eourbe Mg6brique. II r&ul te  de eette 
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remarque que la solution des questions (I) et (2) sera immediate si l'on connalt 

la fonction qui rdalise la reprdsentation conforine de la r~gion int~rieure h L sur 

le cercle de rayon unit6. On pourra par exemple prendre comme fonction auxi- 

liaire pour r6aliser cette reprdsentation la fonction D(u) li4e s la variation de 

l'angle (x 1, $1) lorsque M dgcrit la courbe L dans un sens ddtermin~ [cf. It. 

Villat, Lemons sur l 'hydrodynamique, G. V. I93o, p. 38]. La eourbe L e t  tous 

les 61~ments du mouvement seront d~termin~s en fonction de O(u). 

3 ~ Ddtermination de la fonction U-21 (z) par la condition 

[:$1 (Z) - -  '~ ~~ (0.21 2i- i ~21) 
2 

et ~tude du prolongement analytique de cette fonction 's l'ext~rieur de L suivant 

les principes exposes au chapitre II. 

4 ~ Ddtermination de la fonction Y~(z) par l'int~gration de l'~quation (Io) 

et ~tude des int~grales de cette ~quation suivant les valeurs initiales. 

5 ~ Construction des lignes de vecteurs du champ hydrodynamique au moyen 

de la condition: 

D6termination des surfaces S acceptables et, par la construction des points sin- 

guliers limitation de la plus grande masse fluide qui peut 6tre entraln6e duns un 

mouvement qui conserve la stabilit6 de L. 

En derni~re analyse, nous sommes ainsi conduits s l'6tude des int6grales et 

des points critiques de l'6quation (IO). - -  Rappelons que d'apr~s la signification 

des param~tres cette 6quation se simplifie duns les cas suivants: 

a) le mouvement est un mouvement de rotation [a : ol, 

b) la rotation ~o (t) est uniforme [)~ = o], 

c) la densit~ (~,, est nulle. L est surface de cavitation [ t t=o] .  Dans le 

cas b) l 'int6gration de l'~quation (lo) est immediate et conduit ~ l 'expression 

suivante: 

(I I) [|~(z)] e = it [V,(z)] 2 + (/~-- I)[z ~ - -  a z -  ~ ~ - -  ax] ddg z 

Le cas c) a dt~ dtudi~ en d~tail dans la publication citde duns l ' introduction: 

Sur les cavitations de forme permanente. Dans le cas g~n~ral la marche des 

calculs ne diff~re pas notablement de celle qui a ~td indiqu~e dans ce cas parti- 

culier. Aussi nous rapporterons nous ?~ cette ~tude en nous contentant d'indiquer 

ici un r~sum~ des r~sultats obtenus: 
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La fonction V 1 est une fonction multiforme s une infinit6 de branches. 

Nous la consid6rerons comme fonction d 'un point qui se d6place sur une surface 

de Riemann ~, form6e de feuillets superpos6s reli6s par des lignes de croisement 

sur lesquels on a trac6 un certain nombre de coupures que le point ne dolt pas 

franchir. Nous commencerons donc par d6terminer les points singuliers des int6- 

grales et le m6canisme suivant lequel les diff6rentes branches de la fonction 

s'~changent dans le voisinage de ces points. Cette ~tude nous permettra de 

construire la surface E. Si la courbe L e s t  une courbe ordinaire de cette sur- 

face nous pourrons suivre s partir d'un point initial quelconque M 0 pris sur 

cette courbe le prolongement analytique de la fonction Vale long des chemins 

directs issus de M o qui se d6duisent de L par d6formation continue sans rencontrer 

ni coupure ni ligne de croisement. La topographie de la surface ~ permet donc 

ind6pendamment de tout autre renseignement d'avoir une id6e suffisamment 

pr6cise des mouvements possibles et de la masse fluide maxima qui peut ~tre 

entralnde sans que la stabilit6 de la surface de discontinuit6 en soit alt6r6e. 

Les points remarquables de cette surface E peuvent ~tre class6s en 3 groupes: 

I ~ les points (~'i) qui d6pendent uniquement de L et non de la vitesse 

nmyenne du fluide. Ce sont les points singuliers des fonctions z et ~ et les points 

de Briot-Bouquet de l'~quation (Io). 

2 ~ les points (~) qui d6pendent s la fois de L e t  de la vitesse moyenne du 

fluide. Ils correspondent aux racines de l'6quation: 

v~ (z/z,  ~,  Vo) = o. 

Ce sont des points eritiques alg6briques. Au voisinage de ehacun d'eux la sur- 

face E poss~de deux feuillets reli6s par une ligne de croisement issue du point 

consid6r& 

3 ~ les points (~s) qui correspondent aux points off la vitesse complexe w 

s'annule. Pour certains d'entre eux les lignes S ne satisferont pas aux con- 

ditions d'analysis situs n6cessaires. On tracera .donc sur les feuillets corres- 

pondants de la surface de Riemann des coupures partant de ces points qui 

seront infranchissables pour les images des particules fluides. 

On p e u t  remarquer que, pour d6finir un mouvement qui correspond s une 

classe d6termin6e de courbes alg6briques on peut prendre comme donn6e, l'en- 

semble des points (~). On obtiendra par exemple trSs simplement, par cette 

m6thode, les mouvements pour lesquels 19 discontinuit6 a u n e  section circulaire 

ou elliptique. 
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Nous avons vu q u e  lorsque le parmnbtre ~ e s t  nul (mouvements Ro)les 

6quations du probl~me se simplifient de faqon notable. Duns ce cas nous con- 

naissons la fonction Vm de faqon explicite. Une seule int6gration d6terminera 

les lignes S et la constante cyclique du mouvement. 

2. I~tude succinte des mouvements qui correspondent aux surfaces du 

second ordre. 

Nous avons obtenu, dans le chapitre I I I  les 6ldments qui correspondent aux 

surfaces du second ordre. D'autre part la d6termination complSte des mouve- 

ments R(~/o) qui correspondent au cas des cavitations a 6t6 faite duns la publi- 

cation d6js eitge. En adoptant les notations de cette 6tude nous obtenons: 

(I 2) .%~ + i ~ -- 
I 

- k "  - - 

~2 ]~f2 X l  (C) - -  "t 2 2 (C) 
3 )  v .  = I + k ''2 ? 2 ( I  "~ k '~) 

Nous obtenons alors l'expression de V 1 (z) d'apr~s les formules du w 1. On pourra 

en d6duire les 616ments du mouvement et la d6termination des surfaces de Rie- 

mann qui leur correspondent par une discussion analogue en tous points ~ celle 

qui a 6t6 faite ~ propos des cavitations. On utiliserait '~ ce propos, la rel)r6- 

sentation sur un rectangle du domaine extdrieur '2 L muni, sur l'axe r6el, 

d'une coupure qui joint au point ~ l'infini les points images des foyers de L 

par rapport au cercle de Monge. La suite du calcul s'effectuerait h l'aide des 

transeenduntes elliptiques. L'introduetion duns le problgme du paramgtre tt et 

de la fonction V 2(z) n' introduisant pus de changement notable nous ne r@e- 

terons pas ce c~lcul qui suivrait de fagon trop servile cehi  qui a 6t6 d6velopp6 

duns l'6tude des cavitations elliptiques. 

3. D~termination des potentiels dans le cas d'un champ d'attraction quelconque. 

Nons avons vu au chapitre II  que la stabilit~ de L pouvait 5tre assurde 

par  un champ de forces d'attraction lorsque ees forces admettent un plan directeur 

et que la direction de 1~ rotation o~(t) est norm~le ~ ce plan. La condition 
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, (M/ t )  - F,  h, (u) g, (t) = o 
i 

montre par In consid6ration des systbmes associds qui s'en ddduisent qu'il est 

ndcessaire duns ce cus que le mouvement d'entrulnement soit un mouvement de 

rotation uniforme. L'~.quation qui ddfinit le mouvement relatif prend alors 1~ 

forme: 

(I4) w~0 h e(u) + go -- F ( z ~ ) =  o 

la fonction F(r )  d~pend du potentiel extdrieur. )~ ce dernier terme pros, l'~quu- 

tion est lu mSme que celle que nous uvons rencontr~e duns le cas du chump de 

In pesunteur. L'dquation diff~rentielle ~ luquelle elle conduit, donne lieu par 

suite 's des considdrations analogues. 

C H A P I T R E  V. 

�9 . r  

E t u d e  d e s  s y s t ~ m e s  a s s o c l e s  d ' o r d r e  t r o i s .  

~. I~tude du systbme G,~, Cons6quenees re la t ives  au mouvement  

d 'entrainement .  

Prenons comme fonctions de base les fonctions q(t) et to(t). Le syst~me G.~ 

prend duns ces conditions lu forme suivante: 

(~) I '~'~'-- ~(~o, q)dt 
I dq= Q~(,o, q)dt 

(2) ~ (t) = Q.~ (, , ,  q) ~ t 

(3) ] 7~ (t) = Q~ (~, q) d t 
[ 7.~ (t) = Q,~ (~, q),1 t 

Q, Qe, Q3, Q~ et Q5 repr~sentent des formes quadratiques homog~nes relativement 

?~ ~o (t) et q(t), dont l'ensemble est ddfini par le tableau matriciel: 

(4) 

a l l  a12 ala 

t~.2t 6/22 6/23 

a31 ~3e a33 

a41 ~ 2  ~43 

a51 6/52 a58 
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Le  syst~me H associ6 s '6crit  sous la fo rme :  

] (~) h..(~) + ~,~,h~(.~) + ~,h~(8)  + [a~ + ,~,Xl(~) + ~,,~, Xs(.,')] = o  

(5) (b) 2 h3 (s) + al,~ h~ (s) + a~, h, (s) + [a82 + a4~ x, (s) + a,~,~ x~ (s)] ---- o 

(c) h4 (s) + ajs h~ (s) + a~3 h~ (s) + [a3a + a43 xj (s) + ass x~ (s)] = o. 

Mais nous  avons mont rd  que les fonc t ions  h s(s), h 3(s) et  h~(s) sont  des fonc t ions  

p6riodiques,  l d6s ignan t  la l ongueu r  de la courbe L (n6cessairement  ferm6e) on a: 

[ k s ( s + l ) = h s ( s )  

(6) k s (s + l) = h~ (s) 

[h~  (s + l ) =  h~ (s). 

P o u r  les fonc t ions  h.~ et  h 6 on a: 

01 - (7) h.~ (s + l) -- h~ (s) + ~ K l  

j Q  2 

K 1 et  K s 6rant  deux  cons tan tes  rdelles d o n t  la seconde est  n6cessa i rement  diff6- 

ren te  de z~ro. Or  d 'apr~s (5 a) on a: 

(9) h2 (8 + l) - -  h s (8) -{- all [h 5 (.9 + l) - -  h5 (s)] + asl [h6 (s + l ) -  h6 (s)] ---- o 

et  pa r  sui te:  

(10) all K 1 + asl K s = o. 

On t rouvera i t  de la m6me fagon:  

( i i )  ~,sK1 + ~ssK~---- o 

(, 2) al~ K1 + ~s~ Ks --~ o. 

0 n  a done  [m grant  une  cons t an te  de va leur  finie]: 

(t3) asl _ a~  __ as, ~ K1 - -  m. 
all  el2 a13 Ks 

Les coefficients  des deux premibres l ignes  du tab leau  mat r ic ie l  (4 ) son~  donc  

propor t ionnels .  On  d6du i t  de 1s que les fonc t ions  q (t) et  co (t) son t  lides l ' une  

l ' au t re  par  la cond i t ion :  
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(I4) q(t)--mo,(t) + q 

o6 q repr~sente une constante.  En  changean t  la d~finition des fonct ions  t2 on 

peut, sans modifier le r&u l t a t  final, supposer  que la cons tan te  m est nulle et la 

eonstante  q @ale g l 'unit~, si bien q u e l a  fonct lon o , ( t ) e s t  u n e  intgg}ale de 

l '~quation diff4rentielle du premier  ordre:  

(~5) do, - -  q,(,o, ~)dt. 

Si le discr iminant :  A--a~--4amaia  de 1~ forme quadra t ique  Q1 est n~g~tif on 

voit  que la ro ta t ion  ins tantande ~0 (t) augmente  inddfiniment dans le voisinage de 

certaines valeurs de t, ce qui const i tue  une impossibilit@ physique.  I1 est donc 

ndcessMre de supposer les parumStres li~s par  la condit ion:  

(I6)  a ~ -  4 a .  a,~ -> o 

et  en d4signant  par  % et ~o~ les racines (r~elles) de l '~quation:  

( i 7 )  

on a: 

0 s )  

Q1 (r 1) ~ O 

d o, = < ,  (o, - o , , ) (o ,  - o , , ) d  t 

et en choisissant eonvenablement  l 'origine des temps:  

( I 9 )  ~ (t) - o,1 - o,~ e" 
I - -  e 2t 

(20) z = ~,1, (o,1 - o , . j  

La  ro ta t ion  instant~n~e t end  donc asymptot iquenlent  vers une  va, leur finie. Les 

condit ions relatives g l'acc@l~ration du point  principal:  

2 , )  ~,,(t) = q,(,~,, i) 

(2~) ~,~ (t) = Q,~ (o,, t) 

achSve la d&ermina t ion  des mouvements  d 'en t ra lnement ,  qui comprennen t  en 

par t ieul ier  les mouvements  de ro ta t ion  qui cor respondent  ~u eas off les formes 

Q~ et Q~ sont ident iquement  raffles. La  recherche de ces mouvements  se r~v@lant 

inutile, g cause des consequences que l 'on t i re  de la eonsidgrat ion du systSme 

associ~ H,  nous n 'effectuons pas le calcul, nous con ten tan t  de v~rifier que ces 

mouvements  ne se heu r t en t  a priori  g aucune impossibilitd physique.  
6 - -3932 .  Actamathemat i ca .  71. Im pr im ~  le 2 m a r s  1939. 
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Lorsque les paramgtres satisfont s la condition: 

cd2 ~ 4 aj~ a13 =- o 

la rotation instantan~e h l ' instant t e s t  de la forme: 

I 
(~3) ~ (t) - ~ o +  z t 

Elle tend asymptotiquement vers nne rotation uniforme. Les mouvements corres- 

pondants peuvent 8tre consid4rds comme r~sultant de la superposition d'un mouve- 

ment 3/o et d'un des mouvements M~. pr6e6demment dtudids. 

2. Etude du syst~me H~. 

Avant d'aborder l'6tude du syst~me associd H 3 nous modifierons ldgbrement 

la forme des fonctions L donndes explicitement au chapitre I de fagon "s mettre 

en ~vidence les valeurs que prennent les d6rivdes normales des fonctions .(2. aux 

diffdrents points de la courbe L. En ddsignant par V(s)  l 'angle: 

(24) V ---(M, $1) 

et en tenant  eompte des conditions aux limites 

2 2 

relatives h (L) on trouve sans peine: 

= ( 0  f~ll l  ~ l r  
(26) V $211 \ 0 n ] + M~ c~ 

(27) V P.,~. = ~d~V~ / 

(28) v (~,1 s%) - o ~,1 o s~,, 
O n  O n  

(29) x .  ~ a l ,  = - M '  eo~' v - I M I  sin V 0 "o" 
O n  

(30) ~ ' . ~  s~,, = - v 2 co~-" v - - I M ]  ~in v ~  
O n  
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(3~) 7 .  ~s2~2 = - I ~ z l  sin V O'Q'2. 
0 n 

En introduisant les expressions des fonetions hi que l'on d~duit de ees formules, 
duns les gquations du syst~me H~ nous obtenons: 

[_0 s 
(3 2 ) q11_-On-n[Of2'l--lM[sin V] 2 - 0 3 [  On - - ] ~ / } s i n  V] 2 

= zt 0" i]l* + 2 (ql [q3 ~021 -- 01 *Qll] -- z zJ r 0 [~31 "j- a41 xl -t- (is1 x2i 

l o t ? .  0 -q,3 
(33) 2 0 t [  On On 

V 0 ~12] I i l sin 0.,, J = 2 ",,3 [03 h2~ - -  0, h . l  

- -  2 A q [a32 + a~2 xl + a52 x2] 

(34) 
[ o a d  , .... 

0, [ o ~ j = z a~ [03 ~2~ - ~ -%3 - z ~ 0 [ ,~  + m~ xx + a.~ z21. 

I ~ eas: Le discriminaut de la forme qua&'atique Q1 est positif. 

Nous eonduirons, dens ee eas le c~leul de la fagon suiv~nte : Par addition membre 
membre des 6qu~tions (32), (33) et (34) apr~s multiplication par les faeteurs r, 

I I I I I ( I  l ~ )  I I ( ~  1 ~oi~) a r i: OJ~';" I, W]--' ~02;~ i, 2 + _ , ~~ co2 dont le ddterminant 6gal s 2 --  

es~ diff6rent de z6ro nous obtiendrons le systbme ~quivalent 

[OS~ll I o~,2 2 [o.% 1-311si= 
(35) 011_ O n  + co, On [Mlsin =-031_ On - 

[ (I)  ( I )  ( I )  ] 
"~- ~ 0" .]~]]2 - -  2 ,~ 0 Q3 I, O~ "31- Q4 I, ~11 xl "~- Q5 I, ~-1 x2 

[O~Qll i 0.012 r ]2  [0_~21 0 2  
(36) 0~[ On +t92 On [ M l s i n  = 0 3 [  On IM[s in  

[( i)  
"-t- zlQ' 3~ '2-  2 J Q  08 i, ~ .-I- Q4 I, ~2 xl .-t- 05 i, ~- x 2 

[ ~r~'11 I 0s ] [ 0-~11 I O~r~12 V] 
(37) 0~ t o .  + I~*zl sin v + l / I  si= 

wi On [ On ~ On 

=e~i_ on [M[  sin + A q ' M 3 - -  2 J ~  I a~ a13 a~i - -  ~ a12 a~2 + an  aa~ 
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__ __ a12 a5e "~- all  gi~53 X 2 + ata a41 2 al~ aa~ + au  a4a xl + area t(~51 2 " 

+ a~2 --  4 an a,~ [s - -  #= $},2t]. t'/13 
Posons pour simplifier l'6eriture: 

: I . 1  {)5(i, ~)l)g,] (38) ix(s ) 2zlQ[(~.3(i,f.Ol).+ (t)+~(i ~;) I_F I 

(39) i,a(8)~--2 z I Q [ Q , ( I ,  0~2)"+" Q4(I ,  ~)Xl-{-Qs(I, WI~2) X,a] 
2 [ (  I ) (  I ) 

(40) M3(s )=  a~dQ a,~cta,--2 al~ a3~ + a,,aa~ + a,aa4t--2a12a,~2 + aria43 x, 

+ a~, - -  4 a , ,  a,~ [e,--,~(~-" 1 - -  e2 ~0~, ] . - ,  

En 6eriv~nL que le produit des deux fone~ions qui figurent aux premiers membres 

des 6qu~tions (35) eL (36) est 6gal au carr6 de la fonetion qui figure au premier 

membre de l'6quation (37) nous obtenons: 

(41 ) v ]  ~ ~, (4 - MI  (4 M,~ (4 
d {,. 3 i '  (s) + q,2 [ 0 n - -  [ M [  ~in - -  M i (*) + M-~ (s) - -  2 M a (s) 

| 0  D.2, 
et en portanL la valeur ainsi Lrouv6e de M ~ J r  + e-2 [ On 

le 2 ~ membre des 6quaLions (35) eL (3 6) nous trouvons: 

- -  -- ] M ] s in  / ]  '~ clans 

(42) 

(43) 

('* t o ,, + I M I  sin [M.~ (s) M,  (s)] ̀2 
,o, o .  M~ (4 + ~ (4 - 2 M~ (,) 

[0  Q l l  I 0 f]l~ V ] 2 =  e, [ 7 7 / ~  + I MI  s i .  [i.~ (4 - i ~  (4] 3 
,o. o,~ M; (4 + M~ (4 - -  2 M~ (~) 

et par suite [e--  _+ I]: 

(44) 
O n  ca I O n  [ M [ s i n  V 

0 D  n + I 0D12 
On ~.o. 2 O n  [ M [ s i n  V 

M~ (4 - -  M~ (4 .  ~ 8  
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Les d6riv6es normules des fonetions Y2j~ et t2~e sont done li6es par  l 'une ou 

l 'autre des conditions suivantes: 

0~ '1  -- [M[  sin V -  (45) On 

O 'QJ1- - ]M[  sin V +  O~a~ I [ I 
(46) o .  a ~ ~ ~ (,) - ~t~ (~) - Me (,) 7~ M~ (8) 

i 

o) 1 

Nous examinerons successivement ces deux hypothhses. 

I r~ h y p o t h & e  ~ ~ -  3- I [Relation (45)]. On a d~ns ce cas: 

(47) [ o  &~ v] C- (o,e - o,,) e [M, (+) + Me (+) - -  ~ M~ (,)] e, t o n  - IMI s in  [w, M~ (s) - -  w e M ~ ( s  ) + (~% - -  w,)M.~(s)] e 

mais si nous diff6rentions la relat ion (40) en t enan t  eompte du fMt que les fonc- 

t ions t2jx et -Qle sont les fonctions conjugu6es de t2 n e t  t21e et en nous d6plagant 

sur L nous obtenons: 

(48) 
0 ~ll 0 t2et ~ ~ a.~ d M~ 

oh A reprdsente le vecteur: 

(49) 
2 J{)  [ (  I ) ~  ( I ) ~ ]  

/~ a~3 a~l --  2 ale a4e + all aa~ xl 3- a13 a51 ~ -  2 ale as~ -}- a~l a~,~ 

et par suite: 

a,~ ~ i.~ 0 &, ~.~]~ 
(50)  Q~JMJsin V + A  d s  ee On 

= e, [0,, J I ,  (.) - -  ~e ;~5 (8) + ( ~ .  - -  ~ , )  i ~ ( 8 ) l  e 
(~e - ~ , )e  [M, (8) + Me (.) - -  2 M3 ( 4  

D'aut re  part ,  en d6rivant par rappor t  g s les deux membres de l '6qna t ion /4I )  et 

aprbs quelques simplifications nous pouvons 6crire: 
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(5I) dM:~ 
d~' 

___  [~:6 + M~ - 2 3~] ~ [ 

I d2~-1 M3--M,~  I riM9 M 3 - -  JJ/[1 
2 ds M~--M~ 2 ds M~--M~ 

M sin V) 2] 

Por tent  cette vMeur duns l'~quation (50) nous obtenons finMement 

0 t2.el 

2 A (M~ - -  ~ , ) ( M ~ ,  - -  :g,,) dU I_- O-bT, - I M I  

e, [ ~  M,  - ~.~ ~ ,  + (~ ,  - -  ~1) ~<,1 ~ 
( ~  - o , )  ~ M~ + _~[~ - -  2 ~ ,  

.,.~ (M~ + ~X~ - -  2 ~I~) ~ 
+ ~-(M~ - -MO(M~--M~)  " ~ e I M I  cos  V 

sin + (M~- M~(M~- -~i 

Les composantes du v e e t e u r / ~  sont des expressions quadratiques homog~nes 

relativement ,~ 21/1, J~ro, Ma dont les coefficients s'expriment facilement en fonc- 

tion des coefficients du tableau matriciel (4)- 

_~ la condition (5 2) nous adjoignons la condition: 

3 o 
(5 3) .M ~ (s) = _/lq~e t[~ ~ '  - I ~rl  sin + ~e"  M1 + M,., -- 2 M,," 

Si le mouvement d'entrMnement es t  un mouvement de rotation les fonc~ions 

3 I  l(s) et M e(s) se r6duisent '~ des constantes et le vecteur B est nul. Plagons 

nous duns ce cas et supposons en outre que le centre de rotation soit ext4rieur "~ 

L, pour fixer les id6es. La fonction z' = log z sera r6guli~re duns le domMne D,. 

Supposons r~Misde une repr6sentation conforme du domMne D, sur l'int6rieur du 

cercle de rayon unit6 et soit f (a)  la wleur  que prend sur ce cercle au point 

&argument a la partie r~elle de la fonction z'. En utilisant des r6sultats clas- 

siques sur l'expression des d6riv6es normMes en un point du cercle on trouvera 

les formules suivantes, off la fonction f(a) est suppos6e satisfMre "2 des condi- 

tions de Lipschitz: 
27g 

, if'(.)--f'(a)du (54) tg V--  2 z f ' ( a )  a - - u  " 
t g  - - 2 - -  

0 
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(~ ~) 
2~ 

d~,2, i f f (u) f ' (u)-- f (a) f ' (a)d u 
d v 2 ~ j tg  2 

0 

(56) ~/~ = ~'I'9'(o) d . .  
cos V 

Les dquations du problbme se prdsen ten t  sous fornle de 2 dquat ions intdgro- 

diff6rentielles r e l a t i vemen t  aux fonc t ions  f(s) et M3(s ). Sans doute,  semble-t-il  

compliqud d 'ob ten i r  ces fonct ions  sous fo rme  explici te et de d6 te rminer  ainsi les 

courbes L mais  nous p o u v o n s  ndammoins  sans faire  cet te  rdsolution,  r6soudre  les 

problbmes qui se posent.  Tou t  d ' abord  r emarquons  qu' i l  nous  est  tr~s faci le  de 

cons ta te r  si une courbe L d6terminde sa t i s fa i t  ou non au problbme.  P o u r  cet te  

courbe nous connaissons  en effet la fonct ion f(a) .  Les  ~quations du probl~me 

dev iennen t  alors deux dquat ions algdbriques en 3L~. L 'd tude  de la compa$ibili td 

de ces gquat ions  cons t i tue  un  simple calcul algdbrique,  qui nous m o n t r e r a  de 

fa~on ~vidente si l '~quat ion obtenue  est  ou n ' e s t  pas une identi t~ r e l a t i v e m e n t  

s la va r i ab le  a. Dans  le I Cr cas la  courbe L serai t  solut ion du probl~me, dans  

le 2 r cas elle ne saura i t  convenir .  - -  Ce procdd~ de recherche  ne nous condui t  

pas s la dd te rmina t ion  des courbes L mais  nous savons que, pour  que le pro- 

blbme air un sens il ne suffit pas que les fonc t ions  in t rodui tes  au  cours  des 

calculs sa t i s fassent  aux  dquat ions  6.erites. Encore  faut- i l  qu'elles conduisen t  s 

des courbes  L acceptables,  c 'es t  ~r dire s des courbes fermdes sans  po in t  double. 

P a r  exemple  route  fonct ion  q u i  condui t  '~ une eourbe  L pr~sen tan t  des branches  

infinies est  ~ rejeter .  Cette res t r ic t ion  explique c o m m e n t  l '6 tude  qual i ta t ive  des 

solut ions du systSme intdgrodiffdrent iel  suffit au but  que nous poursu ivons  actuel-  

lement .  En  effet la fonc t ion  f ( a )  dol t  6tre une fonct ion pgriodique, de p~riode 

2 zc, born~e dans l ' in terval le  o, 2 ~. A v a n t  d ' en t r ep rend re  cet te d~ude quali ta-  

t ive, nous dtabl i rons les dquat ions qui co r responden t  aux cas que nous  n ' avons  

pas  encore examin6s et qui pou r ron t  ~tre envisag6es sous le mSme poin t  de vue. 

2 ~ hypoth~se e = -  i [Relat ion (46)]. 

Un calcul en tout  poin t  ~nalogue ~ celui que nous avons ddvelopp~ dans  le 

I ~ cas nous condui t  ~: 

(57) 
[ 0 a .  ~ ] ~  I [~1 ;~r~ + o ~ &  - (~l + ~ )  M.~] ~ 

- -  I M I sin el ( ~  - -  o),) ~ M1 + 3/~ - -  2 M~ 
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et les 6quations dn probl~me sont les suivantes: 

(58) 
o ,%, a,., ( i ,  + ~& --  2 i.O" 

<.~ (M~ + :~, - ~ M O ~ _~_ [o  q ~  _ 

e~ [~, M, + ~, ~ L , -  (~, + ~.,)M.~] ~ 
(m,, - -  co,) = M ,  + Ms - -  2 .M a 

v] sin + (-%Ia--3[~) (~[a-- 3[~)1 

O1 [0  ~"~21 .V_I fi I M~ --  .M 1 M 2 
(59) M ~ ( * ) =  , ~ ' e L 0 7  I M I s i n  - ~ - ~ O M I + ~ - - 2 M . . ~  

2 ~ cas." Le discrimina~,t de la forme quadratique Qa est nul." 

Soit co la racine double de l'~quation: 

( 6 0 )  Q I ( O J ,  I )  = O.  

Cette racine est 4ga.lement solution des 2 4quations 

IeQ,1 - o  
I 0o~ J.,,~ 

l~ 
I_0q2o,,1 

I I 
~Tous multiplierons les relations (32), (33) et (34) par les facteurs I ,  - - - - ,  - - -  et 

2 ~o O) 9 

I I 
o, - , -  et nous ajouterons membre ~ membre les ~quations obtenues en tenant  

2 ~ 

eompte des conditions (6o) et (62). Nous obt~iendrons ainsi les dquations: 

(63) e ,  [ - ~ ; ; -  + ; O n - -  [ M [  sin 1_ On - -  ] M [  sin I = 

q'~[ On - - ] M J s i n  T + J ~ . M ~ - - J Q [ O ~  ~ + ~ w x l +  x~ 

(64) Q* t~7 , , .  + ~ On IMI s i ,  a , .  --  ~ e t 0 q  + x,  + x~ 

auxquelles nous adjoindrons, pour former un syst~me ~quivalent au syst~me fonda- 
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menta l  l'@~lation obtenue en divisan~ membre g membre les @alit6s (33)et (34). 

0 ~1~ 
Nous savons en effet qne --~)- n e s t  n6cessairement diff6rent de z6ro. 

(6s) 
OQ~I-IM I sin r 

0 n 

0 n 

a12 (02 ~c~]1 - -  Q1 ~r~ll) 2f- (0"2 - -  el) (a32 21- a42 Xl -~- a52 x2) 

L'expression 0 t2~1 + I 6 ] D19. [M[  sin V est n6eessairement diff&ente de z6ro 

sans quoi l'6qua~ion (64) eonduiraig g ~ q  + xi + x~ ~ o ee qui es~ im- 

possible. On peut done diviser membre 's membre les dquations (63), (64)ce qui 

condui t  " a:  

(66) 
o~ IMI sin V 

0 n 

[ o & ,  )~ [o  q., ) 
o ,~  o . - I V l s i -  v + u0( :*F) -u0~o  ~ + ~--~:-1 + ~ x ~  

La eomparaison 

sous la forme: 

(67) 
avee: 

(68) 

[o G o 04 o Q~ ] 
~ o t o  q + OqXl + ~qX~ 

des 6galitds (65) et (66) nous donne la valeur de 0~ D ~ l -  01Dn 

. . . . .  , P (*) + -G (*) 
Q, a ,  - o~ a,~ - -  (0., - o,J /,~,~ 

loo. , )., [ ( g ,  P (*) = ~ 0" i ~ + o_~ ~ , ; :  - -  I M I sin V + ~ 0 a,~ 4- O O~ ~ - q  Xl 

- -2a1 .~A010~o  + ~ x l +  x.~ . 

Q,~, 04, 05 6rant  des formes homog~nes du z ~ degr6 on a '  

0 q.~ 0 G 
o,~-o + q o ~ = ~ Q : , . . .  

et par suite: 
7--3932. Acta mathematica. 71. Impdm6 le 2 mars 1939. 
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(69) 

D 'au t re  part  : 

(70) P1 (,q') = - -2a12zJQ(Q3+(~4 ,"L ' l -~Q5x2)~-z / ]Q(a3221-"42x: IJT .52 ,T .2 )  �9 

P(~ ) -=~ O .M '  + e,, t O ,  - - IMI  sin V + 2al2z~O[q3 ~- q.lXl "~- QsX2]. 

est un  polynome du 2 ~ degr6 en x~ et x,, qui se r6duit  d 'ailleurs "2 son te rme 

constant  lorsque le mouvement  d 'entralnemen~ est un  mouvemen t  de rotat ion.  

0 "Q12 
En por tan t  dans le I ~" membre  de l '6quation (64) l 'expression de O ; i - t i r 6 e  

de (66) nous obtenons: 

[o ~1.~_ IMI (7 I) el I_O-;; " 

en posant:  

(7~) 

sin V] ~ -  [P(s) + P~(s)] s 
l P(~) + p,~ (~) 

[ 

(73) [ i] P8(8) =- - - 2 . f r o  "1.2 -~ ; [Q3 + QlX1. 2[- QsX2]. 

P~ (s) e~ P3 (s) sont des polynomes du premier  degrd en x~, x2 qui se rdduisent ~'r 

leur te rme constant  dans le cas des mouvements  de rotat ion.  En ddrivant par  

rapport  ~ s les relations (67) et (69) nous obtenons: 

0 -Qll 0 s d P1 P1 d P 
(74) Q~ On = Q . z ~ +  dQ~,ds - -d~P2ds  

d P 
(75) d s  

d [0  ~ t  _ [3I [  sin l ]  "~ - 2,~e[M[ cos V +  ~ ~  I_ O~z 

+ 2al2JQ Q4 d-8- d- Q~ d8 ] 

Les 6quations du problbmle s '6crivent donc: 

(76) M 2-= P{s)- -e2~,  0 n  - - I M l s i n  V 2 . ~  ~ e (q3 + q ,  x~ + Q,~ x~)] .  
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[Q2 6q g2'~1 ,41 (~ d -t)1 "/] q P~ [ 
(77) e~[P( , )  + ~ ( ~ ) ] 1 _ ~  b G  + (~ ~ ,  e~ ~.~z,~el~'zl cos v 

+ e 2 ~ \ ~ - 1 3 / I s i n  + 2 a : 2 ~ e  G~s+Q~s - I M I  

- [~(~) + ~ ( , ) ] ~  = o. 

C'est sous cette forme que nous allons diseuter  le probl6me. 

51 

sin V] 2 

C H A P I T R E  VI. 

D 6 t e r m i n a t i o n  c o m p l 6 t e  d e s  m o u v e m e n t s  d ' u n e  s u r f a c e  

l i m i t e  d e  c a v i t a t i o n .  

:. ]~quations du probl~me.  

Pour  appliquer les eonsid6rations du chapitre prgc6dent au cas off la surface 

L limite une cavitat ion intdrieure au fluide il suffit d 'a t t r ibuer  la valeur zdro g 

l a  constante (~2 qui figure duns les gquations obtenues. Duns ce's condit ions nous 

obtenons les 3 syst~mes suivants:  

[Syst~me I] 

- : M~ (.~)- ~[, M2 
(i) 3/~ (.s.) = ~ ~ [ +  M _ 2 Ma (,,.) 

(z) [,,,,-,~] '~ [M~ (,)-~ ~1 |~n v O t .  ( , ) -a~) ( i~  ( , ) - - i . )  
L 

2 
- < ~ c o s v ( i ~  + Ms - -  2 M~) - -  [ i ~  (,) -- ~Z,]" [ i ,  (,) - -  ~r , ]~ .  

A 

[0)1 -M-1--~~ J]/I2 "~- (tzI.2--fD1) J]I3 (,9)] 2 = 0 

[Syst~me 2] 

(3) 

(4) 

e,  ~ + _ ~ . ~ -  z ~ (,) 

[,o,-~od ~ [ ~  (*)-~3z~-~• [ s i n  r ( i ~  (,,.)--~~)(_~ (,)--_~• 

//13 ] 2 

�9 [~ ~ + ~2 ~ ) 6 -  (~,  + 0,2) _~(,)1 ~ = 0 
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[Systbme 3] 

(s) 

(6) 

Henri Ponein. 

el 

[ _ cos V _.1~. 
+ - [ P  (8) + P,.,]' = o .  

2. In tegra t ion  quali tat ive du premier  syst&ne. 

La premiere des 6quations du syst&ne donne les valeurs de ta fonc~ion 

A[s (s) aux points de L qui se trouvent 's une distance donn~e de 0. A partir de 

cette valeur nous pourrions trouver au moyen de la seconde ~quation les valeurs 

correspondantes de l'angle V que fair le vecteur S, avec le vec~eur M. Ceci 

nous permettrait pour toutes les valeurs num6riques des constantes, de d&er- 

miner de fagon exacte le champ des vec~eurs S, et par suite la construction des 

lignes de force de ce champ. Parmi ces lignes se trouve la courbe L. I1 est 

~vident, d'apr~s la nature mSme du probl~me, que d'une des lignes intggrales on 

peut en d6duire une infinitg par rotation autour de 0. D'autre part, s chaque 

valeur de ]M I correspond deux valeurs de Ma, s ehaque valeur de Ma 2 valeurs 

de tg V. Donc par chaque point du plan passent 4 courbes int6grales r~elles 

ou imaginaires. La question qui se pose est de savoir si parmi les ~ ~ courbes 

Valeurs de ~hr s (s) 

9 '  M~. I 
I 
[ 

M , +  M,_ T 
2 

Fig. i. Cas M t <o  
M 2 < o 

Valeurs de ]M] 
) 
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2~1+ M, u de I M I 
I m m  7 -  

Fig .  2. Cas  M 1 < o 
M2 > o 

M~+ M~ 

Valeurs de I M I 

Fig. 3. Cas M~ > o  
M2 :> o 

ainsi d6termin6es il en est qui sat isfont  aux conditions pr~cis~es duns le cha- 

pitre V. Sur une telle courbe V e t  I M I  varient  de fa~on continue. Donc J]/3 

varie de fagon continue. De plus I MI  varie entre deux limites positives car la 

courbe n ' ayunt  aucun point  s l ' infini est int6rieure "2 une couronne circulaire 

uyant  son centre au point  0;  la limite inf~rieure peut d 'ail leurs ~tre nulle (si le 

centre de rotat ion est sur L). Pour  ces valeurs limites l 'angle V a pour valeur 

z 
- suuf si la l imite inf6rieure de M est nulle auquel cas V tend v e r s o  lorsque 
2 

I MI  diminue. La  racine V :  J~ doit d'ailleurs &tre racine double dans les ~quations. 
2 



54 Henri Poncin. 

Les courbes de variation de Ma(s) en fonetion de [l~l I que nous avons 

repr6sent6es dans t ous l e s  cas possibles montrent que ces conditions entralnent 

les circonstances suivantes: 

I ~ M 1 et 313 sont des eonstantes n6gatives [21/1 < 313]. 

2 ~ L passe par 0 et est int4rieure au cercle de rayon ](---2Ii~. 

D'autre part la condition relative g la limite de V lorsque [M[ tend vers 

zdro exige la compatibilit~ des 3 ~quations: 

(7) M~  - -  ~[~ ~[~ = o. 

(s) M ,  + ~,r~ _ 2 ~,r~ = o.  

(9) ~o, -3/-1 - -  w2 ~La + ((o2 - -  wj)  M a  = o .  

La moyenne arithm&ique ne pouvant 6tre 6gale g la moyenne ggomg~rique si 

M1 r 21~ nous nous trouvons en pr6sence d'une contradiction. 

Le raisonnement prgcgdent n 'gtant plus applicable lorsque les constantes 3/1 

et M 3 sont 6gales il convient d'examiner ee cas partieulier. Le syst~me (I) 

s'6erit alors sous la forme: 

( I0)  ]~[3(8 ) = I [~[3 + 2}[1]. 

v ]  ~ -  [-aF3 - ~Fj] o. (I I) [2]I 3 + 2111] s in  V - -  4 ~'} cos  == 

Pour V = -  oil trouve M 1 = o .  
2 

Par suite l'6quation se r6duit g: 

(XI, ~ (IZ) sin V - -  4 ~ -  cos -- I ~- o 

et se dgeompose en deux 6quations distinctes: 

I 2 A3 
( ,3 )  tg. v =  6 < 3 -  

8 a~3 A 

( '4)  cos  V = o. 

Les courbes qui correspondent 

conviennent pas au probl~me. 

cereles de centre O. 

( I3)  SOnt 

Les courbes 

des spirMes logarithmiques et ne 

qui correspondent ~ (I4) sont des 
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I1 r6sulte de eette discussion que les cercles de centre  0 sont  les seules 

courbes L possibles, Soil a le rayon  du eercle. Le syst~me fondumentM prend  

dans ces condit ions la fo rme:  

( I 5 )  [ ~ - -  (/' = (g2 - -  2 (131 - -  2 ~ 1 1 " Q l 1 "  

(,6) o ~,~ [q_a,~ ] - 
0 ~ [ 0 ')1 - -  a = --" (132 - -  (/'12 ~r~11" 

( '7) [On-n _l = 2 a, ,  2 al .  

I1 r6sulte de lg qua les fonct ions  *~ On et On-n p rennen t  des valeurs constantes  

sur le cercle. Les condit ions aux limites relatives aux fonct ions  t2 n eL t712 mon- 

t r en t  que ces fonct ions  p rennen t  clles m~me des valeurs  constantes  sur le cercle. 

La  fonct ion  analyt ique f211 + i ~ l l  constanLe sur un  arc de courbe de longueur  

finie sara constante  dans tou t  son domMne d'existence. Les fonct ions  ~ n '6 tan t  

d6finie qu'g une fonet ion (de t) prgs, nous aurons:  

(i8) & (t) = &~ ( . .  ~ )  q (t) 

et nous serons alors r amen& au cas prdc6demment  &udid qui condui t  aux mouve- 

merits M 0 et  2~[z et en gdndral aux mouvements  dLudids dans la publ icat ion 

s'ignal6e sur les cavi tat ions de forme permanente .  

3. I n t 6 g r a t i o n  qua l i t a t i ve  du d e u x i ~ m e  syst~me.  

L ' in t6gra t ion  du 2 r syst~me condui t  g des eonsid6rat ions en tous points  

analogues g callas qua nous venons de dgvelopper.  La  na ture  g6om&rique  des 

courbes in t@ra les  qui sont solutions des dquations, nous met  en p r&ence  de 

contradic t ions  et d' impossibillt6s si les constantes  M 1 et M~ ont  des valeurs 

d i f f&en tes . ,  Dans  le cas off elles p rennen t  la m~me vMeur on obt ient :  

(I9) J//-e (8) -= - -  I [J'/1 + .M-~]. 
2Q 

[ (~o) (~o.- ,oy ( x ,  + M,) sin V - - 4  <j  cos (0,~ 
A 
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Lorsque ] M ]  tend  vet's o M~(s) t end  vers - - M  1 et la condi t ion  (20) exige que 

Yon air soit M 1 --~ o soit (% + (%)---~ o. Dans  le premier  cas on obt ient :  

[ o (09. 2 - -  t01)  2 sin I" --  4 al~ cos --= 
A 

et  les courbes int6grales sont  des spirales logari thmiques,  des cercles de cent re  

0 [si w l = o ]  ou des droites passant  par  O. Dans le 2 ~ cas on a: 

sin v - - 4 a l s  cos V - - o  
A 

re la t ion qui condui t  aux m~mes conclusions. 

4. I n t 6 g r a t i o n  qua l i t a t i ve  du t ro i s i~me sys t~me.  

P ou r  que l '6quation (6) admet te  V ~ - comme racine pour  cer ta ines  valeurs  
2 

de P il est  ndcessaire que les dquations 

jP+ P =o 
/ P  + P 2 = o  

soient  compatibles ce qui exige P ~ -  P3 "s moins que P I n e  soit nul. Si nous 

dliminons les cercles de cent re  0 don t  nous avons pr~c~demment  ~tudid le mouve- 

ment  on volt  que l '6quat ion se slmplifie dans le cas off Pe ~--Pa et que la con- 

di t ion pr6c~dente exige - -  mSme duns ce cas - -  que lu constunte  P~ soit null'e. 

Mais s'il e n e s t  uinsi la condi t ion  (67) nous mont re  que la fonc t ion  s n est 6gale 

l 'unit~ en tou t  point  de la courbe L. La  fonc t ion  P(s) ne pent  en effet 8tre 

nulle que lorsque L e s t  un  cercle de centre  0. Si nous nous repor tons  mainte-  

0 t2j~ 
na n t  au systSme fondamenta l  on en conclut  q u e - 0 n - z  e s t  constant .  Comme 

0 -qn 
- - o  l '6quution (32) condui t  ~ [ M ]  cos V = c  t~ e~ l'~qua~ion (33) s ]M]  sin r~-~ 

On 
= ct% De 17~ il r6sulte que [M]  es t  cons tan t  et  on re tombe sur le cas des cercles 

6tudi6 pr6c6demment.  

5. (~onelusion. 

En  r6sum6 aucun des systbmes diff6rentiels uuxquels se ram6ne le probl~me 

en derni~re analyse, n ' adme t  de courbe int6grale  sat isfuisant  aux condi t ions  
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d 'analysis  situs imposdes par  la na tu re  physique du probl6me. I1 en r6sulte qne 

nous devons conclure g l ' ineompatibi l i t6 des  6quations du systbme H~ [eette in- 

compatibil i t6 &ant  d 'ail leurs entendue au sens res t re in t  que nous venous de 

pr6ciser] et par  suite '2 l ' impossibilit6 de mouvements  physiques qui sera ient  

d6finis par  ce syst6me Ha. 

C H A P I T R E  VII .  

�9 �9 . r  �9 �9 E t u d e  d e s  s y s t e m e s  a s s o c l e s  d ' o r d r e  s u p e r l e u r  "~ t r o i s  e t  d 6 t e r m i n a t i o n  

c o l n p l 6 t e  d u  m o u v e m e n t  d ' u n e  s u r i h c e  d e  d i s c o n t i n u i t &  

E n  

associds G 4 et /f~ sons la forme:  

(2) ,lq = 

(q i (3) ?',-- 
[ (4)  y.~ = 

(5)  /,~ (.) + ,,,,  l,~ (,~,) 

(6) ~/,~ (.,) + (,~. 1,~ (,) 
& 

(7) lq (.s,) -I- (q~ ha (s) 

Les 

i. Sys t6mes  d ' o rd r e  4. 

eonservant  les nota t ions  du chapi t re  V n 0 u s  pouvons dcrire les systgmes 

Q, (,o, (l)<~t + <~.q(t)  a t  

(e,~ (,o, (;) + , ,  ~ (t) 

Q~ (,o, ~) + .:,~ 9 (t) 

+ (,,_,, 1,,,; (s) 

+ a,,,,/,,~ (.,.) 

+ ( , . / , ;  (.) + (,~,/,~ (.) = o 

+ , ,~ 7,: (.) + ,,~.~/,~ (.) = o 

(8)  ~ + a,~, I,~ ( , )  + ,~,,/,~, (.o) + <~ I,~ (.,.) + (,,~, 1,8 (.~.) = o .  

considdrations d6velopp6es au chapi t re  p r&Sden t  s 'appl iquent  an cas actuel  

si bien que 1'oll peut  =-  en changeant  seulement  les nota t ions  relat ives aux 

fonct ions  t2 - -  supposer,  sans d6truire la g6ngralit6 que le coefficient a~,~ est nul  

ainsi que les coefficients de la forme Qe. Duns ces condit ions,  si l 'on suppose 

connue la fonct ion g(t), la ro ta t ion  ins tantan6e ~o(t) eat d6finie par  l ' in tdgra t ion 

d 'une 6quation de Riccati .  Si an contraire,  la ro ta t ion  ins tantan6e est une tone- 

t ion connue du temps on en d6dnit la valenr  de 9(t) au moyen de i '6quat ion (:) 

et l 'acc61&ation du point  pr incipal  au moyen  des 6quati0ns (3) et (4). I1 en 

r&u l t e  que les mouvements  Me sont ceux pour  lesquels l 'acc61&ation du point  

principal  est li6e "~ la ro ta t ion  ins tantan6e par  une condi t ion de 1~ forme:  
8 - - 3 9 3 2 .  Acta rnathematlca. 71 .  I m p r i m 6  ]e  2 m a r s  1 9 3 9 .  
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V~ }idt-)M (9) ~;(t) :- ( V, + ~ 

oh les composantes  de 7t sont des polynomes du second degr6 en ~o et les compo- 

santes du vecteur 7~ constantes .  Ils comprennent  en part iculier  t o u s l e s  mou- 

vements  de rotat ion.  

En t r ans fo rmant  les 6quMions (5), (6), (7) du syst~me H a comme nous ~vons 

t ransform6 au chapitre i>r6cddent les 6quations du syst&ne H~ nous obtenons 

des relat ions analogues aux @nat ions  (32), (33), (34) oh l 'on suppose nuls les 

coefficients de la forme Q:~. En ontre l '6quat ion (8) conduit: entre les fonct ions 

~ 1  et .q._q ~\ une relution de la forme: 

(io) 0"2 ~)~1.-- 01 ~'~11 ~ ~ [I ~- a44x 1 .-]- (151x:t ]. tTl 4 

En por tan t  la valeur de cette expression darts le second membre  des &]nations 

(32), (33), ( 3 4 ) e t  en tenant  compte de la condit ion: 

0 t211 0 t2~ J Q [ el x~ d x2] 
= a .  ~ .  + .5, d , ]  ( I I )  ('t 0 t , - - Q *  0.,? a14 

nous obtenons" 

[ o&~ ~ -~].0___ 1, + ~ . ~ i  
(I2) IQ+ 0 , ,  Q, M s i n  V + A . s ,  c+_65;-- ~ 

[oa.~,_ q-'= ~+ B.M 
(t 3) e~ [ 0 n 3/7 sin I (,, - (-:!-~-=; ~- .4 (~ M -~ + d + I ) .  -~). 

_ c +  M 

b, c, d sont des constantes  et les vecteurs B, C, D sont  des vecteurs constants .  

Leurs  expressions sont  donn6es dans le tableau suivant  

I b-=.olal=,Zi Q 

(I4) c = 2 a,.~al. , 
I (ll [ <1= -- 2 J ~  
, (Ij4 

2 .dO 
t714 
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On d~duit de lh deux expressions de - ~ i -  en fonct ion des 61~ments geometrlques 

de la surface de discontinuitS. 

( i 6 )  OP-'~ - 
0 II 

_~ ~/o (b +.B. ~_?) - ( e +  r ~ +  d)+(X. ~ - e , M  sin V)"+q, e~ 3 i~-e~ M ~ cos ~ V] 

et:  

(~7) 2{e~3 l s in  V(C.M+c)(A.~--e~Msin l )~  ~ M --(h a~ M-  cos ~ V] 

--,,,, Y. i i i -  ,o, (~] [~ + d. ~ i ] -  ~..~'z-~] [~.  ~ -  (,~ i si, v] 

-b57 + z e ( B~- M +  l,) 

--(h (C' ~ [ +  c)[(~_ '~- -0~ 31 sin Y)'~ + Q~ M "~ cos "~ }"--0L r M'~ + 0-, D" ) l l+  ,o., dl -~ o. 

En exprimant  la condition de compatibilit6 des 6quations (I6) et (I7) on obtient  

une premiere relat ion entre les 61dments g6omdtriques de lu courbe L, qui donne 

lieu ~ une discussion analogue "~ celle que nous avons fai te au chapitre pr6c6- 

dent. On peut d'ailleurs remarquer  que l 'expression de la d~rivde normale 0 ~ 

est d6termin6e par 1~ donnde de cette courbe ce qui condui t  ~'t une deuxi5me 

condition, mais apr~s les r~sultats de l ' int6grat ion quali tat ive il est inuti le d'en- 

visager Cette derniSre 6tude. La  conclusion est la m6me que celle qui a 6t6 

d6duite de l '6tude du systSme H~. 

2. Cas d 'un  m o u v e m e n t  de ro ta t ion .  

Si le mouvement  d 'en t ra lnement  est un mouvement  de rota t ion les forums 

quadrat iques Q~ et Q~ sont ident iquement  nulles. Pa r  suite les valeurs prises 

par les fonctions ~q-u et ..~ii sur L sont li6es par une relation de la forme: 

La  ddrivde normale de la fonct ion zq12 est constante,  et comme sa ddriv6e tan- 

gentielle est nulle, la fonet ion analyt ique ~-~- est constante  sur un arc du plan 
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z de longueur finie. Eile est, par suite, eonstante duns tout son domaine d'exi- 

stence. Comme U~,_, n'est certainement pas constant, nous trouvous pour son 

expression, une fonction lindaire en z. Les courbes L e t  S sont alors des droites 

ce qui est incompatible ~ la signific~rtion physique du problSme. 

3. Cas off la surface de discontinui t6 l imi te  une cavitat ion.  

Si l 'on tient compte du fair que -Q11 est sur L u n e  fonetion lindaire des 

variables x~ et x.~, le systbme fondamental  prend la forme suivante" 

(i9) 
1- 1 
I O  I -= 3 I  2 + 2 + 2 :~:~ + x . , .  [ On - - 3 l s i n  l .... ] aj~ a i t a 4 1 - - a 1 4 a 4 1  2 a ! l a , ? 4 ~ t Q t a ; , ,  

a l l  a l l  al~t " 

[ 0 u 31 sin O u --  _ a ~., + a,,., ((~4 _. (! ~4 a4~ xL 4- a j.~ ((,- ,:!.  a 14_ a~,,., x . , .  
a ~  ( q l  (q t 

(2 I )  \ O~l ] 2 . . . . . .  (t'!'~Xl-~2 X.)4- 2 fgF!" 

La relation entre les dldments ggomgtriques de la eourbe L, qui exprime la 

compatibilit~ des 6,quations de ee systb, me devient: 

(22) 

3/1, 31~ et Mi~ 5tant des fonctions lindaires de x~ et x2. L ferait  done partie 

d'une famille de cubiques, uyant des points ?~ l'infini. I1 n'est done pas utile 

de pousser la discussion plus avant: en effet nous nous heurtons 1~ ~ une im- 

possibilitd physique. 

(23) 

(24) 

r 

4. Syst~mes d 'ordre  5, 6 et 7. 

Les syst~mes assoeigs Go, et H~ s'dcrivent: 

d ~o ~ d q 

o dq 

~, ,, d q 
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(z7) 2 h~ (~.) . ~1~ l~ (,) + ~,~ 1,~ (~.) + ~,3~ h~ ( , )  - -  o 

(~9) , + .1~ g (*) + ,,~, h~ (.) + ~,,, h~ (s) ..... o 

(30) 1,0 (8) + , ~  a~ (,) + ,..~ a~ (,) + ~,~,~ 1,, (,) = o. 

Effectuons une circulation autour de L en tenant  compte de la pdriodicitd des 

fonctions h autres que h5 et h~. Nous obtenons par un raisonnement analogue 

g celui du chapitre prdcddent: 

a11 1(1 == (t12 ] (1  - -  alz~ K1  : a1~ K t  = K 2  q- ttl,  5 K 1 = o .  

Dbs lors deux hypothbses sont possibles: 

Premibre hypoth~se /t~ = Ke -- o. 

a l l  = ( l l ~  - - -  ( t l 3  = ~ / 1 4  

Deuxi6me hypothbse K,2 
. - -  o 

~ /15  = 1 [  1 

- -  O 

Or nous avons vu prdcddemment que la fonction L2~.~ admettait  n&essairement 

une constante cyclique relative "~ uue circulation autour de L. La premibre 

hypothbse est donc ~r rejeter mais si nous adoptons la deuxibme nous constatons, 

d'aprbs l'dquation (29) , qu'il existe sur la courbe L u n e  relation lindaire en x~ 

et x~ et ceci est impossible. 

Des consid6rations analogues s'appliquent aux syst~mes d'ordre 6 et d'ordre 

7 et nous devons, par suite, conclure ~ l'impossibilit6 de tels syst~mes. 

CHAPITRE VIII .  

Conc lus ion .  

En rdsum6, les syst~mes associ6s d'ordre dgal ou sup5rieur g trois, tels qu'ils 

ont 6td ddfinis au chapitre I, ou bien sont incompatibles ou bien conduisent 

des solutions qui ne sont pas aceeptables pour le problgme posd au d6but de ce 

travail. Seuls, les systbmes d'ordre un et deux conduisent ~ des solutions 

acceptables. Par suite la stabilitd d'une surface de discontinuit6 relative a la 
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densit~ d'un milieu continu en mouvement irrotutionnel, ne peut 5tre assur~e que 

par les mouvements d'ensemble d~finis par ces syst~mes d'ordre un et deux c'est 

dire soit par des mouvements uniformes du type R o soit par des mouvements 

umortis du type R+.. La surface de discontinuit5 peut avoir une forlne quelconque 

et le mouvement de d~formution des ~l~ments fluides est lig uux ~l~ments gSo- 

m~triques de cette surface. Duns chuque cas envisag5 on pourra dSterminer le 

mouvement de d~formation par les m~thodes expos~es uu chapitre IV. Dans le 

cas particulier des surfaces de cavitation on utilisera les proe~d~s qui out ~t6 

indiqu~s avec quelques d~tuils, duns la publication Sur les cavitations de forme 

permanente, s luquelle nous nous sommes dSjs reportgs plusieures lois au cours 

de ce travail. 


