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Les consid6rat ions qui von t  suivre se r a t t a chen t  ind i rec tement  ~ l 'ceuvre 

de F redho lm par  l ' in term6dia i re  de nos recherches ant6r ieures  sur les 6quat ions 

aux d6riv6es partielles,  telles qu'elles ont  6t6 expos6es n o t a m m e n t  dans  ce Jour-  

nal  1, les Annales Scientifiques de l'Ecole Normale Supdrieure, le Bullet in de la 

Socidtd Math~matique de Erance 2, les Atti .  Soc. It . ,  per il  Progresso deUe Scienze s, et 

r6cemment  dans le Jourual de Math~matiques. 4 

C'est,  on le sait, s F redho lm ~ qus  l 'on  doit  l ' une  des premibres  et des plus 

f6condes impuls ions  dans la recherche des solut ions 61~mentaires des 6quations 

lin6aires aux  d&~v6es par~ielles, c'est-~-dire dans  la g6n6ral isat ion s ces dquat ions 

du potent ie l  616mentaire classique I / r .  Son analyse s 'appl ique s route  6quat ion 

lin6aire s t rois  variables  ind6pendantes  et ~ coefficients constants ,  quel que soit  

son ordre,  pourvu  que t o u s l e s  te rmes  en soient  du m~me ordre,  et aussi aux 

syst~mes d '6quat ions  s coefficients cons tan ts  qui in te rv iennent  dans l '6 tude de 

l 'Elast ici t6 en mil ieu homog~ne anisotrope.  L '6qua t ion  du second ordre ~ coefficients 

analyt iques  quelconques a 6t6 t rai t6e p o u r  le cas de deux var iables  ind6pendantes ,  

1 T. XLIX, p. 2o3--244 (Mdmoires publiJes en l'honneur de G. MITTAG-LEFFLER). 
Ann. Sc. Ec. Norm. Sup re, 3 e s~rie t. xxI (I9O4) , p. 535--555 ett .  xxH (19o5),p. I3I--I4I .  

Bull. Soc. Math. Ft. t. LH (I924), p. I4I--I78. Voir aussi nos Lectures on Cauchy's problem, Lon- 
don-New Haven, i923 (une traduction fran~aise est sous presse). 

* X I I [  Congr~s, Naples, I924. 
4 T. viii, I929; p. I97 (Mdmoires publids en l'honneur de MM. PICARD et APPELL). 
5 Acta, T. xxIII, I9OO, p. 1--42. Ces reeherehes fondamentales de Fredholm ont 6t6 reprises 

dans d'importants travanx r6eents tels que ceux de MM. LE Ro(:x, ZEILON, HERGLOTZ. 
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grgce aux t ravaux de MM. PIOARD, HILBERT et t{EDRICK, SOMMI~RFELD 1, puis, 

pour  une premiere forme, d '6quations 's trois variables, par  M. H o ~ G ~ N .  ~ 

Nous avons r6ussi a ~ former  la solution 616mentaire pour  l '6quation 1~ plus g6n6rale 

du second ordre s coefficients analytiques,  ou m6me non analyt iques 4, de mani~re 

permet t re  l ' int6grat ion de route 6quation de cette forme. 

P a r  le fair m6me du rble qu 'el le  joue dans ce dernier  probl~me, la solution 

616mentaire in tervient  n6cessairement dans routes les 6tudes que le g6om~tre peut  

ent reprendre  sur le c61~bre principe de Huyghens .  Sous sa forme la plus simple 

(celle que nous avons appel6e pr6e6demment forme A ou  ))majeure,) de Huyghens),  

ce principe se t radui t  par  une sorte de th6or~me d 'addi t ion auquel  elle satisfait;  

mais la formule  d 'addit ion den t  il s 'agit  a la forme d 'une 6quation int6grale, se 

r a t t achan t  ainsi s la grande id6e in t rodui te  dans la science par  FREDHOLM. NOUS 

nous sommes propos6, dans les t ravaux cit6s plus haut,  d'dcrire cette formule  pour  

les premieres valeurs du nombre m des variables ind@endantes  et, dans le dernier  

d 'entre  eux, nous avons port6 notre  a t tent ion sur le cas de m = 3. On a alors 

l 'avantage de pouvoir  serrer  de pros sans difficult6, les figures 6rant construites 

dans l 'espace ordinaire,  le co~6 g6om6trique de la question. 

C'est un iquement  s cette 6rude g6omdtrique que nous consacrons le pr6sent  

travail.  Nous y abortions, sous  ce seul point  de vue d'ailleurs, l '6tude des ondes s 

caustiques, den t  la nature  nous offre de continuels exemples, sans que leur influence 

sur nos calculs d ' in t6grat ion air pu ~tre formul6e jusqu'ici .  5 L '6tude g6om6trique 

que nous ent repreuons  en ce moment  est, ~ cet 6gard, un  pr61iminaire indispensable.  

Etan~ donn6 l 'objet  sp6cial ainsi vis6, nous nous sommes born6s a u x  singu- 

larit6s de type  courant ,  in t roduisant  routes les hypotheses  qui peuvent  nous 6tre 

utiles, pourvu qu'elles soient r6alis6es dans les exemples concrets que nous offre 

(au nombre des dimensions pros, puisque nous allons raisonner  sur des ph6no- 

m~nes plans) la propagat ion  de la lumi~re. 11 y a u r a i t  assur6ment place pour  

u n e  6rude plus pr6cise de ces hypotheses  et, par  cons6quent, du degr6 de g6nd- 

ralit6 de nos r6sultats. 

1 PICARD, C. R. Ac. Se. 6 Aofit, 1891 et 5 juin, 19oo. HILBERT, Legons de G6ttingue (19Ol) 
(non publi6). HEDRICK, th~se G5ttingue 19o6, SOMMERFELD, Encycl. der Math.-Briss. IIhJC, 19oo. 

2 Arkiv fSr Mat., Astr. och Phys., t. 1. 
* lee. cit. p. 247 n. 2. 
4 C. R. Ac. Se. t. cI, xx (192o) p. 149. Voir aussi l'ouvrage eit6 et E. E. Lnv1, Cireolo Mat. 

di Palermo, t. XXlV, I907, p. 275. 
5 Rappelons cependant les r6sultats bien connus de GouY (Annales de Chimie et Physique 

5 e sdrie, tome 24, page I45). Voir '~ leur sujet JULIUS, Arch. Nderl. tome 28; ZEEMAN ibid. 2 e sdrie, 
tome 5, I9OI; SAGNAc-BOLTZMANY.-Festschr., I9O4. 
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Ajoutons que la plus grand partie de celle-ci a 6t6 r6sum6e dans une r6cente 

communication adress6e au Gongr~s des Math6maticiens slaves (r6union de Var- 

sovie, Septembre I929). 

I. Nous partons d'une famille de surfaces "~. deux param~tres 

(i) ~ =  F ( x , y , 6 , ~ )  

qui peut ~tre consid6r6e comme int6grale complete d'une ~quation aux d6rlv6es 

partielles du premier ordre (C). Cette derni~re elle m~me, dans les applications 

qui nous intgresseront, sera du second degr6 et proviendra d'une 6quation lin6aire 

du second ordre (E) dont elle d6finira les caract6ristiques. Nous adopterons 

d'aiUeurs toujours la terminologie correspondant s cette dernibre hypoth~se, c'est- 

s que nous appellerons >)caraet6ristiques>) les solutions de l'6quation (C) et 

>)bicaract6ristiques)>, les caract6ristiques de (C). 

Nous portons tout d'abord notre attention sur une caract6ristique particu- 

li~re F 0 ainsi que sur une certaine bicaract6ristique ~ appartenant s F o. L'int6- 

grale complete (I) sera suppos6e d6pourvue de singularit6s. Mais il n'en sera 

pas de m~me de la surface r0, qui s'en d6duit par la construction connue de 

Lagrange, c'est-s comme une enveloppe, et ce sont pr6cis6ment les singu- 

larit6s de I o qui vont nous int6resser. On ne diminuera d'ailleurs pas la g6n6- 

ralit6 en admettant que la relation entre a e t  fl qui, d'apr~s la m6thode de La- 

grange, engendre F o n'est autre que fl = o, et que la bicaract6ristique ~ corres- 

pond s a = o, de sorte que les 6quations 

(~) z = F ( x , y ,  6,0), 

( ,) o F ( x ,  t,, 6,  o) _ o 
06 

d6finissent l a  bicaract6ristique 2 lorsqu'on y fair a = o e t  la surface I o lorsqu'on 

61imine a entre elles. 

D'un point queleonque 1 (x~,y2,ze) pris sur 4, comme sommet, construisons 

le conoide earact6ristique, c'est-s la solution de (C) obtenue en liant a et fl 

par la relation 

(3) ~ - F ( ~ ,  y~, 6, ~) = o.  

Ainsi qu'il est bien connu, ce conoide F~ se raccorde ~ F 0 tout le long de 

1 Notat ion adoptde dans un  b u t  de concordance entre le Mdmoire actuel et les prdcddents. 

3 2 -  29643. Acta mathematica. 54. Imprim6 le 26 avril 1930. 
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la bicaract6ristique. Ceci correspond, en somme, au f a r  que, (2) et (2') 6rant 

O1 , 
v6rifi6es pour  a ~ o, x = x~, y - y~, z = ~ ,  pendant  que 0 ~  est different de z6ro ~, 

la relat ion (3) donne ~a = o pour  a = o, de sorte que l '6quation 

d3OF 
( 3 ' )  O Z , ' ( x ,  + _ _  _ _  = o 

9 a  d a  O f f  ' 

qu'il  faut  lui adjoindre pour  d~finir le conoide F , ,  est v6rifi6e en mSme temps 

que (2'), en ehaque point  de Z. 

Nous couperons les deux surfaces Fo et F.2 par  une m6me surface arbi traire  

$1, sorte d'6cran ~ sur lequel elles seront  repr6sent6es par  leurs traces, L'6qua- 

t ion (C) 6rant suppos~e du second degr6, ou, plus g6n6ralement, le c6ne (enveloppe 

de plans) qu'elle d6finit en chaque point  6rant suppos6 convexe, S 1 sera suppos6 

6tre une ~)surface d'espace,), c'est-'s que son plan t angen t  en Chaque point  

sera ext6rieur au c6ne d6fini par  l '6quation au mSme point:  il en r6sulte qu 'un  

plan parallble • celui-ls coupera suivant une courbe ferm6e le c6ne analogue 

ayant  pour  sommet un point  infiniment voisin quelconque. DSs lors, pour  des 

raisons de continuit6,  il en sera de m8me lorsqu'on remplacera  le plan t angen t  

par  la surface S 1 elle mSme et le c6ne par  le conoide caract6ristique de mSme 

sommet. Nous admet t rons  non seulement  qu'il  en est ainsi, mais qu'il  cont inuera  

s en 6tre de m6me lorsque le sommet du conoide occupera sur la bicaract6ristique 

les diverses positions que nous serons conduits  s envisager  pour  lui: ceci est 

6videmment une condit ion que nous pouvons imposer  ~ notre  ~cran S~. 

lo  se raccorde, tou t  le long de ~, avec l ' int6grale complbte G qui est re- 

pr6sent6e par  l '6quation (I) lorsqu'on fair, dans cette dernibre, a = f l = o .  Nous pou- 

vons d'ailleurs admet t re  que G est le plan des x y ;  la ligne bicaract6rist ique Z, 

l 'axe des x et l '6cran S~, un plan x = xl parall~le an plan des y z .  

2. Le point  2, - -  c'est-k-dire le point  (x~, y~, z~) - - ,  6rant d 'abord placd 

au point  o d ' intersect ion de ~ avec l '6cran, deplaqons le progressivement  sur 

dans un sens d6termin6 que nous considdrons comme positif. La  courbe ferm6e 

7.~, t race du  conoide correspondant ,  d 'abord infiniment petite, se d6formera pro- 

gressivement tou t  en res tan t  tangente ,  s l 'orgine, s la t race 7o de la surface F 0. 

t 8'il en 6tait autrement, on serait prdsence d'une intdgrale singuliere de l'dquatiotl (C), hypo- 
th~se que nous exclusons. 

C'est le r61e qu'elle jouerait dans l ' interprdtation optique des eonsiddrations actuelles. 
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Proposons nous d'dtudier r influence que le ddplacement du sommct 2 exerce sur 

les relations mutuelles des deux conrbes. 

Plus spdcialement, notre caract~ristique I'0, enveloppe de la famille de 

surfaces (2), pourra admettre  une ar~t~ de rebroussement A, m~me si, comme nous 

le supposerons, chacune des surfaces (2) et, d 'une mani~re g~ndrale, l ' in~gra le  

complete (I) est ddpourvue de singularit~s. Cette ar~te on, eomme nous l'ap- 

pellerons encore, cette caustique, est tangente,  comme on le salt, ~ une sdrie de 

bicarac~rist iques successives. Nous allons voir que si elle l 'est s ~, et si le point  

2 vient coincider avec le point de contact, les deux courbes 7o, 7.,. auront e~tre elles, 

ce mome~2t 15, un contact du second ordre. 

Le point de contact  de ~ avee la caustique s 'obtient en a~ljoignant '~ (2), (2') 

la troisi~me dquation 

(2") = o .  

D'autre part, sur la surface du conoide, c'est-'s en considdrant a et f 

d f fl, d ~ fl 
comme lids par la relation (3), la valeur de i /a est donnde par et celle de d~ ~ 

par la condition (off x, y, z sont encore remplacds par x~, y~, z~) 

-O-a s + 2 0 a ~ f  d a  -t- Off" ~ d a /  
O F  d"fi 

q- - - o .  
O f  da  ~ 

O F  
Ecartons toujours l 'hypoth~se off - i~  s 'annulemit  au point 2 en m~me temps 

~)F 
que Oa-' Nous voyons que pour route position de ce point sur la bicaractdris- 

tique ~, la relation (3) donne 

dfi 
d a  

et que, lorsqu'il vient au point de contact  de ), avec l'ar~te de rebroussement, elle 

donne en outre 

d~f 
(4) ~-ai - .  o. 

D'apr~s cela si nous figurons, dans le plan des a f ,  la ligne L reprdsentde 

par l 'dquation (3), nous voyons qu',~ l 'origine des coordonndes dans ce plan, elle a 
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un contact  du second ordre avec l 'axe des a (autrement dit, en ggn~ral, un point 

d'inflexion). 

Or, ainsi qu'il est bien connu, entre cette ligne L e t  la section qui nous 

intdxesse, les relations (3), (3') ~tablissen~ une t ransformation de contact1; et 

d 'autre part,  on salt qu 'une transformation,  si elle se pr~sente r~guli~rement (au 

sens qni va ~tre precise, dans un instant), conserve les ordres de contact. I1 est 

ais~ de v~rifier, que les choses se passent bien ainsi. Soit, pour abr~ger l'~eriture, 

l'~quagion qu'on d~duit de (i) en y remplaqant fl par sa valeur en fonction de a, 

soit f l = g  (a) --  en fair, par celle qu'on obtient en r6solvant, par rapport  s fl, l'~qua- 

t ion (3). Les d~riv~es partielles successives de la fonction @ par rapport  ~ a conti- 

endront  seulement, outre celles de F,  les d~riv~es de m~me ordre au plus de fl 

par rapport  s a. L'~quation (3') qui, jointe ~ (3), d~finit le conoide s '~cri t  

(5') - - ~ 0  
0 a  

et le fair classique 

s'exprime, en ce qui 

par la relation 

du contact entre l 'enveloppe et l 'enveloppde qui en r~sulte 

regarde leurs traces sur Sx, c'est-s y faisant  x = x l ,  

(6) d z ~_ 0 @ 
dy  Oy 

La valeur de d z/d y est donc ind~pendante de la valeur que prend la d~rivge 

Oa 
b-y telle qu'on la tire de l '~quation implicite (5'). Mais pour que la t ransformat ion 

de contact  qui permet de  passer de l '~quation (3) s (2) soit dire se comporter 

r4guli~rement, il importe de s'assurer qne eette derni~re d~riv~e n'es~ ni nulle ni 

infinie pour y = z = a = o .  Or, en vertu de l 'gqnation 

0~0  O~@ Oa 
(7) + - o  OaOy i~a ~ Oy 

qui la fournit ,  la premiere circonstance se pr~senterai~ pour 

0 ~ �9 
(8) 0 0y o, 

1 On sait le parti que M. VESSIOT a ddj'~ tird de cette circonstance pour l'~tude des ondes. 
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la seconde pour 

03 q) 
(5") O a  3 - - 0 .  

253 

0(1) 
L'un et l 'autre cas seront exelus. Le premier donnerait, puisque O~  est 

suppos~ identiquement nul en x pour y : o ,  un point singulier de la ligne (5'), 

c'est-k-dire de la bicaract~ristique consid~r~e comme d~finie par cette dquation. 

Celle-ci, s'il se produisait, d6finirait en g~ndral, dans le plan des x y, outre l'axe 

des x, une seconde ligne coupant cet axe au point x : x  1. La seconde hypothSse 

(5") signifierait que le point (x, o, o) appartiendrait s l'arSte de rebroussement 

du conoide F3. Nous supposerons toujours le point 2 assez rapprochd de l'~cran 

$1 pour qu'une telle circonstance ne puisse pas S e produire. 

Ceci acquis, la ddrivde seconded  3 z/d y~ n'est autre que la d~rivde totale, par 

rapport s y, de l'expression (5), Soit (en tenant  compte de (5')) 

_ _  ld i 3 
Oy ~ + 2 0 a O y  Oy ~ \ d y ]  

D a n s  cette formule, la quantit~ ~yy est fournie par (7). En rdsumd, les 

d~rivdes partieUes de @ par rapport ~ a qui figurent dans le calcul de d~z /dy  3 

sont les d~riv~es premiere et seconde, et tels sont, par cons4quent, les ordres des 

0q) 
d~rivdes de fl par rapport s a qui interviennent dans ce calcul. Si donc -0aa et 

03 q) 
0 a 2 sont nuls ~ l'origine, la valeur initiale de d ~ z/d y2 sur la trace du conoide d~fini 

par les ~quations (5), (5') sera bien la mSme que sur la trace de la surface I o. 

3. L'enveloppe 11o, qui est singuli~re tout le long de la caustique, peut 

prdsenter (et, dans les cas que nous examinerons plus loin, prdsente n~cessairement) 

en des points isol~s, une singularit~ plus ~levde: il en est ainsi pour tout point 

off l'on a, outre (2), (2), et (2") 

(2'") O~F 
0 a  ~ - - 0 .  

Un tel point, ainsi qu'il est connu et que nous le constaterons s nouveau 

un peu plus loin, est, pour la caustique A, un point de rebroussement. Mais 

avant de le consid~rer en lui mSme, restons encore au point de vue off nous 
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venons de nous placer et examinons l'effet qui en r~sulte en ce qui concerne les 

relations des detix courbes (7o) et (7~), traces de 10 et du conoide 1~ sur l'dcran $1. 

Lorsqu'au point z, sommet du conoide, les relations (2), (2'), (2"), (z '")sont 

vdrifi~es simultangment, les deux lignes 7o et 7~ ont, au point y----z ~ o, un contact 

du troisi~me ordre. C'est ce qu'on voit par un raisonnement tout semblable 

celui qui precede. En premier lieu, la diffgrentiation totale de la relat~ion (3) 

donne dvidemment une nouvelle relation oh tousles  termes contiennent en facteur 

d~  d "~ 
d~ ou ~a=~, sauf deux: nous n'aurons doric s ~crire que ces deux derniers, savoir 

03F  OF d3~ § 
Oa ~ Off da 3 

O~F OF 
et, d'apr~s (2'"), on a, en (x~,y~,z~) et pour a = o ,  0 a  ~ - ~  avec ~ - r  

La ligne L lieu du point (a, fl) et la droite fl~-o ayant ainsi un contact du 

troisi~me ordre, il doit en ~tre de m~me des lignes (7.~), (70)qui, nous l'avons d~j~ 

n0t~, leur correspondent par une inS.me transformation de contact. C'est ce qui 

r~sulte bien du calcul de d s z/d y3 s l'aide de (5) et de (5'). Cette d~riv~e, d'une 

mani~re analogue s (9), s'exprime en effet par les d~riv~es partielles de q) jusqu'au 

troisi~me ordre et les d~rivges de a par rappor~ s y jusqu'au second, le coefficient 

de la d~riv~e troisi~me ~tant nul d'apr~s (5'). Or ees derni~res d~riv6es dha/dy h, 

qui se d~duisent de (5'), n'introduisent elles m~mes, pour h----I, 2, que les d~riv~es 

de @ jusqu'au troisi~me ordre et, par consequent, les d~riv6es de g jusqu'au 

troisi~me ordre. 

Inversement, si les lignes 70 et 7~ trac~es sur l'~cran S t o n t  entre elles un 

contact du troisi~me ordre, la m~me relation existe entre les deux lignes qui 

leur correspondent dans la transformation de contact, ~ savoir l'axe des a et la 

ligne L ddfinie par l'~quation (3), de sor~e que ~a~a ~ est~ nul s l'origine sur cette 

derni~re: la relation (2"') est done Wrifi~ au point 2. 

4. Une premiere consgquence, aisSment v~rifiable sur les modules de sur- 

faces enveloppes de l'esp~ce que nous ~tudions en ce moment, ressort de ce 

que nous venons de trouver: la caustique ne peut pas ~tre la premiOre singularitd 

qui se prdsente lorsqu'on se ddplace sur la smface F0, - -  par exemple sur une bi- 

earact~ristique quelconque, s des biearact~ristiques exceptionnelles p r o s - - ,  en 

partant de la courbe 70. Avant d'arriver ~ cette caustique, on rencontre d'abord 

n~cessairement une ligne double de la surface. 
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Consid~rons en effet, s mesure que le point 2 se d6place sur la bicuract6- 

ristique ~, la d6formation correspondante de la courbe 7~, trace du conoide qui 

a ce point pour sommet. Initialement, 7~ seru une courbe ferm~e tr~s petite 

tangente s 7o et enti~rement situ6e d'un m~me c6t6 de cette derni~re ligne. 

Au contraire, lorsque le point mobile 2 sera parvenu au point de contact de 

avec la caustique, nous venons de voir qu'il y aura entre 7o et 7~ un contact 

du second ordre et, s'il s'agit d'un point ordinaire de la caustique, du second 

ordre seulement. D~s lors, en un tel point de contact, les deux courbes devront 

se traverser, route une partie, non infiniment petite, de la ligne 7~ ayant chang6 

de cot6 par rapport s 70. 

Le passage direct entre une telle disposition et celle qui se pr6sentait au 

point de d6part est impossible. I1 est n6cessaire que, pr6alublement, la courbe 

7 ~, tout en restunt tangente s 70 au pied de la bicuract6ristique ~, l 'ait travers6e 

par ailleurs et que, tout d'ubord, elle lui air 6t6 tangente en un point distinct 

du premier. A e e  moment, le point 2 devait appartenir ~ une seconde bicaract~- 

ristique truc6e sur F o et, par cons6quent, se trouver sur une ligne double de cette 

surface: 

Ce raisonnement ne souffre d'exception que si la position finale du point 2 

correspond s un contact du troisi~me ordre entre 7~ et 70, c'est-s s la 

singulurit6 consid~r6e au n ~ pr6c6dent; dans le cas les deux courbes 70 et 7~ peu- 

vent ne p a s s e  traverser au moment off l'ordre du contact s'~l~ve. 

5. L'une des difficult6s des questions que nous avons ~ traiter provient 

assur6ment de la forme g6om6trique assez compliqu6e que pr6sentent des surfaces 

relies que lo,  au voisinage de singulurit6s telles que celles dont nous venons de 

parler. Muis il existe aujourd'hui des modules en ills bien connus de surfaces 

de cette esp~ce, visibles duns routes les collections de G6om6trie. 5e plus classi- 

que est la surface de pente constante passant par une ellipse. 

Par contre, on ne connaissait, ]usqu'~ ces derniers temps, aucun exemple 

analogue duns lequel la surface F o soit eUe m~me un conoide, cas le plus int6- 

ressant de tous au point de vue de notre ~tude g6n~rale, parce que c'est celui 

de ronde directe issue d'un point unique et qu'il se pr6sente n~cessairement 

lorsqu'on veu~ r6soudre le probl~me de Cauchy, s l'exclusion des probl~mes mixtes 

(donc de la r6flexion)~ pour une 6quation aux d6riv6es partielles du second ordre. 

Duns les cas classiques off ron  salt int6grer l'6quation des g6od6siques et, par 

cons6qaent, d6terminer le conoide caract6ristique, celui-ci ne pr6sente pas d'ar~te 

de rebroussement. A vrai dire, ind6pendamment des 6quations ~ coefficients 
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constants pour lesquels les conoides caract.~ristiques sont des cones ordinaires, on 

ne peut gu~re citer, au moins ~ premibre rue, que le cas off l'~l~ment lin6aire 

initial est l'~ldment non euclidien de Lobatehewsky ou de Riemann: mais alors 

les conoides caractdristiques sont ddpourvus de singularit6 autre que leur sommet 

(gdomdtrie de Lobatchewsky) ou prdsentent (gdomdtrie de Riemann) une singulari td 

tout exceptionnelle et aberrante, s savoir un second point conique antipode du 

sommet. 

Cette lacune a ~tg compl~td dans un rdcent travail de ]~i. Galbrun ~ consacrd 

la propagation du son dans une atmosphere en mouvemen~. Le ph~nom~ne est 

d'ailleurs ~tudi~ duns l'espace ordinaire et, par consequent, dans t'espace-temps 

quatre dimensions: l'~quation des caract~risUques, telle qu'on la ddduit des ~qua- 

tions dynamiques du probl~me, est 

-A (G-/ 

off I I  (x ,y , z ,  t) est le premier membre de l'6quation d'un front d'onde: u, v,c, 
des fonctions donn6es de l a  variable z. 11 est ais6 de se placer dans les condi- 

tions qui nous int6ressent actuellement, c'est-'s duns l'espace-temps s trois 

dimensions, en consid6rant les solutions indgpendantes de y e t  supposant nulle, 

eet effet, la quantit6 v. 

Les bicaract6risUques ou rayons sonores se d6terminent par quadratures. ~ 

La discussion de leur forme (voir le Mdmoire cit6 de M. Galbrun) met en 

6vidence deux cat6gories, suivant que l'alUtude y varie ou non toujours duns un 

m6me sens; et si l'on compare ceux de ces rayons qui partent d'un m6me point 

un m6me instant, on constatera que ceux d'entre eux pour lesquels l 'altitude 

pr6sente un maximnm touchent une m6me courbe, caustique de la surface d'0nde. 

Pour certains d'entre eux se pr6sente m6me la singularit6 sup6rieure dont 

1 Journal de Mathdmatiques, tome VII, I928 (volume d6di6 MM. Appell el P/card) p. 289--318. 
L'~quation (C) admet l'int~grale complete 

aux constantes ~rbitraires ~, fl, ~', d, d'ofl l 'on d6duit imm6diatement les dquations des bic~ract6ris- 
tiques chereh6es (dquations (23)---(28) de M. Galbrun). C'est eette int6grale (en y annulant la fonc- 
tion v e t  la constante 7) qui, rdsolue par rapport  h z, donnerait, en l'esp~ee, l'dquation (I)~qui nous 
sert de point de d6part. 
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il a 6t6 question aux num6ros pr6c6dents, ~ savoir un  point de rebroussement de 

la caustique. 

5. Dans une discussion qu'il se contente de r6sumer sommairement dans 

le travail  cit6, mais dont il a eu l 'amabilit6 de me communiquer le d6tail, M. 

Galbrun 6tudie la forme de la surface autour  d ' tm point co de cette nature.  Les 

r6sultats d 'une telle 6rude ont d'ailleurs (voir le travail  cit6) des cons6quences 

importantes au point de rue  des ph6nom~nes sonores. G6om6triquement (du moins 

dans le cas simplifi6 oh nous nous pla?ons ici en faisant  abstraction de l 'une des 

variables), ils met ten t  en 6vidence une forme tout  analogue ~ celle que l 'on 

constate d a n s  les m6mes conditions (c'est-s au voisinage des points co)sur la 

surface de pente constante men6e par une ellipse, et qui, pour les surfaces al- 

g6briques, a 6t6 d6crite par G. Fonten63 

II est ais6 de voir que cette forme, - -  sorte de tri~dre s deux dibdres nuls 

ayant  son sommet au point ~o - -  s'applique au cas ggndral d 'une enveloppe telle 

que nous l 'avons consid6r6e dans ce qui pr6cbde. 

S i  la fumille de surfaces (2) est telle que, pour x = y = o ,  a ~ o ,  on air, outre 

F = o ,  les relations (2'), (2"), (2"'), on peut, par un changement  de variable 

r6gulier ex6cutd sur le param~tre 6, combin6 avee nne t ransformat ion ponctuelle 

rdguli~re sur le point (x, y, z), 6crire son 6quation gdn6rale sous la forme 

(iI) z = F ( x ,  v, ~ ) = - y  - . ~ x  + . ~ ( l x + m v  + ) +  ~ ( ~  + �9 .) + 

L'6quation (2') s'6crit 

I I ' )  
O F  

- - o = y - -  2 a x +  3 a~ ( l x+my+ " ) +  4a3(I + - . -)+ Oa 

et peut se r6soudre par rapport  ~ y sous la forme 

(12) v=(2 ~ - 3  z ~ ) x - 4 ~ ( ~  + ) +  . . . .  *(x ,  ~), 

le premier membre d e  (II ') ne diffdrant d'ailleurs de y - - ~ ( x , a ) q u e  par un 

~)facteur unit6~, c'est-~-dire par un facteur  d6veloppable (au moins jusqu'~ un 

certain ordre) suivant les puissances de x, y, a avec un terme constant  diffdrent 

1 Nouv. Ann.  de Math. I9o7, P. 433 et suiv. Voir part icul ierement p. 437 et la figure 
correspondante. 

33--29643. Acta mathematica. 54. Imprim6 le 29 avrll 1930. 
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de z6ro. Les 6quations (i i) et ( i i ' )  ou (I2) d6finissent notre enveloppe. 

qu'il fau t  les adjoindrc pour d6finir la cuustique s'6crit 

i" )  = z x -  . . . . .  o 
a n  

Celle 

Les valeurs de x, y, z, telles que les fournissent successivement, en fonction 

de a, les 6quations (I I"), (I I'), (I I), commengant respectivement par de termes 

en a 2, a3, a4, on voi~ bien, tout  d'abord, que la eaustique pr6sente un rebroussement 

l 'origine. 

Donnons main tenant  s x une vuleur d6termin6e tr~s petite e~ 6tudions la 

section correspondante de la surface. SoR d'abord x > o .  Pour  a infiniment 

petit, il appar~it sur les ~quations (re) et (I r) que z aura le signe + et y le signe de 

~; que, en outre, y es~ fonction eroissante de a duns un certain intervalle de valeurs 

de a autour  de z6ro, intervulle limit6 par les deux valeurs ~1 > o et e.,. < o de 

a%0 
pour lesquelles ffaa s'annuie. 

Lorsque a at teint  e~ d6passe en croissant la valeur a 1 (ou, en d~croissant, 

1~ valeur c~2) , d y ^ s 'annule eL change de signe, et il en est de meme de la quantit6 

(i3) d-z---dy O F - - d Y ( c t + . . . )  
d• da Oy d~ 

I I 
I , I 

i I 

dz/d y est d'ailleurs, d'aprbs cette dernibre 6quation, fonction croissante de u 

pour x et a assez petits, de sor~e que, aux deux points r 1, r~ correspondunt 's 

a ~ a~, a 2 (points de la caustique) prennent  respectivement naissance deux nouveaux 

arcs entibrement situ6s au dessous de l 'arc primitif  (fig. ci jointe). Sur chacun 

d'eux, y, d 'abord ddcroissant en v~leur absolue, continue ~ varier duns un sens 

constant:  il croltra sur r u n  de ces nouveaux arcs au moins jusqu'~ une certaine 
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valeur positive fixe Yl et d6croltra sur l 'autre au moins jusqu's Y : - - Y l .  S i x  a 

6tg pris assez petit en valeur absolue pour que les y de l'ar~te de rebroussement 

soient compris entre -- Yl et + y~, les deux arcs en question devront se couper. 

La figure ainsi obtenue est bien celle s laquelle est arriv~ ]~. Galbrun et conforme 

ce que l'on constate sur le module connu de surface ~ pente cons tan te .  

Pour x < o, les choses sont plus simples: dans un certain intervalle de 

valeurs du parambtre, z est toujours n6gatif et y du signe de -- a, de sorte qu'on a 

une nappe d!apparence r~gulibre, situ~e au dessous du plan des x y. 

L'arc primitif, tangent au plan des x y, eugendre, lorsque x varie en restant 

positif, une premibre face (face sup~rieure) du tri~dre, caract~ris~e, comme on le 

volt, par le fair que le premier membre de (I I") est positif; les deux autres arcs, 

09 
sur lesquels Oaa est n6gatif, engendrent, pour x > o, deux faces inf6rieures se 

coupant suivant une ligne double et continuant, de part et d'autre de raxe des x, 

la nappe unique qui correspond ~ x < o. 

Chaque bicaract6ristique voisine de l'axe des x a, avec l'argte de rebrousse- 

meat, un point de contact dont l'abscisse x' ,  toujours positive, est donnde par 

(I I"). La face sup~rieure du tri~dre est engendr~e par les arcs de bicaract~risti- 

ques correspondant s x > x'; les arcs correspondant ~ x < x' engendrent respec- 

tivement les deux faces inf6rieures et, pour x < o, la nappe sans singularitY. 

On voit en particulier, conform~ment s ce que nous aurons s constater dans 

un instant, qu'un point tel que o~ appartient s une ligne double de la surface, 

ligne qui s'arr~te en ee point. I1 appartient d'ailleurs ~ la catggorie connue des 

~>points pinces~). 

7. Sur la surface $1, qui est toujours suppos6e surface d'espace, soit tracde 

la courbe 70 suppos6e fermde, d6limitant, sur S~, une aire d6terminde, et prenons 

pour F 0 l'une des deux nappes caract6ristiques qui passent par cette courbe. 

Supposons que chacune des bicaract6ristiques trac6es sur F o donne un point de 

l'ar~te de rebroussement et, par cons6quent, d'apr6s ce qui pr6cbde, un point de 

la ligne double, de sorte que l'une et l 'autre de ces lignes sont ferrules. 

Existera-t-il sur la premibre d'entre elles des points de rebroussement? 

Au premier abord, il n'y a aucune raison pour qu'il en soit ainsi. Prenant 

une courbe ferm~e A a r b i t r a i r e -  donc, en g6n6ral, d~pourvue de points de 

rebroussement -- ,  rien n'empgche de mener, par chacun de ses points, une surface 

F 0 ayant avec elle un contact du second ordre. L'enveloppe de ces surfaces 

aurait A pour ar~te de rebroussement. 
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I1 en est autrement  lorsque la surface variable v6rifie une ~quation aux ddri- 

v~es partielles de la cat~gorie consid~r~e dans ce qui pr6cbde, c'est-~-dire dont  le 

cSne caractdristique en chaque point est convexe. C'est ce que nous allons montrer  

moyennant  une precision appor~6e sur un point  s nos hypotheses g~om~triques 

pr~cddentes. Nous supposerons que S 1 fair partie d 'une famille s un param~tre 

compos6e de surfaces, qui routes sont surfaces d'espace en chacun de leurs points 

et dont  i l  passe une et une seule par chaque point  de 1~ r6gion consid~r~e. ~ 

Cette hypoth~se permet ~videmment de distinguer, sur chaque  cSne carac- 

t~ristique et sur chaque conoide caractgristique, une nappe positive et une n a p p e  

ndgative, chacune de ces nappes variant  d 'une mani~re continue avec la posi- 

t ion du sommet, et d 'assigner de m~me, sur chaque bicaractdristique, un sens 

positif. 

Soient alors considdrdes, en un point quelconque 2 de lo  situd entre la ligne 

70 et la ligne double, la bicaractdristique correspondante )~ et la bande infiniment 

petite de surface voisine de cette bicaractdristique. Nous serons conduits 

distinguer, sur cette bande ou sur route autre surface caractdristique tangente,  

un cStd droit  et un cSt~ gauche, s savoir ceux que dist inguerai t  an  observateur 

plac~ suivant le sens positif de la bicaractG.ristique et regardant  l ' int~rieur de 1~ 

nappe positive. 

En part iculier ,  il en r~sulte un choix d4termind de sens direct sur la ligne 7o. 

Si, au point 2, deux surfaces caractdristiques se coupent et si, sur la tangente  

la ligne d'intersection, on f a r  choix d 'un sens, il est clair que la demi-droite 

ainsi consid~r~e sera de r differents par rapport  aux deux directions bicarac- 

tdristiques. 

Or, c'est prdcis6ment ce qui se produira en un point 2 pris arbi t rairement  

sur la ligne double de notre surface F 0 et par lequel passent deux bicaract~risti- 

ques issues respectivement de deux points ~ et ~' de 70. 

Tant  que les deux points ~ et ~'  et, par consequent, aussi les deux plans 

t angen t s  au poin~ 2 seront distincts, il existera,  en vertu du th6or~me des fonc- 

tions implicites, un arc de ligne double comprenant  ce point s son int6rieur et 

le long duquel on pourra cheminer dans un sens ddtermin4 quelconque. I1 r~sulte 

de ce qui precede que, dans ce cheminemen~, les deux  points  ~ et ~' se d~placeront 

en sens contraires. 

1 Dans routes les applications de Physique math6matique, les surfaces t = consk, t d~signant 
le temps, possddent la propri~t~ dont il s'agit. 
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Un tel  cheminemen t  ne pour ra  8tre arrStd que pat" l 'une des deux circonstances 

suivantes:  

I ~ ou bien le point  2 s '~loignera  s l ' infini sur la nappe  de surface Io ;  

2 ~ ou bien les points  I e t  I '  v iendront  s coincider. 

Nous  avons, par  hypothSse,  exclu le premier  de ces deux cas. Dans  le 

second, le conoide caractdris t ique de sommet  2 a, avec la ligne 70, quat re  intersec- 

t ions confondues,  ce qui mont re  que 2 est  un point  de rebroussement  de la caustique.  

C . Q . F . D .  

Y ~  


