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Introduction. 

Une courbe alg~brique plane est rencontr~e en un nombre born~ de points 

rdels par une droite quelconque du plan. Cette propri~t~ peut servir de d~finition 

'~ une classe plus ~tendue de courbes qui ne  seront plus ndcessairement alg~bri- 

ques ou m~me analytiques. C'est ce.que fair M. C. Juel dans ses remarquables 

t rawux sur la G5omdtrie finie. 1 Par analogie avec le degrd, l'ordre d'une courbe 

est la limite sup~rieure du nombre de ses points situ~s sur une droite quelconqne 

du plan. Ce qui donne beaucoup d'int6r6t h. cette g~n~ralisation, c'est que bien des 

propridt~s des courbes de degr~ k appartiennent encore aux courbes d'ordre k, sur- 

tout pour les petites valeurs de k. Mais les courbes sur lesqueUes misonne M.C. 

Juel sont encore soumises s des hypotheses assez restrictives: elles sont ferrules, 

au sens projectif, et constitutes par un nombre fini d'arcs convexes ayant partout 

une tangente. On peut se demander ce qui resterait des propri~t~s des courbes 

alg~briques, si l'on consid~rait des courbes moins particuli~res que celles de 1~. 

C. Jue.1, ou m~me tout simplement des continus, la seule hypoth~se conserv~e 

~tant celle relative s l'ordre. L'objet du present m~moire est un essai de r~ponse 

s cette question. 

1 Les recherches de M. C. Jue l  por tent  dgalement sur  los courbes gauches et sur  les sur- 

faces, et c'est peut-6tre sur  ce dernier point  qu 'on  lui dolt les p lus  belles ddcouvertes. On trou- 

vera des renseiguements  tres complet~ ,,Sur le G6omdtrie finie et lea t ravaux  de M. C. Jue l , ,  dans 

un  tres int~ressant  article de M. P. Montel, paru  sous ce t i tre dans le Bull. des St'. Math. Mars 

I924, p. 1o9, 128. 



68 A. Marchaud. 

Au Chapi t re  I on t rouvera  les proprigt~s g5n~rales des continus d'ordre bornd. 

Je  propose d 'appeler  ainsi tout  continu, situ~ dans un espaee euclidien s n di- 

mensions, ayan t  un noinbre born6 de points sur route multiplicit~ lin~aire s n - - I  

dimensions. La  limite supdrieure du hombre de ces points est l'ordre du continu. 

On verra que tout continu d'ordre bornd peut ~tre ddcomposd en une infinitd d~- 

nombrable d'ares simples, deux quelconques d'entre eux ayant un ~wmbxe bornd de 

points communs, et que, de plus, deux points dorm, s du continu peuvent ~tre joint,~, 

sur lui, par un arc simple. Tous ces arcs sont rectifiables et admettent en chaque 

point deux demi-tangentes opposdes, sau l  peut-~,tre en une infinitd ddnombrable de 

points. 

Dans eertains cas, OR obt ient  des r~sultats plus precis gr~ee '~ l a .no t ion  de 

point de ramification. On appelle ainsi tout  point  0 du eontinu, tel  qu 'on puisse 

trouver,  sur ee dernier,  plus de deux ares simples n ' ayan t  en commuu deux-'s 

deux que le point  O. 

Lorsqu'un continu d'ordre bornd a un hombre fini de points de ramification, 

il est la somme d'un nombre fini d'ares simples, n'ayant en commun que des extr~- 

mit~s. ~ 

Le hombre des ramifications est n~cessairement raft, ou fini, si l 'ordre du 

cont inu 4gale, ou d~passe de peu le n0mbre des dimensions. C'est  ce qui a lieu 

no tamment  pour  les continus plans d 'ordre  deux ou trois, et les continus 

gauches d 'ordre  trois ou quatre,  qui sont ~tudi~s respeet ivement  aux Chapitres 1I 

et  I I I .  

Le Chapitre  IV  cont ient  une application des propridtgs obtenues dans les 

Chapitres pr~cddents, aux continus d'ordre cyclique bornd, c'est-s aux continus 

ayant  un nombre  bornd de points sur un cercle quelconqne du plan. La  not ion 

de cont inu d 'ordre  cyclique bornd est d'ailleurs une extension simple de celle de 

cont inu plan d 'ordre born4. 

La plupart  des rdsultats contenus dans le present mdmoire ont  ~t~ commu- 

niques ~ l'Aeaxl~mie des Sciences (S~ance du I ~. Jui l le t  19z9). 2 

C'est un continu simple de S. Janiszewski. Th~se (Paris, x91I), p. 7 o. 
2 A. Marchaud ,'~Sur les Continus d'ordre borne), C. R. des s~ances de I'Ac. des Se, Ier Juillet 

x929, t. 189, p. ~6. 
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C H A P I T R E  I. 

Th6or~nles g4n6raux. 

i. D'aprbs Cantor,  un continu es t  un ensemble, con tenant  plus d 'un  point,  

bornd, fermd et bien enchaind. 1 Deux points A et  B d 'un  ensemble  (E) sont dits 

bien enchalnds entre eux sur (E), si, quel que soit le hombre positif  e, on peut  

t rouver  une suite de points de (E), A, A1, A 2 , . . . ,  An- l ,  B,  telle que la distance 

de deux points cons6cutifs quelconques soit inf6rieure s e. Une telle suite est 

urge chaine A B  relative ~ ~. Un ensemble est bien enehalnG si deux quelconques 

de ses points sont bien enchaln6s entre  eux sur l 'ensemble. 

Ceci pos6 ,  un  continu, situ6 dans un espace ~ n dimensions, sera dit  d'ordre 

bornd, s'il est rencontr6 en un nombre born6 de points par route multiplicit6 

lin6aire s n - - I  dimensions.  La  limite sup6rieure du nombre  des points d ' in ter  

section est l'ordre du continu. 

Une ellipse est u n  cont inu  plan d 'ordre deux; une biquadrat ique sph6rique 

est un  cont inu gauche d 'ordre  quatre.  Une parabole n 'es t  pas un cont inu du 

second ordre,  mais seulement  tou t  arc ~ distance finie. On 6viterait  la restr ic t ion 

relative uux points s l'infini, en consid6rant  ce qu 'on pourra i t  appeler  des con- 

t inus projectifs.  Je  ne le feral  pas. 2 I1 s'~gir~ toujours  iei de continus born6s, 

situds darts un espaee euclidien. 

Le pr6sent Chapitre  a pour  objet  l '6tude des propri6t6s g6n6rales des con- 

. , x  n t inus d 'ordre  born6. Les Chapitres suivan~s seront consacr6s plus par tmuhereme t 

aux continus plans du second et du troisi~me ordre, aux continus gauches du 

troisi~me et du quatribme ordre, et  s quelques extensions. 

P ou r  commencer  ] '6tablirai deux proposi t ions pr61iminaires. La  premiere 

est relat ive s la th6orie des continus, la seconde a t ra i t  s certaines suites de 

contours  polygonaux.  

2. Soient  (E) a n  cont inu et  (R) un  domaine dont  la fronti~re est a n  pa- 

rall61ogramme, un parall616pip~de, e t c . . . ,  suivant que (E) se t rouve dans un espace 

deux, trois dimensions, e t c . . . ,  cette fronti~re con tenant  un nombre  finf de points 

du con t inu  A1, A ~ , . . . ,  A v .  Je  vais d6terminer  la s t ructure  de l'ensemble ddcoupd 

10u salt que cette d4finition est 6quivalente ~ celle de Jordan. Voir, par. ex., Jordan 
~Cours d'Analyse,, 2 e 6d. t. I. p. 25, 25. 

Ou trouvera pourtant, au d6but du Chapitre !II, quelques rapides indications sur les con- 
tinus projectifs plans. 
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dans le continu par le domaine, c'est-s de l 'ensemble (E)R des points de (E) 

non ext~rieurs g (R). 

Lorsque (E) ne contient  pas de point  g l ' inf~rieur ou pas de point  g l'ex- 

t~rieur de (R), la r~ponse est immddiate. Pla~ons-nous dans le troisi~me cas 

possible, et soient 0 un point de (E) ext~rieur g (R), et M un point  de (E)~, 

distinct des A;. Consid~rons une chalne M O  relative g e r = 2  -~ (r--~I, 2 , . . . ) .  

D~signons par  tt' r le dernier des points de cette chaine intdrieur g (R), par tt~' le 

premier de ceux extdrieurs 's (R). L'ensemble des points tt' admet  au moins 

un point  limite tt, qui est aussi point  limite des tt'~. tt est donc sur (R), 

c 'est un Ai, puisque (E) est fermi,  tt est ~videmment bien enchalnd avec ~ /  

sur (E)R. 

D~signons par (a~) rensemble  form~ par Ai et les points de (E)R bien 

enchaln~s avec lui sur (E)R. Cet ensemble, est fermS. Tout  point de (E)R f a r  

partie de l 'un au moins des (a~); si deux (a~) ont un point  commun, ils coin- 

cident. En supprimant  de la suite (a~), (a~), . . . ,  (ap), tout  ~l~ment identique au 

precedent, on aura d~compos~ (E)R en un hombre q (q<--p) d'ensembles ferm~s 

n 'ayant  aucun point commun deux 's deux. I1 existe donc un nombre (~, tel que 

la distance de deux points de (E)R appar tenant  g deux (a~.) distincts, soit sup~ri- 

eure "2 ~. Or deux points d 'un m~me (a,.) ~tant bien enchaln~s sur (E)R, le sont 

alors n4cessairement Sur cet (ai). Par  suite, les ensembles obtenus sont des con- 

tinus, saul  ceux ne contenant  qu 'un seul point. Ces derniers ne peuvent  ~tre 

que des Ai, points isol~s de (E)R. 

Nous obtenons donc l'~nonc~ suivant. 

Si un conti~u, plac~ dans un espace ~ n dimensiol~s, ezt re~contrd par la fi:on- 

ti~re d'un parall~.l~pip~de 5 n dimensions en p points, le parall:ldpip~de ddcoupe, 

dans le continu, un ensemble formd de points isolds - -  situ~'s sur la fronti~re, s'ils 

existent -- et de continus s@ar~s, dont le hombre total est au plus dgal 5 p. Chacun 

de ces eontinus a au moins ~ ,  point sur la fi'onti~re. 

La forme du domaine n ' intervenant  pas, cette proposit ion se g~n~ralise d 'une 

mamere  ~vidente. 

3. La seconde proposition pr~liminaire a trait, comme nous l 'avons dit, "s 

ce r~ ines  suites de con~)urs polygonaux. Un contour  polygonal sera ddfini par 

la succession de ses sommets, deux sommets consdcutifs ~tant distincts. I1 pourra 

y avoir des points multiples, cela n'emp~che que, si l 'on prend, sur le contour,  

le premier sommet comme origine, et comme sens positif, celui qui correspond 



Sur les continus d'ordre borne. 71 

's l 'ordre des sommets, chaque point  du contour  aura  une abscisse curviligne bien 

d~termin~e et inversement.  ~ 

Ceci pos~, soit PI, P~ , . . . ,  P~, . . .  une suite de contours polygonaux, ayant 

pour origine un point A, pour extrg~itd un point B, et satisfaisant aux conditions 

suivan tes : 

I ~ la longueur In de P,, reste bornde, 

I 
2o les c~tds de P,, tendent vers z~ro avec n' 

3 0 on passe de P~ 5 P,,+I en rempla~ant chacun de ses c~tds par un contour 

polygonal, ayant pour origine et pour extr~mih;., respectivement l'origine et l'extrdmit~ 

du c2t~ considdr~, 

je dis que P,~ a pore" limite un arc de Jordan rectifiable. 

En effet, on a ~videmment 1,~+~>l~. I1 en rdsulte que 1, a une limit~ l, 

a t te inte  en croissant.  Prenons  sur P,, le point  A comme origine et le sens de 

A v e r s  B comme sens positif. Soit M ,  le point  ayan t  pour abscisse curviligne 

un nombre  donn~ s, moindre que 1. .  S i n  est essez grand,  s pourra  8tre aussi 

voisin de 1 qu 'on voudra. D~signons par  I J  le c6r con tenant  Mn, l'abscisse 

curviligne de I ~tant inf~rieur ou dgale 's celle de M,,. Si ~,, est la longueur  

maximum des c6t~s .de P,,  l 'abscisse curviligne de I sur ce contour  est dgale 

s--Oe,~, avec o ~ 0 ~  I. 

Soit ma in tenan t  P,+p un contour  d' indice supdrieur s n, M,+v le point  d'abscisse 

curvil igne s sur ce contour.  L'abscisse curviligne de I sur P~+v est s--Oe,i,  aug- 

mentd d 'une longueur  moindre que l - - l , ;  elle est de la forme 

s - - O ~ + O ' ( l - - l , ) ,  o _ < 0 ' <  i .  

I I e n  rdsulte que la distance IMn+p~ all plus ~gale '~. l 'arc I2tln+p de P,,+p, est 

moindre que en + (1--1,). Comme d 'aut re  par t  IM,, est moindre que e,,, on en 

d~duit 
M,, M,, ~.p < 2 ~,, + (l - -  1,) = ~',~. 

Pa r  suite le vecteur  A M,, converge uni formdment  vers une limite AM,  qui est 

une fonct ion m (s), continue dans tou t  intervalle (o, l'), l' < 1. En posant  m(/)==AB, 

la fonc t ion-sera  cont inue dans (o, 1). Elle d~finit un arc de Jo rdan  A B. 

i On s u p p o s e  le c o n t o u r  o u v e r t .  
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Soient 21/' et M "  deux points de cet arc, ayant respectivement pour para- 

mStre s' et s" (s">s ' ) .  D~signons par M '  et M:: les points de P~ ayant ces 

hombres respectivement pour abscisse curviligne. On a ~videmment M'~M~ <-- 

--<s - - s ,  et, dapres  ce qui prdc6de 

D'ofi l'on ddduit 

, 

~I' ~1" ~ s" - -  s' A- 2 e',~ ; 

et, comme e'~ peut 8tre choisi aussi petit qu'on veut 

M '  . M "  --~ s" - -  s'. 

Il en r~sulte que le p~rim~tre d'un polygone quelconque inserit dans A M  est 

au plus ~gal s s. L'arc est donc rectifiable, s est ~videmment la longueur 

d e  A M .  

4- Nous sommes maintenant en mesure d'~tudier la nature des continus 

d'ordre bornd, et mSme de continus un peu plus g~ndraux. 

Un ensemble, placd dans un espace s n dimensions, sera dit d'ordre k par 

rapport ~ la direction (L), off (L) d4signe une multiplicitd lindaire s n - - I  dimen- 

sions, s'il contient au plus k points sur route multiplicitd parallgle, et k points 

sur rune  d'elles au moins. 

.un continu d'ordre un par rapport ~ une certaine direction est gvidemment 

un arc simple, c'est-~-dire un arc de Jordan ouvert sans point multiple. 

Ceci pos~, soit, dans un espace ~ n dimensions, un continu (E), d'ordre k au 

plus par rapport ~ n directions distinctes. J e  vais d'abord montrer que si A et 

B sont deux points quelconques de (E), on peut  les joindre par un arc simple recti- 

fiable dont tousles  points appartiennent au contlnu. 

Je  feral la d~monstration en supposant n----3. " O n  verra qu'elle est g~- 

n~rale. 

Soient (L1) , (Ls), (Ls) , les directions distinctes. (E) 6rant bornd, on peut 

l 'enfermer dans un parall~ldpipgde (J), dont les faces sont parallgles aux directions 

(Li). Partageons (~) en r 8 parall~ldpipgdes ~gaux par des plans parallgles au (L~), 

et cherchons une limRe sup~rieure du hombre de ceux d'entre eux, ~z, 6~, . . . ,  6~, 

qui contiennent des points de (E) (s l'intdrieur ou sur le contour). Si le continu 

(E) n'est pas tout entier in~rieur  s u n  parall~16pipgde partiel, aucun d'eux ne 
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peut contenir  de points de (E), sans eu avoir au moins un sur son contour  [2]. 

Donc 's chaque ~. correspond au moins l 'un des points d ' intersect ion de (E )avec  

les 3 (r + ~) plans parallSles aux (L,.) dont  fon t  pa r t i e l e s  faces des parall~ldpipSdes 

par~iels. Ces points sont en hombre au plus dgal ~ k . 3 ( r +  ~). Comme chacun 

d'eux appar t ient  ,~ 2 ~ paraU~l~pipSdes au plus, on a n~cessairement 

P < 3 - 2 s - k (  r +  I) 1" 

Soient maint~nant  A et B deux points de (E) .  Les 3i d~coupent dans (E) 

un hombre fini de continus - -  et 6ventuel lement  de points isol5s [2]. A et B 

dtant,  bien enchainds sur (E), on peut  former  une chalne de ces continus C[, 

C~, . . . ,  C~, tous distincts, le premier  contenant  A, le dernier  contenant B,  te]le 

que deux ~l~ments consdcutifs a ient  au moins un point  commun, deux ~l~ments 

non consgcutifs n 'en  ayant  aucun. Si, par  exemple, C~ et C~, (Z '>  Z + i ) a v a i e n t  

un point  commun, ou bien ils seraient  dans le mSme ~i et ne seraient  pas dis- 

tincts,  ou bien appar t iendra ient  's deux ~,. contigus, alors on suppr imerai t  les 

~l~ments intermddiaires.  Je  vais mont re r  qu 'on peut, en modifiant  au besoin les 

C, r, faire en sorte que deux ~ldrnents cons~cutifs aient u n s e u l  po.int commun. 

Supposons  que cela air lieu jusqu'~ 6~ inclus,  C~ ayant  avec C~+~ plusieurs 

points communs N~, N 2 , . . . ;  soit M~_~ le point  commun s C~_~ et C~.. (Si ~ - - I ,  

on prendra  pour  2~I~ 1 le point  A.) Les points N sont sur une face ou une 

ar~te commune '~ deux des paralldl~pip~des r il sont done k au plus. Soit 6(N~) 

un paralldl~pip~de homoth~tique ~ J ,  de centre N~, assez peti t  p o u r a v o i r  s son 

ext~rienr tes autres points N e t  M~_ 1. Retrunchons de C~ les points int~rieurs 

h. ~(Nj), nous obt iendrons un nombre fini de continus dont  l 'un y cont iendra  

_3I~_ 1 et aura  a u moins un point  sur 3 (N~). (II suffit pour  le voir de ra isonner  

c0mme a u n  ~ 2.) 

Si 7 ne cont ient  aucun des points N~, N a , . . . ,  on a joutera  "s 7 un des con- 

t inus d~coup~s par ~(N~) dans C~, ayau~ avec 7 un point  c o m m u n ' e t  con tenant  

N~. I I e n  existe n~cessairement un y' - -  sans quoi M~_~ et N r ne pourruient  

8tre bien enchaln~s sur C~:. 7 + 7' est un cont inu contenant  M~_~ et n ' ayan t  en 

commun avec C~+ 1 que le point  /V~. 

Si 7 cont ient  des points Ne, N~ , . . . ,  on rempla~era C~ par  7, et on op~rera 

1 I1 rdsulte de cette in6galitd, que (E) est un continu de longueur bornde (Caratheodory). On 
peut le  recouvrir d'un nombre fini de sph(~res de rayon ~mssi petit qu'on veut, la somme de leurs 
rayons 6tant born~e. 

10--29764. Acta mathernatica. 55. Imprim~f 1o 3 mars 1930. 
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sur 7 comme on vient de le faire sur 6~, et ainsi de suite�9 Au bout  d 'un nombre 
fini d 'opdrations on obt iendra un contiDU satisfaisant '2 la propri&5 annonc~e, 

puisque le nombre des points communs a.vec Cr§ diminue chaque fois d 'une 

unit~ au moins. 

C, ~ et C; ont  un point  commun M~, de m&ne C~ e~ 6v~, un poin~ com- 

mun M~, etc . . . .  Nous obtenons ainsi un contour  polygonal  A M~ ~I~ ... 

. . - M~ _  1B, soit Pr. Ce contour  a une longueur  lr bornde. En effet, si a dgsigne 

le diam6tre de (d), chacun des c6t~s du contour  est moindre  que a. D 'au t re  par t  
Y 

chaque d~ d~coupe duns (E) au plus 6 k continus [2]. I1 en r~sulte que le nombre 

h des c6t~s de Pr est bm'n6 par 6 k . p - - < 6 . 3 . 2 s . / ~ ( r +  I). D'ofi l 'on d~duit 

l r ~ 2  t 3~.k ~ r + I  �9 - - -  a .  

9" 

Subdivisons chaque ( i j en  2 s parall616pipbdes 6gaux pa r  des plans parall61es 

aux (Li), et op6rons dans chaque continu C[, pour  le segment  Mr M r comme 
i ~ ' - i +  1 ~ 

nous l 'avons fair dans (E) pour AB.  Nous obt iendrons  u n e  nouvelle chMne de 

continus C'(, C~', . . . .  C~',, ( r ' =  2 r) et le contour  polygonal  correspondant  �9 = 

=(AM~ ''''Mr'l,' B). Ce contour  est form5, en remplacant  chaque c6t5 de Pr par 

un contour  polygonal  ayan t  les m~mes extr6mit6s. On d6duit  alors d u n  ~ 3, que 

la suite des contours  P2, P2_o,..., P2 ' l , - . .  a pour  limite un arc de Jordan recti- 

fiable, dont  tous Ies points sont dvidemment sur le continu.  1 

Reste s &ablir  que cet arc n 'a  pas de point  double. Cela va r6sulter  des 

restr ict ions apportdes ~ la chalne des continus C~, C~, . . . ,  C~. I1 fau t  d 'abord 

v~rifier que les propridtds de la chalne se conservent  "~ chaque subdivision, ce 

qui est imm6diat. SupI)osons que Farc A B  air un point  double. Pour  deux 

valeurs distinctes s 1 et s~ de s (les notat ions dtant les m6mes qu 'au n ~ 3), oll 

obt ient  le m&ne point  D. I1 existe alors sur l 'arc s is  ~ un sommet D'  d 'un des 

contours,  ce sommet 5tant dist inct  de D. Si r est assez grand 1)e~ D '  ne seront 

ni dans un m6Ine paralldl6pip6de, ni duns deux paralldldpip6des contigus, alors 

deux 61dments non cons~cutifs de la chalne C~, C~ . . . .  , 6~ auraient  un point  

commun D; ce qui est impossible. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

si (E) est un arc simple, il se r(iduit a AB. ()n obtient alors un cas p'trticulier d'un 
th6oreme de M. Banach (Fund. Math. t. VII, 1925, p. 225). 
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Remarquons enfin que la derni~re indgalitd montre que l'arc A B a une 

longueur au plus ~gale ~t 24 . 3 2 . k2a. 

5. L 'dtude prScddente va nous permettre de d~terminer fac i lement  la struc- 

ture de (E). Je  supposerai toujours, pour fixer les idles, n- -3 .  

Soit z I u n e  droite parall~le aux plans (Le) et (L3). La  projection de (E) 

sur zl, parall~lement 's (LI) est un segment a I ill, dont  les extrdmitds sont chacune 

la projection au moins d 'un point de (E). On peut donc trouver, sur le continu, 

un arc simple A 1Bi, tel qu'en le re t ranchant  de (E), on obtienne un ensemble 

(F) d'ordre k - - I  an plus par rapport  s la direction (L,). Je  vais montrer  que, 

si cet ensemble n 'est  pas nul, on peut le ddcomposer en une infinit~ ddnombrable 

de continus. 

Partageons (J) en 28 paralldldpip~des dgaux, par des plans parallSles aux 

(L~), et retenons ceux qui con t iennen t  des points de (E), mais aucun point de 

�9 I , x A 1B I. Ces paralleleplpedes ddcoupent, dans (E), chacun un hombre fini de con- 

tinus, et dventueUement de points isol~s que nous n~gligerons. Par tageons chaque 

parall~ldpip~de restant  de la m~me mani~re en 2 s parties ~gales et recommencons, 

et ainsi de suite . . . .  Nous obtiendrons ainsi une infinit~ ddnombrable de con- 

t inus (E~), (Es) , . . .  qui dpuisent ndcessairement (F). En effet, soit M un point 

de cet enseinble, il finira par appartenir  's l 'un des parall~ldpip~des considdrds, ~, 

sans point commun avec A 1 B~. Si M est int~rieur 's (~, il appart ient  's l 'un des 

continus (Ei). Si M est sur la frontiSre de (~, on peut supposer que la subdivi- 

sion a dtd poussde assez loin, pour que les paralldl~pip~des contigus 's ~ soient 

~galement sans point commun ~vec A~ B~; et comme M ne peut 4tre point isold 

dans tous  les parall~ldpip~des qui le contiennent  - -  sans quoi il serait point isold 

de (E) - -  il fair encore patt ie  d 'un (L~). 

Ainsi (E) est la somme de rarc  A~B~ et d'une infinit5 ddnombrable de con- 

t inus (E.~), (Ea), . . . ,  d 'ordre k au plus par ~ p p o r t  's (L.~) et (L.~), mais d 'ordre 

k - - I  au plus par rapport  '~ (L~). En opdrant sur chacun des (Ei), comme on 

l 'a fair sur (E), on obtiendra une infinit~ ddnombrable d'arcs et une infinit~ d(~- 

nombrable de continus, toujours d'ordre k au plus par rappor~ '~ (Le) et (La), 

mais d'ordre k - 2  au plus par rapport  's (L~). Au plus tard au bout de k o p d r a -  

tions on aura ddcomposd (E) en une infinitd ddnombrable d'arcs, car un continu 

d'ordre zdro par rapport  ~ (L~) ne contient  aucun point. On volt imm~diatemen~ 

que deux quelconques des arcs obtenus ont au plus k points communs. 

En ddfinitive nous pouvons ~noncer le th~or~me suivant. 



76 A. Marchaud. 

Th~or~me I. Si  un continu, situd dans un espace 4. n dimensions e.s,t d'ordJ'e 

bornd par rapport ~ n directiot~s distinctes, on peut le d~composer en une infinit5 

ddnombrable d'arcs simples rectifiables, tels que deux quelco~ques d'entre eux aient un 

nombre born~ de points.eommuns. De  plus deux points quelco~ques du eontinu peu- 

ve~t ~tre joi.nts, sur lui, par un arc simple rectifiable. 

La d~composition raise en ~vidence par ce th~or~me est possible d'une in- 

finitd de mani~res. On peut se demander s'il n'en existerait pas une pour laquelle 

le nombre des arcs serait fini. Lorsqu'on ne fair pas d'hypoth~se suppl~mentaire, 

la rgponse est n~gative, m~me pour k--2. On le volt imm6diatement sur l'exemple 

suivant. 

Par rapport s deux axes A~. et Au, consid6rons les points B et C, respec- 

par les segments 

A B, .BC et ceux ob~enus, "s par~ir de" ce dernier, pur des homoth6ties de rap- 

ports 2 -~, 2-2, . . . ,  ayant pour centre AI est d'ordre deux par rapport ~ cha~cun 

des axes. 

6. Pour obtenir, darts certains cas, des r~sultats plus complets, je feral 

intervenir la no~ion de point de ramification. On dira que 0 est un point de 

ramification de (E), si l'on peut trouver, s u r e e  continu, au moins trois arcs simples 

n'ayant en commun deux 5 deux que le point O. On volt immddiatement qu'il 

y e n  a au plus zk .  En effet, soit (L) une des multiplicit6s lin6aires ?L n - - I  di- 

mensions, pour la direction desquelles (E) est au plus d'ordre /c. Menons par 

0 la multiplicit~ parall61e (A). Chaeun des arcs coupe (A) en k points au plus; 

on peut donc, en le rdduisant au besoin, supposer qu'il a t o u s  ses points autres 

que 0 d'un m~me cbt6 de-(A). Si le nombre des arcs surpassait 2k, au moins 

k+  I seruient d'un m~me cbtd de (A), et une fiaultiplicit4 parall~le assez voisine - -  

situ6e de ce cSt~ - -  couperait chacun d'eux en un point au moins, c'est-'~-dire 

(E) en plus de k points. 

Je vais montrer que si le hombre des pellets de ramificatians est fini, le 

co~tinu se compose d'u~ ~ombre fi~'t; d'arcs simples ~'aya~t e~ commun que des 

extr~mitds. 

Enfermons (E) dans un parall~l~pip~de ~ n dimensions (H), dent les faces 

sent parall~les aux mul~iplici~6s lin6aires par rapport auxqueLles (_E)es~ d'ordre 

k au plus. 

Supposons d'abord qu'on air trouv6 sur (E) des arcs" simples M A t ,  M A ~ , . . . ,  

M A p ,  sans point commun deux 's deux autre que M. Consid~rons un parallel6- 
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pip ,de (6), homoth~tique .~ (J), de centre "M, et choisi assez  petit  pour que les 

extr~mit~s As soient s son ext~rieur, ainsi que tous les points de ramification de 

(E), sauf peut-~tre M - -  si ~'e n e s t  un. La frontibre de (6)rencontre chacun des 

arcs MA~ en un hombre f ini  de points, il existe donc sur ehaque MAi deux 

points A~ et A~', tels que des deux arcs part ie ls  MA~ et ', le premier appar- 

t ienne ~ (~), le second ayant  tous ses points autres que A'i en dehors de (6). 

(6) d4coupe dans (E) un nombre fini de continus, et r u n  d 'eux (co) contient  M. 

Les arcs MA'~ font  pat t ie  de (co). Supposons que ce con~inu contienne d 'autres  points, 

soit B l 'un d'eux. 11 existe sur (co) un arc simple MB.  Je  dis que cet are n 'a 

en commun avec chacun des MA'i que le point  M. 

En effet, prenons ~'APl, par exemple. :B ~tant en dehors de ce~ arc, il 

existe sur M/~ des points .8' tels que l 'arc fl 'B de MB n'ait  aucun point  commun 

avec M~'A'~. Soit  .8 la borne de ces points du cSt~ de M, elle est sur ~ ' ~  et 

l 'arc fl~'B de M~'-B n 'a  en commun avec M-A'~ que ft. Si ce point est distinct de 

M, c'est n~cessairement un point  de ramification de (E), car de ce point  par tent  

trois arcs simples fl.B, ~ M  et flA'~ qui n 'ont  en commun que ~. Lorsque ,8 est 

en  A't la conclusion subsiste, i[ suffit de remplacer f l~]  par A'~"-A'[. 

L 'arc M B  n'a donc bien que le point  M en commun avec chacun des MA I. 

Ceci pos~, soit M un point  de (E), et (11) un arc simple de (E), ayant  pour 

origine M. Prenons un paralldldpip~de (~) homothdt ique s (J), ayant  pour centre 

M, et assez petit  pour que l 'extrdmitd de (l~), et t ous l e s  points de ramification de 

(E), sauf peut-~tre M - -  si ~'en est  un - -  soient h son ext~rieur. So it (oJ~) le continu 

dont fair partie M, parmi ceux d~coup~s dans (E) par (6j). (~) d4coupe dans 

(ll) un nombre fini d'arcs, dont  l 'un (l'~) fair partie de (~ol). S i c e  continu contient  

d 'autres points, il existe sur (col) un arc (l~) n 'ayant  en commun avec (l'~) que le 

point  M. Prenons un paraU~l~pip~de (~), homoth~tique et concentr ique ~ (~), 

ayant  s son extdrieur les extr6mitgs de (l'~) et de (l~). Soit (~o~) le cont inu dont  

fai~ parole M, parmi ceux dgcoupds dans (E) par ((~). (~) d~coupe dans (l'~) 

et (/~) un nombre fini d'arcs, dont  deux (l~,), (l~.~) font  pat t ie  de (e%), et ainsi de 

suite. Au bout  d 'un nombre fini d'op~rations - -  au plus dgal "s k - -  on ob- 

t iendra un paralldldpip~de (~), tel que le continu (o~^) dont  f a r  pat t ie  M, parmi 

ceux d~coupds dans (E) par (~h), se compose de h arcs simples sans point  commun 
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deux ~ deux autre que M. Car autour  de M il p e u t y  avoir au plus k arcs 

jouissant de eerie propri6t6. 

Enfin on pourra choisir un  parall616pipbde (~h+l) homoth6tique et concentrique 

ayant  ~ son .ext4rieur tous les continus, autres  q u e  (eoh), d6coup6s darts (E) par 

((~h). Autrement  dit  (6h+1) ne contiendra, comme points de (E), que des points des 

h arcs simples. Pa r  suite (~h+l) d6coupera dans ( E ) u n  nombre fini d'arcs simples 

n ' ayan t  en commun que des extr6mit6s. 

La  d6monstra~ion s'achbvera facilement. On pourrait  se contenter de re- 

marquer que (E) est alors un continu simple de S. Janiszewski ~ et utiliser un r6- 

sul tat  de cet auteur.~ II eat facile de s'en passer. Nous venons de voir que M 
/ �9 , ~ '  

~tant un point quelconque de (E), on peut t rouver un parallel6plpede ((~M), h o m o -  

th6tique s (.4), ayant  pour centre M, tel que l 'ensemble d6coup6 dana ( E ) p a r  (~M) 

se compose d 'un nombre fini d 'aics simples n ' ayan t  en commun que des extrdmitds. 

Si M eat un  point de (.4) non situ6 sur (E), on peut choisir ($~) de manibre que 

l 'ensemble d6coup6 dana (E) par ((~M) ne contienne aucun point. 

En r6p6tant un raiaonnement classique, on voit qu'il est possible de partager  

(.4) en un nombre fini de parall616pip~des 6gaux par des vari6t6s " paralleles aux 

faces de (.4), de manibre que chacun d'eux d6coupe dans (E) un nombre fini, ou 

peut-~tre nul, d'arcs simples, n ' ayan t  en commun que des extr6mit6s. 

En r6sum6, nous obtenons la proposition suivante. 

Th~or6me I I .  Si un eontinu, situ~ dans un espaee ~ n dimensions, et d'ordre 

bornd par  rapport ~ n directions distinctes, possOde un nombre f ini  de points de 

ramification, il est la somme d'un hombre f ini  d'ares simples reetifiables, n 'ayant en 

commun que des extrdmit~s: s'il n'y a aucun point de ramification, le continu se 

rdduit 5 une ligne .de Jordan sans point  double, ouverte ou fermde. 

Lea Th6or~mes I e t  I I  s 'appliquent ~ fortiori aux continua d'ordre born6. 

7. I1 ne s'agira, dans ce travail,  que de continus d'ordre born6 ayant  un  

nombre fini ~de points de ramification. Un tel continu sera une courbe, au sens 

ordinaire,  s'il est possible d 'ordonner les arcs simple's qui le const i tuent  de ma- 

ni t re  que chacun d'eux air une extr6mit6 commune avec le suivant. On pourra 

exprimer ce fair en disant  que le continu eat unieursifi II sera alors constitu6 

1 S. Janiszewski: Th~se (Paris I 9 I I  ) ,,Sur les continus irr6ductibles entre deux points,,, p, 
63, 64. (I1 faut remarquer que ce que nous appelons point de ramification~ n'est pas en gdndral 
un point simple de S. J.). 

2 Id. Th6or. IX, p. 74. 
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p a r  une  c h a l n e  d ' a r c s  s imp le s  A1A~, A2 As , . . . , "  Ap+i A~, d o n t  l ' e n s e m b l e  f o r m e r a  

u n e  l i g n e  de  J o r d a n ,  a y a n t  u n  h o m b r e  fini  de  p o i n t s  doub le s .  Si  u n  Cont inu  

u n i c u r s i f  a a u  m o i n s  u n  p o i n t  de  r a m i f i c a t i o n ,  on  p e u t  o r d o n n e r  l e s  a rcs  de  

d i f f6 ren tes  man i~ re s ,  t o u t  en  c o n s e r v a n t  l a  p rop r i6 t6  p r6c6den te .  L o r s q u ' a u c u n  

d ' e l l e s  ne  s e r a  impos6e  p a r  l a  n a t u r e  de la  ques t i on ,  on e n  c h o i s i r a  u n e  a rb i -  

t r a i r e m e n t .  

Les  courbes d'ordre bornd s e r o n t  a in s i  d6f inies  d ' u n e  m a n i ~ r e  p u r e m e n t  g6o- 

m 6 t r i q u e :  continus d'ordre born6 ayant un nombre fini de points de ramification, et 

unieursifs. D a n s  c e r t a i n s  cas  i l  p o u r r a  6 t r e  c o m m o d e  de  les  c o n s i d 6 r e r  c o m m e  

des  l i gnes  de  J o r d a n .  I1 r6su l t e  d ' a i l l e u r s ,  de  ce qui  pr6c~de,  q u ' i l  y a i d e n t i t 6  

g 6 o m 6 t r i q u e  e n t r e  les  cou rbes  d ' o r d r e  born6,  e t  les  l i g n e s  de  J o r d a n  d ' o r d r e  bo rn6  

a y a n t  un  h o m b r e  fini  de poin.ts doub les .  

8. J e  va i s  d 6 m o n t r e r  s u r  ces cou rbes  u n  t h 6 o r ~ m e  i n d i s p e n s a b l e  p o u r  

la  sui te :  

Th6or~me I I I .  

A. Si une eourbe d'ordre k, situde dans un espace (~ n dimensions, a k points sur 

une multiplicit6 lin6aire (L),. ~ n - - I  dimensions, ees k points sont simples; 

B. Si, de plus, la courbe est ferm6e, ou bien a ses extr6mit6s hors de (L) 1, elle la 

traverse en chacun des k points. 

C. Sur tout arc ouvert d'ordre k, on peut trouver un arc int~rieur de m~me 

ordre. ~ 

So i t  A B  une  c o u r b e  de  J o r d a n ,  o b t e n u e  en  f a i s a n t  v a r i e r  le p a r a m ~ t r e  t de  

a ~ #. A B  est  u n  c o n t i n u  d o n t  l ' o r d r e  e s t  ce lu i  de  l a  courbe .  A u t r e m e n t  

Si cette condition n'est pas rdalisde, la courbe ne traverse pas ndcessairement (L) aux points 
d'intersection, distincts des extr6mitdsi comme on le v0it sur la fig. I, ci-dessous, off rarc plan 

d'ordre cinq AB -- form6 de quatre demi-cereles - -  ne traverse (L) qu'en deux points. 
2 I1 est essentiel de considdrer une courbe. La fig. 2, ci-dessous montre un continu plan 

d'ordre cinq - -  formd de trois demi-cercles - -  rencontr~ en cinq points par une seule droite. 

Fig. I. Fig. 2. 
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dit, pour  gvaluer l 'ordre de la courbe, on compte les points ggomdtriquement 

distine~s, et non le nombre des valeurs du parambtre. ~ 

J e  fermi les d4monstrat ions darts le plan. On verra comment  elles se g~n~- 

raliseraient. 

SoR d 'abord la premiere partie. 

A. ~~ La  courbe n 'ayant  qu 'un  hombre fini de points doubles, le hombre  

des valeUrs de t, donnant  des points sur (L), est ndcessairement fini, soit ]/. 

On a ~videmment k'-----k. I1 s 'agit  de mon t re r .que  ] / ~ k .  

On peut supposer l 'arc ouvert. Dans le cas contraire, il suffirait de sup- 

primer un arc partiel, n ' ayant  aucun point  sur  (L). Dgsignons par  t~, t2 , . . . ,  tk', 

les valeurs du param~tre correspondant  aux points situgs sur (L), avec a--< t l <  

t~< ... ~ tk, g ~ .  Le nombre des points doubles dtant fini, on peut  trouver,  

pour  chaque valeur t~. ( i :  I, ~, . .  ., ~'), deux valeurs voisines t'i et t"i., (t~ < tf < t:'), 

telles que cbacun des arcs ~t~., ti~' soit simple, air tous ses points autres que 

celui de param~tre t~ d 'un m~me cStg de (L), deux quelconques de ces arcs 

n 'ayant  de point  commun que sur (L). Si t l=a ou tk,~-/?, l 'arc t~ t 1 on tr t k, 

n 'existe pas. 

Dans  le cas off l 'un au moins de ces arcs exi.ste, ce qui aura  lieu n4cessairement 

si l 'arc donn~ A~-B est fermi ,  le nombre total  des arcs t'i~-~i, t~ t~ ~-" est au moins 

~gal ~ 2(k ' - - i )+~:2k ' - -~ ;  dont /c' au moins sont d'un m~me cStg de (L). Une 

parall~ie, situ~e de ee cSt~, et suff isamment voisine de (L), coupera ehacun d'eux. 

Ce qui exige k'--<k, et  par  suite k'-~k. 

A. 2 ~ Supposons maintenant  l 'arc ouvert  et t~-~a, t~,--~fl. Dans  ee cas, 

il y a seulement  2 (k ' --  ~) arcs. Si k' au moins sont d 'un m~me cbt~, on a, comme 

plus haut  k'----k. S'il y e n  a exactement  k ' - -~ de chaque cSt~, on peut  seulement 

affirmer que k ' ~  es~ au plus dgal ~ ]~. Ce qui donne k'=lc, ou bien k ' ~ k +  ~, 

c'est-~-dire un seul point  double. J e  vais montrer  que cette derni~re hypoth~se 

est impossible. 

Choisissons un sens sur (L). Soit I un point  de cette droite, non situ~ sur 

1 are, d~signons par  d et g [d' et  g'] le nombre des ares t: t~, i t i si~u~s au dessus 

[au dessous] de (L), respect ivement  s droite et ~ gauche de / .  On a 

d + g ~ d '  + g ' ~ k ' - -  I. 

1 II r~sulte d'ailleurs de la premiere partie de l'~none~, que pour une courbe ayant un nombre 
fini de points doubles, le r~s.ultat ne serait pas changd. 
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D'autre  part, une droite passant par I, et coupant (L) sous un angle ass~z petit, 

coupera, suivant le cas, l 'ensemble des arcs t~ ti, t~t'/, et par suite AB, en d§ 

ou d'+ g point~ au moins. Ce qui exige 

d + g ' ~ k ,  d'+g<--k. 

Si les deux nombres 

supgrieur s l 'autre, on a 

d +  g', d ' + g  sont distincts, le premier par exemple 

d + g ' > d ' + g .  

Ce .qui donne, en a joutant  membre s membre avec 

d + g ' ~ d  + g', 

2(d + g ' )>d + g+ d '+g'=2(k ' - -1) ,  

, p t ~  
ou encore k'~--d•  et par suite k - - k ,  c'est-'s k ' : k .  

Pour  achever la d~monstration, il suffira de montrer  qu'on ne peut avoir, 

quel que soit I ,  d + g ' : d '  +g. L'une au moins des extrdmitds A par exemple 

est point simple - -  puisqu'il y a au plus un point double. - -  Pour  fixer 

les iddes, supposons que l 'arc t~ t~' soit au dessus .de (L). Lorsque I traverse le 

point A de gauche ~ droite, sans reneontrer  A B  en un autre point, d diminue 

et g augmente d 'une unit~, tandis que d' et g' sont constants. Les sommes d+g' 
et d ' §  g ne peuvent donc rester dgales. 

B. Supposons main tenant  a ~ tl, fl~= tk (on a vu que k"-~k). Considdrons 

les ares t~t~, t~t'i', s'ils sont de part  et d 'autre de (L), l ' a r c A B  traverse la droite 

en ti; s'ils sont d 'un m~me e6t~, je dirai que t~ est un retour sup~rieur ou in- 

f~rieur, suivant qu'ils sont au dessus ou au dessous de (L). 

D~signons par r le nombre des retours sup~rieurs, par r' celui des retours 

inf~rieurs, par O le hombre des traversdes. On a r + r ' +  O : k .  

En eoupant par une parall~le .'s (L), assez voisine et situ~e au dessus, on 

obtient i 'in~galit~ 2 r + O_~ k. D'ofi l 'on d~duit, en comparant  s la relation pr~e~- 

dente, r - - r ' - -<o .  De la m~me mani6re on a u r a r  r ' - - r ~ o .  Ce qui donne 

I r-~r , 2r+O~-k.  

I1 s 'agit de montrer  que r = o .  Supposons r # o .  Comme pr5c~demment prenons 

11--29764. Acta mathematica. 55. Impr lm~le  3 mars  1930. 
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sur (L)" un point / ,  non situ6 sur AB"-', eL d6signons par D ct. G [D' et G'], le 

nombre des retours sup6rieurs [inf6rieurs], situds respecLivement 's droite et s 

gauche de L On a 
wv 

D+ G-~D'+ G :=r .  

D'autre  part  une droite passant p a r / ,  faisant  avec (L) un angle assez petit, coupera, 

suivant le cas, l 'ensemble des. arcs t~t~, t~t'/, et par suite A B, en 2 (D + G ' ) +  0 

ou 2 ( D ' +  G)+ 0 points au moins. Ce qui exige 

2(D+G')+O<--k, 2(D'+G)+O<_k. 

Si les deux hombres D + G' et D ' +  G sont diff6rents, lc premier par cxemple 

sup6rieur s l 'autre, on a 

.D-v G'> D'+ G, 

ce qui donne, en ajout~nt  D +  G' aux deux membres, 

eL par suite, 

2 ( D +  G ' ) > D +  G + D ' +  G ' = 2 r ,  

2r + O < z ( D +  G')+O<k.  

I1 y a impossibilit6 puisque 2 r +  0 = k .  

Pour aehever la d6mons~ration, il suffit donc de montrer  (tue les sommes 

D + G' et D'+ (5- ne peuvent 8tre eonstamment  6gales. Consid6rons un retour 

sup6rieur. Ce point 6rant un point simple de l'arc, lorsque I le traverse de 

gauche s droite - -  sans rencontrer  A B -  D diminue et 54 augmente  d 'une 

unit6, tandis que D' et G' sont invariables. Les sommes D +  G' et D'+ G ne 

peuvent donc rester 6gales. 

C. Etablissons main tenant  la troisiSme pattie. 

Si Fare A B  est d'ordre k, il existe une droite (L), le coupant  en k points 

distincts. Ces poinLs sont simples. D6signons leurs paramStres par t i , . . . ,  tk. 

On a a --< t~ < t~ < .-. < tk < ft. I1 s 'agit de montrer  qu'on p6ut trouver une droite 

eoupant l 'arc t 1 tk en k points g6om6triquement distinets, dont  les paramStres sont 

tous int6rieurs s l ' intervalle (tl, t~). Or eela r6sulte imm6diatement  de l '6tude 

pr6c6dente, dans le cas A. 2", off l 'on a trouv6, quelles que soient les eireonstanees, 
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une droite,  dis t incte  de (L), coupant  Fare  t I t'-'k, en k '  points  au moins g~om4tri-  

quement  distincts. E t  l!on sai t  que k ' = k .  

9. Du  th6orSme qui vient  d 'Stre d6montr6,  on d~duit  fac i lement  les corol- 

laires suivants.  

I. Toute courbe fermde est ,n@essairement d'ordre pair.  

I I .  Soit A B  un arc, obtenu en fa i san t  varier le param~tre t de a 5 fl, si 
! t t  

tout arc t t , intdrieur h A B  e'est-~-dire tel que a < t ' <  t " <  fl - -  est d'ordre k, 

il en est de m~me de A B )  

Io. J e  ~erminerai ce p remier  Cl~apitre par  l '6 tude sommaire  des tangentes  

et des plans osculateurs  aux arcs simples d 'ordre  born6 - -  et m6me '~ cer ta ins  

arcs un peu plus gdn6raux. 

Soit  A B  un arc simple plan rencontr6 par  une droite quelconque en un 

hombre  fini de points. M. Rosen tha l  a 6tabli que cet arc admet ,  en chaque point ,  

une demi- tangente  ~r gauche et une demi4angen te  ~ droite.  ~ Voici une ddmons- 

t ra t ion  directe de cet te propri6t6, qui s '6 tendra  fac i lement  au cas d 'un  hombre  

quelconque de dimensions.  

Soit  M un point  de A B,  (d) une s@ante  quelconque passan t  par  ce point .  

On peu t  t rouver  sur  A~'M un point  P,  tel  que l 'arc  P M  ne rencont re  pas la 

droi te  - -  en dehors de M -  sans quoi la droite  couperai t  l 'arc  e n  une infinit6 

de points.  Ceci pos6, donnons-nous p droites, passan t  par  M, et f a i san t  entre  

el les  des angles 6gaux ~ -.zr I I  existe un arc P v M ,  de A M ,  ne r encon t ran t  
P 

aucune d e  ces droites. Cet  arc sera tou t  ent ier  in td r ieur  s Un angle de sommet  

~ "  M ' M M "  ~ ee M, 6gal s ~ .  Si donc M '  et M "  appa r t i ennen t  s P p M ,  on a < - ;  
P P 

qui prouve l 'existence d 'une  demi- tangente  du cbtd de A. L 'ex is tence  de la demi- 

t angen te  du cSt~ de B s '6 tabl i t  de la m6me mani~re.  Un  th~or~me dfi ~ :~r 

Denjoy  8, pe rme t  alors d 'a f f i rmer  que l : ensemble  des points pour  lesquels ces 

deux demi- tangentes  ne s o n t  pas oppos~es est  d~nombrable  4. Un tel  poin t  est 

un sommet 3 du continu.  

1 I1 s'agit toujours de courbes d'ordre borne. 
Rosentha.1 ~l)ber die Singularit~ten der reellen ebenen Kurven~ Math. Ann. t. 73, I913, 

10." 5 I6. 
8 A. Denjoy ,,Sur les fonctions ~ nombres d6rivds born6es,,. J. de Math. p. et app. t. I, 

I915, 10. I47. 
4 On 10ourrait aussi invoquer un th~oreme de M. Rosenthal. M~m. eit6 10. 5o3 . Ce th~oreme 

nous sera d'ailleurs utile plus loin. 
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On dira qu'un continu, situ6 duns un espace s n dimensions, est d'ordre 

fini, s'il est rencontrd par route multiplicit~ lindaire ~ n - - I  dimensions, en un nombre 

fini, mais pas n6eessairement born6, de points. 

La d~mons~ration pr6c6dente s'6tend sans peine au cas de n dimensions, 

la notion de sommet aussi. On peut done affirmer que 

tout arc simple d'ordre fini admet, en chaeun de ses points, une demi-tangente pour 

chaque c6td; l'ensemble des points pour lesquels ces deux demi-tangentes ne sont pus 

opposdes est au plus ddnombrable. 

Io bi~. C0nsid6rons , d a n s  un espace .s t~ois dimensions, un arc simple d'ordre 

fini AB"-", poss6dan~ une tangente partout ~. Soit M un point de ABP~ ( T ) l a  

~angente en ce point. En remplagan~, duns la d6monstration pr~c6dente, les droites 

(~r par des plans passant par (T), on volt que l ep lan  [(T), M(] a une limite quand 

"M' tend vers M, en ~:estant sur A M .  Cette limite est.le plan osculateur ~ gauche 

en M. L'existence du plan osculateur s droite s'6tablit de la m~me mani6re. 

Ainsi 

Tout arc simple gauche d'ordre fini, ~ tangente partout, admet, en ehaque 

point, un plan osculateur ~ gauche et un plan oseulateur ~ droite. 

Si l'on d6finissait le plan osculateur comme la limite du plan passant  par 

19 tangente et parallble s la tangente en un point voisi~n, on ne pourrait pas 

conclure, car on ne sait pas, en g6n6ral, si la tangente varie c ~ u e m e n k  

C H A P I T R E  II. 

Continus plans d'ordre deux et trois. 

i i. J '6tudierai,  duns ce Chapitre, les continus plans d'ordre born6, et plus 

sp6cialement ceux d'ordre deux ou trois. Ce sont les seuls pour lesquels on peut 

obtenir des conclusions pr6cises sans hypoth~s e suppl6mentaire. Cela t ien t  s ce 

qu'un continu d'ordre moindre que quatre poss~de au plus un point de ramifica- 

tion. Au contraire un continu d'ordre quatre peut en avoir une infinit6. I1 suffit 

de consid6rer, par exemple, deux a rcs  convexes ayant une infinit6 de points 

communs. 

Continus d'ordre deux. 

1 C'est-h-dire tel que les deux demi-tangentes en chaque point aient m~me support. 
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�9 d ordre  deux. Soit (E) i z. Occupons nous, pour  commencer,  des cont inus  ' 1 

uu tel continu. I I n e  p e u t  avoir de point  de ramification. �9 En effet, supposons 

qu'il  en air un, A. Prenons  sur (E) un point  B et tragons la droite A B .  Du 

point  A par ten t  trois arcs simples sans point  commun deux s deux autre que A. 

On peut  prendre  chacun d 'eux assez pet i t  pour  qu' i l  air tous ses points autre~ 

que A d 'un m~me c6t6 de la droite A B  - -  puisqu'ils r encon t ren t  cette droite 

en deux points au plus. Deu~ au moins de ces trois arcs sont d 'un  m~me c6t6 

de A B .  On pourra  alors t rouver  une droite, passant  par  B, coupant  chacun de 

ces deux arc.s en dehors de A. Ce qu i  est impossible. 

P a r  suite 

Tou~ continu d'ordre deux est une courbe de Jordan rectifiable convexe, ouverte 

ou ferrule. 

On peut  appliquer s ce cofitinu les r~sultats d u n  ~ IO. ~Iais il y a, d a n s  

le cas present,  un fair  impor tan t  bien connu:  si la taugente existepartout, c'est:s 

dire si les deux demi-tangentes en chaque point ant mOme support, chacune d'elles 

varie d'une mani~re continue avec ie point de contact, en tournant toujours dan8 le 

m~me sens quand ce point d6erit l'arc. 

13. Je  vais ~tabiir ce  rdsultag. C h e m i n  faisant,  nous t rouverons  quelques 

propr i~t~s  qui nous seront  utiles. Soit  A~'B un arc simple d 'ordre  deux, M un 

point  de cet arc, dist inct  des extr~mitgs. Toute  droite passant  par  M e t  intgrieure 

s l 'angle A M B  n 'a  aucun autre  point  commun avec A B .  (S'il y en avait  u n ,  

A et B ne seraient  pas d 'un  m~me c6t6 de la s~cante [8]). De 1~ r~sulte imm6- 

dia tement  que les deux demi-tangentes en M ne peuvent ~tre can fondues. 

Soit par  exemple J le support  de M T B ,  demi-tangente du c6tg de B. C'est 

la limite de la demi-droite M M ' ,  quand le point  M '  d e  l 'arc ~ / B  tend  vers M. 

Les arcs A M  et M ' B  ont  tous leurs points - -  saul  M et  M' - -  d 'un  m~me c6t6 

de la droite M M ' .  On en d6duit  que deux points quelconques de A B ne peu- 

vent  ~tre de par t  et d 'autre  de d .  L 'a rc  ne t raverse donc pas J en M. S'il 

avait  un  autre  point  sur J ,  ce ne pourra i t  5tre qu 'une extrdmitd [8]. Or ceci 

est impossible,�9 car A B  a des points de par t  et  4 'aut re  de chacune des droites 

M A  et M B .  

t I1 n'y a ~vide:mment pas de continu d'ordre un. 
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Ainsi le support d'une demi-tangente en un point, distinct des extrdmit~s, laisse 

tousles points de l'arc d'un mOme c6td, seul le point de contact est sur la droite. 

Si l'on consid~re la demi-tangente s l 'une des extr~mitds, on arrive s la  

m~me conclusion, sauf que le support de la demi-tangente peut  contenir l 'autre 

extr6mit~. I 1  peut  m6me arriver que les demi-tangentes aux extr6mit6s aient 

pour suppor~ :commun la corde. Je dirai, dans ce cas, que l'arc est excep- 
tionnel. 1 

Soient M-~TA et MTB les deux demi-tangentes en M, supposons d'abord 

leurs supports distincts. I1 rdsulte de ce qui precede, que  l'arc A~'~ a tous ses 

points - -  sauf M -  int~rieurs s l 'angle TA M TB. II existe alors une infinitg 

de s~'cantes, passant par M, et laissant tous les points de l'arc d'un m~me c5t6. 

Si les deux demi:tangentes ont m~me support ,  elles sont opposdes. L'arc 

admet en M une tangente, qui est la seule droite passant par ce point ne tra- 

versant pas l'arc. 

Voici encore une propri5t~ relative aux demi-tangentes, dont nous aurons 

besoin au Chapitre suivant [37]: Un arc non exceptionnel ne peut admettre plus de 

deux demi-tangentes dolt les supports soient concourrants ou parall~les. 

Supposons, par exemple, que les supports de trois demi-tangentes en trois 

points M1, M~, M 3 soient eoncourrantes. La ddmonstration serait la mSme si 

on les supposait parall~les. 

D~signons par 0 le point de concours et supposons M~ entre M~ et M 3 . 

L'arc A B  est tout  entier d'un m~me cSt~ de la droite OM~ - -  car M~ est forcd- 

merit distinct des extrdmitds. Par  suite OM~ e t  OM~ sont des droites distinctes 

de OM~. D'autres part elles ne peuvent ~tre confondues, il faudrait  pour cela 

que M~ et M 3 soient les extrgmitgs de l 'arc; mais celui-ci serait exceptionnel. 

Les supports des trois demi-tangentes 6rant distincts, il y a impossibilitY, car 

l'arc a n~cessairement des points de part et d'autre de l 'une d'eUes. 

De la propridtd prdcddente on d~duit, qu'un arc du second ordre s tangente 

purtout est de seconde classe, sauf s'il est exceptionnel (auquel cas la classe 

est trois)~ 

L'arc dldmentaire de M. C. Juel est un continu du second ordre ~ tangente 

partout, de seconde classe. 

1 On voit facilement qu'un arc exceptionnel ne peu~ 6tre prolong6 d'une manibre quelconque, 
sans cesser d'6tre du second ordre, et qu'il est la somme de deux arcs non exceptionnels. �9 
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I4. 0ccupons-nous maintenant de la continuitd de la tangente. Soit M 

un point de A B ,  M T ~  la demi-tangente du c6t~ de B et MT1 la demi-droi~e 

0ppos~e. On peut trouver sur M B  un point P tel que l'angle T B M P  air une 

valeur aussi petite qu'on veut ~. L'arc M P  est tout entier dans cet angle. 

Ddsignons par MQ la projection de M~'P sur MTB, parall~lement ~ MP.  Q est 

la projection d'un point M' de M~-P, "et l'arc M~'~ est tout entier dans rangle 

TB MM'.  II en rdsulte que la demi4angente en M' du c6td de A, M ' T ' A  ren- 

contre le segment MQ en un point 0', et fair avec M T  1 un angle r  au plus 

dgal  ~ ~. Soit M" un point quelconque de M-M'. Ce point est int~rieur au 

triangle M ' M f f .  On en d~duit que la demi-tangente M " T ]  coupe MO' entre 

M e t  0', et par suite fai~ avec MT~ un angle ~"  moindre que r 

De 1s rdsul~e la propridt~ suivante. 

Si un point M' tend vers M, en restant du eSt~ de B [du c6td de A], la 

demi-tangentr en M'  du c6td de A [du c6t~ de B], tend vers la direction opposde 

li~ demi-tangente en M du c6td de B [du c5t~ de A], en tournant  toujours 

dans le m~me sens, quand M' se ddplace dans le sens B - - A  [A--B]. 

Si les deux demi-tangentes en chaque point  ont m~me supp0r~, elles sont 

opposdes; la demi-tangente pour chaque c6t~ varie alors d'une mani~re continue" 

avec le point de contact , en tournant toujours dans le m~me sens, quand celui-ci 

parcourt l'arc. C'est la proposition dnoncde au n ~ I2, dont j'indiquerai, pour 

terminer, les consequences suivantes, relatives aux arcs du second ordre s tangente 

partou~. 

Si en deux poi~ts MI et M2 les tangentes sont parall~les, il y a entre M~ et 

M~ un point oi~ la tangente a une direction arbitraireme~t donu~e (distincte de la 

tangente en M~). 

Si l'arc A B  est tout entier dans un triaugle A P B ,  il ne peut admettre deux 

tangentes parall~les; autrement il y aurai~ entre A et B u n  point off la tangente 

es~ parall61e ~ la mddiane issue de P, et cette tangente ne pourrait laisser A et 

B d'un m~me c6tg. 

Co ntinus d'ordre trois. 

15. L'dtude des continus du troisi~me ordre va nous retenir plus longtemps. 

Montrons d'abord qu'un tel continu a au plus un point de ramification. 
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En effet, supposons qu'il en air deux, A et B. Du  point A partent  trois 

ares simp.les, sans point commun deux s deux autre que A, qu'on peut prendre 

assez petits pour que chacun d'eux n 'a i t  sur la droite A B que le point A. Deux 

au moins de ces arcs A A ~' ' '  et A'A" sont d 'un  m~me c6t~ de A B. De m~me ii 

existe deux arcs analogues B'B' et B~"B '' situ6s d 'un  m~me c6t6 de AB.  Quelle 

que soit la disposition de ces deux couples d'arcs, on pourra trouver une droite 

distincte de A B, coupant chacun d'eux: Or ceci est impossible, car on peut 

6videmment prendre les arcs assez petits pour que deux couples diff6rents n 'a ient  

pas de point commun. 

Un raisonnement  analogue montre qu'en un point de ramification aboutissent 

au plus quatre arcs. Du th6or~me I I  on d6duit alors qu'un continu du troisi~me 

ordre est formd de un ou deux arcs de Jordan. rectifiables, et pr~sente ndcessaire~ent 

l'une des dispositions fi.qurdes sur les cinq shdmas suivants. 

-lI :[g -Y 

Fig.  i. 

Les trois premiers continus seuls sont unicursifs [7], le premier est u n  arc 

simple, les deux suivants sont des arcs de Jordan  ouver~s ayan t  un point double. 

Dans les cas I I  et I I I  la boucle est d'ordre deux [9]. 

16. Je  vais main tenan t  ~tablir une proprigt6 d e s  arcs du troisib.me ordre, 

qui g6n6ralisera un th6or~me dfi ~ M. CI Juel. C'est la suivante. 

Th6or~me IV. Tout arc d'ordre trois est formd de deux, trois, ou quatre arcs 

d'ordre deux placds bout-a-bout. 

M. C. Juel  a d6montr6 que route courbe g~uSrale du troisi~me ordre a trois 

inflexions. 1 Mais la courbe qu'il consid~re est fermde - -  au sens projectif  - -  et-  

par hypoth~se constitu6e par l a  r6union d 'un hombre fini d'arcs 616mentaires 

(c'est-s d 'ordre deux, ~ tangente  partout). Notre r6sultat  s'applique 's tout  arc 

du troisi~me ordre, dont  tous les points sont s distance finie. Ceci n 'est  pas une 

1 C. Jue l  , , Indleding i L~eren om de gr~fiske Kurver,* (avec r(Jsum6~ fran~ais). M6m. de l ' he .  
Roy. des Sc. et  des Let. de Danemark.  6e S6rie. Sect. des Sc. t. X, n ~ I, I899, p. jo .  (R~sumt! 
frant;ais p. 81). 



Sur les continus d'ordre born6. 89 

restriction, au contraire, car un  arc du troisi6me ordre, au sens adopt6 dans ce 

travail, ne fair pas n6cessairement par t ie  d 'une courbe d'ordre .trois de ]K. C. 

Juel  - -  m6me s'il admet  une tangente  partout.  On le volt faci lement sur l'ex- 

emple suivant .  

Soit OCA un arc convexe, t angent  en 0 s la droite OA, et OC'A' son 

sym6trique p a r  rapport  s 0. L'arc A C O C ' A '  est du troisi6me ordre, et il est 

impossible de le prolonger d 'une mani6re quelconque, sans qu'il devienne d'ordre 

quatre au moins. 

Mais l ' int6r6t de la proposition annonc6e ne se borne pas ~ la g6n6ralisatio n 

de celle de ]VI. C. Juel. I1 en r6sultera, en effet, que 

Si une courbe d'ordre trois admet une tan#e~te partout, celle-ci varic d'une 

mani~re continue avec le point de contact, puisque cette propri6t6 est vraie pour les 

arcs d'ordre deux. Nous ver rons  plus. loin qu'eUe ne pea t  s 'gtendre aux courbes 

d'ordre sup6rieur [2 I]. 

A .l~nonc6 pr6c6derrg on peat  ajouger que la demi-tangente pour chaque c6td 

varie d'une mani~re continue, saul peut-~,tre en trois points qui sont des points de 

rebroussement. Ce nombre peat  6 t re  r6duit s un comme on le verra au n ~ 2o. 

17. Je  feral la d6monstrat ion en deux 6tapes. La  premiere nous conduira 

d'ailleurs h u n  r~sultat int6ressant pour lni-m~me. 

Soit A B  un arc du troisi~me ordre, que nous considSrerons comme un arc 

de Jordan,  (L~) des s6cantes le coupant chacune en trois points. Ces points sont 

simples [th6or. III] ,  soient a~, fli, 7i leurs  param6tres (ai < fl~ < 7;). Je  vais montrer  

que si les arcs a~7~ sont ext6rieurs les uns aux autres lear  nombre ne peat  d6- 

passer  trois, et pour cela 6tablir qu'entre deux quelconques d 'entre eux, il y e n  

a au plus un autre. Les  arcs A"~ et 7i~'B n 'ont  en commun avec' (Li) que ies 

points ai et 7i ~, ils sont  de part  et d 'autre de cette s6cante [Th6or. III] .  D 'aut re  

par t  route droite rencontrant  Un segment ai7i, coupe n6cessairement l 'arc corres- 

pondant  aiTi. I1 en r6sulte que deux droites (Li) ne p~uvent se couper qu's 

l 'ext6rieur des deux segmentes a,'Ti - -  sans qltoi l 'une d'elles aurai t  quatre points 

communs avec l'arc. 

1 l~ous dds ignons  pa r  la  m~me  le t t re  ai ,  /?i, Yi la  va l eu r  du  p a r a m e t r e  et  le po in t  corres- 

pondan t .  Ce q u i  es t  s ans  inconvdn ien t  p u i s q u e  les po in t s  son t  s imples .  

1 2 -  29764. Acta matheraatica. 55. Imprim~ le 3 mars  1930. 
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Soient, a lors  a 1 Yl et, a 3 7s deux arcs, 71 pr~c~dant as. .  Je  dist inguerai  deux 

cas suivant, que le cont,our a, 71 a s 7  s est. convexe ou non. 

I ~ i l  es t  convexe. Nous allons voir qu'i l  n e  peut, y avoir d 'are  a~Ti entre  

al 71 et, as7 s. Supposons qu'il  y e n  air, un, et soit, (Ls) la s6cante correspondant,e. 

Les point,s a, ,  71 sont, d 'un  m~me c6t~ de cet,te droite,  a se t ,  7s Sont du c6t6 

opposg. P a r  suit,e (Ls) rencont,re chacun des segments a 1 7s et 71 as a son int~rieur. 

D~signons respect,ivement par  ~ et, t t l e s  point,s d'int,ersect,ion. L 'arc  71 as ne peut, 

avoir  de point  s l'int,~rieur du quadrilat,gre a 1 71 a3 7s, sans quoi une droit,e passant, 

par  un de ces point,s et r encon t ran t  les segments a 1 71 et, a s7  s couperait, l ' a r c  

a~7 s en t,rois points, en laissant, a 1 et, 7s d 'un  m~me c6t,~, ce qui est. imp0ssible 

[Thgor. III] .  Le segment, a sTs est done par  rappor t  s tt du c6t6 oppos~ g s 

il sera de m~me sens que Ate ou de sens oppos6. Dans le premier  cas, consid6rons 

la droit,e joignant, les milieux de a171 et, as Ts, elle laisse a~ e t a  s d 'un  m~me c6t,~, 

et  comme elle coupe n~cessairement, les arcs ai 71, 71 as et as as, il "y a impos- 

sibilit,6. Si a s 7  ~ ~t,ait, de m~me sens que tt2., on jo indra i t  les milieux de as7  ~ 

et, a s 7s- 

2 ~ Supposons le quadrilat~re a~7~ as Ts non convexe, aj 71 7sas  est alors con- 

vexe .  Comme plus hau t  on verrait, qu 'une s~cante (Ls), t e l l e  que a27 s soit ent,re 

al 71 et, a~ 7s, rencont,re chacun des segments a 1 a set, 71 7s s son int,~rieur. D6signons 

par  ~' et, re' respect,ivement, les point,s d'int,ersection. Si le segment a~ 73 est. de 

m~me sens que re' ~', les quadrilat~res a 1 71 as.Ts et a~ 73 as 7s sont, convexes. En 

effet a 1 7~ re' ~' et  re' 2 /a  s 7s le sont, or les quatre  point's 72 a2 re' ~' sont d 'un  m~me 

c6t~ de (L1) et aussi de (L3). I1 r~sult,e alors de l'~t,ude du cas precedent, qu'i l  

n'y. a pas d 'aut re  a~y~ que a s 7  s ent,re a171 e t  a s 7  ~. Je  vais mont re r  que si a~7 ~ 

est. de m~me sens que ~' re', il y a impossibilR~. Examinons  suceessivement les 

circonst,ances qui peuvent  se produire. 

a) 7s est. ext,6rieur au segment. 4' re'. On pourra i t  alors t rouver  une s~cant,e 

coupant, les segments a17 ~ et, a.~7~ . ,  laissant a 1 et, a~ d 'un m~me c6t,~. Ceci est. 

impossible car  cet~t,e s~cant,e couperait, aussi 7~ as. 

b) 7"~ appar t ien t  au segment. 2/re', mais a~ est ext,~rieur. On couperait, dans 

ce cas par  une sgcant,e rencontrant,  les segment,s as 7s et, a s7  s, laissant, al et, 7s 

d 'un  m~me c6t,6. I1 y a encore contradict,ion, car l 'arc a~ 7s serait, rencont,r~ e n  

t,rois points. 
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c) a s e t  7~ appart iennent  t o u s l e s  deux au segment ~' ~t'. On pourrai t  a lors  

trouver une sdcante rencontrant  les segments a171, a~72, as~,s, et les arcs 7, a2 et 

7, aa. Ce qui est encore impossible. 

La  dgmonstrat ion est doric aehevde. 

Le r6sultat obtenu dans ce numdro peut encore s'dnoncer ainsi: 

Si  l'on partage un are du troisi~me ordre en quatre arcs partiels, l 'un au moires 

est convext. 

I8. I1 est facile main tenant  d'dtablir le th~or~me d u n "  I5. Tout  d'abord, 

on peut t rouver sur A B  un point C, tel que A C soit du second ordre. 1 En effet, 

supposons qu'il en soit autrement .  A B ~tant d'ordre trois, il existe une s~cante 

(L1), le coupant en trois points al,  ill, 71, de mani~re que l 'are a~71 soit int~rieur 

�9 s A B  - -  sans quoi cet arc serait d'ordre deux [9]. De m~me, A a  I ~tant du 

troisi~me ordre, il existe une s~cante (L~), le coupant en trois points as, fl~, 72, 

de mani~re que a s 7~ soit int~rieur 's A al,  et ainsi de suite. On voit qu'on pourra 

former nne  suite infinie de sdcantes (L~-), teUes que les arcs aiyi soient ext~rieurs 

les une aux autres. Or ceci est impossible. 

Soit donc C1 la borne, du cbt~ de B des arcs A C  du second ordre. AC~ 

est du second ordre [9]; et de plus, quel que soit M entre Ca et B, l 'arc A M  

est du troisi~me ordre. On pourra donc former sur A B  u~e suite d'arcs com'exes 

bout ~ bout, ~ 1 ,  C,~_,  e~ (~, . . ., tels que chaeun "d'eux devienne d'ordre trois au~vsi 

neu qu'on le prolonge du cftd de B .  Je vais montrer  qne C4, au plus tard, s e r a  

confondu avec B. 

Supposons C4 distinct de B. Prenons entre Ca et B u n  point C' 4. L'are 

Ca C'4 est d'ordre trois. On peut trouver entre C a et Ca un point C'a, tel  que 

l 'arc C's~"CP~ soit d'ordre t r o i s - -  sans quoi Ca"'C 4 serait convexe. ])e la m~me 

mani~re on pourra prendre successivement entre C~ et Ca, entre C~ et C~, des 

points C'~ et C'~, tels que les arcs C'~ C" 3 et C'~ Ce soient d'ordre trois. On aurai t  

alors, sur A B, quatre arcs cons~cutifs A C'~, C'~ 5.r ~ ( v ,  C, s C'~, du troisi~me 

ordre, ce qui ne peut ~tre. 

En d~finitive nous avons bien obtenu la proposition dnoncde au n ~ I5: 

Les notations sont lea m~mes qu'au n ~ pr~c(!dent. 
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Tout arc du troisi~me ordre est la somme de deux, trois, ou quatre arcs convexes 

plhc6s bout-5-bout. 1 

19. Le thdor~me pr~cddent permet d'op~rer facilement la classification des 

continus d ' o r d r e  trois suivant le nombre et la disposition des arcs convexes qui 

les composent, et de d6terminer, dans chaque cas, les singularit6s e~ la c l u s s e -  

en supposunt que les arcs convexes ont une tungente partout. Je m'en ubstiendrui, 

pour ne pus aUonger la r6duction de ce travail, dont l'ob.~et est surf(mr l'6tude 

des propridt~s diffdrentielles. 

I1 sera pourtant indispensable, pour l a  suite, de considdrer un cas parti- 

culier. 

A 
. 

A: \\ 
A' I 

Fig. 2. 

A 

J 
A' 

]I 

Soient d'abord O~"A et OA"-" deux arcs convexes g tangente partout, assembles 

de manibre g former ce que M. C. Juel appelle une @ine, c'est-g-dire comme il 

est indiqu6 sur la figure ci-dessus. " 

Le n ~ I e s t  un point anguleux de premiere esp~ce, le n ~ I I  un point de re- 

broussement de premiere espdce. Darts les deux cas on peut faire disparaltre la 

discontinuit4 darts la variation de la demi-tangente, par un raccordement. Cette 

operation consiste g prendre deux points A 1 et A' 1 voisins de O, respectivement 

1 I i  f au t  r emarque r  que la  ddcomposi t ion  en a rcs  convexes,  mise  en dvidcnce pa r  l 'd tude  
/ prdc6dente,  p e u t  vari~r  si l ' on  change  le sens de parcours  sur  l 'arc. Comme 

- A / ~ ' x A - ~ -  on le voi t  sur  l a  fig. ci-contrc. 
Dans  le sens  A B ,  on a les arcs A C e t  CB, dans  le sens B A ,  les 

/ C 
# 

I 

arcs B 7 et  7 A.  
On voi t  de p lus  q u ' u n  po in t  C peu t  ~tre in tdr ieur  '~ un  arc con- 

vexe.  (On pour ra i t  m on t r e r  que ceci a l ieu pour  un des p o i n t s  C a u  
plus). 
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sur OA et OA', et ~ remplacer  l 'arc AxOA 1 par  un arc convexe A,A'I ,  t angen t  

en ses extr~mit~s s 0~-A et ~ A ' .  

Ce raccordement  fair  apparal t re  deux inflexions, on voit faci lement  qu'i l  ne 

peut  augmente r  ro rd re  d 'une courbr dont  ferai t  partie A OA'. (On peut  d'ailleurs 

choisir  A, et  A' 1 assez voisins de 0, pour que l 'ordre reste le m~me). 1 

20. Ceci pos~, considdrons un arc A B du troisi~ne ordre, ~ ta~gente partout, 

s a ~  peut-~tre au point O, qui est une dpi~e (S'il y a une tangen te  en 0, l '~pine 

est un rcbroussement).  Je dis qu'on peut me~er h cet arc au plus trois ta~ge~tes 

parall~les ~ une n~ne direction. ~ 

Je  feral  la d~monstrat ion darts le cas d 'un  point  anguleux.  On verra facile- 

ment  quelles modifications de langage il faudra i t  y appor ter  dans le cas d 'un  

rebroussement.  Remarquons  que l'arc ne peut avoir de rebroussement en dehors de 

0. Ce rebroussement  serait  ndcessairement de premiere esp~ce [Th. I I I .  B], an 

moyen de deux raccordements  on fera i t  apparal t re  quatre  inflexions; ce qui est 

impossible. 

Soient Ox et Oy les demi-tangentes en 0 's 0"-A et OB'~, Ox' et Oy' res- 

pect ivement  les demi-droites opposdes. Prenons  sur 0~'~ une point  M, dist inct  

des extrdmitds, et  int~rieur "~ l 'angle x Oy'. Une droite passant  par  M et un 

point de Ox, voisin de 0, coupe l 'arc A B  en trois points distincts des extrdmitgs. 

Pa r  suite la droite t raverse r a r c  en chacun de ces points [Th~or. I I I ] .  I1 en 

r~sulte que les arcs OM et OB sont du cSt~ de Ox et  Oy par  rappor t  "s la droite 

OM, et que l 'arc A M  est de l 'autre.  De la m~me mani~re prenons un point  P 

sur O B ,  dist inct  des extrdmitgs et int~rieur "~ y Ox'. Les arcs A 0 et O P  sont 

du c6t6 de Ox et Oy par rappor t  ~ la droi te  OP, et P~-B est de l 'autre.  En 

faisant  tendre  M v e r s  0, on volt  que l 'arc A 0  est tou t  ent ier  int~rieur ~ l 'angle 

xOy'.  P our  la m~me raison 0~"B est int~rieur s yOx'.  

Je  vais ~tablir ma in tenan t  que l 'arc A B  se compose de trois arcs convexes 

au plus. Supposons que l 'un des arcs 0~"A et 0~'B, le second, pour  fixer les iddes, 

cf. c. Juel, m~m. citd, p. 36 et suiv. -- D'ailleurs la possibilit~ et les propridt6s du 
raccorde~ent r6sultent immddiatement de la proposition (!nonc~e h la fin du no ~2. 
�9 ~ On peut mdme affirmer que l'arc A~-B est de troisieme elasse, saul le cas e.~ceptionnel oi~ 
la corde A Best  tangente aux extr~mit~s de l'arc. 
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ne soit pas convexe. I1 existe alors, sur cet arc, un point C, tel que OC soit 

convexe et devienne du troisi~me ordre aussi peu qu'on le prolonge du cSt~ de 

B. Je  dis que C est un point d'i~flexion. C'est dvident si la tangente  en C est 

confondue avec 0 C (il suffit de prendre P e n  C). Pla~ons-nous dans l 'hypoth~se 

contraire et soit TT '  la tangente  en C. Si ce point n 'est  pas d'inflexion, on peut 

t rouver sur CB un point C', tel que CC' soit convexe, et, p a r  rapport  's TT' ,  

du m~me cSt~ que O C. La droite OC' rencontre TT'  en un point D, tel que 

C '  soit entre 0 et D. L'arc ~ '  dtant par rapport  '2 la droite 0 C '  du m~me 

c5t6 que Ox e~ Oy, CC ' ' ~  est int~rieur au tr iangle CC'D. Si ( ~ '  ~tait d'ordre 

trois, il y aurai t  une s6cante le rencontrant  en trois points, distincts des extrd- 

mit~s. Cette droite couperait  le segment OC' '2 son int6rieur, car elle traverserait  

0 C' en trois points. Or on volt imm~diatement qu'une droite,-men~e par un point 

int6riear au segment 0 C', rencontre chacun des arcs 0t'G ,* et (J~' en un point au 

plus. I1 ..7 a donc impossibilitY. 

Si donc l 'un des arcs, OB par exemple, cst du troisi~me ordre, il y a sur 

cet arc un point C tel que 0 C  soit convexe, C ~tant un point d'inflexion. Je  

dis qu'alors les arcs OA et CB sont convexes, ce dernier admet tan t  au plus une 

tangente  parall~le s une direction donnr 

Faisons dispara~trc la discontinuit~ dans la variation de la demi-tangente 

en 0, par un raccordement A 'B ' ,  B '  6rant choisi entre 0 et C. Nous obtiendrons 

ainsi, .sur A B, trois inflexions A', B' et C. Or un arc convexe de A B  ayant  

pour extr~mit~ droite une inflexion devient du troisi~me ordre aussi peu qu'on 

le prolonge vers la droite. I I e n  r6sulte que les quatre arcs A"A', A '~ ' ,  B ' ~ ,  

F 1 t CB sont convexes t~8j, et ccci quels que soient A' et B ,  AO et ( )C le  sont donc 

aussi [9]. 

Comme C est un .po in t  d'inflexion, G ~  est par rapport  's TT '  du cSt6 oppos6 

"s OC. On en d6duit que CB est int6rieur au tr iangle COB. Par  suite il admet 

au plus une tangente  parall~le '~ une direction donn(~e [14]. 

Il suffit donc, p o u r  achever la d6.monstration, d'6tablir que si A"O et O~'B 

sont conve~;es, on peut mener ~ A B deux tangentes  parall&les au plus. C'est ce 

que nous allons faire maintenant .  
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On a vu que A O et OB sont respec t ivement  intdrieurs s x Oy' et y Ox,  

par  suite aucun d 'eux n 'es t  except ionnel . -  D ' a u t r e  pa r t  on volt  imm6dia temen t  

que 0"B n ' a  aucun point  .commun avec la droite OA, et  se trouve,  par  r appo r t  

?~ cette droite,  du mgme cbt@ que OA. I1 en r6sulte que le segment  A B  rencont re  

les demi-droites Ox et Oy en deux points  que je d6signerai pa r  a e t  fl, a e s t  

entre  A et ft. S i  OA et OB sont  respec t ivement  in t6r ieurs  aux  t r iangles  A aO 

et B#O, la propridt6 est vgrifi6e [I4]. Dans  le cas contra i re  l 'un an plus des 

arcs OA et OB le second, par  exemple,  a des points  ext6rieurs au t r iangle  corres- 

pondan t  , sans quoi la corde A B  couperai t  l ' a rc  en quat re  points.  Supposons  

qu 'on  puisse mener  �9 t angen tes  parallbles s une direct ion (L). Comme OA 

ne peu t  admet t re  denx t angen tes  parallbles, OB en possbde ndcessairement  deux - -  

puisque OB n 'es t  pas except ionnel  - -  et OA la troisi~me. Soit B' le poin t  de 

OB off la t angen te  est  parall~le s la corde OBI B' est compris  entre  les points  

de OB off la t angen te  est parall~le s (L) [I4]. P a r  suite la parall~le ~ cet te 

direction, men~e par  0, appa r t i en t  s l ' angle  y OB3 I1 en r6sulte que si, pa r  un 

point  M de A 0, dis t inct  des extr6mit6s,  et pa r  cons6quent  intdrieur  au t r iangle  

AOa, on mbne la parall~le ?~ (L), cet te droite  rencont re  le segment  OA entre  0 

et A. Elle ne peu t  donc @ire tangente .  

C. q. f. d. 

2 :. Je  te rminera i  ce Chapi t re  par  l ' exemple  d 'une  courbe du quatri~me ordre, 

sans rebroussement, dont la tangente, existant parlour, J~e varie pas d'une mani~re 

continue. 

Considdrons un  segment  LB: et son mil ieu An. Tra~ons les deux demi- 

cercles (a) et ({/) ayan t  respe:ctivement pour  diamStre LAa et LBa, et situds d 'un  

re@me cSt~ pa r  r appor t  ~ LB:.  Soit 0 le 'centre de (a). De  Ba menons  la t angen te  

(a), soit A 2 le point  de contact .  Le :rayon OA~ coupe (/3) en B~. De  B2 me- 

1 En effet, soit /) un point de 0 B', 0 t la demi-droite parallele et de m6me sens ~ la demi-" 

tangente en P, du c6t6 de B. Lorsque P d@crit 0B' ,  0 t  tourne dans le re@me sens en partant 

de Oy pour arriver sur OB, et non sur la direction oppos@e, car 0"B' est tout entier dans le tri- 
angle form@ par la tangente en B', Oy ct OB'. I1 en r@sulte que Ot reste bien d~ns rangle 

moindre que 7~, form@ par Oy et OB, sans quoi Ot passerait par deux positions oppos@es, et OB' 
admettrait deux t.angentes paralleles, ce qui est impossible. 
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nons la tangente g l'arc A2/5. de (a), soit A~ le point de contact. Le rayon OA~ 
coupe (fl) en  B3, et ainsi de suite. Nous formons de cette mani6re un contour 

polygonal AiB 1A~B~... AnB,.. . ,  ayant pour point limige L. On volt sans peine 

qu'une sgcante coupe ce contour en quatre points au plus, g moins qu'elle ne 

soit confondue  avec le support d'un des cSt6s, auquel cas elle coupe le contour 

en moins  de deux points en dehors de ce Cbt6. - -  I1 suffit, par exemple, de 

consid6rer les s6cantes issues d'un point I de la droite LBI, en examinant 

tous les .cas possibles: I ext6rieur g LBI, I entre L et O, I entre O et B1, et 

les-ces interm6diaires. Pour les s6cantes parall61es g LBt, il n ' y  a pas de 

difficul-t6. 

Soit maintenant (li) l'are de parabole bitangent aux droites Ai Biet Ai+l Bi, 
en Ai et Ai+i. Consid6rons l'arc ($), form6 par la r6union de (Z1) , (Z.2),... 

(Z~),..., auxquels on ajoute le point (L). Cet are est d'~)rdre quatre, car une 

s6cante ne peut reneontrer un ($i) sans couper la ligne bris6e AiBl A~+i en un 

nombre 6gal de points. 11 y a exception pour les droites portant un c5t6 du 

eontouri mais de ee qui pr6c6de il r6sulte que ees droites eoupent (Z) en trois 

points au plus. 

L'are ($) poss6de une infinit6 de points anguleux de premi6re esp6ce A2, 

A~, . . . ,  An, . . . ,  qu'on peut faire disparaltre par des raccordements. On obtient, 

en d6finitive, un arc (Z')du quatri~me ordre g tangente partout. Au point L la 

tangente est perpendiculaire s LA1, or il y a des ~angentes parall61es g cette 

droite, dont les points de contact sont aussi voisins de  L que l'on veut .  

22. N0us avons  donc 6tabli que, contrairement g ee qui a lieu pour les 

courbes d'ordre moindre, un arc simple du quatri6me ordre peut avoir une 

tangente partout, sans que celle-ci varie d'une mani6re continue avee le point de 

contact. 

Dans l'exemple prdc6dent, la tangente est discontinue au seul point L. I1 

serait int6ressant de d6terminer, dans ie cas g6ndral, la nature de l'ensemble des 

points off la tangente est discontinue. P o u r  un are simple du quatri~me ordre 

(g tangente partout) eet ensemble n'est dense sur aueun are partiel. 1 I1 est pro- 

bable que [a propridt6 se conserve pour les ares d'ordre sup6rieur. 

t Sur tout arc simple d'ordre quatre, il y a un arc partiel d'ordre deux. 
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C g A P I T R E  I I I .  

Continus gauches  d ' o rd r e  trois et quatre. 

23. L '6tude complete des .continus gauches d ' o r d r e  assez pet i t  pour  que 

leurs ramifications soient n6cessairement en nombre  fini, para l t  plus difficile que 

celle des continus plans d 'ordre  deux et trois, et demandera i t  de nouvelles re- 

cherches. On peut  cependant ,  par des project ions convenables, d~duire des r@ 

sultats obtenus plus haut ,  des propri6t6s importantes  pour  les continus des troi- 

s l ime et  quutri~me ordre --- il n 'y  a 6videmment pus de cont inu gauche d 'ordre  

deux - -  ces propri6t6s, qui por teront  sur la t angente  et sur le plan osculateur, 

font  l 'objet  du pr6sent Chapitre.  On y t rouvera,  en particulier,  l '6nonc6 des 

conditions s t r ic tement  n6cessaires pour  qu 'un cont inu d 'ordre  trois soit un are 

dldmentaire gauche ~ de M. C. Juel,  c'est-s poss~de une tangente  et un  plan 

osculateur  var iant  d 'une mani~re cont inue avec le point  de contact.  

24. I1 sera commode pour  l a  suite, d '6tudier  d 'abord les propri6t6s des plans 

tangents  s un  cbne d 'ordre trois au plus. 
. 

Consid4rons un are simple (1) et un point  S ext6rieur ~ l 'arc. Le cbne 

[(l), S] est l 'ensemble des droites .~oignant les points de (l) au sommet S. Le c6ne 

sera dit simple, si aucune corde de (l) ne passe par S. L 'ordre  d 'un  cbne sera, 

par  d6finition, la limite sup6rieure du nombre de ses g6n6ratrices contenues duns 

un plan quelconque passant  par  son sommet. 

Ceci pos6, on volt imm6diatement  que: 

I ~ Si ~(l) - -  plan ou gauche - -  es~ d 'ordre  /c, le c6ne [(1), S] es~ d 'ordre  

k au plus; si (1) et S appar t iennent  s un m~me arc d 'ordre  )~, le cSne est d 'ordre 

k - -  I uu plus, 

2% la section d'une" c6ne d 'ordre  k, par  un plan ne eontenunt  pus le sommet ,  

qui n 'es t  purull~le s uucune g6n6ratrice, est un  a r c  d 'ordre  k, sans point  ~ l 'in- 

fini; si de plus le cSne est simple, l 'urc est simple. 

En pa r tageun t  au besoin (l) en arcs pa~iels~ et en coupunt  les cSnes 

obtenus p a r  des plans convenubles, on seru, pour  chacun d'euxl duns le cas pr6c6- 

dent, ce qui permet  de d6duire des n ~ Io e t I 6 ,  les propositions suivantes. 

Un cSne simple d'ordre bornd admet un plan tangent, sauf  peut-~tre le long 

d'une infinit~ d~nombrable de gdn~ratrices au plus. 

C. Juel ,>Die gewundenen Kurven vom maximal lndex'auf e. Regel ft. zw. Ordnung,,. Mdm. 
de l'Ac. Roy. de Danemark. Sect. des So. 8% S. t. I1, n ~ . 5, P. 28o. 

1 3 -  29764. Acta mathematica. 55. I m p ~ J m 6  le 4 m a r s  1930. 
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Si un cSne .u:mple, d'ordre deux ou b'ois, posst)de un plan tangent partout, 

celui-ci varie d'une maggiore continue avecla gdn~ratrice. 

25. II r~sulte de la proposit ion pr~c~dente, que la continuitd de la t angente  

"~ un arc du Sroisi~me ordre au plus, ayan t  une tangente  parlour,  subsiste si ]a 

courbe a des points s l'infini. 

Avant  d 'aborder  l 'dtude des continus gauches du troisi~me ordre, je voudrais 

indiquer  rap idement  de quelle mani~re on peut, plus g~n~ralement, gtendre aux 

continus projectifs pla~s d'ordre  born5 - -  auxquels il a ~t6 fair allusion au d6but 

de ce t ravai l  ~ les r~sultats ob~enus pour  les eon~inus born~s. On passera par  

l ' interm6diaire  des faisceaux continus de droites concourrantes. La  d6finition de 

tel  faisceaux est calqu~e sur celle des continus plans, en rempla~ant  les notions 

de point  et  de distance, respect ivement  par  celle de droite passant  par  un. point  

fixe - -  le sommet - -  et d'angle. L 'ordre  d 'une faisceau est la limite sup6rieure 

du hombre de ses droites, sinuses dans un plan quelconque, con tenant  le sommet. 

Un cont inu project i f  plan d 'ordre  ]~ sera par  d6finition la section plane d 'un  

faisceau cont inu de m~me ordre. 

Ceci pos~, voici comment  se fern l 'extension. En ra i sonnant  comme au 

a ~ 2, on montre  faci lement  qu 'un tri~dre d~coupe dans un  faisceau cont inu de 

m~me sommet,  et d 'ordre  ~, un nombre limit6 - -  infdrieur 's $ k -  de faisceaux 

continus, et exceptionneUement de droites isol6es. La  trace de chacun de ces 

faisceaux s u r u n  plan coupant  les trois ar~tes du tri~dre - -  et non leurs pro- 

longements  - -  en dehors du sommet, sera un cont inu plan auquel s 'appl iqueront  

les rdsultats des Chapitres pr~cgdents. 

Je  n'insis~e pas, et je passe "s l 'dtude des continus gauches du troisi~me 

ordre. 

Contim~s" gauches d'ordre trois. 

26. Soit (E) un tel continu. Je  dis qu'il  n 'a  pas de ramification. En effet, 

supposons qu'il  en air une, en A. Prenons  sur ( E ) d e u x  points B et C; ils 

ddterminent  avec A u n  plan (P) - -  car (E) ne peut  dvidemment avoir trois points 

align6s. En A abou t i s sen t ' au  moins trois arcs simples, sans point  commun deux 

deux autre  que A, et qu 'on peut  choisir assez peti ts  pour  que chacun d'eux air tous 

ses points, distincts de A, d 'un  m~me c6t~ du plan - -  puisque ces arcs ont  avec 

le plan trois points communs au plus. Deux au moins sont d 'un  m6me cStd de 

(P), on pourra  donc t rouver  un plan, passant  par B C, et coupant  chacun de ces 

arcs en dehors de A, c'est&-dire (E) en quatre  points, ce qui est impossible. 

On dgdui t ' a lo rs  du Th~or~me I [  et des n ~ 9 et ~o, que 
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Tout continu .gauche du b'oisi~me ordre est un arc simple rectifiable ouvert, 

ayant une tangente sauf  aux points d'un ~semble au plus d6nombrable. 

On peut m~me affirmer que s/ la tangente existe partout, elle varie d'une 

mani6re continue. 

27. Pour le d6montrer, je vais commencer par 6tablir deux propri6t~s des 

tangentes '~ un arc gauche d'ordre trois. Ces propri6t6s nous servirons aussi 

dans l'6tude du plan osculateur, les voici: 

Soit A B  un arc du troisi~me ordre ('~ tangente p a r t o u t . -  C'est-&-dire tel qu'en 

chacun de ses points les deux demi-tangentes aie~t m~me support 1 -- 

I ~ la tangente en un point compris entre A e t  B ~e peut rencontrer l'arc en 

dehors des extr6mit~s, 

2 ~ l'arc ne peut avoir deux tangentes da~s un m~me plan, dont les points de 

contact soient co~pris entre A e t  B. 

Nous utiliserons une remarque 6vidente: 

Si un plan variable (Q) a pour limite un plan (Qo), deux points fixes situ6s, 

quel que soit (Q) assez voisin de (Q0), d'un m~me c6t6 [de par~ et d'autre] de (Q), 

ne peuvent 6tre de part et d'autre [d'un m~me c6t6] de (Qo). 

I ~ Consid6rons d'abord la premiere partie. Supposons que la tangente 

en un point P, distinct des extr6mit6s, rencontre l'arc en un point / / ,  situ6, 

par exemple, entre P e t  B. Prenons sur l'arc PP~-" un point P", entre P et P', 

il d6termine avec eux un plan (Qo)- Ce plan traverse l'arc en P, P"  et P' [Th6or. 

III]. Par  suite deux points M1 e t  M 2 respectivement int6rieurs aux arcs A P e t  

P_P" sont de part et d'autre de (Q0). Je dis que ceci est impossible. En effet, 

soit M un point de l'arc voisin de P. Lorsque M tend vers P, le plan (Q), 

passant par M, P e t  P"  a pour limite (Q0). Or (Q) truverse A B  en chacun des 

points M, P e t  P". Par suite, si M est assez voisin de P, les points /V/~ et 

M~ sont d'un mgme c5t6 de (Q), ils ne peuvent donc ~tre de part et d'autre 

de (Q0). 
2 ~ Passons maintenant s la seconde partie. Supposons que les tangentes 

en deux points P e t / z  distincts des extr6mit6s, soient dans le m6me plan, P'  6taut, 

par exemple, entre P e t  B. D'apr~s ce qui pr6c~de, les tangentes en P e t  P '  

ne peuvent ~tre ni confondues, ni l'une contenir le point de Contact de l'autre. 

Elles d6terminent un plan (R0). Soient M~, M~, Ms, trois points de A~-B res- 

i L ' e x i s t e n c e  d e  p o i n t s  de  r e b r o u s s e m e n t  n ' e s t  p a s  ~car t~e  ~ p r io r i .  N o u s  v e r r o n s  a u n  o 2 9 

q u ' i l  ne  p e u t  y en  avo i r .  
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pectivement int~rieurs aux arcs A"P, P~'~, p--7~, et situ6s en  dehors de (R0). 

Prenons sur A B un point M v0isin de P. Quand M tend vers P, l e  plan (R), 

d6fini par les points 2~1, "P, P '  a pour limite (Ro) - - c a r  l~ tangente en xP ne 

passe pas par P'. - -  Or A-B traverse (R) en chacun des points M, P, P'. Par 

suite, si M est assez voisin de P, M 1 et M s sont d'un mgme cbt~ de (R) et M~ 

de l'autre. Les points M 1 et M 2 sont donc d'un m~me c6t6 de (R0) et Ma de 

l'autre, puisqu'aucun d'eux n'est sur le plan. En intervertissant le rble de P 

et P '  on trouverait que M 1 et M~ sont de part et d 'autre de (R0). I 1  y a donc 

~ontradiction. 

II rdsulte de la proposition qui v ient  d'etre 6tablie, que, s l'int6rieur de 

A B "A', "il ne peut y avoir deux points s tangentes " paralleles. I1 y a donc au plus 

un point A'  [un point B'], off la tangente est parallble s la tangente en  A [en B]. 

On voit alors qu'il est possible de partager A B en quatre arcs partiels, de mani~'e 

qua chacun d'eux ne puisse avoir deux tangentes parallOles, les" ta~gentes aux extrd- 

mitds comprises. 

28. La continuit6 de la tangente s'dtablira ais~ment. Soit encore A ~  un 
r �9 , x  arc du t Olsleme ordre s tangente partout, et _Pun point de Cet arc. Prenons 

sur A B deux points S e t  S' distincts de P, et situds en dehors de la tangente 
I 

en ce point. D'aprgs la premiere propri6td dtablie au n ~ prdcddent, on peut trouver 

un arc partiel (1)~ de A'B, ayant ]e point P gt son intdrieur - -  ou bien, si P e s t  

eonfondu avec A ou B, comprenant le po in t  P - -  et tel que la tangente en un 

point quelconque de (l), ne passe ni par S ni par S'. Le plan tangent au cbne 

[(/), S], en chaque point M de (1), est donc bien d6termind par la tangente s (l) 

en ce point et la gdndratrice S M .  Or [(l], S] est un ebne simple du second ordre; 

par suite ce plan tangent varie d'une mani~re continue avec S M  et par cons6quent 

avec M. I1 en est de m~me du plan t angen t  au cSne [(l), "S']. Si l'on a pris 

S' en dehors du plan tangent ~ [(/), S] en P, les plans tangents en ce point aux 

deux cbnes sont distincts, et l'on peut choisir (l) assez petit, pour qu'il en soit 

de mgme en un point quelconque de (l). E n  d@nitive, lorsque M pareourt (1), 

les plans tangents en ce point aux deux cbnes sont distincts et varient d'une 

manibre continue, par suite leur intersection, la tangente ~ (l). 

29. Prenons (!) assez petit pour que  la trace (2) du cSne [(/), S] s u r u n  

plan (H), perpendiculaire s SP, et ne passant pas par S, n'ait pas de point 

l'infini. (;~) sara un arc convexe s tangente partout. En chaque point M de (1), 
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menons la demi-tangente MT,  dans le sens de A vers B, par exemple. Sa per- 

spective, du point S, sur (H), est la demi-tangente s (4) pour un ebt6 d6termin6. 

Celle-ci variant d'une mani~re continue [I4], il e n e s t  ndcessairement de m~me 

de MT, car le support de cette demi-droite varie continuement et ne passe ja- 

mais par S. 

En r6sum6 

Si un arc gauche du troisi~me ordre poss~de une tangente partout, la demi- 

tangente pour chaque cbt6 varie d'une mani~re continue avec le point de contact. 

I1 en rdsulte qu'un tel arc ne peut avoir de rebroussement, ce qui est vrai 
" " ,  ~  

d'ailleurs pour tout arc du trOlsleme ordre. On le volt imm6diatement en faisant 

une perspective d'un point de l'arc. 

30. Occupons-nous du p lan  osculateur. Je  supposerai dor6navant que l'arc 

A~-B possbde une tangente Partout. On salt [Io bi~] qu'il existe en tout point de l'arc 

un pla n osculateur pour chaque cSt~. Ces plans traversent la courbe au point de 

contact. Ddmontrons-le pour le plan osculateur s droite, par exemple. Soit M 

un point de A B, M T  la tangente  en M, et M' un point de MB. Le plan 

oseulateur s droite est la limite du plan [MT, M'], quand M' tend vers M. 

Prenons un point M" entre M et M'. L'are traverse le plan (MM" M' )aux  

trois points M, M', M ''1 [Thdor. !II]. Si l'on fair  tendre M"  vers M, M'  restant 

on obtient le plan [MT, M'], rapport auquel les arcs et 

sont d'un m6me c5t6, M'B 6tant du c6t6 oppos6. I1 suffit ensuite de faire tendre 

M' vers M. 

31. On d6finit encore l e  plan osculateur ~ droite [s gauche] en un point 

M, comme la limite du plan men6 par !a  tangente M T ,  parall~lement ~ la tan- 

genre ell un point voisin, pris ~ droite [s gauche]. Je  vais montrer que, pour 

un are du troisi~me ordre ~ tangente partout, eette d6finition est 6quivalente 

celle adopt6e plus haul [Iobi~]. 

Projetons orthogonalement A~'B s u r u n  plan (//), perpendiculaire s MT,  et 

d6siguons la projection d'un point par la minuscule eorrespondante. La trace 

du plan oseulateur s droite en M -  consid6r6 comme limite d'un plan [MT, M'] 

- -  sur le plan (H), est le support de la demi-tangente mO en m, l'arc rob. 

On peut choisir sur M B  un point Mll tel que l'arc MM~ n'ait, en dehors de 

M, aucune tangente parall~le ~ MT.  I1 en r6sulte que l'are mm~ est un are du 

1 M es$ distinct de A, sans quoi la question ne se poserait pas, 
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troisi~me ordre s tangente parlour, celle-ci varie donc d'une mani~re continue. 

Par  suite m' t '  tend vers mO quand M'  tend vers M. Or le plan men6 par M T  

parall~lement ~ M' T' a pour trace sur (II). la parall~le ~ m' t' men6e par M. 

Cette trace a donc pour limite toO. 
, �9 , 

32. Cette seconde ddfinition du plan oscnlateur, par la conslderahon de 

l'indicatrice des tangentes, va nous conduire s des rdsultats importants. Je sup- 

poserai que l'arc A B  admet au plus une tangente parall~le ~ une droite donn6e - -  

s'il en dtait autrement, ou a vu au n ~ 27, qu'on pourrait le partager en quatr e 

arcs partiels jouissant de cette propridt~. 

Ceci posd, menons par un point f ixe 0, l evec t eu r  0re dgal au vec~ehr 

unitaire de la demi-tangente s droite en M - -  pour le  point B, on prendra le 

veeteur opposd au vecteur unitaire de la demi4angente s gauche. -:- Ce~te demi- 

tangente variant d'une mani~re continue avec M, le point ~ ddcrit un arc aft: 

l'indicatrice des tangentes. Comme A B  n'admet pas deux tangentes parall~les 

aft est un arc simple, et le cbne [aft, 0] un c6ne simple. De plus la correspom 

dance M et tt dtant biunivoque et continue dans le sens M--re, est bicontinue. 

Cette remarque nous servira au n ~ suivant. 

Le plan osculateur s droite [s gauche] en M est paral!~le au plan tangent 

s droite [s gauche] au c6ne [aft, 0], le long de la g~n~ra~rice du point re. Je  

dis que ce c6ne est au plus du qu~tri~me ordre, c'est-s que l'arc A B  admet 

au plus quatre tangentes parall~les ~t uu m~me plan. I1 rdsultera alors  du n ~ 24,  

que l'ensemble des points pour lesquels les deux plans osculateurs sont distincts est 

au p~us ddnombrable, et cette propri~t~ sera vraie pour un arc quelconque du 

Croisi~me ordre s tangente partout. 

Supposons qne l'arc A B  admette cinq tangentes parall~les ~t un m~me plan. 

SoR M le point de contact de l'une d'elles, distinct des extrdmitds. Comme au 

n ~ prdegdent, projetons orthogonalement l'arc A~"B sur un plan (H)perpendiculaire 

s M T ,  et conservons les m~mes notations. A B  n'ayant qu'une seule tangente 

perpendiculaire s (//), sa projection ab poss~de en tout point autre que m deux 

demi-tangentes oppos~es. Soient mO et mO' les demi-tangentes en m, ce sont les 

traces des plans osculateurs; par suite eUes sont travers6es par a~-b. D'autre part 

elles ne peuvent ~tre opposdes, car au voisinage de M les points de A~'B sont 

d'un m~me c6td du plan tangent en M, passant par un autre point de l'arc, 
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distinct des extrgmitds [27.1~ Le point m est donc une dpine pour a'-b. Cette 

projection se  trouve alors dans les conditions du n ~ 2o. Pa r  suite on peut lui 

mener au plus "trois tangentes  par~ll~les, et par consdquent A'B ne peut admettre  

plus de trois tangentes  parall~les s un  plan perpendiculaire s (T/), en dehors de 

M T .  I1 y a doric contradiction. 

On ddduit  encore de cette dtude la proposition suivante 

�9 S'il existe en un point M, unseu l  plan tangent traversd par la courbe, c'est le 

vlan osculateur unique en ce point, et rdeiproquement. 

En effet, darts ce cas, l 'dpine en m est ndcessairement un rebroussement. 

33. Pla~ons-nous main tenant  dan s l 'hypoth~se off les deux plans oseulateurs 

en chaque point sont con fondus. Si le c6ne [aft, 0] est du troisi~me ordre, son 

plan tangent  en /~ varie d 'une mani~re continue avec ce point [24], et par suite 

avec M. I1 en r5sulte que le plan osculateur en M ~ A~-B varie d'une rnani~re 

continue avec le point de contact. 

Je  vais montre~ qu'on peut partager  l 'arc A B  en un nombre fini d'arcs 

partiels A"-L1, L 1L~, . . . ,  tels que les e6nes correspondants [~'~1, 0], [~1~, 0 ] , . . .  

soient au plus du troisi~me ordre. La  continuitd du plan 0sculateur sera alors 

~tablie pour un arc quelconque du troisi~me ordre, car l 'hypoth~se relative s 

A B ,  formhl~e au ddbut d u n  ~ pr~cddent - -  s savoir que cet arc admet au plus 

une tangente  parall~le ~ une droite donn~e - -  n 'apporte aucune restriction [27]. 

I1 faudra  ddmontrer une proposition pr~liminaire, intdressante d'ailleurs par 

elle ^ �9 meme: 

Si A B  admet quatre tangentes parall~les ~ un plan (P), aux points M1, M2, Ms, 

M~, et .quatre tangentes parall~les ~ un plan (P'), aux points M'~, M'2, M'~, M'4, 

les M e t  lev M'  dtant sur A B  dans l'ordre des indices, les arcs Mx Ma et M' tM'~ 
ne peuvent Otre sans point commui~. 

Supposons qu ' i l  en soit autrement,  e t  que les points soient, par exemp!e, 

dans l 'ordre Ma, M~, Ma, M~; M'a, M'~, M'n, M'~, de A v e r s  B. Je  vais montrer  

que e'est impossible. 

Remarquons d'abord que les directions des plans (P) et (P') sont distinctes, 

car l 'arc ne peut avoir' hui t  tangentes  parall~les s un mSme plan [32]; soit (J) 

leur intersection. 

L'are A B  n'a aueune tangente'parallOle ?~ (J);  en effet, s'il. y e n  avait  une, 
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son point de contact ne pouvant 6tre s la lois un Mi  et un M'j, A'B aurait cinq 

tangentes parall~les ~ (P) ou ~ (P') [32]. 

Projetons or~hogonalement A~-B s u r u n  plan (H) perpendiculaire s (A). Nous 

obtiendrons un arc du troisi~me ordre ab, que nous considdrerons comme l'arc 

de Jordan d6erit par la projection m d'un point M parcouramt A B .  Cet arc 

ab est form6 au plus de quatre arcs convexes s tangente partout (ll), (4), . . . ;  il 

admet de plus quatre tangentes parall~les s la trace (p), de (P) sur (H), aux points 

mi, et quatre tangentes parall~les s la trace (p'), de (P') sur (T/), ~ux points m~. 

Ceci pos6, je dis que deux points mi - -  ou m'j - -  ne peuvent ~tre sur un 

m~me arc (1). En effet, si mi et mi+l, par exemple, appartenaient ~ un m6me 

arc, il y aurait entre eux un point s tangente parall~le s (p') [I4], et par suite 

sur A~'B un point, entre M~ et Mi+l ,  par cons6quent distinct des M'j ofi la tan- 

gente serait parallble h (P'). 

Chaque groupe de points m~., m'j demande done a u  moins quatre arcs (/), 

c'est-s sept en tout - -  car un m~me arc peut contenir m~ et m'l. - -  I1 y a 

done impossibilit6. 

34. La d6monstration s'ach~vera facilement. Pour simplifier, je supposerai 

qu'il existe un plan passant par 0, et ne contenant aucune des g6n6ratrices du 

cbne [~-fl, O], de sorte que sa trace s u r u n  plan parall~le (~') sera un arc simple 

a~-~ du quatri~me ordre au plus. S'il en 6fair autrement, on partagerait A~'B 

en un nombre fini d'arcs partiels satisfaisant ~ la condition pr6c6dente. Ce qui 

est 6videmment possible s cause de la continuit6 de la tangente. 

P ~P I1 s'agit de montrer que a se compose d'un hombre fini d'arcs du troi- 

si~me ordre au plus. La colwespondance entre le point M de A B  et le point/~' 

de a ~ ,  off la g6n6ratrice O Iz perce le plan (~r'), 6rant biunivoque e~ bicontinue 

[32], la proposition dtabtie au n ~ pr6c6dent peut s'6noncer ainsi: 

Soi~ ~' un .point de a~'., distinct des extrgmitds, l 'un des arcs a~", ~-7"~, est 

au plus du troisibme ordre [Th. I I I .  c]. 

Donnons s ;~' nne position par~icuHgre, et pour fixer les id6es, supposons 

que Fare d'ordre" trois au plus soit a '~ .  D6signons par ~'0 la borne du c5t6 de 

fl' des points ~' pour lesquels a ~  est d'ordre moindre q u e  quritre. L'arc a';t'>o 

est au plus du troisi~me ordre [9]. D'autre par~, si 7' est un point quelconque 
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de A'0fl', l 'arc a'j est au moins du quatri~me ordre. Pa r  suite est ndce~- 

sairement d'ordre inf6rieur s quatre. I1 en r6sulte que l 'arc g'ofl' est au plus 

du troisibme ordre. La  d6monstration est achev6e. 

35. Si nous r6sumons les propri6t6s diffdrentielles obtenues, jusqu'~ pr6sent, 

sur les continus gauches du. troisi~me ordre, nous obtenons l'6nonc6 suivant. 

Thfior~me V, Tout continu gauche du troisibne ordre est un arc simple recti- 

fiable ouvert, possddant en .chacun de  ses points u~e demi-ta~gente pour chaque c~t~, 

l'ensemble des points pour lesquels ces deux demi-tangentes ne sont pas opposdes est 

au plus ddnombrable; si elles ont partout m~me support, chacune d'eUes varie d'une 

mani~re continue avec le point de contact, l'arc admet alors en tout point un plan 

osculateur pour chaque c6td et l'ensemble des points pour lesquels ces deux plans sont 

distincts est au plus ddnombrable. 

Si  enfin ce dernier ensemble ne contient aucun poi.nt le plan osculateur unique 

varie d'une "mani~re continue avec le point de contact: le continu est un are dldmentaire. 

Le plan osculateur pour un c5t6 est la limite commune du plan tangent  passant 

par un point voisin, ou parall~le 's la tangente  en un point voisin, ce point 6 t an t  

pris du c6f6 consid6r6. 

On peut ajouter que 

La condition ndcessaire et suffisante pour qu'un continu du troisi~me ordre soit 

un arc dl~mentaire, est qu'il admette en tout point une tangente uniqve et un seul 

plan tangent qui le b'averse. 

Continus gauche d'ordre .quatre. 

36. La  m6thode des projections, qui nous a permis une 6rude approfondie 

des continus du troisigme ordre, nous conduira pour ceux du quatribme, ~ des 

r6sultats moins complets, que je vais exposer rapidement.  

Tout  d'abord: un continu gauche d'ordre quatre a au plus un point de rami- 

fication. 

Soit, en effet, (E) un continu d'ordre quatre" ayan t  deux points de rami- 

fication A et B. Prenons sur (E) un point C, d6terminant  avec A et B u n  plan 

(Q). II existe sur (E) trois arcs simples (ai) , (as) , (as) , n ' ayant  en commun deux 

'~ deux que le point A, chacun d'eux ayant  tous ses points autres que A d 'un 

m6me c6t6 de (Q), et de m6me trois arcs (fl~), (fl~), (fls) aboutissant en B, et poss6- 

dant  les m6mes propri6t6s. On peut supposer de plus, que le groupe des (a )n 'a  

aucun point commun avec celui des (fl). 
14- -29764 .  Acta matheraatica. 55. I m p r i m 6  le 4 m a r s  1930. 
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Je  dist inguerai  deux cas, suivant  qu'il  y a au moins quatre des six arcs 

(a) et (fl), situ6s d 'un m~me c6t~ de (Q), ou non. 

Dans la premiere hypoth~se, menons par C u n e  drbite (J),  r encont ran t  la 

droite A B  ~n dehors du segment AB.  On pourra  mener  par  (J)  un plan cou- 

pant  les quatre arcs, et par  suite (E) en cinq points au moins. 

Dans la seconde hypoth~se, il y a au moins deux (a) d 'un mSme c6t6, et 

deux (fl) du c6t6 oppos6. On choisira alors (J)  r encon t ran t  la droite A B "~ 

l ' int6rieur  du segment A B ,  et l 'on aboutira  's la m~me conclusion. 

Un cont inu gauche du quatri~me ordre poss~de donc z6ro ou une seule 

ramification. Un ra isonnement  analogue "s celui qui precede, montre  que, darts 

ce dernier  cas, quatre  arcs au plus aboutissent  au point  de ramification. On 

d6duit  alors du Thdor~me I I  que 

Tout continu gauche du quatri~ne ordre est, ou bien une courbe de Jordan recti- 

fiable, ayant au plus un point double, ou bien la somme de deux arcs ~imples recti- 

fiables, ayant u n s e u l  point commun. 

Les diff6rents continus gauches du quatri~me ordre peuvent  ~tre repr6sent6s 

sch6mat iquement  par la fig. I [i5], avec cette diff6rence que, dans les cas I e t  I I  

la courbe peut  ~tre ferm~e. 

37. Un arc simple du quat.ri~me ordre poss~de, en chaque point  deux demi- 

' t angen tes  qui sont oppos6es, saul  peut-~tre aux points d 'un ensemble d6nombruble 

[IO]. Si ces deux demi-tangentes ont  par t~ut  m~me support,  c'est-s si l'aro 

admet une "tangente en chaque point, eeUe-ci varie d'une mani~re continue avec le 

point de contact. 

P our  justifier cet te  derni~re affirmation, on proc~dera comme au n ~ 28. Les 

cbnes [(l), S] et [(l), S'] seront  au plus du troisi~me ordre, et simples si (1) est 

assez petit .  ~ Les conclusions subsisteront,  pourvu que (1) air 6t6 choisi de mani~re 

'~ n 'avoir  aucune tangente  passant  par  S ou par S'. La  possibilit~ d 'un tel  choix 

r6sultera de la proposit ion suivante:  

Le nombre des tangentes que l'on peut mener par  un poi~t ~ distance finie ou 

infinie, h u n  arc simple du ~uab'i~me ordre 5 tangente partout, est fini. 

P 6rant donn~ [28], on prendra  S e t  S'  en dehors de la t angen te  en P, et  

(1) assez pet i t  pour  n e  contenir  aucun des points de contact  des tangentes  issues 

1 En effet, la perspective d'un arc partiel de A B, comprenant le point P, et assez petit, 
faite du point S, par exemplc, surun plan perpendieulaire A PS, sera un arc de Jordan ayan$ 
au plus un point double. 
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de S et de S'. Bien en tendu S' aura  encore ~t6 choisi en dehors du plan t angen t  

en P au cbne [(/), S]. 
~ ^  �9 i ~ La proposit ion g d~montrer  va 1 etre lmmedlatement .  Soit ~ un point  s 

distance finie ou infinie. Si par  ce point  on p e u t  mener  g l 'arc une infinit6 de 

tangentes,  les points de contact  ont  au moins un point  l imite M. -Prenons  sur 

l 'arc un point  S~ et, au tour  de M, un arc part iel  (l~) de l 'arc donn6, assez pet i t  

pour  que sa perspective (iLl) , fai te de $1 sur un plan (//1) perpendieulaire  g S i M  

n 'a i t  pas de point  g l'infini. X~ est un arc du troisi~me ordre au plus. (l~) admet  

une infinit~ d e  tangentes  passant  par  :~, parmi lesquelles un hombre fini 

passent  par  S - -  car la droite $1 ~ a au plus trois points communs avec Fare. 

Pa r  suite (X1) possSde une infinit6 de tangentes  passant  par  la  perspective de ~. 

Ceci est impossible, car (X~) est formg au plus de hui t  arcs convexes non excep- 

tionnels, et un arc convexe non exceptionnel  - -  m~me ne poss~dant pas une 

tangen te  par tout  - -  ne peut  avoir plus de deux tangentes  concourrantes  ou 

parall~les [I 3]. 

38. Un ra isonnement  analogue g celui qu 'on vient  de faire, mon~re qu 'un 

arc du quatri~me ordre a u n  nombre  fini de rebroussements.  I1 en r~sulte que 

sur tout are simple gauche du quatri~me ordre O, tangente partout, la demi-tangente 

pour ehaque c6td varie d'une mani~re continue, sauf peut-~tre en un hombre fini de 

points ~, qui sont des points de rebroussement. 

On le verra  en se repor tan t  a u n  ~ 29. On peut  supposer l 'arc donn6 sans 

rebroussement.  (g) est alors, non pas un are convexe, mais un are du troisi~me 

ordre g t angen te  par tout ,  sans rebroussement ,  dont  par  suite chaque demi-tangente 

varie cont inuement  [I6]. 

39. Occupons-nous main tenan t  du plan osculateur. Soient A B  un arc 

simple du quatriOme ordre h tangente partout, 0 un point  de eet are, Ox la demi- 

t angen te  h droite en ce point. On p e u t  prendre sur OB un point  B1, assez p ros  

de 0, pour  que l 'arc OB 1 soit sans rebroussement ,  n ' admet te  aucune tangen te  

passant  par  0, autre  que Ox [37], et  enfin pour  que l ' a n g l e M O x  soit moindre  

que 2 '  quel que soit M sur OB 1 ~ dist inct  de 0. 

Prenons  un plan' (H), perpendieula i re  g Ox, reneont ran t  cet te  demi-droite 

en un point  to, assez loin pour  que l 'arc OB~ soit tou t  ent ier  d 'un m6me c6t6 de 

On peut  ddmontrer  qu ' i l  y en a u n  au plus. 
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(H). La  perspective de l 'arc MBt-"~, fai te  de 0, sur (H), est un arc m bl sans point 

s l 'infini du troisi~me ordre au plus. Lorsque M tend vers 0, cet are a pour 

limite un arc o~b~-~, car OM tend vers Ox. cob~'~ est d'ordre quatre au plus1; 

d 'autre  p a r t  il ne peut avoir une infinit6 de points doubles, puisque, quel que 

soit M, mbl en a au plus un. I1 r~sulte alors d u n  ~ 9 que cob~ est au plus du 

troisibme ordre. On pourra donc prendre B 1 assez voisin de 0, pour que cet arc 

cob~"~ soR convexe. Ill admet t ra  une tangente  par tout  puisque OB~ n 'a  aucune 

tangente  passant par 0, sa demi-tangente s droite - -  du c8t6 de b ~ -  varie donc 

d 'une manibre continue. 

Soient main tenant  M T  la demi4angente  s droite en M, 0 T 1 la demi-droite 

parall~le d'origine 0. On peut choisir B~ assez prbs de 0 pour que les angles 

x O M  et xOT1 soient, quel que soit M, aussi petits qu'on veut - -  puisque la 

demi-tangente s droite ~ OBI varie d 'une mani~re continue. - -  Dans ces condi- 

tions les demi-droites M T  et O T~ perceront (H) en des points que je d6signerai 

respectivement par T et T 1 . Ces points sont alignds avec m, m T e s t  la demi- 

tangente  s droite en m s ~ob~. De plus M 6tant  entre m e t  0, T se trouvera 

entre m e t  T~. 

Soit enfin coo la demi-tangente s oJbf-~ en co. Si M est assez prbs de 0, la 

droite m TT1 rencontrera la demi-droite co0 en un point n, tel que m soit entre 

n e t  T, car mn sera la demi-tangente en m du cbtd de w. 

En d6finitive rangle  0 c o t  I e s t  moindre que l 'angle On T~. Or cet angle 

tend vers zgro. Pa r  suite le plan OwT~ men6 par Ox parall~lement "s M T  a 

pour limite le plan 0oJ0, qui n'dst autre que celle du plan OxM. 

Nous pouvons donc affirmer que l'arc A B  poss~de en tout point un plan 

osculateur pour chaque c6td qui est le m~me quelle que soit la ddfinition adoptde. 

40. L'analogie avec les courbes  du troisibme ordre v a s e  poursuivre encore: 

l'ensemble des points oft les deux plans osculateurs sont distincts est art plus dd- 

nombrable. 

Pour  le d~montrer, il faudra  procdder autrement  qu 'au n ~ 32, car on ne 

suit pus si le nombre des tangentes s un are du quatri~me ordre, parall~les 

un plan quelconque, est born6, ou m~me fini. 

x Si une  sdcan~e passe par to, le  nombre  de ses po ints  s ituds s u r  cob1, en dehors de to, est  

au p lus  dgal K trois.  
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Par un point fixe 0, menons la parall~le 0tt '  ~ la tangente au M. Con- 

siddrons celle 0re' 1 relative s une position donn~e M1, et soit (/I) un plan per- 

pendiculaire s Ott'~, ne passant pas par O. En vertu de la continuit~ de la 

tangente, on peut prendre au~'our de M 1 un arc AI~"Bj de A~"B, de manibre que 

0 tt' fasse avec 0 re' 1 un angle inf~rieur s ~ quand M parcour~ A1 B~. Dans ces 
2 

conditions la trace tt de Ore' sur (/-/) d~crira une courbe de Jordan a 1 ill. Les 

plans osculateurs ~ gauche et fi droite en M, sont d6finis, en direction, par 0 / t  

eL les demi-tangentes s gauche et s droite, en t t , s  ~ fl~. 

D'autre part a~fll est ce que M. Rosenthal appelle une courbe ))von end- 

lichen Vielfachheitsgrad~). 1 En effet, l'arc A~-B ayant un nombre fini de tangentes 

parallbles ~ une droite donn~e, il y a seulement un nombre fini de points M, 

dormant la m6me position pour re. Or M. Rosenthal a d~montr~ que, pour de 

telles courbes, les valeurs du param~tre pour lesquelles les deux demi-tangentes 

sont distinctes, forment un ensemble au plus ddnombrable. ~ 

4I. La mdthode employde ici ne perme~ pas de ddcider si l'analogie avec 

les courbes gauches du troisibme ordre se poursuit plus loin. Plusieurs questions 

restent posdes, notamment celles-ci: 

u n  arc du quatri~me ordre peut-il av0ir un plan osculateur unique partout, 

sans que celui-ci varie d'une mani~re continue? 

Un arc du quatri~me ordre est-il la somme d'un hombre fini d'arcs du 

tro~smme. 

En vertu du Thgor~me V ces deux questions ne sont pas ind~pendantes. 

Ajoutons, pour terminer, que les continus gauches d'ordre trois ou quatre 

ne sont pas les seuls pour lesquels le nombre des points .de ramification est nd- 

cessairement fini. Un continu du cinqui~me ordre en a au plus deux; il se 

compose donc d'un nombre fini d'arcs simples. Mais la m~hode, utilis6e dans 

ce Chapitre, ne perme~ d'affirmer sur ces arcs, rien de plus que les r~sultats 

g~ndraux du n ~ ~o. 

1 A. Rosenthal. M6m. tit6. w I. 
M6m. cit6. p. 503. 
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CHAPITRE IV. 

Continus plans d'ordre cyc!!que borne. 

42. La plupart des r~sultats, obtenus aux Chapitres pr~cddents, subsistent 

s i  l'on remplace les droites, plans, e tc . . . ,  par des families de courbes, surfaces, 

e tc . . . ,  convenablement choisies. Consid6rons, par exemple, les Th6or~mes I e t  

I I  dans le cas du plan�9 On peut 4videmment substituer aux deux familles de 

droites parall~les, deux faisceaux de cercles - -  pourvu qu'aucun des points de base 

ne fasse parole du continu. On pourra m~me, sous certaines condition, prendre 

deux faisceaux lin~aires de courbes alg4briques. 

Dans le mSme ordre d'id~es, les continus plans d'ordre born~ ser(mt rem- 

placds par des continus rencontrds en un nombre born5 de points par les courbes 

d'un r~seau lin6aire. Mais rien n'emp~che de consid6rer des familles de courbes 

trois param~tres, et plus. On pourra ainsi obtenir des propri~tds diff6rentielles 

du second ordre, comme il arrive dans le cas des eontinus d'ordre born~ de 

l'espace ~ trois dimensions. (Ce qui tient au fond ~ ce qu'un plan d~pend de 

trois param~tres, ee qui permet deux limites suceessives. Avec p param~tres on 

auraR des propri6t~s diff~rentielles d'ordre p - - i . )  

Comme on le volt, la notion de continu d'ordre born6 se prate ~ de nora- 

breuses extensions intdressantes. Je  n'en consid6rerai ici qu'une seule relative 

aux continus--plans, dont l'~tude sera une application du Chap. I I I .  

43. La fumille la plus simple de courbes '~ trois param~tres dans le plan 

esr ~videmment celle des cercles. On est ainsi conduit s 6tudier les continus 

plans rencontr6s en un hombre born~ de points  par un cercle quelconque, et que 

j'appellerai: d'ordre cyclique borne. Pour 6viter les segments de droite, on ne 

prendra que ceux contenant un hombre fini de points sur une droite quelconque. 

L'ordre cyclique est la borne sup6rieure du hombre des points du continu situds 

sur un m~me cercle. II esf au moins dgal ~ trois. 

O n  pourrait faire une ~tude directe des continus plans d'ordre cyclique 

bornS. Mais cela n'est paw n~cessaire, car on pent les consid6rer c6mme la pro- 

jection orthogonale de continus d'ordre born~ situ~s sur un paraboloide de rd- 

volution, don~ l'axe est perpendiculaire au plan; ce qui permet de d~duire leurs 

propri6t6s de celles des eontinus gauches d'ordre borne. 

44. Pour commencer, .~e vais montrer qu'un continu d'ordre cyclique k, est 

�9 au plus d'ordre 2 k - -  3. 
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Soit (e) un continu d 'ordre cyclique k. Une s~cante quelconque (d) le ren- 

contre en un hombre fini de points: a~, a s , . . . ,  ap. I1 s 'agit  de t rouver  une 

limite supdrieure de p .  

Trugons p cercles, tous extdrieurs les uns aux autres, ayant  pour centres 

les ai. Chacun de ces cercles d~eoupe dans (e) un nombre fini de continus di- 

stincts, dont  l 'un contient  le centre [2] .  Nous  ddsignerons ce continu par la 

m~me lettre que ].e cent re  du cercle correspondant,  mise entre parentheses. 

l~par t i ssons  les points a~ en trois classes: 

La  droite (~) partage le plan en deux rdgions (I) et (I.I). Dans  la classe 

(i) nous .met~rons les points ai, tels que le continu (ai) n 'ai t  pas de point  

dans la rggion (II), darts la classe (2), les points aj, tels que le continu aj n 'ai t  

pas de point  dans la r~gion (I). L a  classe (3) contiendra les autres. 

Soient p~, p~, P3.1es nombres respectifs des points contenus dans chacune 

des classes. On a 

P = P l  § P~ + Pa, 

et l 'on peut  supposer Pl ~>P~. 

Si p~ est nul, on peut t rouver  un cercle rencontrant  les p continus, puisque 

tous ont  des points dans la r~gion (I). 1 On a alors p<--k, et "~ fortiori p-<2 k - -3 ,  

puisque k est au moins dgal s 3. 

Supposons p2~=o. On a alors p ~  I. D 'autre  par t  Ps ne peut  ~tre nul, 

sans quoi deux points de (e), situgs de part  et d 'autre de (~), ne pourraient  ~tre 

bien enchaln~s. (I1 suffit pour  le voir de raisonner comme a u n  ~ 2). Enfin on 

peut  t rouver  un cercle coupant  (e) en P l + P s  + l  points: un cercle tangent  s (~) 

en un point  de classe (2), et rencontrant  t o u s l e s  continus (ai) relatifs aux points 

de classe (~) et (3) - -  qui ont des points d 'un m~me cStg de ((~). 

On a donc les relations 

On peut  ~crire 

d 'ofi  l 'on tire 

P=P~ +P~+Ps ,  P l>--Ps:>I ,  Ps >-I ,  

pL + p3 + i <--It. 

P= P~ + Ps + I + (P2-- I), 

N o u s  a d m e t t o n s  ic i  q u e ,  si  u n  c o n t i n u a  d e s  p o i n t s  '~ l ' i n t ~ r i e u r  e t  d ' a u t r e s  ~t l ' e x t e r i e u r  

d ' u n  ce rc le ,  i l  e n  a a u  m o i n s  u n  s u r  le ce rc le .  I1 s u f f i t  de  se r e p o r t e r  a u  n o 2, e n  r e m p l a ~ a n t  ( R )  

p a r  u n  ce rc le .  
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p<--k +p~--  I ~ k  + P l - -  I .  

Mais de la relation I-~<p8, on d6duit 

Pt+ I--<p~+pa 

c'est-g-dire p~ --< k - -  2 ; ce qui donne encore 

- -<k- - I ,  

p<--2k- -  3 . 
C. q. f. d. 

45. Lorsque le continu (e) est un are de Jordan ayant un nombre f ini  de points 

doubles, on peut affirmer que son ordre est au plus dgal ?t k. 

En effet, supposons que l 'ordre soit p .  On pourra  t rouver  une s6eante (d), 

t raversant  l 'are en p points distinets [Th~or. III].  Dans  ce. eas, oil a p l = p ~ = o .  

D'ofi p --< k. 

Lorsque k-----3, l 'ordre du cont inu est de routes mani~res 6gal ~ k au plus. 

46. Ainsi, les eontinus d'ordre cyclique born6 sont d'ordre born6. On peut  

donc leur appliquer les Th6or~mes I et I[ ,  en a joutant  que les arcs simples, qui 

les consti tuent,  sont d 'ordre au plus 6gal ~ l 'ordre c y c l i q u e .  

D 'aut re  part, on d6montre faci lement que, si cet ordre cyclique n 'a t te in t  

pas six, il y a au plus deux ramifications. 

47. Nous  obtiendrons d 'autres  propri6t6s, en consid6rant,  comme on l 'a 

dit plus haut,  les continus d 'ordre eyelique born6 comme projections de eontinus 

gauches. 

Soit (p) un plan fixe. Prenons  un paraboloide de r6volution (P), dont  l 'axe 

est perpendiculaire ~ (p). Tout  point  m de (p) est la project ion or thogonale  d 'un 

point M de (P). La correspondance entre m e t  M est biunivoque et bicontinue. 

Rappelons-en les propri6t6s ~Mmentaires. 

Un plan quelconque (R) coupe (P) suivant  u n e  ellipse, o u  une parabole, qui 

se projet te  suivant un cercle, ou une droite (r). 

R6ciproquement,  tou t  cercle ou droite (r) de (p) est la projection d e  la sec- 

tion de (P) par un plan bien d6termin6 (R). 

De mSme que dans la th6orie de l 'inversion, on consmereru route armte  ae 

(p) comme un cercle dont  le centre est "s l'infini dans la direction perpendiculaire. 

Avec cette convention: 

s deux plans parall~les (R) et (R') correspondent  deux cercles concentriques 

(r) et (r'); 
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Si (R) f~nd vers une limite (R0), (r) a pour limite (ro). 

48. 0eel pos6, on peut 6noneer les propositions suivantes. 

A tout  continu (e) d'ordre eyclique k, situ6 duns {p), correspond sur (P) un 

eontinu (E), d'ordre 2 k- -3  au plus. 

A un are simple ab eorresp.ond un are A B ,  dont  l 'ordre est ~gal "~ l 'ordre 

eyelique de a b. 

Si 1'arc ab poss~de en m u n e  tangente  rot, il e n e s t  de m&ne de A B  en 

M. La tangente  en ce point est 1'intersection du plan perpendiculaire s (p), pas- 

sant par mr, avee le plan tangent  au paraboloide en M. 

A un cercle (r), t angen t  s ab en m, correspond un plan (R), t angent  "~ 

A B  en M. 

Les cercles osculateurs 's ab correspondront aux plans osculateurs ~. A B .  

Pr~eisons ce point, en consid6rant successivement les deux d6finitions du plan 

osculateur; d 'abord la premibre. 

Soient M un point de A B ,  ~ / T  la tangente  en ce point, M' u= point de 

M A .  Au plan tangent  (R)-= [MT, M'] correspond le cerele (r) t angent  en m s 

ab et passant  par m'. Si (R) a une limite, il en est de mgme de (r). On d~duit 

alors du n ~ I O  his que 

Tout arc simple d'ordre cyclique born6, ~t tangente partout, admet en chaque 

point un cercle osoulateur ~t gauche et un cercle osoulateur ~t droite. Le cercle oseula- 

tour pour un c6t~ 6tant la limite du cercle tangent, passant par un point voisin, 

pris du c6t6 consid6rd - -  il peut duns certains ca~v se r6duire ~ la tangente. 

Cette derni~re proposition s'~f~nd aux continus rencontres en un hombre 

fini de points par un cercle queleonque. 

Considdrons main tenant  la seconde d~finition." Conservant les notations 

pr~c~dentes, d6signons par M' T' la tangente  en M'. Soient (S) et (S') les plans 

men6s respectivement par M T  et M' T' parall~lement s l 'autre tangente.  II leur 

8' correspond deux cercles coneentriques (s) et (.), t angents  respectivements en m 

et m'" "s ab, leur centre commun est l ' intersection des normales en ces points. 

Si ( S ) a  une  limite quand M' tend vers M, il e n e s t  de mgme de (s), et par suite 

de son centre. Cette limite est le point caraet6ristique de la normale. 

En se reportant  aux n ~ 39 et 4o, on peut  doric affirmer que 

Tout are simple ~ tangente partout, d'ordre cyclique quatre au plus, admet en 

chacun de ses points un centre de courbure ~t droite et un centre de courbure ~ gauche; 

le centre de courbure pour un c~td en un point m 6tant la limite commune du point 
1~i--29764. Acta mathemat~.  5~i. Imprim~ lo 12 avril 1930. 
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d'intersection des ~ormales e~ m et m', et du centre du cercle tangent en m, passant 

par m', quand ce point tend vers m en restant du cSt6 co~sid6r6. De plus, l' ensemble 

des points pour lesquels les deux centres de courbures sont distincts est au plus d6- 

nombrable. 

Continus d'ordre'cyclique trois. 

49- Les considerations prSc~dentes conduisent  g des r~sultats particuli~re- 

ment  complets, au p o i n t  de rue  diffdrentiel, quand l 'ordre cyclique est trois. 

Dans ce cas (E) 1 est du troisibme ordre, e 'est donc un arc simple ouver~ 

sans r e b r o u s s e m e n t  [29]. Pa r  �9 (e) est aussi un arc simple ouvert  sans re- 

broussement.  Je  dis qu'il  n 'a  pas non plus de point  anguleux.  

Soit m un point  de ab, dist inct  des extr~mitds. Supposons que les demi- 

tangentes  en ce point  mt  et rot' ne soient pas oppos4es - -  mt  dgsignant  cel le  

du c5t6 de b. - -  Donnons-nous un angle ~, assez pet i t  pour  que t rot '+ 2 ~ soit 

moindre  que z ,  2~ ~tant lui-m6me inf6rieur s tmt' .  Tra~;ons deux demi-droites 

mO et m01, fa isant  avec mt  un angle 6gal s ~, !a premiere ext~rieure "s l 'angle 

trot', la seconde int~rieure, et  de m6me deux demi-droites toO' et toO' 1. Les 

demi-droites ~ t, m 01, m ~'1, m t' sont int~rieures s l 'angle 0 m 8', et de plus, les 

angles OmO~ et O'mO'~ n 'on t  aucune partie, commune. 

Ceci pos6, puisque mt  est la demi-tangente du c5t6 de b, on pour ra  t rouver  

sur l 'arc mb un point  bj, tel  que mb~ air tou t  ses points int6rieurs ~ l 'angle 

0mO~. De m6me on pourra  t rouver  sur am un point  a~, tel que a~m air tous 

ses points int6rieurs ~. l 'angle 0 'mf rs .  Tra~ons main tenan t  un cercle (C), t angen t  

aux deux demi-droites m O et toO', et assez pet i t  pour que les points a~ et bj 

soient "s son ext6rieur. L'~rc a~ m, tou t  entier int~rieur "~ 0 ' ~  ~'~, a ndcessaire- 

ment  des points "s l ' int6rieur  du cercle; il le rencontre  doric en deux points au 

moins. I1 en est de m~me de mb~, cc qui condui t  s une impossibilit6, puisque 

ma~ et mb~ n 'on t  en eommun que m. 

L 'a rc  ab ayan~ une ~ n g e n t e  partout,  il en est de m~me de A B .  En se 

repor tan t  alors aux n ~ I6 et 35, on 6noncera les proposit ions suivantes. 

I. Tout continu plan d'ordre cyclique trois est un arc simple ouvert rectifiable, 

ayant en chaque point deux demi-tangentes oppos6e~" lesqueUes varient d'une mani~re 

continue avec le point de contact. L'arc est sans rebroussement et poss~de au plus 

Les no t a t i ons  son t  les m~mes qu ' au  n o 48. 
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trois inflexions ; il admet en chaque point un centre de courbure ~ droite et un centre 

de courbure ~ gauche 1 le centre de courbure pour un c5t6, en un point m, 6rant 

la limite commune du point d'intersection des normales en m e t  m', et du centre du 

cercle tangent en m passant par m', quand ee point tend vers m, du c5t6 consid2r6. 

L'ensemble des points pour lesquels les deux centres de courbure ne sont pas confondus 

est au plus d6nombrable; s'ils sont confondus partout, le centre de courbure unique 

varie d'une mani~re continue - -  autrement dit l'arc admet u~e ddveloppde continue. 

I I .  JLa condition n6cessaire et suffisante pour qu'un continu d'ordre c yclique 

trois ai~ partout un cercle osculateur unique, variant d'une mm~i~re continue, est 

qu'il existe en chacun de ses points un seul cercle ou droite tangent le traversant. 

En effet, si un plan (R) t raverse  A B, le cercle cor respondan t  (r) t raverse  a b. 

On peut  a jou te r  que le cercle osculateur  ne se r6duit  s une droite  qu ' aux  

s eu l s  points  d'inflexion. 

Ces deux points sont d'un m6me c6td (te la tangente, sauf aux points d'inflexion. 


