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w i. Die Repriisentation der Matrizen. 

Da die Menge aller zweireihigen ~Ia~rizen ein vierdimensionales Kontinuum 

ist, so besteht die MSglichkei~ sie in dem (bekanntlich auch vierdimensionalen) 

Geradenkontinuum des Raumes zu repr~sentieren. Man kann natiirlich beliebig 

viele Repriisent~tionen dieser Art aufstellen; die hier vorzufiihrende diirfte aber 

die einfachste sein. Bemerkenswert ist, dass wir fiir die Summe und das Pro- 

duk~ yon zwei Matrizen ziemlich einfache Konstruktionen erhalten. 

Wit reprSsentieren die Matrix 

(I) a~-(  au al't 
\a~l a~l 
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d u t c h  die  V e r b i n d u n g s g e r a d e  der  beiden P u n k t e  

a n : a12 : 1 : o u n d  
(2) 

a~l :ag.9:0: I ,  

u n d  w i t  n e n n e n  diese Gerade  die a-Gerade (vgl. Fig. i). 

Die beiden Punkte (2) liegen bzw. in den Koordinatenebenen (o : o : o : I) 

und (o :o :  I :o). Aus Grunden, die wir spgter erkennen werden, nennen wir die 

Schnittgerade dieser beiden Ebenen die ~r Die entgegengesetzte Kante 

des Koordinatentetraeders ist nach der Definition die o-Gerade. 

Es ist naeh der Definition offenbar, dass jede Matrix dutch eine Gerade 

repr~sentiert wird, die die ~-Gerade nich6 ~rifft, und dass umgekehr~ jede solche 

Gerade eine Matrix repr~sentiert. 

o:o+o ( 
0"0 

; ; ;  

0:0:0:I 1:0:0:0 

Fig. 1. 

Fiir die Anschauung ist es bisweilen bequem die ~-Gerade als unendlich 

fern zu denken, und zwar als die Horizontalgerade der unendlich fernen Ebene. 

Bei dieser Auffassung wird die Menge aller Matrizen auf die Menge aller e igen t -  

l i chen ,  n i c h t - h o r i z o n t a l e n  Geraden abgebildet. 

D i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  der beiden P u n k t e  

x~ : x~ : x s : x4 u n d  

(3) 
Yl : Y~ : Ya : Y~ 

reTrSsen t i e r t  die  M a t r i x  

(4) X2 
( X~ Y4 -- X4 Yl 

xs  Y4 - -  x4 Y3 

x.~ Y l - -  x l Y.~ 

Y4 - -  x4 Ya 

x~ Y4 ~ x4 Y . . \  

xa Y4 - -  x~ Y3 I 

x.~ y~ - -  x~ y~ ] 

x3 Y~ - -  x~ y .~ /  
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unter der Voraussetzung, dass diese Matrix existiert, d. h. dass 

I x 3 x 4 1  ~ ~  Y4 
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Denn wenn man die sechs Geradenkoordinaten  sowohl fiir die Verbindungs- 

gerade x y wie fiir den Repr~sentanten der Matrix (4) bilde~, so wird man sehen, 

dass Proportiona.lit~t besteht.  - - A n a l o g  sieht man auch folgendes ein: 

Die Schnittgerade der beiden Ebenen 

(5) 
U 1 : U 2 : U 3 : U 4 und 

V 1 : V  2 :?'.~ : V 4  

reprSsentiert die Matrix  

(6) --(:: ~'31 "(:: Vl/--i 
vaI V~l 

/ U~ V.~ ~ ~.~ V 2 

= | u ~  v~ - u~ v~ 

~u~ v~ - u~ v~ 

\ ~ 1  V2 - -  U~ v I 

ua vj --  ul v.~\ 
U 1 V2--U ~ V~I 
~'4 Y l  - -  U l  V4 

~ l  V2 ~ U~ 

unter der Voraussetzu~g, dass diese Matrix  extstiert, d. h. dass 

{ ul rl { ~ o. 
U2 Y'2 

w 2. Die Skalarflitche und die Teiler der Null. 

Die ReprSsentanten der skalaren Matrizen 

o) 
bilden eine Regelfliiehe zweiter Ordnung, die (als Grenzfall) aueh die ~-Gerade um- 

fasst. Wir  ne~nen diese Fliiche die Skalarf l~ehe.  

Beweis: Da die s-Gerade naeh der Definition dureh die beiden Punk te  

(s : o : I : o) und (o : s : o : I) festgelegt  is~, so is~ ein beliebiger P u n k t  x derselben 

yon der Form:  

(xl:x~:x~:x~) = ~ .  (8 :0 :  i : o )  + ~ .  ( 0 : 8 : 0 :  ~) 

= (Zl 8 : ~ 8 : Z, : its). 
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Dies ist also eine Parameterdars te l lung tier Skalarfl~tche nach den P~rametern s 

und ( ~ : ~ ) .  Durch Elimination yon diesen erh~lt man ihre Gleichung: 

(7) x , x ~ - - x ~ x s = o ,  

woraus die Behauptung folgt. 

Da die Erzeugenden der zweiten Schar die ~ - Ge r a d e  treffen, so repri~sen- 

tieren sie keine Matrizen. 

Die a-Gerade und die b-Gerade treffen sich dawn und nut dann, wenn die 

Differenz a -  b Teller der Null  ist. 

Beweis: Dafiir, dass sich die a-Gerade und die b-GeraAe treffen, ist es 

offenbar notwendig und hinreichend, dass die beiden definierenden Punktpaarc  

(all: al.o: I :o), (a2,:ae., :o: i) und (bll: bl~: I :o), (b.o, : b ~ : o :  :) in einer Ebene liegen, 

d. h. dass 

l a H a~2 i 0 
a~t a~. o 1 ---o. 

bit bt2 I o 
b~t b~ o i 

Diese Gleichung vereinfach~ sich aber auf  die folgende: 

l aH -- b~, a,~ --  b,~ ] ~_ o ' 

die die Matrix a _z. b als Teiler der Null kennzeichnet.  

Wenn  wir insbesondere b = o annehmen,  so erhalten wir den Satz: 

Die Geraden, die die O-Gerade treffen, reprdsentieren die Teiler der Null. 

o) ,e ,en Und wenn wir b = - ska la r  = O  = 0 

Die beiden (skalaren) Zb'sungen r und r der charakteristischen Gleichung 

=-- - -  ( a .  + a.~) O + = o  
a 3 l  ao2 - -  Q I as, ass I 

der Matr ix  a entsprechen den beiden Skalargeraden, d ie  die a-Gerade O'effen. 
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w 3. Die lineargebroehenen ~atrizentransformationen. 

Jede homographische Transformation des Raumes ldsst sich sowohl als rechts- 

seitige wie als linksseitige linear-gebrochene Transformation ~ der Matrizen schreiben, 

und zwar entsprechen einander die homographische Transformation 

/Pl:tP~ :: r~lr t~\  

(9) e" (X~*97; i X:X:) = (XlX2 i X3X4) " ~qll qt2 :, 81t 8121 ~ ~ O, 

\ q ~  q~ :~ s2~ s ~ /  

(m) , ~#o ,  

WO 

u~\ 

u:! 
u~/  

~Ql l  Q12 Sit $121 u3 

I 
T 0 0 O\ 

0 �9 O01 

(") \ o  o o I o, 
xO 0 0 ' ~  

/Pll P12 i rll r12~ Pll P12 i -~11 /~12 

~ q l l  ql~ !811 812 I 
- - q ~  q ~  13~1 s ~ - -  i " 

die rechtsseiEge lineargebroch~ne Matrizen- Transformation 

('I 2) r* __ I ~P + q __ (~ r + s) -~ �9 (~.V + q) 
~r+s I 

und die linksseitige lineargebrochene Mab'izen-Transformation 

(~3) F -  S~-Q ~_ (Z~_Q). ( _ ~ + p ) _ ~ .  

Beweis: i ~ Die  be iden  P u n k t e  (~11:~12:I:o) u n d  ( ~ 1 : ~ 2 : o :  I !  der  ~-Ge-  

r a d e n  gehen  bei (9) in die f o lgenden  fiber:  

1 Bezeichnung nach E. Study: Ein Seitenstiick zur Theorie der linearen Transformationen 
einer.komplexen Veriinderlichen, Math. Zeitschr. Bd. I8, 8. 55 ft. 
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und die Verbindungsgerade yon diesen ist nach (4) eben die durch (I2)bestimmte 

~*-Gerade. 

2 ~ Die beiden Ebenen (-- I : 0 : ~H : ~.l) und (0 : -- I : g~ : ~.~.), die nach (6) 

die ~Gerade bestimmen, gehen bei (IO) in die folgenden fiber: 

- -  PI~ + R11 ~1~ -4- RI~ ~.~ : --  P~  + R,~ g,~ + R~  ~ 

und die Sehnittgerade yon diesen ist naeh (6) eben die durch (13) bestimmte 

~*-GeraAe. 

In den Formeln (I2) und (I3) wird im allgemeinen fiir gewisse Werte yon 

der Nenner Null oder Teiler der Null. Dann ist der Ausdruck unsinnig, und 

es gibt zu diesen Werten yon ~ kein efitsprechendes ~*. Dies bedeutet aber nur, 

dass die ~-Gerade bei der entspreehenden homogruphischen Transformation in 

die ~-Gerade oder eine Treffgerude derselben iibergeht; eine solche Gerade re- 

priisentiert ja keine Matrix. 

Es kann unC~r Umst~nden bequem sein die oo-Gerade und ihre Treffgemden 

als Repr~sen~anten yon u n e i g e n t l i c h e n  M a t r i z e n  anzusehen. Man erreicht 

dadureh, dass die lineargebroehenen Transformationen (I 2) und (lJ) umkehrbar 

eindeutig und singularit~tenfrei werden. Man kSnnte diesen uneigentlichen Ma- 

trizen etwa als die M a t r i x  U n e n d l i c h  und die T e l l e r  d e r  M a t r i x  U n e n d -  

l i ch  bezeiehnen (vgl. Tefler der Null in w 2). 

w 4. Die Summe und das Produkt.  

Von einem beliebigen Punkt o (Fig. 2) der o-Go'aden ziehen wir die Gerade 

A, die die a-Gerade und die ~-Gerade trifft, u~d die Gerade B, die die b-Gerade 

und die ~-Gerade b~fft. Nachher verbinden wit  die Treffpunkte b - - ( B ,  b) u~d 

0 ~ (A, ~ )  durch eine Gerade C und die Treffpu~kte a ~- (A, a) und q ---- (B, ~ ) 

dutch eine Gerade D. Dann wird der sechste Ec~punkt r ~ (C, D) des entsta~2de- 

men ebe~en Vierseits A B CD ein ]Punkt der a + b-Geraden sein. 
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Beweis :  Wir betrachten die Transformation 
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(14) ~, ~ + b _ ~ ! ~ .  I §  _ i - ~ + b  I 

Wenn man n a c h w  3 die entsprechende homographische Transformation in Punkt- 

und Ebenenkoordinaten aufschreibt, so wird man sofor~ sehen, dass die oo-Gerade 

punktweise und ebenweise festbleibt. Es bleiben also insbesondere die Punkte 

und q und die Ebene unseres Vierseits in Ruhe. - -  Da ~----o in die Gleichung 

(I4) eingesetzt ~* :b  liefert, so geht die o-Gerade in die b-Gerade fiber, t t ieraus 

folgt, dass der Punkt  o in den Punkt  b fibergeht, und ferner, dass die Gerade 

A~(v,O) in die Gerade C=(b ,~)  fibergeht. - -  Da ~ - ~ a  in (I4) eingesetzt 

Fig. 2. 

~*~a+b. liefer~, so geh~ die a-Gerade in die a+b-Gerade fiber. Und da die 

a-Gerade die Gerade A trifft, so muss  die a + b - G e r a d e  die e n t s p r e c h e n d e  

G e r a d e  C t r e f f e n .  

Eine ganz analoge Betrachtung der Transformation 

~ * ~ +  a 

wird zeigen, dass die a + b - G e r a d e  die G e r a d e  D t r e f f e n  muss.  Sie enth~lt 

mithin den Schnittpunkt 1: yon C und D, w. z. b. w. 

Wenn man yon gewissen Spezialf~llen, wo unsere Vierseitskonstruktion 

versagt, absieht, so werden offenbar zwei solche Konstrul~ionen geniigen um die 

a + b-Gerade vollst~ndig festzulegen. 

Wenn wir die ~-Gerade als unendlich fern und horizontal auffassen, so 

werden die beiden Vierseite horizontale Parallelogramme, und unsere Konstruk- 
5 7 -  3298. Acta mathematica. 59. Imprim6 le 5 aotit 1932. 
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tion der Matrizensumme reduziert sich auf die Konstruktion yon Vektorsummen 

iu zwei beliebigen horizontalen Ebenen. 

Von einem beliebigen Punkt e (Fig. 3) der x-Geraden ziehen wir die Gerade 

A, die die a-Gerade und die o-Gerade trifl't, und die Gerade B, die die b-Gerade 

und die oo-Gerade trifft. Nachher verbinden wir die Treffpunkte ~-~(B, b)und 

o-~(A, o) dutch eine Gerade C und die Treffpunkte a : (A ,  a) und u----(B, ~)  durch 

eine Gev'ade D. Dann wird der sechste Eckpunkt p:(( / ,  1)) des entstandenen ebenen 

Vierseits A B C D  ein Punkt der a. b-Geraden sein. 

Fig. 3. 

B e w e i s :  Wir betrachten die Transformation 

(i5) ~ . _ ~ _ ~ . b =  j~. b-]-o I - ~ o  j 
~. o +  x I = J o  �9 ~ + b  - ~  " 

Wenn man n a c h w  3 die entspreehende homographische Transformation ~n Punkt- 

und Ebenenkoordina~en aufsehreibt, so w~rd man sofort sehen, dass die o-Geraxle 

punktweise und die oo-Ger~de ebenenweise festbleibt. Es bleiben also insbeson- 

dere der Punkt  o und die Verbindungsebene (B, oo) (die in der Figur nieht 

gezeichnet ist) in Ruhe. - -  Da ~=  ~ in die Gleiehung (IS) eingesetzt ~*=b liefert, 

so geht die I-Gerude in die b-Gemde fiber. Hieraus folg~, dais der Punkt  c in 

den Punk~ b iibergeht (weil die 1-Gerade und die b-Gemde die eben erwEhnte 

in Ruhe bleibende Ebene (B, oo) in diesen Punkten schneider) und ferner, dass 

die Gerade A----(e, 0) in die Gera~le C=(b, 0) iibergehk - -  Da ~----a in (15) ein- 

gesetzt ~*--a.  b liefert, so geht die a-Gerude in die a .  b-Gerade fiber. Und da 

die a-Gerude die GeraAe A trifft, so muss  die  a - b - G e r a d e  d ie  e n t s p r e c h e n d e  

G e r a d e  C t r e f f e n .  
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Wir betrachten demn~ehst die Transformation 

~*=  a- ~ -- I~' I + o  _ a -  ~ + 0 _ ]  . 

~ - o + a  - ~  ! o - ~ + x  

Wenn man n a c h ' w  3 die entsprechende homographische Transformation auf- 

schreibt, so sieht man, dass die o-Gerade ebenenweise und die ~-Gerade punkt- 

weise festbleib~. - -  Eine ganz analoge Schlussweise wie oben wird dann zeigen, 

dass  die a .  b -Gerade  auch  die G e r a d e  D t r i f f t .  

Die a .  b-Gerade enth~lt mithin den Schnittpunkt ~ yon C und D, w. z. b. w. 

Um die a .  b-Gerade durch zwei Punkte festzulegen hat man natiirlich zwei 

Vierseitskonstruktionen der beschriebenen Art auszufiihren. - -  Es gibt allerdings 

gewisse F~lle wo dies Verfahren versag~. 

w 5. Entgegengesetzte,  inverse und konjugierte  Matrizen. 

Zwei Geraden, die entgegengesetzte Matri~en 

a = (  alx a'~t und - - a - - - (  - a u  --a121 
\a2x a~2I \--a~x --a~l 

reprdsentieren, liegen harmonisch in bezug auf die o-Geq'ade und die ~-Gerade, 
d.h.: ffede Geraxle, die die o-Gerade, die ~-Gerade und die a-Gerade trifft, trifft 

auch die --a-Gerade, und zwar so, dass die vier Treffpunkte harmonisch liegen. 

Beweia: Wenn in der Fig. 2 die Punkte o, a und 0 festgehalten werden, 

w~hrend sich ~ zu o n~hert und q fortw~hrend auf der or bleibt, so 

riick~ I0 gegen den vierten harmonischen Punkt zu a in bezug auf o und 10. 

Zwei Geraden, die iuverse Matrizen 

a-~-( aH a121 und a - x - ~  i ( a~s - -a~  / 
\a2x a~/ a u a2~--ax~ a~t \--a~x aul 

reprdsentieren, liegen harmonisch in bezug auf die x-Gerade und die --x-Gerade. 
Beweis: Bei einer Transformation der Form 

~,_=,_~+ I 
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gehen die M~trizen I, - - I ,  a und a -1 i n  bzw. ~ ,  o, (a --1)-X (a + I) und 

( a - - l - - I )  - 1  (a -1  + I) fiber. Da aber die beiden le~zten (wie eine einfache Rech- 

nung zeig~) einander entgegengesetz~ sind, so ist  unsere Behauptung auf den 

vorigen Satz zuriickgefiihrt. 

Zwei Gerade~, die konjugierte Matrizen 

a =  (aH al~l und 5 =  
\ao.t a ~ /  

a2,~ --a121 
--a~l an/ 

reprdsentieren, sind die Polaren von einander in bezug auf die Skalarfldche. 

Beweis: Zu den Punkten  ( a ,  : al~ : I :o) und (a2t:a~ : o:  I) der a-Geraden 

erhiil~ man in bezug auf  die Skalarfli~che xtx4--x~xs=o (vgl. ~ 2 ) d i e  Polar- 

ebenen (o : ~ l : ~a l~  : all) und (I : o : - - a ~  : a~l), und die SchnR~gerade yon diesen 

repr~sen~iert nach (6) die Matr ix 5. 

Erzeugende 
zweiter 
Art der 

Skalarfli~che. 

Fig. 4. 

Aus diesen drei Siitzen leite~ man leicht die folgende (Jbersich~ ab: 

Im allgemeinen Fall, wo die a-Gerade die Skalarfldche in zwei getrennten 

l~unkten schneider, werden die ReTrdsentanten der acht Matrizen 

a 5 a -1 5 -1 

- - a  - - 5  - - a  - 1  - - 5  - 1  

in bezug auf die SkalarflSche die in der Fig. 4 angegebene Lage haben. - -  Natiir- 

lich kSnnen dabei die Schni t tpunkte  mit  der Skalarfl~che sehr wohl imagin~r 

sein, aueh wenn die acht Gera~len reell sind; die F igur  ist nur  schematiseh 

aufzufassen. 
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w 6. Die Quaternionen. 

Die zweireihigen Matrizen sind im komplexen Gebiet  mit  den Quaternionen 

iiquivalen~; denn wenn wir un te r  e l  % e3 und i die Qu~ternioneneinhei ten und 

die imagini~re EinheR verstehen, so kSnnen wir 

(16) (all  al]t  Ctll-]-Ct~2 i Ctll- a]2 e I -~ all--g21 tr r g12"t- a21 e] 
\a~: t ct2~ ! 2 2 2 2 

setzen, was wohl A. Ct, YLEY 1 zuerst  angegeben hat.  W i r  kSnnen folglich auch 

die Quatern ionen  und die Qua te rn ionenrechnung  im Geradenkon t inuum des 

Raumes  in derselben Weise veranschaul ichen,  wie wir fiir die Matr izen und die 

Matr izenrechnung auseinandergesetzt  haben. Dabei ist aber zu bemerken,  dass 

die reellen Quatern ionen und die reellen Geraden e inander  nicht  entsprechen auf  

Grund  der imaginiiren Koeffizienten in (I6). 

Es ist b e k a n n t ,  dass das Geradenkon t inuum des Raumes 

/ X~s : Xsl : X12 : X ~  : Xe4 : X34, 

/ X~3 �9 X1~ + X~I �9 X24 + X12 �9 Xsa = 0 

im komplexen Gebiet  mi t  dem Punk tkon t i n u u m  

(I8) 

gquivalent  ist. 

x : x 2 : x  3 : x  4 : x  5 : x  6 

x ~ + x  2 -  ~ -  ~+ ~ 2 I x 3 t x 4  x s - - x o  0 

- -  Wenn  wir nun unsere Repri isentat ion der Quatern ionen auf 

dieses letz~ere i ibertragen, so wird sich zeigen, dass wir  auf  eine yon E. STVDY ~ 

gefundene Dars te l lung des Kon t inuums  (I8) durch  die Quatern ionen gefi ihrt  

werden. 

Der  Verfasser  ist iibrigens urspri inglich den entgegengesetz ten  W e g  gegan- 

gen, indem er yon der Studyschen Arbei t  ausgegangen ist, ha t  aber schliesslich 

gefunden,  dass eine selbstiindige Dars te l lung fiir den Leser  bequemer  isk 

1 Coll. Works XII, S. 479, oder Journ. f. Math., Bd. IOI, S. 2o9--2I 3. 
Journ. f. Math., Bd. I57, S. 33--59. 


