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§ 1. Réduction & un systéme infini d’équations différentielles linéaires.

Dans sa conférence sur »L’avénir des Mathématiques», au Congrés de Rome
en 1908, PoincaRE a remarqué que l'on devait pouvoir appliquer la théorie des
équations intégrales linéaires a-la théorie des équations différentielles ordinaires
non linéaires. Un premier pas. pour réaliser l'idée de Poincaré a été fait par
Fredholm dans une Note dans les Comptes rendus 23 adut 1920. FrEpHOLM
arrive & une équation intégrale linéaire mais il constate en méme temps que
I'état actuel de la théorie des équations intégrales ne parait cependant pas per-
mettre une étude suffisamment approfondie de l'équation obtenue. Nous nous

proposons d’attaquer le probléme par une autre méthode.
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Soit un systéme d’'équations différentielles

: dx,
(1) P Ay (g, a0y, ... )
et supposons d'abord que les A, soient des polyndmes en z,, x,, ... zx. Consi-
dérons les fonctions
(2) Zm LT, . g My=0,1,2,...

et ordonnons-les en une suite simple

q)l? w:»---(pn,...

En utilisant les équations (1) on obtient
. APy ~ —
) a2 y=1.2,.

ot (c,) est une matrice n'ayant qu'un nombre fini d'éléments non nuls dans
chaque ligne et chaque colonne. Le probléme d'intégrer les équatioms (1) se
trouve ainsi réduit & un systéme infint ’équations différentielles linéaires @ coeffi-
cients constants. '

Il n'est pas nécessaire de choisir pour @, @;, ... @n, ... le systéme (2).
Nous pouvons prendre n'importe quel systéme de fonctions pourvu qu'on puisse

développer
do
24 dx,

suivant les ¢,. Considérons par exemple le systéme des fonctions ¢, (z,, zy, ... 2)

qui s'obtiennent en orthogonalisant les fonctions

Omitmat s dmy g— A b2y

QaT ot .. daie
de maniére que les relations

o p+q

f(pp(x,, Loy oo Xn) Pq Ty, Toy ... @R ply, s, . .. Zn)dxydy . . da, =
I p=4q

Ell

soient remplies, u(x,x,, ... Z») étant une fonction positive donnée (ne croissant
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plus vite que e*@**+a™---+5 4<1) et le domaine d'intégration E, étant I'espace

n-dimensionnel entier. On obtient ainsi une suite de fonctions
— 2 2. PR 2'
(4) ¢1' = ¢ (2242 +mn ) P'v (xl’ x2’ . xn),

ol les P, (%, x5, ... xz) sont des polyndmes tels qu'un polynéme quelconque soit
égal a une combinaison linéaire & coefficients constants d'un nombre fini des P,.

Ceci posé, si P'on forme l'expression

dpe <« 4 O¢»
at ;AT@xr

le second membre prend la forme suivante:

—{p. 2 2 P c..2"
€ (e b+ +ln)Q"(x1ax27 "'xﬂ)a
o @, (xy, x5, ... zs) est un polynébme. Or nous avons, d’aprés ce qui précéde,
N’V .
Qu(wy, Ty, .o Zn) = D) awr Pr(@y, @3, . @)
r=1
Il s’ensuit
B dw’u o
g B T b=

r=1

ot (a,,) est une matrice n'ayant quun nombre fini d’éléments non nuls dans
chaque ligne. La théorie générale qu'on posséde aujourd’hui pour les systémes
d'équations de la forme (5) est particuliérement développée dans les cas ot l'une
ou 'autre des relations

(6) ' Gor = Gy,
(7) V Qyy =— ~— Oy

sont remplies. Il est a remarquer que les conditions (7) sont vérifiées pour un
grand nombre des systémes d'équations différentielles qu'on rencontre dans
les applications, & savoir ceux qui admettent un invariant intégral partout
positif.

9 — 3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 18 mars 1932.
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§ 2. Etude des équations différentielles ayant une intégrale uniforme et un
invariant intégral positif. ’
Nous nous proposons d’étudier, par la méthode indiquée dans le para-
graphe précédent, un systéme d'équations différentielles qui contient comme cas
particulier les équations canoniques de la dynamique. J'ai fait un exposé de
mes recherches sur cette question dans une conférence a 1'Institut Mittag-Leff-
ler le 8 mai 1931. Un résumé de cette conférence a été communiqué i 1'Aca-
démie des Sciences a Stockholm le 27 mai 1931.' Plus tard j'ai eu connaissance
d'une Note de M. Koorman, publiée le 15 mai 1931 dans le Proceedings of
the National Academie of Sciences U. 8. A, qui m’a montré qu'un grand nom-
bre de mes résultats généraux étaient déja trouvés par M. Koopman. Si,
néanmoins, je reviens i cette question c'est pour développer plus explicitement
certaines applications (Uhypothése ergodique, développement des solutions comme
fonctions des valeurs initiales) que j'ai esquissées briévement dans ma Note et
qui ne se trouvent pas dans l'article de M. Koopman.

Considérons un systéme d’équations différentielles analytiques®

dx,
(8) v;lit:Av(xl,xZ’ ...,xn)
‘ayant une intégrale uniforme H (%, x,, ..., #.) = C et possédant un invariant

intégral positif.

Supposons en outre que 'hypersurface S (dans l'espdce a n dimensions E,)
définie par. l'équation H (x,, z,, ... xz) = C soit partout réguliére et fermée.
Les équations (8) définissent x, comme fonctions de ¢ et des valeurs initiales
Zy, %y, ... %n. On obtient ainsi une transformation p ~ 7'(p,, ) qui transforme
le point p, avec les coordonnées x;, x,, ... z» en le point p avec les coordonnés
Xy, gy ... o Cette transformation transforme. I’hypersurface S en elleméme et
admet un invariant intégral positif. En effectuant, s’il y a lieu, un changement
de variables nous pouvons supposer cet invariant égal & un, c'est-a-dire que la
transformation p ~ T'(p,, t} conserve 1'élément d'aire do de S.

Soit Uz, x5, .. . a) = U(p) une fonction continue ayant des dérivées
partielles sur S et introduisons la transformation fonctionnelle linéaire

! Application de la théorie des équations intégrales singuliéres aux équations différentielles
de la dynamique, Arkiv fér mathematik etc. (Tmprimé le 19 juin 1931).
? 11 suffit que les A, satisfassent & certaines conditions de dérivabilité.
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AU -, OU
-2(U)=z(»--d§p-)=zZA.,dm-

En écrivant le dernier membre sous la forme

RS z‘{lU,
ll/uA:y dS

ou - désigne une dérivation suivant la caractéristique issue de p, on voit yue
s

Vopération 2(U) a un sens -pour toute fonection U ui est absolument continue
sur presque toutes les caractéristitjues.- Soit U (p,) une fonction sommable (sur S)
et posons U (p,, )= U(T(p,, t)). En utilisant le fait que la transformation
T(p,, t) conserve les aires, on voit que l'intégrale

(9) f Ul(po, t) day,

S

est indépendant de . Considérons maintenant deux fonctions U (p) et V(p) & carré
intégrable et absolument continues sur presque toutes les caractéristiques et jouis-
sant de la propriété que 2(U) et Q(V) sont & carré sommable sur S. En rem-
plagant dans (9) U par UV et en dérivant par rapport & £, on trouve (pour ¢ = o)

(10) j Vsz(U)do:-_fUQ(T’)do,

~ S

d'ou Yon conclut que £2(U) est une transformation linéaire hermitienne.

Soit @, (p), @s(p), ... @a(p), ... un systéme complet de fonctions orthogonales
et mnormales définies sur S et satisfaisant & certaines conditions de dérivabilité.
II est clair que nous pouvons choisir les @,(p) de maniére que toutes les fonc-
tions Q(g,(p)) soient continues et possédent un nombre quelcongue de dérivées
continues. Ceci posé, nous pouvons développer les fonctions 2(p.(p)) en séries
suivant les @, (p):

(17) 2lpu(p) =i LW S g (),

@®

ol D\l .|* est convergente. Si le systéime des fonctions ¢,(p) est suffisamment

r=1

! Nous supposons aussi que les ¢, (p) soient réelles.
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régulier nous pouvons méme supposer que le dernier membre de (11) converge
non seulement en moyenne mais absolument et uniformément.’

Le systéme d’équations différentielles non linéaires se trouve ainsi trans-
formé en un systéme infini d’'équations linéaires & coefficients constants. Bn

multipliant (11) par @.(p) et en intégrant, il résulte
o= [ 92 (D 2g() 05y
5 :

Or on a, d'aprés (10),

f % (p) s (p) dop = f @» (p) (@ (p)) dop = 6,

S s

d’'ot I'on conclut
Cop == Cuv-

La matrice (c,,) est donc une matrice hermitienne & éléments purement imagi-
naires. La forme hermitienne 3 Zc¢,,u, @ n'est pas (en général) bornée au sens
de M. Hilbert. Or, nous avons ici un cas ol l'on peut appliquer la généralisa-
tion de la théorie de M. Hiueerr que j'ai développée il y a une dizaine
d’années.”

Pour utiliser la matrice (¢,,) pour 1'étude qui nous occupe, je démontre d'a- -

bord le lemme suivant.
Lemme I: 87 deux suites de constantes wuy, Uy, ... Uny - .., Wy, Wey ... Wy ...,

pour lesquelles =|u,|* et 3|w,|* convergent, sont lides entre elles par les relations

L= o]
wv———ZEwur y=1,2,...

les fonctions U (p)~3u, @, (p) et W{(p)~Zw, @, (p) sdtisfont a la relation

d . .
(12) d—t U (p()) t) V(po) dopo = lfW(po, t) V(po)d‘fpo
¥ N

S

! Cela arrive par exemple pour les ¢s(p) qui s’obtiennent en orthogonalisant les fonctions
oY, X%, a,m sur 8. '

® T. CARLEMAN: Sur les équations intégrales singuliéres & noyau réel et symétrique. Up-
sala Universitets drsskrift, 1923. CE. aussi: Congrés des mathématiciens scandinaves. Copenhagen .
1925 et Annales de l'Institut Henri Poincaré, 1931. :
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presque partout powr chaque fonction V(p,) a carré intégrable sur S. La fonction
sous le signe de dérivation est absolument continue.

Pour la démonstration nous supposerons d’abord que V(p,) ait toutes ses
dérivées premiéres continues sur S.

En utilisant la formule

f U (0o, %) V(po) do, = f U (p) V (5o, —1) dop,

S

on voit que le premier membre est dérivable et qu'on a

j,tf U(py, 7) V(po) dop, = f U(Po)aV(g‘;’;T)dUpo
% 8
=i [ U2 () a,

8

ot p; = T(p,, —7). En faisant v ==0, il résulte

[;% f U(po, ) V(p,) dap0]1:0=i f U (po) 2(V (po) dop,

S S

mn

Désignons par Vi (po) la somme D) a,@,(p;) des n premieérs termes dans le dé-
v=1

veloppement de ¥ (p,) suivant les fonctions ¢,(p,). On démontre que 2(Vn(p,)

tend en moyenne vers 2(V(p,)) si le systéme orthogonal est convenablement
choisi! On a

m o

Zf U(po) Q ( Vi (po)) da Opy = Z.{ U(_po) 2 Z Uy Cy r Py (Po) dopo =

S =1 r=1

m x® m m
=z'2 Z @y Co 7 Uy =—i2 avéwurz——iz Uy Wy =
r=1 r=1 p=1

y=1

=—ifW(po) Vi po) d 0,

S

! Cf. 1a Note & la page 68.
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En faisant tendre m vers l'infini il viendra
ifmmﬂwmw%=—{fmmvmm%
5 S8

Nous avons ainsi démontré la formule

BECEMCEN)

3
»

=—Q[Wwommm%
0
S

en suppsant que V(p,) soit une fonction i dérivées premiéres continues.

dans cette formule on remplace V(p,) par V(p,, —¢) il viendra facilement

d .
dt—fU(Po, ) V(ﬁo)dGPOZ-—sz(po, £) V (py) dp,.
J

8

En intégrant nous en déduisons 1'équation

(13) f U (po ) ¥ (pg)day, — f U (pg) ¥ (po) doy, =

S

t |
=~aﬁ[W@mﬂmmﬂ%W-
0o S

Si,

Par un passage & la limite, on trouve que cette formule, qui est démontrée

pour chaque fonction V(p,) dérivable est aussi vraie sous la seule hypotheése que

V(po) soit & carré intégrable. En dérivant (13) par rapport & £, on voit que (12)
est valable pour presque toutes les valeurs de ¢ quelle que soit la fonction V{(p,)

a carré intégrable. C.Q.F.D.
Si I'on intégre 1'équation (13) encore une fois on obtient la formule

f[ftU(po, t)dr — tU(p,) + if(t—z) W (s, 'p)dz] V(o) dop,=o0.

Cette relation, ayant liea pour toutés les fonctions V7 (p,) 4 carré intégrable,

entraine (pour ¢ fixe)
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l4

(14) fU(pO, )dr — tU (p,) + 7'1.(t — 1) W(p,, ©)dr=0

0

pourvu que P, n'appéu'tienne pas & un certain ensemble K; de mesure nulle.
Considérons maintenant une infinité de valeurs ¢,,t,, ... ¢, ... formant un en-
semble partout dense dans l'intervalle —o <t << . Si p, n'appartient pas a
I'ensemble I E;, qui est de mesure nulle, 'éguation (14) a donc lieu pour toutes
les valeurs ¢, et par conséquent, & cause de la continuité, pour toutes les valeurs
de t. L’équation (14) est donc valable identiquement en ¢ pour presque tous les
points p,. “En dérivant par rapport & ¢, il vient

14

(15) Ulpo, )= U (p) + z'fw(po, 2 de

0

pour presque toutes les valeurs de f.

En modifiant les valeurs de U(p,) en un ensemble de points de mesure
nulle (ce qui ne change pas les coefficients de Fourier de U (p,) nous pouvons
donc supposer que (15) ait lieu pour toutes les valeurs de t. U(p,) devient ainsi
une fonction absolument continue sur presque toutes les caractéristiques. En

dérivant par rapport i f, on trouve
QU)=W.

presque partout. Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant.

Lemme II: S7 deuz suites de constantes u,, Uy, ... Un, ..., Wy, Wy, ... Wn, ...

pour lesquelles X|u.|® et Z|w,|* convergent sont liées entre elles par les relations
w
w..=25,.,u, v=1, 2,...,
. r=1

il existe deux fonctions & carvé intégrable U (p) et W {(p) (dont la premiére est ab-

solument continue sur presque toutes les caractéristiques) satisfaisant aux relations:

f U(p) g (p)dop =us, f W (p) . (p) doy = w,,

N
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QU)=Ww.

La réceproque est vrate.
Nous pouvons maintenant démontrer que la forme 3¢, ,u, v, admet une et
une seule forme spectrale orthogonale. Il suffit de faire voir que les équations

u.,zi.ZE”u, v=1, 2,...
r=1
n'admettent pas de solution non nulle telle que X|u,|® converge, si A est non
réel. Supposons, par impossible, qu’il existe une telle solution. En appliquant
le lemme I on trouve pour la fonction U(p)~Iu.,¢,(p) la relation

it

vt 07w o= [0 V0~ 0o=e " [ U020 Vi) dan,

Le second membre reste certainement borné lorsque ¢ varie dans l'intervalle
—ow <t<o si V(p) est une fonction bornée, tandis que le troisidme membre

n'est pas borné & moins que

f U (po) ¥V (p) dop, = 0.

b

Il faut donc que cette relation ait lieu quelle soit la fonction ¥ bornée, ce qui
entraine U (p,) = 0 presque partout, contrairement & 'hypothése.
Introduisons maintenant un noyau K (§, 7) par les relations

: - p—1<E<y pP=1,2,...
K, n)=¢pq pour

g—1<n<gq g=1,2,...
K(E, n)=o0 pour & ou 7=nombre entier.

A chaque fonction U(p) & carré intégrable sur S nous pouvons faire corres-
pondre une fonction U*(E) 4 carré intégrable dans l'intervalle (o, ) et définie

par les relations
U*(§) = fU(Po) @y (po)do,, pour »—1<E<w
S

U*§)=o pour &= nombre entier.
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Nous venons de démontrer que 1'équation
0@~ 1 [K ) Ul dn=
]

ne posséde pas de solutions non identiquement nulles et & carré intégrable pour
A non réel. Il s'ensuit que K (£, ) appartient A la classe T et admet un et un
seul noyau spectral orthogonal.

Considérons maintenant 1'équation intégrale de premiére espéce

«©

fK(g,mw(n)dn:o.

0

(16)

Chaque - solution @ i carré intégrable peut se décomposer (d'une maniére unique)
en une somme

=¥ (§) + (),

ot w* () est constante dans tous les intervalles (v—1, v) et ou (&) satisfait aux

fw(n)dn=0-

Les fonctions w*(£) et v (&) satisfont séparément i 1'équation (16). Les solutions

équations simultanédes

du type w*(§) et celles du type w(§) forment des ensembles linéaires et fermés
de fonctions 4 carré intégrable. Nous pouvons dons trouver deux systémes de
fonctions orthogonales et normales w?(£), wi(5), ... et ¥, (), ¥, (), ... tels que
I'ensemble des solutions 4 carré intégrable de (16) soit représenté par la formule

OE)~D avwy (§) + Db (8),

v==1

ol a, et b, sont des constantes quelconques pour lesquelles Z|a,|* et >|b.|* con-
vergent. En utilisant le lemme II on voit qu'il correspond aux fonctions w3 (&)
des solutions” w,(p) de I'équation Q(w) = 0. Cet ensemble de fonctions posséde
la propriété que toute autre solution & carré intégrable de Q(w)==0 peut s’ecrire

10—3298. Acta mathematica. 59. Tmprimé le 18 mars 1932.
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w (p) ~Zes w,(p)

ot Z|e,|* est convergent. Remarquons finalement que les fonctions . (£) sont
orthogonales a toutes les fonctions qui sont constantes dans tous les intervalles
(v —1,9).

Ceci posé, en désignant par U (p) et V(p) deux fonctions quelconques 2
carré intégrable sur S, nous obtenons par une formule fondamentale de la théorie
des équations intégrales singuliéres (voir p. 48 et 49 dans le livre cité 4 la
page 68) '

(17) fU(po) V (o) dop, = [U* £ V() dE=

—fd;ff0(§nlU* E) V¥ (n drdn+ZfU* wi () dE - fV‘ wi (£)dE.

Le dernier terme du second membre peut encore s'écrire:
3 [vimo (s [Visdo. (nde
% 5
En introduisant la fonction

v(p, nil)~20(" — ; nll) 7+ (p)

nous pouvons écrire (17) sous la forme

(18) f U (o) V(50 doy, f & f f W (50, 712) Ulpy) V* (5)doy, do +

+ Zj (po) . (o) d 0, - [V(po)wv(po)d"po-

=1y

La fonction spectrale 6 (&, n'A) satisfait & la relation

OE& nAit+12)— §r}. ng Y fld; (&, nlA)dg,
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d'ot 'on déduit en appliquant le lemme I1I

Atdi

z-—fmw 1A =1 (p, glA+ 43 — p(p, 7]3).

A

Il s’ensuit aisément

i+di

Wip, nih+a)—w(p,nid)= [e *diw(py, 1 4)

ot l'on a posé p= T (p,, {).
Remplagons maintenant dans la formule (18) U{(p,) par U(p,, t). On a

j U (Bor 0% (Do, 7/3) dap— f U (p) (T (35, — 1), 7i) day, —

f id, f Ulpo) (2o, 1 3) i

Il s'ensuit la formule fondamentale

(19) fU(Po) V(o) dop,= fe tbffw (Po» 1.4) U(po) V*(n) dop,dn +

+ ZIU(Pq) W, ( Po) dGp, f V (po) s (o) d0p, =

f ld;ffo(& p|2) U*(§) V*(n)dEdn +

+ 3 j U (p9) s (50) doy, - ] V (ps) @ (pe) Ao

N

Nous pouvons aussi affirmer que

Ulp,, ¢ f “ dy [w(po,nll) U*(n) dy +Zw~(po)j w (go) U (go) d0q,,
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ou le signe ~ indique que l'intégrale + la somme dans le second membre tend
en moyenne (par rapport & p,) vers U(p,, t).

Ajoutons finalement la remarque suivante concernant le spectre ponctuel
de la transformation Q({/). Supposons que toutes les solutions & carré inté-
grable de l'équation Q(U)=o0 soient constantes presque partout. Soient i, Z,,...7,
des points appartenant au spectre ponctuel et désignons par U,(p), Uy(p), ... U.(p)
des fonctions fondamentales correspondantes. De l'équation

d U, (p)

ths dt

= U.(p)
on déduit
it
Us(po, )= % Us(py)
et par conséquent
2 Up)=o..

Nous avons done, & cause de notre hypothése sur les solutions de 2(U/)--o
| U.(p)] = constante presque partout.
Il s’ensuit que l'expression

v =1L v,

ol les », sont des nombres entiers (uelconques est une fonction uniforme et

bornée (si 'on exclut un ensemble de mesure nulle). Un calcul facile donne

.2((])22?”- U,
. r=1 ™Y

d'ott I'on conclut le théoréme suivant:
St Ay Ay, .o A appartiennent aw spectre ponctuel de N U) il en est de méme de

tous les nombres ¢ définis par Uéquation

I 0y n n
T
o A2, Yy

Ry, Ny, ... Ny Etant des nombres entiers quelconques.
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§ 3. L’hypothése ergodique.

Les résultats obtenus dans le numéro précédent permettent de traiter d’une
maniére rigoureuse certaines questions qui se rattachent a »I’hypothése ergodique»
qui joue un réle fondamental dans la mécanique statistique.

En intégrant la formule (19) par rapport & £, on trouve (I étant un nombre
positif quelconque)

: f f Ulpo, ) V(podopdt—3) f 0 ()9 [ V(o (e =10 + 900,

S

b ? Ve
ou l'on a posé

h(t)%jf I—el ldz[f 0(&, 1|2) U*(§) V*(n)dEdy
g(t) f[f f 1 [fa(&nll)U*(&) V*(ﬂ)d§dn]dt

On obtient immédiatement les inégalités

| |<~

f§'n ) U (& V*()d§dn|

(B =

i f 6(¢,4/2) U*(®) V*(n)d§d7)|-

A cause de la convergence de l'intégrale

f |dz f f 0(& 718 U V*(n)d§d17|

nous pouvons choisir /! de maniére que |g(f)] soit inférieur & , pbour toutes les

valeurs de t. Ceci posé, nous pouvons choisir un nombre #, tel qu'on-ait -

[R(#)] <§ pour > ¢,
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Il s’ensuit:

I‘? j f U‘(po,t) V(po)dop,dt— f U (po) ws(po) d0p, - f V (po)wn(po)dap, | <

pour ¢t >1,. Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant:

(20) tli‘nalo tff (20, ) V(po d"ﬂodt— 2,[ (Do) s (po)d o, f V(po) s (po) d0p,-

Considérons un point p, sur S et I'ensemble M, des points sur S dont la
distance a p, est <g¢. 8i, dans la formule précédente, on pose

U(py) = V(p)=1 si p, appartient a M,
U(po) = V(py) =0 > S—M,,

lim — ff (2o, t) U(py)dap, dt >o0.

On en déduit aisément le théoréme de Poincaré sur la récurrence des trajectoires.

on trouve

Supposons dés maintenant que chaque solution & carré intégrable de 'équa-
tion Q(U)==o0 est égale & une constante presque partout. La formule (20) se
réduit dans ce cas a la relation suivante:

(21) t]in; t fj U ﬁm pO)dolPudt:gI(;f U(Z’o)dapo f V(po)do'po
s

S

ou §, désigne la mesuré de la surface S.

Considérons maintenant un point ¢ sur S et le domaine D(q, o) de S qui
est intérieur 4 une hypersphére de rayon ¢ autour de ¢. Désignons par C(p,)
la caractéristique issue de p,. On vérifie aisément que I'ensemble E(q, o) des
points p, pour lesquels les caractéristiques C(p,) correspondantes ne coupent pas
D(q, ¢) est mesurable. Introduisons maintenant dans la formule (21) deux fone-
tions U (p,) et V(p,) définies de la manidre suivante:
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U(p) =1 si p, appartient &  E(q, o)
U(po) =0 » S—E(g e
V(pg) =1 » D(g, ¢)
Vipy)=o ’ 8—Dlg; e)-

Le premier membre de (21) est, dans ce cas, identiquement nul. Il §ensuit

fU(po)dam:mesure de E(g,0)=o0.

8
Considérons un ensemble dénombrable de points ¢, ¢, ... ¢ ... qui est partout
dense sur S et une suite de nombres positifs ¢, g;, ... ¢n, ... tendant vers zéro.

11 est clair que l'ensemble

K

P:§ éE(qv, on) + 2 Clg)

r=—=1

est de mesure nulle. D’aprés la définition des ensembles E (g, o) on trouve que

chaque caractéristique C(p,) issue d'un point de I'ensemble S—- P passe une in-
finité de fois aussi prés qu'on voudra de tous les points ¢,. Comme les points g,
forment un ensemble partout dense sur S on en déduit le théoréeme suivant:

Si QU)=o0 na pas dautre solution uniforme et & carré intégrable sur S
que U = constante presque partout, presque toutes les trajectoires sur § passent finale-
ment ausst prés quwon voudra de tout point de S.

Considérons maintenant deux ensembles mesurables P et @ sur S et désig-.
nons par [(, p,) la mesure des valeurs de 7 dans lintervalle o < < ¢ pour les-
quelles le point mobile 7'(p,, 7) appartient & l'ensemble . En prenant dans
la formule (21) :

U(py) =1 si p, appartient & ¢

Upo) = o : S—Q
V(py) =1 » P
V{p)=o0 > S—P

on trouve
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ou P, et ¢, désignent les mesures des ensembles P et ¢. M. BirrroFr! a ré-
cemment obtenu un résultat plus profond en démontrant que

lim l(z’tL") existe presque partout.

Voici un autre corollaire de la formule (21):

8i QU)=o0 na pas dautre solution uniforme & carré intégrable que U —
constante presque partout, chaque ensemble ¢ mesurable qui reste invariant sous la
transformation T (p,, 1) est ow de la mesure nulle ou de la mesure S,.

Pour le démontrer nous poserons dans la formule (21)

U(py) =1 si p, appartient & @
U(py) = o > S—@Q
Vipo) =1 §—@
Vip)=o > Q.

Le premier membre de (21) est dans ce cas identiquement nul et l'on obtient
(85— Qo) =0

ce qui démontre notre proposition.
En terminant ce paragraphe remarquons que la théorie des équations inté-
grales singuliéres n’est pas nécessaire pour la déduction de la relation (21). Nous

pouvons aussi procéder de la maniére suivante. Considérons l'expression
y=C+iQp),

ot ¢ est une constante arbitraire et ¢ une fonction arbitraire ayant des dérivées
partielles continues sur S. L'ensemble des fonctions 1 est un ensemkle linéaire;
cela veut dire qu’il contient la fonction y,y, + y,0, 7, et y, étant des constantes
quelconques, en méme temps que v, et 1,. D’aprés un théoréme de M. E. Schmidt
nous pouvons affirmer qu'une fonction a carré intégrable quelconque peut é&tre

approchée en moyenne aussi prés qu'on voudra par une fonction de l'ensemble

) pourvu qu’il n'existe pas de fonction w & carré intégrable avec f |lofPdo+o
%

! Proceedings of the National Academy of Sciences, December 1931.
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qui soit orthogonale & toutes les fonctions 1. Or si l'on suppose que la relation

f((] + 1 Q(p)) wdo

S

ait lieun pour toutes les fonctions ¢ et pour toutes les constantes C, on déduit
aisément (en modifiant s'il y a lien les valeurs de « dans un ensemble de
mesure nulle)

2(w) = o0, fwda%o.

S

Si l'on suppose que l'équation Q(u) = o0 n'a pas d’'autre solution uniforme et &
carré intégrable que u = constante presque partout, on en déduit w(p)=o0 presque
partout. Ceci posé, étant donnée une fonction U(p) & carré intégrable, nous
pouvons faire correspondre & tout nombre positif ¢ une fonction @.(p) et une
constante C; telles qu'on ait

(22) U(p)= Cc + iQ(p.(p)) + h(p),

N

ou

flh(p)lzdorp <e.
Une inﬁégra.tion donne immédiatement

SoCe:j U(Po)dapo_fh(]’o)d"nn-

S

En posant p = T'(p,, ) nous pbuvons écrire (22) sous la forme

U()= = o) + [ Ulpddan + hio) — [ higde,

3 5
On en déduit

t ¢

7 [ oo vat—g [Uwga0,=PPZPE 3 [ra— § [hip)da,.
0 0

S 0 S
11—3298. Acts mathematica. 59. Tmprimé le 18 mars 1932,
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En multipliant par ¥V (p,) et en intégrant on retrouve par un passage a la limite

la formule (21). On démontre aussi

¢
2
lim f(lf Ul(p,, t)ydt — i, U(po)dapo) dop, = 0.
{—r» t 60 N
5 0 S

o

8i l'on applique, d'une maniére analogue, un théoréme de M. F. Riesz' sur V
l'approximation des fonctions continues on arrive a formuler des conditions qui
entrainent lexistence de la limite lim U (p,, t) pour toutes les valeurs de p,.

t—w b

§ 4. Développements des solutions comme fonetions des valeurs initiales.

Nous allons étudier les développements des solutions du systéme (8), considerées
comme fonctions des valeurs initiales, suivant certains systémes de fonctions
orthogonales. Soit ¢,(p) un systéme orthogonal et normal de fonctions analy-
tiques et régulidres sur S et jouissant de la propriété que toute autre fonction
analytique et réguliére sur S puisse se développer en série uniformément conver-
gente suivant les fonctions ¢,(p). Au lieu de nous borner a 1'étude des solutions

xy = X, (2}, 25, ...2n, ) y=1,2,...%
nous considérerons, plus généralement, 1'expression
U(xp Lay .« - - xn) = U(P) = U(T(po’ t)) = U(pm t):

ot U est une fonction quelconque réguliére et analytique sur S. D’aprés les
hypothéses que nous avons faites nous savons que U(p,, t) admet un développe-
ment uniformément convergente (par rapport a p,) de la forme

(23) | U(po, 1) = Z a(t) pv(po);

ot les coefficients sont donnés par la formule

)= [ U0, 5.0 o,

S

! Annales de 1'Ecole Normale supérieure, 19II.
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Nous nous proposons de calculer effectivement les coefficients a,(t). Pour
abréger 'écriture nous allons introduire le symbole

I[U,7V; ¢ Zéf[U(po, )+ Ul(py, — )] V(p,) dop,-
5
On vérifie immédiatement les formules
IIU, V; =11V, U; Y, I[U+V, W; )=I[U, W; |+ 1V, W; 1

IlU, V; 4 =—i(I[U+ V,U+ Vit —I[U—V,U—V:1).

La fonction a,(f) peut s'écrire

0= [ 10000+ U0, — 8] i) +

+ 2 [ Wl 0~ Ul — 01900 = 110, i 1 — i [ T12(0), 5 0t

s 0

Il est donc clair que nous pouvons trouver la fonction a.(f) dés que nous savons
calculer les expressions
' IU, U; ¢

pour toutes les fonctions U réguliéres sur S. Or on a par la formule (19)
1,00 [ etas [ o nnvegomazan + 3| [voooiis
— 0 0 S A .
Si l'on introduit la fonction non décroissante:
2

o= [ vtdan— [ [o(sn) vrgumazay powr 10

Q(l)='—';“f Lr(po)“’dal,o—-ffﬂ(g,nl—;) U*(E) U*(n)dEdy pour A<o
S 0 0 ’

cette formule peut encore s’écrire
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€an

110, U3 = [ eidel.
En multipliant par ¢~ et en intégrant par rapport a ¢ il vient

-] o

I _ N i
(24) fg_ﬂdg(l) fe I[U, U; ) dt.
0
Le second membre admet le développement asymptotique

é—fU”do-—»és-f.Q”(U)Uda + CI“j QU Udo—---,
by S S
ol l'on a posé

QU = Q¥(U), L2[Q(V)) = ¥U) ete.

Cela posé, on déduit aisément de la formule (23) que toutes les intégrales

L]

f 1 do(2)

—®

sont convergentes et qu'on a

o«

fl*"dg(l)z f!?'“‘(U)UdU.

En écrivant, pour abréger,
‘[92"([]) Ud()' = Cn
S

et en remdrquant que ¢(A) est une fonction impaire de 4, on obtient finalement’

®

(25) 2 fl"de(Vl) = ¢, n=0,1,2,...

0

Comme on a ¢, < k*|2n (o0 % est une constante) il suit d'un théoréme de

! Nous poserons o{0)=o.
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M. Hamburger que le probléme des moments de Stieltjes défini par les équa-
tions (25) est déterminé. Il s’ensuit que la fraction continue de la forme

I

(26) | Gle) = bio +

I

I
b, +

byz
qui correspond 4 la série

G G Cs

est convergente et qu'on a

o

2 f djgf?e a2).

[

En remplacant z par (® et A par A* on obtient
Cdel) _ s

0

Cette formule peut encore s'écrire sous la forme

ol _ e
F—id LG,

Il s’ensuit

fe--C‘I[U, U; ddt = LG,
0
d'ot I'on conelut, par une formule d'inversion connue,

a+iw
1, Ui = f HG(YLdL (a> o).

H—i
Il est ainsi démontré que les coefficients a,(t) dans la formule (23) peuvent

sexprimer aw moyen de certaines fractions continues de Stielljes. Les développe-
ments obtenus sont valables powr toutes les valeurs positives de t.
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En appliguant un théoréme de Stieltjes ((Buvres complétes II p. 510), on

démontre le théoréme suivant:

Pour que Uhypothése ergodique soit vrate il faut et il suffit que la série

o«
Z b21'+1
v=0

Jormée avec les coefficients d’ordre tmpair de la fraction continue (26) soit divergente
pour toutes les fonctions U qui satisfont a la relation

f U (po) doy, = 0.

b

Revenons maintenant au systéme

da,
(27) da; = Au(x,, o, . . . Zn)

(ou les A, sont des polynémes) considéré dans le paragraphe 1, et supposons
qu'il existe un invariant intégral positif w(z,, s, ... z,). Dans ce cas il faut
tenir compte du fait qu'une trajectoire peut s'éloigner a l'infini au bout d'un

-

temps fini. On démontre néanmoins la relation

[ vamnio= [ vawus
Ey, E,
d’oll 'on conclut que les coefficients a,, du systéme (5) satisfout & la relation (7).
Ceci entraine qu’uﬁ grand nombre des résultats des paragraphes 2, 3 et 4 sub-
sistent, convenablement modifiés, pour le systéme (27).

Remarquons finalement qu'on peut toujours ramener un systéme hamiltonien

dg _0H dp, __OH

dt ~ dp, dt  dq.

r=1,2,...1m,

ou H(py,Psy ... Pn, qis s - - - qn) est une fonction algébrique, a la forme (27) ou,
plus précisément a un autre systéme hamiltonien

dg, _0G dp, _ 0G

dv  dp, dv dqr
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ot G est un polyndéme des variables p,, ps, ... 0n, 91,0, - --qn. Comme H est algé-
brique on a, en effet, une relation de la forme

G(plapih v 'pna i, 92, - - - n, H):O>

ou G est un polyndéme. On en déduit

o6 06
dpr__ oG’ Oq,._ (}_G[
oH - OoH
En posant
dt
T
oH

et en remarquant que H = constante = H, pour tous les points de la trajectoire
considérée on trouve ' '

dgr _0G(py, .-, q1,--, H)) dpr _ 0G(py, ..., qu .., Hy

b - N

dz Op, dz dq:

ce qui démontre la proposition.

Djursholm le 10 Février 1932.



