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Dans sa conf6rence sur >>L'av6nir des )/Iath6matiques>>, au Congr~s de Rome 

en I9o8 , POINCAR~ a remarqu~ que l 'on devait  pouvoir  appl iquer  la th6orie des 

6quations int6grales lin6aires ~ la th~orie des 6quations diff6rentielles ordinaires 

non lin6aires: Un premier  p a s  pour  r~aLiser l'id~e de Poincar6 a ~t6 fair  p a r  

Fredholm dans une Note  dans les Comptes rendus 23 abut I92o. FREDHOLM 

arrive s une ~quation int6grale lin6aire mais il constate  en m~me temps que 

l '~tat actuel  de la th6orie des 6quations int6grales ne para~t cependant  pas per- 

met t re  une 6rude suffisamment approfondie  de l '~quation obtenue. Nous nous 

proposons d ' a t t aquer  le probl~me par  une autre  m6thode. 
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Soit un syst~me d'~qu~tions diff6rentielles 

d x ,  = A, .  ( x , ,  x~, . . .  x,,) 
(I) d t  

et supposons d'abord que les A, soient des polynbmes en x,, x~ , . . ,  x, .  Consi- 

d~rons les fonctions 

( 2 )  m,  m .  X~b~ 9,,,. = O ,  I ,  2 ,  X t  X 2  ~ . . . . . .  

et ordonnons-les en une suite, simple 

9h, ~-~, "'" q0,,, . . . .  

En utilisant les 6quations (I) on obtient 

(3) d ~ _  ~, d t  c, rqp,. ~ = i ,  2, . . ,  
r ~ l  

od (c,~) es6 une ma6rice n 'ayant qu'un nombre fini d'61~ments non nuls clans 

chaque ligne et chaque colonne. Le probl~me d'int6grer les ~quations ( I ) se  

trouve ainsi r6duit '~ un syst~ne inf ini  d'6quation's d(tfdrentielles h'n6aires h, ~oeffi- 

eients constants. 

I1 n'est pas n6cessaire de ehoisir pour ~ 1 , 9 ~ , - . .  qD, , . . ,  le syst~me (2). 

Nous pouvons prendre n'importe quel syst~me de fonctions pourvu qu'on puisse 

d~velopper 

z 

suivant les T,. Considdrons par exemple le syst~me des fonctions ~,(xj,  x~, ... x,) 

qui s'obtiennent en orthogonalisant les fonctions 

Onlt-]-I/~-{- �9 . . h-y/?l e ~  { Xt~ 4"X:t ~-{ - �9 . . ~ x,l~. ~') 

. . . . . .  ' . . . . .  " t )  ' ; / ~ ,  O" .,h dx~- .I; t �9 X n 

de mani~re que les relations 

f Cp(x,, x,,) (x,, x,)  (x, ,  x ,)  d x ,  dx., d x ,  = o p =V q X , ,  ~ q~q X 2 ,  tt X 2 ~  m D ~  0 m n m m n 

I p - ~ q  
Et~ 

soient remplies, I t ( x D x 2 , . . .  x,,) dtant une fonction positive donn~e (he croissant 
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plus vite que e~(~,~+~+'"+~, ~), a <  i) et le domaine d'int~gration tin ~tant l'espace 

n-dimensionnel entier. On obtient ainsi une suite de fonctions 

(4) ~, = e -(~'~+~'+' ' "+xn~) P ~  ( x , ,  x 2 ,  . . .  Xn),  

Off les /),(X~, x ~ , . . ,  xn )  sont des polynSmes tels qu'un polynSme quelconque soit 

dgal s une combinaison lingaire s coefficients constants d'un hombre fini des P~. 

Ceci posd, si l'on forme l'expression 

r ~ l  

le second membre prend la forme suivante: 

e -(~'~+~'+" " ' + ~ ) Q ,  (xl, x~, . . .  x~), 

off Q,(xi, x 2 , . . ,  x,~) est un polynbme. Or nous avons, d'apr~s ce qui precede, 

�9 Q , ( X I ,  X2, . . .  Xn) = Z a~,rPr(X l ,  x 2 ,  �9 . .  Xn). 
r ~ l  

I1 s'ensuit 

(5)  d ~  a*'rqDr ~ ~ I , 2 . . . ,  

off (a~r) est une matrice n 'ayant qu'un nombre fini d'~l~ments non nuls dans 

chaque ligne. La th~orie g~n~rale qu'on poss~de aujourd'hui pour les syst~mes 

d'~quations de la forme (5) est par~iculi~rement d~velopp~e dans les cas off l 'une 

ou l'autre des relations 

(6)  a , r  = a .  

(7) a,,. = - - a , ,  

sont remplies. I1 est s remarquer que les conditions (7) sont v~rifi~es pour un 

grand hombre des syst~mes d'~quations diff~rentielles qu'on rencontre dans 

les applications, ?~ savoir ceux qui admettent un invariant integral partout 

posRiL 

9 - -  3 2 9 8 .  Acta mathematlca. 5 9 .  I m p r i m 4  l e  18  m a r s  1 9 3 2 .  
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w 2. l~tude des ~quations diff~rentielles ayant une int~grale uniforme et un 
invariant integral positif. 

Nous nous proposons d'6tudier, par la m6thode indiqu6e dans le para- 

graphe pr6c6dent, un syst~me d'6quations diff6rentielles qui contient  comme cas 

particulier les 6quations canoniques de la dynamique. J ' a i  fair un expos6 de 

rues recherches sur cette question dans une conf6rence s l ' Ins t i tu t  Mittag-Leff- 

ler le 8 mai i93i .  Un r6sum6 de cette conf6rence a 6t6 communiqu6 ~ l'Aca- 

d6mie des Sciences s Stockholm le 27 mai I93I. ~ Plus tard j 'ai  eu connaissance 

d ' u n e  Note de M. KOOVMAN, publi6e le I5 mai I93I dans le Proceedings of 

the National  Academie of Sciences U. S. A., qui m'a  montr6 qu 'un grand nom- 

bre d e  mes r6sulta~s g6n6raux 6taient d6js trouv6s par M. Koopman. Si, 

n6anmoins, je reviens s cette question c'est pour d6velopper plus explicitemen~ 

cer~aines applications (l'hypoth~se ergodique, d6veloppement des solutions comme 

fonctions des valeurs initiales) que j 'ai esquiss6es bri~vement dans ma Note et 

qui ne se t rouvent  pas dans l 'article de lVl. Koopman.  

Consid6rons un syst~me d'6quations diff6rentielles analytiques ~ 

(s) dx, 
d t - -  A,. (x l ,  x~, . . . ,  x,,) 

a y a n t  une int6grale uniforme H(Xl, x ~ , . . . ,  X n ) :  C et poss6dant un invariant  

int6gral positif. 

Supposons en outre que l 'hypersurface S (dans l'espace s n dimensions E,) 

d6finie p a r  l '6quation H (xl, x~, . . .  xn)-~ C soit par tout  r6guli~re e~ ferm6e. 

Les 6quations (8) d6finissent x,  comme fonctions de t et des valeurs initiales 

x ~ x~, . . .  x~. On obtient ainsi une t ransformat ion p - T(p0, t) qui t ransforme 
�9 0 0 0 / le point Po avec les coordonnees x , ,  x~, . . .  xn en le point /9  avec les coordonnes 

x 1, x~, . . .  Xn Cette t ransformat ion t ransforme l 'hypersurface S en elle-m4me et 

admet un invariant  int6gral positif. En effectuant, s'il y a lieu, un changement  

de variables nous pouvons supposer cet invariant  6gal s un, c'est-s que la 

t ransformation p ~ T(p0, t) conserve l'616ment d'aire da de S. 

Soit U(xl, x ~ , . . ,  x~)= U(p) une fonction continue ayant  des d6riv6es 

partielles sur S e t  introduisons la t ransformat ion fonctionnelle lin6aire 

Application de la th6orie des 6quations int6grales singulieres aux 6quations diff6rentielles 
de la dynamique, Arkiv fiir mathematik etc. (Imprim6 le 19 juin I93I ). 

I1 suffit que les A~ satisfassent '~ certaines conditions de dSrivabilit6. 
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d U(p) i ~ A, 0 U 
~.~( U ) - -  i -- d r - -  = Ox, ,  " 

En 6crivant le dernier membre sous la forme 

d 
off i/s d6signe une d6rivation suivant la caract~ristique issue de p, on volt que 

l 'op4ration .Q(U) a un sens pour route fonction U qui est absolmnent continue 

sur presque routes les caract~rist iques.  Soit U (Po) une fonction sommable (sur S) 

e~ posons U(po, t ) =  U(T(po, t)). En uti l isant le f a r  que la t ransformat ion 

:/'(Po, t) conserve les aires, on volt que l 'int~grale 

(9) f V(po, t)d ,,o 
. /  
S 

est ind6pendant de t. Consid6rons main tenant  deux fonctions U (p) et V(p) .Z carr~ 

intdgrable et absolument continues sur presque routes les caract~ristiques et jouis- 

sant  de la propri~t~ que Y2(U) et Y] (V) sont '~ carr6 sommable sur S. En rem- 

pla~ant dans (9) U par U V e t  en d6rivant par rapport  '2 t, on trouve (pour t = o) 

(IO) f V~.2(U)do-- f us~iT~)d,~, 

d'ofi l 'on conclut quc .~2(U) est une t ransformation lin~aire hermitienne. 

Soit ~ (p), ~ (p) . . . .  ~ ( p ) ,  . . .  un syst~me complet de fonctions orthogonales 

et normales d6finies sur S et satisfaisant 's certaines conditions de d6rivabilit~,. 1 

Il  est clair que nous pouvons choisir les ~0~(p) de mani~re que toutes les fonc- 

t ions  ,o.(~v~(p)) soient continues et poss~dent un hombre quelconque de d6rivSes 

continues. Ceci pos~, nous pouvons d~velopper les fonctions ~(~v~,(p)) en s6ries 

suivant les ~v~(p): 

(If) ~ (~, . (p))-- i  dqD,(p) - 
r = l  

off ~ l c , ~ l  "* est convergente. Si le syst~me des fonctions q~,(p) est suffisamment 
r ~ l  

Nous supposons aussi que lea ~p~(p) soient r~elles. 
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rggulier nous pouvons m~me supposer que le dernier membre de (I I) converge 

non seulement en moyenne mais absolument et uniformdment.  ~ 

Le systb.me d'dquations diff~rentielles non lindaires se trouve ainsi trans- 

form~ en un syst~me infini d'~quations linSMres s coefficients constants. En 

mult ipl iant  (~ )  par ~ ( p )  et en i n~gran t ,  il r~sulte 

e~,te 

s 

Or on a, d'apr~s (m), 

s 

d'ofi Yon conclut  

La  matrice (e, ~.) est done une matrice hermit ienne "s ~ldments purement  imagi- 

naires. La  forme hermit ienne ~C,~U, (~r  n'est  pas (en g~n~ral) bornde au sens 

de 1VI. tIi lbert .  Or, nous aeons ici un cas off l 'on peut appliquer la gdngralisa- 

t ion de la th4orie de M. HIT.BERT que i'M d~veloppde il y a une dizaine 

d'anndes. ~ 

Pour  util iser la ma~rice (c~.~) pour l '~tude qui nous occupe, je ddmontre d'a- 

bord le lemme suivant. 

Lemme I :  Si  deux suites de co~stantes u~, u2, . . .  u,~, . . . ,  w~, w~, . . .  w,~, . . . ,  

pour lesquelles Z]u,] ~ et Z[w,.[ ~ convergent, sont lides entre elles par les relations 

ar  

W~, ~---- Z -r ~ : I~ 2 , . . .  

~ '~1  

les fonctions U (p)~ Zu,  qD, (p) et W (p)~ Y, w, q~, (p) satisfont a la relation 

d . f W(po, t) r(Pold~o (~z) ~ f v  (po, t) V(po)d,~,o = -- i 

i Cela arrive par exemple pour les q%(p) qui s'obtiennent en orthogonalisant les fonctions 

x ~ ,  x ~ ,  . . .  xnn sur S. 

W. CARLEMAN: Stir les ~quations int~grales singulieres ~ noyau r~el et symdtrique. Up- 
sala Universitets ~rsskrift, I923. Cf..aussi: Congres des mathdmaticiens scandinaves. Copenhagen 
I925 et Annales de l ' Inst i tut  Henri Poincar~, I93I. 
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presque partout pout" chaque fonetion V(po) ~ carrd int~grable sur S. La ]bnction 
sous le signe de d&'ivation est absolument continue. 

P o u r  la d 6 m o n s t r a t i o n  nous  suppose rons  d ' a b o r d  que V(po) air rou tes  ses 

d6riv6es premieres  con t inues  sur  S. 

E n  u t i l i san t  la fo rmule  

f u(_~o, ~) V(po)d~o = fU(po) V(po, -~)d~o 
s ,s 

on voi t  que l e  p r e m i e r  m e m b r e  es t  ddr ivable  e~ q u ' o n  a 

f -d; U(po, ~) V (Po) d(,~o = U(po) o v ( p o , - . ) .  
s s 

=i f  g( o) n(v(.)do,,., 
s 

off p~ : T(po, --~). E n  fa i s an t  ~ :  o,  il r6sul te  

s s 

D~signons  pa r  V,, (Po) la s o m m e  ~ a ,  ~0~ (Po) des n p remiers  t e rmes  dabs  le d6- 

ve loppemen t  de V(po) suivun~ les fonc t ions  ~0,(po). On  d g m o n t r e  que $2(gm(po)) 
t e n d  en  m o y e n n e  vers t~(V(po)) si  le systSme o r t h o g o n a l  est  c o n v e n a b l e m e n t  

choisi. ~ O n  a 

f f ?/~ ao i u (po) n (r,~ (po)) d,,~o = i U(po) ~ Y, a~ C.r ~ (~)o) do.~ = 
t 

S S v : l  r : l  

= i a ,  c, r u,. = - -  i a ,  c, r u~ = --  i a ,  w,  = 
~,=1 r = l  ~ = i  ~ = I  

=-i f w(po) 
S 

1Cf.  la Note ~ 1~ page 68. 
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En faisant tendre m v e r s  l'infini il viendra 

i f U (po) S~ ( V (po)) d~o = -- i f W (po) V (po) d~o. 
S S 

Nous avons ainsi d6mon-tr6 la formule 

J v - - O  

en suppsant que V(po) soi~ une fonction 's d6riv6es premieres continues. Si, 

dans cette formule on remplace V(po) par F ( p o , - - t )  il viendra facilement 

fv(po, t) V(po) ifW(po, t) V(po) dt 
S S 

En int6grant nous en d6duisons l'6quation 

u (po) V(po) d~,o = 

0 S 

W(po, *) V(po)dapid*. 

Par un passage s la limite, on trouve que cette formule, qui est d6montrde 

pour chaque fonction V(po) d6rivable est aussi vraie sous la seule hypoth~se que 

V(po) soi~ s carr6 int6grable. En d6rivant (13) par rapport s t, on voit que (12) 

est valable pour presque routes les valeurs de t quelle que soit la fonction V(po) 
carr6 int6grable. C . Q . F . D .  

Si l'on int~gre l'6quation (I3) encore une lois on obtient la formule 

t t 

S 0 0 

Cette relation, ayant lieu pour routes les fonctions V(po) ~ carr6 int6grable, 

entralne (pour t fixe) 
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t t 
f j ' ( t  T)[V(po, T ) ( I T : O  (I4) U(po, $ ) d ~ -  tV(po)  + i --  

0 0 

pourvu que Po n 'appar t ienne  pas "~ un certain ensemble Et de mesure nulle. 

Consid~rons main tenan t  une infinit~ de valeurs t~ , t 2 , . . ,  t , , . . ,  fo rmant  u~ en- 

semble par tout  dense dans l ' intervalle - -  ~ < t < ~ .  Si Po n ' appar t i en t  pas ?t 

l 'ensemble -VEt,., qui est de mesure nulle, l '4quation (x4) a donc lieu pour  routes 

les valeurs t, et par  consequent,  's cause de la continuitY, pour  routes les valeurs 

de t. L'~quaflion (14) est donc valable ident iquement  en t pour  presque t o u s l e s  

points Po. "En  ddrivant  par  rappor t  '~ t, il vient  

t 
(~5) V(po, t)= V(po) + i l W(po, ~)d~ 

. 3  
0 

pour  presque routes les valeurs de t. 

En  modifiant les valeurs de U(p0) en un ensemble de points de mesure 

nulle (ce qui ne change pas les coef fc ients  de Four ie r  de U(po) ) nous pouvons 

donc supposer que (15) ai~ lieu pour  routes les valeurs de t. U(po) devient  ainsi 

une fonct ion absolument  cont inue sur presque routes les caract~ristiques. En 

d~rivant par rappor t  '~ t, on t rouve 

~(u)=  w. 

presque par tout .  Nous pouvons donc ~noncer le r~sultat  suivan~. 

Lemme I I :  Si deux suites de constantes u~, u~ . . . .  u , , . . . ,  w~, w ~ , . . ,  w , , , . . .  

pour lesquelles Z]u,,] ~ et Z lw,]  ~ convergent sont li~es entre elles par  les ,'elations 

oo 

r=----I 

Y ~ -  I , 2 ,  . . .~ 

il existe deux fonetions ~ carr6 int6grable U (p) et W ( p )  (dont la premi~'e est ab- 

solument continue sur presque routes les caraeff~'istiques) satisfaisant aux ,'elations." 

f r: (p) ,t, (p) d~p = u,, f W(p) ~, (p) d~, = ,,,,, 
N ,; 
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~ ( u ) =  w. 

La rdciproque est vraie. 

Nous pouvons m a i n ~ n a n t  d4montrer  que la forme 2 c , ~ u , v ,  admet une et 

une seule forme spectrule orthogonale.  I1 suffit de faire voir que les 6quations 

oo 

r ~ l  

V ~ -  I ,  2 , . . .  

n'axlmettent pas de solution non nulle telle que ~[u,[  e converge, si )~ est non 

r6el. Supposons, par impossible, qu'il existe une telle solution. En appliquant 

le lemme I on trouve pour la fonction U ( p ) ~ u ,  9,,(p) la relation 

f u(po, F(po)d. o= f U(po) t)dapo=e -~I f 
S ,u ,u 

U(po) V(po)d~,,0. 

Le second membre rest~ eertainement  born6 iorsque t varie dans l ' intervalle 

-- ~ < t < r si V(po) est une fonction born6e, tandis que le troisi~me membre 

n 'est  pas born6 "k moins que 

f U(po) V(po)d~,,o = o. 

II f au t  donc que cette relation air lieu queue soit la fonction V born6e, ee qui 

entralne U(Po)-~ o presque partout,  contrairement  s l 'hypoth~se. 

Introduisons main tenant  un noyau K(~, 7) par les relations 

K(~, 7 ) : C p q  pour 

K(~, 7) = o pour 

p - - I < ~ < p  p = I ,  2 . . . .  

q - - ~ < 7 < q  q-- I, 2 , . . .  

ou 7 = nombre entier. 

~, chaque fonction 

pondre une fonction 

par les relations 

U* (~) = f V (Po) 

u* (~) = o 

U(p) "s carr6 in~grable  sur S nous pouvons faire corres- 

U*(~) ~ earr6 int6grable dans l ' intervalle (o, r162 et d6finie 

9"(po) dapo pour ~ - - I  < ~ < v  

pour ~ ~ hombre entier. 
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Nous venons de d~montrer que l'~quation 

o 

ne possSde pas de solutions non identiquement nulles et '~ carr~ int~grable pour 

Z non r6el. I1 s'ensuit que K(~, V) appartient 's la classe I e t  admet un et un 

seul noyau spectral orthogonal. 

Consid6rons maintenant l'6quation int6grale de premiSre espSce 

(16) 
f K(~, ~) q)(~2)dv = o. 
o 

Chaque'solution (D '~ cart6 inf~grable peut se d6eomposer (d'une mani~re unique) 

en une somme 

=: o9, @) + ~(~), 

06 o9" (~) est constante dans tous l e s  intervalles (~--i~ ~) et o6 ~(~) satisfait aux 

6quations simultan~es 

f ~  (V) d U = o. 

Les fonctions o9"(~) et W(~) satisfont s6pardment s l'6quation (I6). Les solutions 

du type w*(~) et celles du type ~(~) forment des ensembles lin~aires et ferm6s 

de fonctlons s cart6 int~grable. Nous pouvons dons trouver deux syst~mes de 

fonctions orthogonales et normales o9"(~), o9.*(~), . . .  et ~(~),  ~Oe(~) . . . .  tels que 

l'ensemble des solutions ~ carrd intdgrable de (I6) soit repr6sent6 par la formule 

c o  

' v := l  1'~1 

o6 , .  et b. sont des oonstantes quelconques pour lesqueUes z l ~ . l  ~ et Z l b .  I ~ con- 

vergent. En utilisant le lemme I I  on volt qu'il correspond aux fonetions o9,*, (g) 

des solutions og,(p) de l'6quation /2(o9)- o. Cet. ensemble de fonegions poss~de 

la propri6t6 que route autre solution ~ cart6 intAgrable de /2(o9) .... 0 peut s'ecrire 

1 0 - - 3 2 9 8 .  Acta  mathemat ica .  59. I m p r i m 5  le 18 m a r s  1932. 
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,o (p)  ~ ze , ,  ,o,  (2,) 

off ~]c,,] 2 est convergent. Remarquons finalement que les fonetions ~p,.(~) sont 

orthogonales 's routes les fonctions qui sont constantes dans t o u s l e s  intervalles 
(~ - ,, ~). 

Ceci posd, en ddsignant  par U(p) et V(p) deux fonctions quelconques '~ 

ealT6 int6grable sur S, nous obtenons par une formule fondamentale  de la th6orie 

des 6quations int6grales singulibres (voir p. 4 8  et 49 dans le livre citd 's la 

page 68) 

(,7) f V(po) V(po)d~,~ = f v*(~) v*(~),~.-- 

- - ~  0 0 0 0 

Le dernier terme du second membre peut encore s'derire: 

zfv(po) ~,.(Vo)a,,o. f ~;(vo)~,.(,o)a,,,,. 
,u ,S 

En int roduisant  la fonction 

( ) ' , l ! z  q~,,(p) 
~ = 1  

nous pouvons 4erire (17) sous la forme 

( , S )  / f/ f U(po) V ( p o ) d ~ ~  = d~ ~' (Po, ,l!Z)V(po) V* (,~)d~,o d,~ + 

"f ( § ~ U(po)O,,.(po) d,,,.. U(po)O,.(po)d~o. 
.... 1.:. ;. 

La  fonction spectrale 0 (~, viii, ) sat isfai t  g la relation 

,)= f r 
0 ir 

V!Z) dr 
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d'ofl l'on d6duit en appliquunt le lemme I I  

i + . d ) .  

d i 

Z 

vlz) =~,(p, vlz + Az)--~(~,  vlz). 

II s'ensuit ais6ment 

;~+d). 

f" ~(p, ,~!z+d~)-~o(p, ~!z)= e-;&~P(po, ~ z) 
Z 

off l'on a posd p = T(po ,  t). 

Rempla?ons maintenant dans la formule (I8) U(po) par U(po, t). On a 

f u(po, t)~P(po, ViZ)d%o= f.U(po)~P(T(po, -- t), 

I1 s'ensuit la formule fondamentale 

,2iZ) d%~ --- 

i 

f, ,f  = e~d~ U(Po) ~(Po, ~1 ~.) d%~ 
0 ,~' . 

(19) 

oo oo 

f f" ff  U(vo, t)V(po)d~= d,~,. ~(po, ~z) U(po) v*(~la+oan 
S - - ~  S 0 

+ z f ~ ( "  ::('~+o f ~+o,0..<,~+. = 
S / 

+ 

~ 00 

f" ff,,=, -- e ~ da 
- - 0 0  0 0 

+ Z f V(~o)~.(po),l+~ f V(po)~.(po)d+~ 

Nous pouvons aussi affirmer que 

a~ 

f " l  fo,,: U(po, t)~ e a- d a  ~p(po, ~'~;~) U*(v)d,] + ~, w,(po) (qo) U(qo)aaqo, 
- -  :a  S 2' 
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oh le signe ~ indique que l ' int~grale + la somme duns le second membre tend 

en moyenne (par rapport  s P0) vers U(po, tl. 

Ajoutons finMement la remarque suivante concernant le spectre ponctuel 

de la t ransformat ion .Q(U). Supposons que routes les solutions .s carrd int6- 

grable de l '6quation ~ 2 ( U ) - o  soient constantes presque partout.  Soient )~, X.2 . . . .  )., 

des points appur tenant  au spectre ponctuel et d6signons par Ux(p), U2(p) , . . .  U,.(p) 

des fonctions fondamentales correspondantes. De l '6quation 

oit ddduit 

et par eons6quent 

ix,. d u>.(p) ___ u.(~,) 
dt  

i t  

u , . ( p o ,  t) -- e ,.,, u , , ( p o )  

~-(I u , ( p ) I )  = o . .  

Nous ttvons done, s cause de notre hypoth~se sur les solutions de ( . 2 ( U ) - - o  

] U,(p)[ = constante presque partout.  

I1 s 'ensuit  que l'expression 
r 

G O D - I [  u,.(~,)",., 
'v . -1 

off les H, sour des hombres entiers quelconques est une fonction uniforme et 

bornde (si l 'on exclut un ensemble de mesure nulle). Un c~lcul facile donne 

r 

~ n~ . U, 
. < . , ( u )  - - z ,  

d'o~l l 'on conclut le thdor~me suivant: 

Si X l, L_ . . . .  Xr appartiemwnt au spectre po~ctuel de !2( U) il eJ~ est de mOme de 

tons les hombres Q ddfinis par  l'dquation 

u 1, n ~ , . . ,  n,. dtant des hombres entiers quelconques. 
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w 3. L'hypoth~se ergodique. 

Les r6sultats ob~enus dans le num6ro pr6e6dent permettent de traiter d'une 

manibre rigoureuse certaines questions qui se rattachent s >)l'hypothbse ergodique>> 

qui joue un r61e fondamental dans la m6canique statistique. 

En int6grant la formule (I9) par rapport ~ t, on trouve (l 6rant un hombre 

positif quelconque) 

t 

:',. f f ,) z f . f 
0 ~ ~ ~' 

V(po)~O,(po)davo-= h(t) + g(t), 

o~ l'on a pos6 
l 0r zr 

h(t) = 7 i - J  Xd~ O(g, vlZ)f*(g)V*(v)d~av 
- - 1  o 0 

t - - I  ar 0o oo 

 flf f" Cf 1 g(t) I + exd~ O(f, vlZlU*(f) V*(~7)dfd v dr. 
L 

0 - - o r  l 0 0 

On obtient imm6diatement les in6galit6s 

l 

Ih(t) l -< d~ 
- - l  o 0 

f fl i f  Ig(t)l-< + dx 0(f, 
1 - - ~  0 0 

vlZ) u*(~) V*(v) dgdv I . 

~_ cause de la convergence de l'int6grale 

oo co 

- - o o  0 0 

nous pouvons 

valeurs de t. 

ehoisir 1 de manibre que Ig(t)l soit inf6rieur s 2- pour routes les 

Ceei pos6, nous pouvons choisir un nombre to tel qu 'on  air 

Ih(t) l < 2  pour t>to. 
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I1 s'ensuit: 

t 

0 S ~ S 

pour t > t o. Nous avons ainsi obtenu le r6sultat suivant: 

t 

/ / ( zo )  h m -  f /" U(po, t)V(p0)d~~ F, U(po)~,(po)d~,,o" 
t - - |  

0 S S S 

Consid6rons un 

distance ~ Pl est ~ q. 

on trouve 

point Pl sur S e t  l'ensemble M e des points sur S clont la 

Si, dans la formule pr6c6dente, on pose 

U(po) = V(po)= ~ si Po appartient ~ M e 

(po) = r (po) = o ~, s -  M e ,  

t i// lim 

0 S 

U (Po, t) U (Po) dapo d t > o. 

On en d6duit ais6ment le thdor~me de Poincar6 sur la r6currence des trajectoires. 

Supposons dSs maintenant que chaque solution s carr6 intggrable de l'dqua- 

tion ~ ( U ) - - o  est 6gale k une constante presque partout. La formule (20) se 

r6duit dans ce cas s la relation suivante: 

t 

( 2 I )  l i r a  I f f  f f t--~ t U(po, t) V(po)dapodt=so d U(po)dapo. V(po)dapo 
0 S S S 

off S O d6signe la mesure de la surface S. 

Consid6rons maintenant un point q sur S e t  le domaine D(q, Q) de S qui 

est int6rieur ~t une hypersph~re de rayon Q autour de q. D6signons par C(po) 
la caract6ristique issue de Po- On v~rifie ais6ment que l'ensemble E(q, Q) des 

points Po pour lesquels les caract6ristiques C(po) correspondantes ne coupent pas 

D(q, 0) est mesurable. Introduisons maintenant dans la formule (2I) deux fonc- 

tions U(Po) et V(po) d6finies de la mani~re suivante: 



Application de la thfiorie des 6quations int6grales lin6aires. 

U (po) = i s i  Po  appartient s E(q, q) 

U(po) = o >> S - -  E (q, r 

V(po) : ,  )> D(q, r 

V (Po) : o ,, S - -  D(q, e). 

Le premier membre de (2I) est, dans ce cas, identiquement nul. I1 s 'ensuit  

f U(po)dapo-~ mesure de E(q, e)---- o. 
S 

79 

Consid6rons un ensemble d6nombrable de points ql, q~, . . .  q, ' , . . -  qui est partout  

dense sur S et une suite de nombres positifs QI, ( ~ , . .  (~, . . . . .  t endan t  vers z6ro. 

I1 est clair que l 'ensemble 
r162 ~ or 

~ r e = l  ~ 1  ~ ' ~ 1  

est de mesure nulle. D'aprbs la ddfinition des ensembles E (q, q) on trouve q u e  

chaque caract~ristique C(po) issue d 'un point de l 'ensemble S - - P  passe une in- 

finitd de fois aussi prbs qu'on voudra de t o u s l e s  points q,. Comme les points q, 

forment  un ensemble par tout  dense sur S on en d~duit  le th~orSme suivant:  

Si ~ (  U ) ~  o n'a pas d'autre solution uniforme et ~ carr~ intdgrable sur S 

que U ~ constante presque partout, presque toutes les trajectoS"es sur S passent finale- 

ment aussi pros qu'on voudra de tout point  de S. 

Consid6rons m~intenant  deux ensembles mesurables P e t  Q sur S et d6sig-  

nons par l (t, Po) la mesure des valeurs de � 9  l ' intervalle o--< z--~ t pour les- 

quelles le point mobile T(po,  ~) appart ient  s l 'ensemble Q. En prenant  dans 

la formule (2I) 

on trouve 

U(po)-~ I si Po appart ient  ~ Q 

u (po) = o ,~ s -  Q 

v (po) = i ,) P 

V (Po) = o >, S - -  P 

~ f  Po Q~ l im 1 (t, Po) dapo --  

P 
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off P0 et Qo d~signent les mesures des ensembles P e t  Q. M. BIRKHOF~ 

cerement obtenu un r6sultat plus profond en d~montrsnt que 

lim 7~(:~t, Po) existe presque partout. 
t ~  t 

l s r ~ -  

Voici un autre corollaire de la formule (2I): 

Si t ] ( U ) :  o n'a pas d'autre solution uniforme gt carrd int@rable que U - -  

constante presque partout, chaque ensemble Q mesurable qui reste invariant sous la 

transformation T (Po, t) est ou de la mesure nulle ou de la mesure S o. 

Pour le dgmontrer nous poserons dsns la formule (2I) 

U(po) = I si Po appartient ~ Q 

U(po) = o ~ ~ -  Q 

V (po) = I >) S - -  Q 

r (po) = o ~> q .  

Le premier membre de (2I)  est duns ee cas identiquement nul et l'on obtient 

(So - qo) qo  = o 

ce qui d6montre notre proposition. 

En terminant ce puragraphe remarquons que la thdorie des 6quations int& 

grales singuli~res n'est pas n4cesssire pour ls d4duction de la relation (21). Nous 

pouvons aussi proc6der de la manibre suivunte. Consid6rons Fexpression 

= c + i ~ ( ~ ) ,  

off c est une constante arbitraire et 9~ une fonetion arbitraire ayant des d~riv~es 

partielles continues sur S.  L'ensemble des fonetions ~O est un ensemble lindaire; 

eels veut dire qu'il eontient ls fonetion 71~1 + 7,2~P~, 7~ et 79 ~tant des eonstantes 

quelconques, en m~me temps que ~ et ~ .  D'aprbs un th~orbme de M. E. Schmidt 

nous pouvons affirmer qu'une fonction s carr6 int4grable quelconque peut gtre 

�9 pprochde en moyenne aussi prbs qu'on voudra par une fonction de l'ensemble 

:~p) pourvu qu'il n'existe pus de fonetion co s earr~ int6grable avee [I,ol'da#o 
s 

Proceedings of the ~ational Academy of Sciences, December I93I. 
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qui soit or thogonale  'i tout~s les fonct ions ~p. Or si l 'on suppose que la re la t ion 

f (v + i.q(qD))~da 
M 

air lieu pour  %outes les fonctions go et pour  routes les eonstantes C, on d6duit  

ais6ment (en modifiant  s'il y a lieu les valeurs de r clans un ensemble de 

mesure nulle) 

f :o=o. 
S 

Si l 'on suppose  que l '6quation ~2(u)= o n 'a  pas d 'aut re  solution uni forme et "s 

earr6 i n~g rab l e  que u = -cons t an t e  presque park)ut ,  on en d6duit  ~o(p)=o presque 

partou%. Ceci pos6, 6rant donn6e une fonct ion U(p) "i carr6 ing6grable, nous 

pouvons faire eorrespoildre s tou t  nombre  positif  , une fonet ion 90~(p) et  une 

constante  C~ telles qu 'on air 

(22) 

off 

U(p)= C, + i~2(9,(p)) + h(p), 

Une in~gr~ t ion  donne imm6diatement  

S 

En posant  p = T(po, t) nous pouvons 6erire (22) sous la forme 

f f U(p) = -- ~tg~(p) + U(po)dap, + h(p) -- h(po)da, o. 
S S 

On en d6duit  

t t 

U(po, t ) d t -  ~ U~Polda, o = - - y  ..... 
0 S o 

11--329S. A a a  matheraa~iea. 59. I m p r i m 6  lo 18 m a r s  1932. 

I f h(po)dapo. h(p)dt- 
S 
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En mulLipliant par V(po) eL en inL6grant on retrouve par un passage ~ la limi~e 

1~ formule (2I). On d6montre aussi 

t 

s o s 

Si l'on npplique, d'une mani~re analogue, un thdor~me de M. F. Riesz 1 sur 

l'approximaLion des fonetions continues on arrive s formuler des conditions qui 

enLralnent l'existenee de la limiLe lira I t--~ t U (Po, t) pour routes les valeurs de P0. 

w 4. D~veloppements des solutions eomme fonetions des valeurs initiales. 

Nous allons 6tudier les d6veloppements des solutions du sysL~me (8), eonsider6es 

comme foncLions des valeurs initiales, suivant certains sysL~mes de fonctions 

orthogonMes. Soit ~0,(p) un sys~me orthogonal et normal de fonctions analy- 

tiques eL r6guli~res sur S eL jouissant de la propri6t6 que touLe autre foncLion 

analytique eL r6guli~re sur S puisse se d6veloppe r en s6rie uniform6ment conver- 

genre suivant les fonctions ~v,(p). Au lieu de nous borner s l'6tude des solutions 

o . X ~ t) V = I~ 2 ,  q~ x , =  X , ( x  ~ x~, , . n, . . .  

nOuS eonsid~rerons, plus g6n6ralement, l'expression 

V(x~, x,, . . .  x , ) =  U ( p ) =  U(T(po, t ) )=  ~r(po, t), 

o f  U esL une fonction quelconque r6guli~re eL analyLique s u r  S. D'apr~s les 

hypoLh~ses que nous avons fa res  nous savons que U(Po, t) admeL un ddveloppe- 

ment uniform6ment convergent e (par rapport ~t Po) de la forme 

o o  

U ( p o ,  t) = 

off les coefficients son t  donnds par la formule 

,~,(t) = f U(po, t) ~,(Po) do,,. 
s 

A n n a l e s  de  l ' ]~cole N o r m a l e  s u p d r i e u r e ,  1 9 I I .  
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•ous nous proposons de caleuler effectivement les coefficients a~(t). Pour 

abr~ger l'~criture nous allons introduire le symbole 

•  v; t] = ~  [U(po, t )+ U(po,-t)]  V(po)a~,,o. 
S 

Oil v6rifie imm6diatement les formules 

I[U, V; t] I[V, U; t], I[U + V, W; t]= I[U, W; t] + I[V, W; t] 

I ( ; I v +  v, u+ v; t ] - 1 [ u - v ,  u - v ;  t]). I[U, V; t] = 4  

La fonc~ion a,(t) peut s'~erire 

f [ U(po, t) + u (po, - t)] ~(po) dano + 
I 

a~( t )  = 

S 

t 

f + ~ [U(po, t)-- U(po,--t)]q~,(po)davo=I[U,q~,;t]--i I[~(U),99~; t]dt. 
S 0 

I1 est done clair que nous pouvons trouver la fonetion a,,(t) d~s que nous savons 

calculer les expressions 

I [ U ,  U; t] 

pour routes les fonctions U r~guli~res sur S. Or on a par la formule (~9) 

f" f f  If I Iu ,  ~; t] = ~-d~ 0(~, ~lZ) u*(~)U*(,~)a~d,~ + Y~ U(Vo)~,,(po)d~~ �9 
- - a r  0 0 S 

Si 1'on introduit; la fonctsion non d~croissante: 

c~ ao 

If f f ( I )  U* Q(),) = U(Po)~davo- O ~, '7i~ (~) U*(,])d~d~ pour Z > o  

S o o 

// 
S 0 0 

ee~e formule peu~ encore s'~erire 
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zig, u; t] = f e"~de(Z). 
- - 0 0  

Eu multipliant par e -~t et en in t6g~nt  par rappor~ s t il vient 

(24) 

--oo 0 

Le second membre aAmet le d6veloppement asymptotique 

I I 

S S 

off 1'on a pos6 

~[a(U)] = as(U), 

Ud~+ ~, f ~'(U)Ud(,-- 
S 

~[~(P.(U))]-- ~qs(U) etc. 

Cela pos6, on d6duit aisdment de la formule (23) que routes les int~grales 

sont convergen~es et qu'on a 

f z~"de(Z) 

jE "dQ(Z) = f Udo 
En 6erivant, pour abrdger, 

f ~"(U) gd,~ = c,, 
S 

et en remarquant que 0(4) est une fonction impaire de 4, on obtient finalement x 

(2s) 2 f .  d,(v~z) -- 0.. , ,  - -  o ,  , ,  2 . . . .  

0 

C o m m e  o n  a en < k" [ 2 n 

t N o u s  p o s e r o n s  ~o(o )=o .  

(05 k est une constante) il suit d'un th6or~me de 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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M. Hamburger que le probl~me des moments de Stieltjes ddfini par les dqua- 

tions (25) est ddtermin& I1 s'ensuit que la fraction continue de la forme 

(26) 

qui correspond ,s la sdrie 

I"  
I 

G(~) =-b;~ + b, + , 
bsz . . .  

C O C! C 2 

z - -  z ~ + Z ~ . . . .  

est convergent~ et qu'on a 
ar 

2 (dq(VZ) 
J Z+~.-= 
o 

(;(4. 

En rempla~ant z par ~2 et ~ par ).~ on obtient 

ao 

_ l" d0(Z) 

J c-'- :; # -  ~(~') 

Cette formule peut encore s'6crire sous la forme 

II s'ensuit 

ao /" dQ(Z) 

- - c o  

eo 

r e-c t I [U,  U; t]dt = C G(~'), 

o 

d'ofi l'on conclut, par une formule d'inversion connue, 

a+ic~ 

t | - - i ~  

(~ > o). 

II est ainsi d~montr6 que les coefficients a,(t) darts la formule (23)peuvent 

s'exprimer au moyen de certai~es fractions continues de Stieltjes. Les d6veloppe- 

ments obtenus sont valables pour toutes les valeurs positives de t. 
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En appliquant un thdor~me de Stieltjes ((Euvres complbtes I I p .  5to), on 

ddmontre le thdor~me suivant: 

Pour que l'hypoth~e ergodique soit w'aie il f au t  et il suffit que la sdrie 

ar 

Z bo_,,+l 

formic avee les coefficients d'ordre impair de la fi'action eo~tinue (26)soit divergente 

pour routes les fo,nctions U qui satisfont ~ la relation 

f U(po) da~,o --  o. 
S 

Revenons maintenant au syst~me 

dx ,  -_= A, (x , ,  x~, . x,,) 
d t  "" 

(off les A, sont des polyn6mes) considdrd dans le paragraphe z, e~ supposons 

qu'il existe un invariant integral positif ~t(x~, x~. , . . ,  x,,). Dans ee cas il faut 

tenir compte du f a r  qu'une trajeetoire peut s'6loigner "s l'infini au bout d'un 

temps fini. On dgmontre n6anmoins la relation 

E~ E n 

d'ofi l'on conclut que les coefficients a,~ du syst~me (5) satisfont s la relation (7). 

Ceci entralne qu'un grand hombre des rdsultats des pamgluphes 2, 3 et 4 sub- 

sis~ent, convenablement modifids, pour le sysf~me (27). 

Remarquons finalement qu'on peut toujours ramener un syst~me hamiltmnien 

d q ~ _ O H  dp~ OH 
d t  i~p~' d t -  Oq, 

r ~-- I~ 2~ . . . ~$~ 

off H(p, ,p~,  . . .  pn, ql, q~, . . .  qn) est u n e  fonction algdbrique, ~ la forme (27) ou, 

plus prdeis~ment ~ un autre syst~me hamiltonien 

dqr d G  dpr ~G 
= . . . . . . . . .  , 

il-~- ' d~ Oq~ 
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off G est un polyn6me des variables p ~ , p ~ , , . . . p ~ ,  q ,  q~ . . . .  q~. Comme H est alg~- 

brique on a, en effet, une re la t ion de la forme 

G ( p l , p ~ ,  �9 �9 �9 P , ,  qi ,  q~, �9 . �9 q , ,  H )  ~ o ,  

off G est un polynbme. On en ddduit  

En  posant  

O C t  O G  

o H  op: oI-I= _ oq~ 
Opt  0 (fr 0 q r i) G 

o H  O H  

d t  

O G  

O H  

et en r emarquan t  que H-- - -cons tante  ~ H 0 pour  t o u s l e s  points de la t ra jec to i re  

consid~rde on t rouve 

d qr = O e ( p , . . . ,  q , , . . . ,  Ho) dp,__ o a ( p , , . . . ,  q, . . . . . .  Ho) 
d~ Opt  d~ Oqr 

ce qui d~montre la proposition. 

Djursholm le IO Fdvrier I932. 


