ENSEMBLES EXCEPTIONNELS.

Par

ARNE BEURLING.

4 UPSAL.

D’aprés un théoréme fondamental que l'on doit & M. LeBrscuk, la primitive
d'une fonction sommable f(x) posséde presque partout une dérivée unique et
finie. Par Uensemble exceptionnel Fy de f nous entendrons l'ensemble ou la dérivée

symétrique
x+h

n'existe pas finie. Sa mesure linéaire m F; est donc nulle, et ceci est la seule
propriété connue relative & la métrique de cet ensemble.

Dans le présent mémoire nous allons étudier un cas particulier de la question
suivante: caractériser la métrique de 1'ensemble exceptionnel E; si f(x) est soumis
4 une certaine condition qui implique la sommabilité, par exemple si une intégrale

de la forme

Y

f |z + 1) — S @) de, P

s'annule d'un certain ordre pour k — o.
Nous allons traiter ce probléme & l'aide de séries de Fourier. Considérons

une fonction sommable f(f) de période 2 = et sa série de Fourier

(I) f(a)"/éao—f‘;(dncosne"l'bnsinne).

1—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 29 novembre 1939.
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Pour étudier f sur un ensemble F de mesure nulle, nous allons procéder comme
suit. Supposons qu'on puisse trouver wune fonction additive et non négative
d’ensembles u, s’'annulant hors de E et prenant sur cet ensemble la valeur 1,
telle que, en posant

2
hn| cos nf
(2 o= [t au),
b
la série
(3) S (awtal + [Baal)

1

converge. On aura alors formellement

I

@) ff(ﬂ)dy(ﬁ) =L aohy + 3 (anh + bl

E

La série du second membre étant absolument convergente, cela indique qu'il sera
possible d’attribuer & f une valeur finie et déterminée en tout point de FE, sauf
au plus sur un ensemble e négligeable pour l'intégrale, c’est-a-dire pour lequel
u(e) s'annule. La convergence de la série (3) exprime d'autre part une propriété
métrique de F, car plus cet ensemble est »mince», plus concentrée est la masse

qu'il porte et plus grandes sont les constantes |h,| et |%.].

8§ 1.

Nous dirons qu'une fonction f(f) & carré sommable et de période 2 ap-
partient & la classe (S) si

A Yaide de la formule de Parseval on obtient pour S(f) cette expression:

|

© ()= Snlanlt + 15
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Nous poserons de méme, si f et g sont deux fonctions de (S),

o) f”"_ff 0+t——f(0—t))((0+t) 910=1) 1020
d’ol
® SUrg)= 3 nlanen + Bud),

1

cn et d, étant les constantes de Fourier de g. D’aprés l'inégalité de Cauchy-

Schwarz on aura

() 8§ (1, 9)=8(f) Slg.
La quantité S(f) ainsi définie admet diverses interprétations importantes.
En posant
(IO) f(ra 0) = ;‘ao + Z i (an cos n + b, sin n 0)
1

on obtient pour » < 1 une fonction harmonique, réelle ou complexe, dont l'intégrale
de Dirichlet '

- R B I

224+y¥ <1

est égale & S(f). Inversement, si f(r,6) est une fonction harmonique dans le
cercle unité pour laquelle D(f) est fini, sa fonction limite pour r == 1 appartient
a (S) et S(f)=D(f). Si en particulier f(r,8) = f(2) est une fonction analytique
de la variable complexe z ==re?, D(f) et par suite aussi S(f), représente l'aire,
multipliée par le facteur 2/, de la surface de Riemann en laquelle f{z) transforme
le cercle unité.

Considérons aussi le cas ou f(r,0) = u(r,0) est le potentiel di & une distri-
bution g de la masse 1 sur |z|=1,

I
(12) u(r,ﬁ):flogmdu@).
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On aura pour 7 < I, avec les notations (2),

711

o (hyn cos n0 + k, sin n6).

(13) u(r,0)= i

En supposant finie la borne supérieure V, de u

27

hn + kn == l]m u(?ﬂ,g) d‘u/(a) = IfM,
r=1—0
Q

S{?

(14) = lim i

et 'on reconnait aisément que S(w) représente la valeur double de l'énergie poten-
tielle de la masse par rapport & la force attirante 1/r. Les intégrations terme a
terme que nous avons faites sont évidemment légitimes, les séries étant uniformé
meut convergentes.

Rappelons-nous maintenant les notions suivantes concernant la capacité loga-
rithmique d'un ensemble. Soit E un ensemble ouvert ou fermé sur le cercle
2| =1, et soit u une distribution de la masse 1 sur E, c'est-d-dire une fonction
additive et non négative d’ensembles mesurables, s'annulant hors de £ et prenant
sur cet ensemble la valeur 1. Soit ensuite ¥, la borne supérieure de u et V(E)
la borne inférieure de V, quand g varie. D’aprés la définition de M. pE wLa

Varruie Poussin', la capacité logarithmique, C(E) de E est
C(E)=¢ V5,

Une extension de cette définition aux ensembles quelconques conduit, comme
l'a montré M. Frostman®, 4 ce que C(F) devient égal a la borne supérieure de
la capacité d'un ensemble fermé contenu dans K. Or, quand il s’agit de démontrer
qu'un ensemble est »petit», il vaut mieux employer une mesure ayant la nature
d'une mesure extérieure. (Vest pourquoi nous considérons dans la suite la capacité
extérieure, C(E), définie ainsi:

C(E) = Borne inf ({0)
0 E

0 étant un ensemble ouvert contenant F.

! Extension de la méthode du balayage de Poincaré et probleme de Dirichlet, Annales de I'Inst.
H. Poincaré, t. 2 (1932), p. 226 ou la définition est donnée pour la capacité newtonienne.
* Potentiel d'équilibre et capacilé des ensembles, These, Lund (1935).
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§ 2.

Aprés ces préliminaires, démontrons le théoréme suivant:

Théoréme I. Pour wune fonction de la classe (S), Uensemble exceptionnel Ejf
coincide avec [ensemble on la série de Fourier diverge, et celui-ct, considéré sur le
cercle |z| = 1, est de capacité extérieure nulle.

Supposons pour simplifier que ¢, = 1, et posons

n
8 (0) == u, (6), 4, (0) = a, cos n8 + b, sin 6.

1
D'aprés un théoréme dt & M. Frser', la méthode de sommation de Poissox-
ABrrn est complétement effective pour une série de Fourier de la classe (S) en
ce sens qu’il existe une suite de nombres r; <1y < - <1y <--- = 1, telle qu'on

ait uniformément

lim |8, (0) — f (10, 0)| = 0.

7=120

La série de Fourier de f(fl) converge donc en tout point ou f(r,6) posséde une

limite radiale finie. En notant que

6+h
1 < sinnh
(15) 23 [ 7003 w0
6—h

on vérifie aisément que cette expression pour h - 0 tend vers la limite Zu, (0)
si cette série et Zn|u,(0)|* convergent, et inversement, que l'existence de la
limite de (15) entraine la convergence de la série. La derniére proposition résulte
d'ailleurs du théoréme classique de Farou? combiné avec le théoréme cité de
M. Fesfr. Nous n'insisterons plus sur la démonstration de ces propriétés en
principe bien connues.

Tout revient donc & démontrer que f(r,6) converge vers une limite finie sauf
au plus sur un ensemble dont la capacité extérieure est nulle. Dans I'étude de
la limite radiale nous allons nous servir d' une méthode nouvelle. Nous considérons
la variation totale, soit F(r,6), de f(r,0) sur le segment (0,7) du rayon vecteur 6,

v Uber gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze, Berichie d. Bayer. Akad. 3., (1910).
 Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta math. . 30, (1906).

d

3 flr,0)dr.
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La limite de f(r,0) existe manifestement en tout point ot F(6) == lim F'(r,6) est
r=1—0

fini. La fonction F'(f), appelée dans la suite la majorante forte de f(6), posséde

cette propriété remarquable, qui va jouer, d’ailleurs, le réle essentiel dans la

démonstration du Théoréme I:

Lemme I. S f(0) appartient & la classe (S), F(0) le fait aussi et

(16) S(F) < S(f).

Démontrons d'abord que F'(r,6) est une fonction sousharmonique. Si u et v
sont deux fonctions harmoniques, + Vu® + ¢ est sousharmonique, d'ott résulte
que le module d'une fonection harmonique, réelle ou complexe, est sousharmonique.

La fonection

L fre0)=gelr8) o<a=1)

est harmonique dans le cercle unité pour les valeurs indiquées du paramétre «;

| po| est par suite sousharmonique d’olt l'on tire que l'intégrale

7 1
/] )
= (|- r0-0]ar= [1g00106
0 0

lest aussi. Remarquons que la dérivée F, est continue, tandis que F} peut avoir
des sauts sur les rayons vecteurs le long desquels |f;] s’annule.

Démontrons maintenant l'inégalité

(17) f(jer) 40 < 4 fn(g—?)2d0

et supposons, pour un moment, que F'(r,6) admette des dérivées continues jusqu’au
second ordre pour 0 <7 << 1. On obtient alors par intégrations partielles

(18) fm{7 (gf')g ("I 2]010—2[[ ?—EdFdﬁdw

ol A désigne la laplacienne. Puisque F(r,6) est sousharmonique et F, = o, on
a F;4F = o, d'ou 'inégalité proposée dans 1'hypothése faite. Si F'(r,0) n'admet

pas de dérivées secondes la formule (18) n'est plus valable, mais 'inégalité (17)
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subsiste, car on peut toujours trouver une suite de fonctions sousharmoniques F,

satisfaisant d’'une part aux conditions précédentes, et telles qu'on ait d’autre part

27 27
[ (O FN (0T [ (0F\* (9F\?

. 2 n}y . 2oLy

fim { (o) (00)}6”’ fl’ (w_) (ae)}‘“"
0 0

La fonction Iy =|f/| est par hypothése & carré sommable sur le cercle

unité. On en conclut, par une application évidente de l'inégalité de Schwarz,
que F(0) est a carré sommable, et de plus, puisque F'(r,6) tend en croissant vers
F(0), que les constantes de Fourier de F'(r,0) convergent vers celles de F'(6)
quand » - 1. Posons

L

(19) F(r,0)~ —a(r) + D (an(r) cos n6 + 8. (r) sin n0),

2
1

(20) F*{r,0) 22 & (1) + D™ (ea(1) cos n8 + 8u(1) sin 26),

1
F*(r,0) est donc la fonction harmonique pour 7 < 1 qui se réduit & F(f) Asur'la,
frontiére r = 1. On est maintenant conduit & 1'inégalité fondamentale (16) d’'une

maniére trés simple en considérant l'intégrale de Dirichlet pour les trois fonctions

fr,0), F(r,0) et F*(r,0). D'aprés (11) et (17)

(21) fj ( "-—2 I‘(aalg)glulﬁda ff 0[? rd8dr,
oL o34 ranae=2 [ a2 ravar

Done D( )< D(f). Nous aurons de plus, d'une part, en vertu du principe de
Riemann-Dirichlet, D (F*) < D(F), F(r,6) n’étant pas harmonique, et d’autre part,
d’aprés la définition de la quantité 8, D(F*)= S(F*)= S(F) et D(f)= S(f),

d’ol en somme-

(22)

8(F)= S(F*) = D(F*) < D(F) = D(f) = S(f).

La démonstration précédente est peut-étre un peu hardie. C’est de la rigueur
de l'application du principe de Riemann-Dirichlet que 'on pourrait douter; la



8 Arne Beurling.

démonstration classique exige en effet que F'* posséde une dérivée normale bornée.
Or, on peut se dispenser de toute hypothése sur cette fonction en procédant
comme suit. Les séries de Fourier de F; et F; s'obtiennent en dérivant (19)

terme & terme, et l'on aura, en appliquant la formule de Parseval a (21),

D(I)— f{a 1+2(;an w0y i) + ﬁf”—i—(”))}d

0

Puisque F(r,6) = O(r), les constantes de Fourier a,(r), 8 (r) s’annulent pour r==o,

et T'on aura par un calcul élémentaire

j‘(,aa'ﬁ(7")+ ngir(r—)) dr=mnei(1) + f,nﬂ(;; a:( )) r = nat (1),

0 0

Cette inégalité appliquée & a,(r), 8. (r) pour » =1, 2, ..., nous donnera

D (r)

\%

—Z{fa'ﬁ(r) rdr-+ Z.:‘n(afz(l) + 8 (1)),

ou lintégrale est positive car e,(r) est =0 pour r=o0, et > 0 pour r > o.
Donc D(F) > D(F").

Lemme II. Soit f(6) une fonction réelle appartenant & la classe (S) et normée
par les conditions S{(f)=1, ay=0. St f(0)=9, >0 sur un ensemble owvert E

(considéré sur |z|=1), alors la capacité de E satisfait & Uinégalité
(23) CE) <e 7.

Si Uensemble E est quelconque et f est semicontinu wnférieurement
(23) C(E) < e ¢

Soient «ay, @,, ... les ares disjoints de l'ensemble ouvert I, et soit p une
répartition de la masse 1 sur cet ensemble, telle que la borne supérieure ¥V, de

son potentiel u soit finie. Nous aurons done, d'une part d'aprés (9) et (14)

(24) SH(fu) = 8(f) Slw) = Ve,

et, d'autre part, en employant les notations déja introduites,
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S(f;u)=Ym X 1" (anhn + bnkn) = lim ff?”, du(6).

r=1—0 1 r=1—0
Partageons cette intégrale en une somme: I, (r) + Ly(r) + ---, I, (») étant I'intégrale
étendue a Varc o,. D’aprés une propriété élémentaire de l'intégrale de Poisson,
f(r,0) surpasse uniformément toute valeur << ¢ sur tout are fermé £, contenu
dans @, quand r tend vers 1. La limite inférieure de I,(r) devient par suite
au moins égale 4 gu(8,), donc au moins égale i g u(ey), car les extrémités de
o, ne portent ancune masse. Donc
S(f,u) = 3 lim inf I, (r) = 0 S () = o,
r=1—0

d'ol en vertu de (24),
(25) 'I/'# = 927

et d’od résulte (23) en vertu de la définition de C(FE).

On raméne 4 la démonstration précédente le cas ot I est un ensemble quel-
conque et f semicontinu inférieurement, en considérant 1'ensemble F,, toujours
ouvert et contenant E, ot f(f) > ¢ — ¢, et en faisant ensuite & — o’.

Retournons maintenant a la démonstration du Théoréme I. D’aprés sa
définition, la majorante forte F(f) de f(6) est semicontinue inférieurement, et
appartient & la classe (S} en verta du Lemme I. Les points ol la série de
Fourier de f(6) diverge, sont, d’aprés ce qui précéde, contenus dans 1'ensemble
ou F(0)>¢. La capacité de cet ensemble tend, comme nous venons de voir,

trés rapidement vers zéro quand ¢ croit, et le théoréme est donc établi.

Remarque. La méthode employée s'applique de méme aux classes de fonctions
beaucoup plus vastes que (S). Signalons le résultat suivant, moins précis bien
que plus général que le Théoréme I:*

Sott 0 <« =<1, et f(r,0) une fonction harmonique telle que la série

@«

S (anft + (b2

1

! Dans ma these: Efudes swr un probleme de magoration, Upsal (1933), j'ai établi une
inégalité analogue 4 (23) pour la mesure linéaire, en me servant de la majorante forte F(r, &)
Faisons remarquer que (23) et (23") ne peuvent pas étre améliorés, et que la derniére de ces inégalités
subsiste pour un ensemble quelconque dans I'hypothese plus large que hm sup Sf(r, 8) = ¢ sur E.

® La démonstration va paraitre dans Arkiv for Matematik, .
2—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 29 novembre 1939,
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converge pour tout & > o. Dans cette condition f(r,8) posséde une limite radiale finie

sauf aw plus sur un ensemble dont la dimension capacitaire' est < 1 — a.

§ 3.

Grace aux interprétations de S(f), les résultats précédents admettent diverses
applications intéressantes a la théorie des fonctions. Le Lemme II se montre
ainsi trés utile pour certaines questions concernant la transformation conforme.
Considérons par exemple le probléme suivant. Soit D un domaine simplement
connexe contenant l'origine w = o et couvrant une aire égale & n. Supposons
quun segment ! de la ligne RN (w)=o¢ fasse partie de la frontiére de D, et
désignons par w la mesure harmonique en w = o0 du segment !/ par rapport au
domaine considéré. Déterminer dans ces conditions la valeur maximum de w.

Le Lemme I donne immédiatement la solution. En effet, soit w = gp(2),
(p(0) =0), une fonction qui applique conformément le cercle |z| < 1 sur D, et
soit o l'are de la circonférence gqui tombe sur I. L'aire de D étant =, il s'ensuit

que S(u) =1, u étant la partie réelle de ¢, et V'on aura d'aprés (23),
Cla) < ¢
Or, la capacité d'un arc de rayon 1 et d'ouverture a est sin «/4, d'ou

o 2 . 2 .
(26) w=— = "arcsin C{a) < = arcsin e,
2 7T T

et cette inégalité résout le probléme, car 1'égalité a lieu pour un domaine parti-
culier.? Remarquons & cette occasion que (26) conduit immédiatement & l'inégalité

n
.2

log M{(r)>c-1 (r > ry € >0),

pour le module maximum M () d'une fonction entiére possédant = valeurs
asymptotiques distinctes et finies.

Passons & une appliquation du Théoréme I. Considérons une fonction f(z)
holomorphe pour |z| < 1 et possédant au moins presque partout une limite radiale

finie ou infinie,

(27) f(6) = lim f(re).

r=1—0

1 (f. PoLYA et SzEGd, Uber den tramsfiniten Durchmesser, Journ. de Crelle t. 165 (1931) p.
43, et FrROSTMAN [. ¢, P. QO. )
2 (f. l.c. 'exemple donné & la page 39.
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La fonction limite f(f) est encore assez mal connue; elle souléve des problémes
trés intéressants, en premier lieu celui-ci: étant donnée une classe de fonctions
holomorphes dans le cercle unité, caractériser soit 'ensemble E ou f(0) n'existe
pas, soit I'ensemble E, ol f(6) = w, (f= w).

Pour la classe des fonctions bornées on a les théorémes suivants: mE = o,
mE, =0, dus respectivement a& Farou' et aux MM. F. et M. Rirsz® et étendus
par M. R. Nevanuinna® aux fonctions méromorphes & caractéristique bornée.
Nous verrons maintenant que les ensembles I et Fy sont extrémement petits
pour une fonction univalente ou multivalente dans le cercle unité. En effet,
C(E)=o0 et C(Eu,) =o0. Cela résulte du théoréme suivant et de sa démonstration.

Théoréme II. Soit f(2) une fonction méromorphe dans le cercle unité transformant

celuz-ct en une surface de Riemann dont Uaire sphérique

ff(—IITfl,%dx dy

x?4-y2<1

est finie. Dans cette condition la limite radiale f(0) existe sauf aw plus sur un en-
semble FE dont la capacité extérieure est nulle.

Pour abréger, nous dirons que f(2) appartient 4 la classe (s). Nous désignerons par
Sr la surface de Riemann, étalée sur le pian w ==y + 7v, en laquelle f(z) trans-
forme |z| < 1, et par s; sa projection stéréographique sur la sphére de Riemann
reposant sur l'origine w = 0. Soit de plus % (w, f) le nombre des zéros de f(z) —w
pour |z| < 1, et

it (w, f) = lim supsﬁv),
=0 §
ol s(w) désigne l'aire de la portion de s; qui se trouve au-dessous de la calotte
sphérique de l'aire s ayant comme centre le point image de w. IL’aire totale de
sy étant finie, il s’ensuit d’aprés un théoréme de M. Lesrscuk, que #{w, f) est
presque partout fini. Si @ (w,f) <o, w sera appelé valeur ordinaire de f; ob-
servons qu'on a partout #(w, f) =< (w, f), et presque partout = (w, f) = (w, f).
Ceci posé, prenons deux valeurs ordinaires quelconques a et b, et posons

f(Z)'—tl B(z) (Z)

fle)— b;' A(2)

' CE L e
* Uber die Randwerte analytischer Funktionen. C.R.du zme Congr. scand. Stockholm, (1916).
¢ Uber eine Klasse von meromorphen Funktionen. Math. Ann. 92, (1924).
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n{a,f) "(b’f)z—zv(b)

=] ?};% Ba=1lv=%w

2,(w) étant les zéros de f(z) —w. La fonction ¢(2) ainsi obtenue appartient 2
la classe (s), elle est =0 et « pour |z]| <1, et posséde ces deux valeurs comme

valeurs ordinaires, d’ou l'on conclut que

(28) n(w, ) dudv < const. r?, 0<r<w,

w4 V2 < p?

Considérons maintenant une branche quelconque mais fixée de log ¢ (2), et déter-
minons une valeur ordinaire ¢ de cette fonction telle que log ¢ (2) — ¢ = 0 pour
|z] < 1. Ceci est toujours possible, car dans l'hypothése contraire log ¢ (2)
prendrait presque toute valeur et ¢(z) prendrait alors presque toute valeur
une infinité de fois, ce qui est impossible pour une fonction de la classe ().

Posons enfin

w()—llog(p —U—Za 2",

Cette fonction est holomorphe dans le' cercle unité et appartient a la classe (S).

En effet, l'aire de son domaine riemannien a pour expression

e
[ et e =« Sl
1

—C0 —®

et cette intégrale converge en vertu de (28) et du choix de ¢. En notant que

on voit que l'ensemble E ou f(6) n’existe pas, coincide avec 'ensemble o v (2)
n'admet pas une limite radiale finie ou infinie, done C(F)=o0. La somme
E, + Ep est visiblement égale & l'ensemble ou (¢) posséde la limite radiale
infinie, done C(E.,)= C(E;)=o, propriété valable, d’aprés ce qui précéde, pour
toute valeur ordinaire. La démonstration précédente, un peu primitive, ne permet
pas la conclusion C(E,) =0, si f(z) —w posséde une infinité de zéros. Or, pour
une fonction multivalente (n(w, f) borné) toute valeur est ordinaire, et nos

propositions sont donc établies.
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Faisons enfin une remarque sur le probléme général concernant les ensembles
E,. Considérons la classe des fonctions holomorphes pour |z| < 1 et y satisfaisant
a une condition de Lipschitz

|f(2) — flz)| = Alz,— Zzld

d'ordre d > 0. Soit f(2) une fonction de cette classe. L’ensemble E, ou f(f) = o
est alors fermé, et son complémentaire donc formé par une suite d'arcs ouverts
oy, @, ... dont la longueur totale est 2=, 4 moins que f ne soit identiquement,

nulle. Démontrons maintenant cette proposition: sz la série
(29) Sayloga,

deverge, [ s'annule identiquement.
Le démonstration est triviale. En désignant par d(z) la distance du point 2
4 l'ensemble E, on aura |f(2)| < Ad(2)!, d'ou

2n
lim sup floglf(rew)ldﬁ <z2nlogd +270=a, logg—’fé-
r=1—0 y ‘
D’aprés le principe de la majorante harmonique, cette limite égale & — oo, entraine
f(z2)=o0, d'ou la proposition énoncée.
On reconnait aisément que la série (29) converge si E, est un ensemble par-
fait formé par la méthode de Canror, tandis que, si F; est l'ensemble dénombrable

1 o
eogﬂy =230

elle diverge. Donc, un ensemble E, west pas en général caractérisé par ses pro-
priétés purement métriques. Cest la une circonstance qui fait voir la difficulté

du probleme.



