
ENSEMBLES EXCEPTIONNELS. 

Pa r  

ARNE BEURLING. 

t~ U P S A L .  

D'apr~s un th6orbme fondamental que l'on doit ~ M. LEBESGUE, la primitive 

d'une fonction sommable f(x) possbde presque partout une d6riv~e unique et 

time. Par l'ensemble exceptionnel Ef de f nous entendrons l'ensemble off la ddrivSe 

symdtrique 
x+h  

If lim f (x) dx 

x - - h  

n'exis~e pas finie. Sa mesure lindaire m~} est donc nulle, et ceci est la seule 

propri~t6 eonnue relative ~ la m6trique de cet ensemble. 

Dans le pr6sent m6moire nous allons d~udier un cas par~iculier de la question 

suivante: earactdriser la m6trique de l'ensemble exceptionnel Ef s i f (x)  est somnis 

~r une certaine condition qui implique la sommabilit6, par exemple si une intdgrale 

de la forme 
b 

f ]f(x + h ) - f ( x ) I  v d x, >-- i, P 
a 

s'annule d'un certain ordre pour h-+ o. 

Nous allons traiter ce problbme s l'aide de sdries de Fourier. 

une fonction sommable f(O) de p6riode 2 z et sa sdrie de Fourier 

Considdrons 

(i) 

1--39615. 

or 

f(O) ~ i + ~_j (a~ cos n 0 + b~ sin n 0) 
1 

Acta mathematiea. 72. Imprim~ le 29 novembre 1939. 
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Pour ~tudier f sur un ensemble E de mesure nulle, nous allons proc~der eomme 

suit. Supposons qu'on puisse t rouver  une fonetion additive et non n6gative 

d'ensembles ~t, s 'annulant 

telIe que, en posant 

(~) 

la s~rie 

(3) 

hors de E et prenant sur eet ensemble la valeur I, 

2 ~  

sin no l d tt(O), 

.~ (la.h,:l + Ib.k~l) 
I 

converge. On aura alors formellement 

f 

I 
(4) f(O) d tt (0) = -2 a~ h~ + E (an hn + bn k.). 

E 1 

La s@rie du second membre @tant absolument convergente, eela indique qu'il sera 

possible d'attribuer ~ f une valeur finie et d@termin6e en tout point de E, sauf 

au plus sur un ensemble e n@gligeable pour l'int6grale, e'est-?r-dire pour lequel 

/x(e) s'annule. La convergence de la s6rie (3) exprime d'autre part  une propri@t~ 

m@trique de E, car plus cet ensemble est ))mince)), plus concentr@e est la masse 

qu'il porte et plus grandes sont les eonstantes I h~l et I knl. 

Nous dirons qu'une fonction f(O) "~ carr5 sommable et de p~riode 2 ~r ap- 

partient g la classe (S) si 

2~ 

(5) s ( f )  - ~ t~ . 

0 0 

A l'aide de la formule de Parseval on obtient pour S( f )  eerie expression: 

e~ 
(61 s ( z / =  Y~ (la.P + Ib.P/. 

1 
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Nous poserons de mSme, si f et g son~ deux fonctions de (S), 

(7) 

d'ofi 

(s) 

2~r 

i ff, lo+ , s ( f ,  g) = 

0 0 

- - f ( o  - t)) (.q (o + t) - . q  (o - t)) dO d t, 
t t 

oo 

1 

c,~ et d,~ dtant les constantes de Fourier de g. D'aprbs l'in6galit6 de Cauchy- 

Sch.warz on aura 

(9) s '~ (f, g) _< s (f) s @. 

La quantit4 S( f )  ainsi d4finie admet diverses interpretations importantes. 

En posant 

(IO) f(r,O)-~ ~a o + ~_jrn(a,~ cos nO + b~ sin,~O) 
1 

on obtient pour r < I une fonction harmonique, r~elle ou complexe, dont l'int~grale 

de Dirichlet 

I dxdy  -=-  rdOdr 

�9 ~ + y ~  < i  0 0 

est 6gale g S(f). Inversement, si f(r,O) esg une fonction harmonique dans le 

cercle unitd pour laquelle D(f)  est fini, sa fonction limite pour r =  I appartient 

g (S) et S ( f ) -~D( f ) .  Si en particulier f(r,O)~-~f(z) est une fonction analytique 

de la variable complexe z - - r e  i~ D(f)  et par suite aussi S(f), repr&ente l'aire, 

multipli6e par le facteur 2/x, de la surface de Riemann en laquelle f(z) transforme 

le cercle uni~g. 

Consid&ons aussi le cas off f ( r ,O)~  u(r,O) est le potentiel dfi g une disgri- 

bution tt de la masse I sur [z I = I ,  

(i2) 
2 ~  

f i 
0 
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On aura  pour r <  I, avec les notat ions (2), 

~n 
(I3) U (r,O) = , ~  n (h~ cos nO + k,~ sin nO). 

1 

En supposant  finie la borne sup6rieure V~ de u 

27~ 

~,n f (I4) S(u) =- lira ~ --(h,~ + k,~)= lim u(r,O)d#(O) <-- V~, 
r~l---O t Tb r=l--0 " 

0 

et l 'on reconnMt ais6ment que S(u) repr6sente la valeur double de l '6nergie po.ten- 

tielle de la masse par rapport  ~ la force a t t i ran te  I/r. Les int6grat ions terme s 

terme que nous avons fMtes sont 6videmment 16gitimes, les s6ries 6rant uniform6 

meat  convergentes.  

Rappelons-nous main tenan t  les notions suivantes coneernant  la capacit6 loga- 

r i thmique d 'un  ensemble. Soit E un ensemble ouvert  ou ferm~ sur le cercle 

I zl~-~ I, et soit te une distr ibution de la masse I sur E,  c'est-~-dire une fonct ion 

additive et non n6gative d'ensembles mesurables, s ' annulant  hors de E et p renant  

sur cet ensemble la valeur I. Soit ensuite V~ la borne sup6rieure de u et V(E) 

la  borne inf6rieure de V, quand tt varie. D'apr~s la d~finition de M. D~ LA 

VALSkE PoussI~  1, la capacit6 logari thmique,  C(E)  de E est 

C ( E )  = e - -  

Une extension de cette d~finition aux ensembles quelconques conduit ,  comme 

l 'a montr6 M. FROST~A~ ~, s ce que C(E)  devient 5gal ?~ la borne sup~rieure de 

la capacit6 d 'un  ensemble ferm6 contenu dans E. Or, quand il s 'agit  de d6montrer  

qu 'un  ensemble est >>petit),, il vaut mieux employer une mesure ayan t  la na ture  

d 'une mesure ext6rieure. C'est pourquoi nous consid6rons dans la suite la capacit6 

ext&4eure, C(E), d6finie ainsi: 

O(E) =  orne inf C(O) 
O)E 

0 dtant  un  ensemble ouvert  contenant  E. 

1 Extension de la mdthode du balayage de Poincard et probl~me de Dirichlet, Annales de l'Inst. 
H. _Poincard, t. 2 (I932), p. 226 Off ]a d6finition est donn~e pour 1~ capacitd newtonienne. 

2 Potentiel d'dquilibre et caloacitd des ensembles, Th~se, Lund (I935). 
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2. 

Apr~s ces pr61iminaires, d6mont rons  Ie th6or~me suivant :  

Th@or~me I. Pour une fonction de la classe (S), l'ensemble excelgtionnel 1~'r 

coincide avee l'ensemble o~ la s~rie de Fourier diverge, et celui-ei, consid6r6 sur le 

eercle [ z [ ~  i, est de capacit6 ext6rieure nulle. 

Supposons pour  simplifier que a 0 - -  I, et posons 

n 

1 

D'aprSs un  th6orSme dfl s M. FEJ~R 1, la m@thode de sommat ion  de PoIsso~-  

ABeL est compl~tement  effective pour  une s6rie de Four ie r  de la classe (S) en 

ce sens qu'il  cxiste une suite de nombres  r~ < r,~ < . . .  < r,~ < ... -+ I, telle qu 'on 

air un i fo rm6ment  

lira ! s~ (0) - -  f (r,,, 0) I = o. 

La  sdrie de Four ie r  de f(O) converge donc en tout  point  off f ( r ,O)  possSde une 

l imite radiale finie. En  no tan t  que 

I ; ~ ,^, s innh  
(15) 2 - h j f ( O )  d O ~  ~-J u,~(O) n h  

1 
O--h 

on v6rifie aisdment que cet te  expression pour  h-+ o tend  vers la l imite ~,u,~(O) 

si cet te  s6rie et ~n]u,~(O)] ~ convergent ,  et inversement ,  que l 'exis tence de la 

l imite de (15) entra lne  la convergence de la s6rie. La  derni~re proposi t ion r6sulte 

d 'ail leurs du th6orSme classique de FAwoc ~ combin6 avec le th6orSme cit6 de 

M. FEJI~R. Nous n ' insis terons plus sur la d6monst ra t ion  de ces propri6t6s en 

prineipe bien connues.  

Tout  revient  donc ~ d6montrer  que f ( r ,  0) converge vers une ]imite finie sauf 

au plus s u r u n  ensemble dont  la capacit6 ext6rieure est nulle.  Dans  l '6tude de 

la l imite radiale nous allons nous servir  d 'une m6thode nouvelle.  Nous  consid6rons 

la var ia t ion totale,  soit F(r ,O),  de f(r ,O) sur le segment  ( o , r ) d u  rayon  vecteur  O, 

0 

1 tfber gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze, Berichte d. Bayer. Akad. 3, (I9Io). 
Sdries trigonomdtriques et sdries de Taylor. Acta math. ~. 3o, (r9o6). 
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' 0 La limite de f(r,O) existe manifestement en tout point off F(O) -- lira /+ ( r , )  est 
r ~ l ~ O  

fini. La fonetion /?'(0), appel6e clans la suite la majorante forte de f(O), poss~de 

cette propri6~6 remarquable, qui va jouer, d'ailleurs, le r61e essentiel dans la 

L e m m e  I. Si f(O) appartient • la elasse (S), F(O) le fait aussi et 

(i6) s ( F )  < s(f). 

Ddmontrons d'abord que F(r ,  0) est une fonction, soushurmonique. Si u et v 

sont deux fonctions harmoniques, + } /u~+ v '2 est sousharmonique, d'ofi rgsulte 

que le module d'une fonction harmonique, rgelle ou complexe, est sousharmonique. 

La fonction 

2 _  f ( ~  ~, o) = ~ (,-, o) (o < ~ -< i) 
0 a  

est harmonique duns le eerele unit~ pour les valeurs indiqu@s du paramgtre a; 

I q%] est par suite sousharmonique d'ofl l'on tire que l'int6grale 

r 1 

fl o [ / F(,-,  o) = ~ f( , - ,  0) d,- = I ~( , ' ,  0) 1 d .  

o 0 

l'est aussi. Remurquons que la ddrivde 2F;'. est continue, tundis que f s  peut avoir 

des sauts sur les rayons veeteurs le long desquels I/;I s'annule. 

D~montrons mMntenant l'indgMitd 

2 ~  2 ~  

+ I" [~ 07) + \ ~ 1 7 6  dO<_ / \ o r /  
o o 

et supposons, pour un moment, que F(r, O) admette des d6riv6es continues jusqu'au 

second ordre pour o < r <  I. On obtient alors par int6grations partielles 

2 z g  r 2 ~  

(IN) f{r'~'~'~ '- ̀0~'''I f /  ;~- \Or/ ( ~ - )  j d O = 2  r" ,dFdOdr 
o 0 0 

off z/ d~signe lu laplaeienne. Puisque F(r,O) est sousharmonique et F;  >---o, on 

a F ; z l f 2  o, d'ofi l'in6galit6 propos~e dans l'hypoth~se faite. Si F(r,O)n'admefi 
pas de dgriv~es seeondes la formule (I8) n'est plus valable, inMs l'in6galit6 (I7) 

d~monstrution du Th~or~me I: 
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subsiste, car on peut toujours trouver une suite de fonetions sousharmoniques F~ 

satisfaisant d'une part aux conditions pr&6dentes, et telles qu'on air d'autre part 

27~ 2~ 

,,=| }'{r' 16/r o.r, f { i~ ~o< I \O0 l jdO 
0 0 

La fonetion /~','.=]f,'.] est par hypoLh~se g earr6 sommable sur le eerele 

unit6. On en conelut, par une application 6vidente de l'in6galit6 de Sehwarz, 

que F(0) est g carr6 sommable, et de plus, puisque F(r,O) tend en croissant vers 

F(O), que les constantes de Fourier de I,'(r,O) convergent vers celles de ~'(0) 

quand r -+ I. Posons 
oo 

(19) ~(,-, 0)~ 60 (,-) + 2 ]  ( ~  (~) cos . o  + ~ (~) sin .0),  
2 

1 

oo 
I (20) - ~ * ( r , O )  ~ -  2 g 0 ( I )  -}- Z r n ( ~ n ( I )  e o s . O +  ~ n ( I )  g i n  T/O), 

1 

F*(r,O) est done la fonction harmonique pour r <  I qui se r6duit ~'~ F(0) sur la 

fronti~re r =  1. On est maintenant eonduit "2 l'in6galit6 fond~mentale ( I6)d 'une 

mani6re tr~s simple en eonsid6rant l'int4grale de Diriehlet pour les trois fonctions 

f(r,O), F(,',O) et F*(r,O). D'apr~s (I1) et (17) 

(2i) 

1 2~ 1 2~ i(og)] 
D ( I r  ~ - f  +)72 rdOdr<-- rdOdr, 

0 0 0 0 

1 2 Z  

f f { 
0 0 

1 2z  

+ ~ 1 o o 1 !  ~ o r  l r a o a r .  
0 0 

Donc D(F)<--D(f). Nous aurons de plus, d'une part, en vertu du principe de 

Riemann-Dirichlet, D (F*) < D (F), T'(r, 0) n'6tant pas harmonique, et d'autre part, 

d'apr~s la d6finition de la quantit6 S, D(F*)= S(F*)= S(F) et D(f)--  S(f), 
d'ofi en somme 

s (F) = S (F*) = D (F*) < D (F) _< D (f) = S (f). 

La d6monstration prde6dente est peut-&re un peu hardie. C'est de la rigueur 

de l'~pplieation du prineipe de Riemann-Diriehlet que l'on pourrait  douter; la 
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d6monstrat ion elassique exige en effet que F* possbde une d6riv6e normale born~e. 

Or, on peut se dispenser de route hypoth~se sur cette fonetion en proc~dant 

comme suit. Les s6ries de Four ier  de Fr  et Fo s 'obt iennent  en d6rivant (I9) 

terme ?~ terme, et l 'on aura, en appliquant  la formule de Parseval  ?~ (2I), 

1 

f l  I .,., D (F) = ~'o ~ (~0 r + Z ,.~ ,, (~-) + ~ '~'' + ?, 
1 

o 
" 9 ) I  r f l~( r )  + ..~ dr .  

Puisque F ( r ,  0 ) =  0 (r), les eonstantes de Fom-ier a,~ (r), f l~(r)s 'annulent  pour r--~o, 

et l 'on aura par un calcul 616mentaire 

1 1 

f (,. ,, (,.)+ .,.;;j,O)a,. =..;, (i) + .fl"+' (ddr "" (')Is,., , 
o o 

d.--> ~ ,~  (~). 

Cette in6galit6 appliqude k a,,(r), fl,~(r) pour n = I ,  2 , . . . ,  nous donnera 

1 

.D  ( F )  > I ,~ r d r +  _ -  ~o.r,  
2 

1 
o 

-( '~,~(0 + ~;~(')), 

off l ' intdgrale est positive car %(r) est = o pour r ~ o ,  et > o pour r > o. 

D o n c  Z) (F)  > 1) ( 1 " )  

Lemme II .  Soit f(O) une fonction rdelle appartenant (~ la dasse (S) et normde 

par les conditions S ( f )  = I, a o = o. Si  f(O) >-- Q, ~p > o sur un ensemble ouvert 

(eonsiddrd sur ] z [ - -  I), alors la eapaeit~ de E satisfait ~ l'in~galitd 

(23) C(E)  <~ e-('. 

Si  l'ensemble ~ est qudconque et f est semicontinu infdrieurement 

(23') C(E) <- e - <  

Soient ~1, a s , . . ,  les arcs disjoints de l 'ensemble ouvert E, et soit # une 

r@arti~ion de la masse I sur eet ensemble, telle que la borne sup6rieure V~ de 

son potentiel  u soit finie. Nous aurons donc, d 'une par t  d'aprgs (9) et (~4) 

(24) S ~ (f, u) --< S (f) S (u) --< Vv, 

et, d 'autre  part, en employant  les no ta t ions  ddjg introduites,  
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2 z  

f S (f, u) = l im ~9, r n (a~ h,~ + bn k~) ~- lim f ( r ,  O) dl~ (0). 
r=l--0 1 r=l~0 

0 

Par tageons  eet te  int6grale en une somme: /1 (r) + I2 (r) + . . ' ,  In (r) 6rant l ' int6grale 

6tendue s l 'arc u~. D'apr~s une propri6t6 dl6mentaire de l ' int6grMe de Poisson, 

f ( r ,  0) surpasse un i formdment  route  vMeur < e sur tou t  arc ferm6 fin contenu  

dans an, quand r tend vers I. La  l imite infdrieure de L~(r) devient  par  suite 

au moins 6gMe ~ e#(fl~), donc au moins 6gMe s e/~(un), cur les extr6mitds de 

an ne por ten t  aucune masse. Donc 

S (f, u) -- 2 lim inf  L,. (r) >- e Y./+ (a++) = e, 
r = l - - 0  

d'ofi en ver tu  de (24), 

v,. _> o 

et d 'o6 rdsulte (23) en ver tu  de la d6finition de C(E) .  

On ram~ne ~ la d6monstrut ion prdcddente le eas off E est un ensemble quel- 

conque et f semieont inu inf6r ieurement ,  en consid6rant  l 'ensemble E~, tou jours  

ouver t  et eon tenan t  E ,  off f (0)  > Q- -  ~, et en faisang ensuite  a -~ oL 

I~etournons mMntenan t  g la d6monst ra t ion  du Th6or~me I. D'apr~s sa 

d6finition, la mgjorante  forge F(0)  d e / ( 0 )  est semieont inue inf6r ieurement ,  et  

app~rtieng ~ la classe ( S ) e n  vergu du L em m e  I. Les points  off la s6rie de 

Four ie r  de f (0)  diverge, sont, d'apr~s ee qui precede, contenus  dans l 'ensemble 

off IF(0)>  0. La  e~paeit6 de eet ensemble tend,  comme nous venons de voir, 

tr~s rapidemeng vers zdro quand 0 erolt,  et le thdor&ne est donc dtabli. 

Remarque .  La  m6thode elnploy6e s 'applique de m~me aux classes de fonct ions  

beaueoup plus vastes que (S). Signalons le r6sultag su iwn t ,  moins pr6cis bien 

que plus g6n~rM que le Thdor~me 1:~ 

Soit  o < u <~ I, et f ( r ,  O) une fonct ion harmonique telle que la sdrie 

oo 

E ' + I b.l') 
1 

Dans ma th6se: Eludes sur un probl~me de majoration, Upsal (I9333, j'ai 6tabli une 
in6galit6 analogue ~ (23) pour la mesure lin4aire, en me servant de la majorante forte E(r, 0). 
Faisons remarquer que (23) et (23') ne peuvent pas 6tre am61ior6s, et que la derni6re de ees in6galit6s 
subsiste pour un ensemble quelconque dans l'hypoth~se plus large que lira sup f (r ,  O) >-- ~ sur E. 

r = l ~ 0  

La d6monstration va paraitre dans Ackiv f6r Matematik, . . .  
2--39615. Acta mathematica. 72. Imprim6 Io 29 novembre 1939. 
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converge pour tout ~ > o. Dans cette condition f ( r ,  0) poss~de une limite radiale f inie 

sau f  au plus s u r u n  ensemble dont la dimension capacitaire l est ~ I - -  a. 

w 

Grs uux in t e rp%ta t ions  de S ( f ) ,  les %sulfurs  p%c6dents  udme t t en t  diverses 

appl ica t ions  in t6ressantes  k la th6orie des fonet ions.  Le  L e m m e  I I  se m o n t r e  

Mnsi tr6s uti le pour  certuines quest ions concernunt  lu t r a n s f o r m a t i o n  conforme.  

Consid6rons par  exemple le probl~me suivant .  Soit  D u n  domMne s implemen t  

connexe c o n t e n a n t  l 'or igine  w = o et  couv ran t  une aire 6gale ~ z .  Supposons  

qu 'un  segment  1 de lu l igne ~ ( w ) ~ - Q  fasse par t ie  de la f ront i6re  de D, et 

d6signons pa r  co la mesure  ha rmon ique  en w ~ o du segment  1 pa r  rappor~ au 

domMne consid6%. D6 te rmine r  duns ces condi t ions  la  va leur  m a x i m u m  de co. 

Le L e m m e  I I  donne immddia~ement  la solution. En effet, soit  u,=qD(z),  

(q~(o) = o), une fone t ion  qui appl ique  e o n f o r m d m e n t  le eercle ] z [ <  I s u r  D, et 

soit  a Fare  de lu e i reon%renee  qui ~ombe sur  1. L 'u i re  de D 6rant  ~r, il s ' ensu i t  

que S ( u ) =  I, u 6runt la par t ie  r6elle de V), et  l 'on  au ra  d 'aprbs  (23), 

C(~)  -< e - <  

Or, la capucit6 d 'un  are de r ayon  I et d ' ouve r tu r e  a est  sin a/4, d'ofi 

w 2 
(26) ~ - ur~ ~in c ( . )  < 2 - -  are  sin - - - - -  e r  

et cet te  in6galit6 %sour  le probl5me,  car  l '6gMit6 u lieu pour  un domaine  par t i -  

culler, s R e m a r q u o n s  s cet te occasion que (26) condui t  i m m 6 d i a t e m e n t  "2 l ' in6gali t6 

l o g  _~l(r) > e ,  r ~ (r  > to, c > o), 

pour  le module  m a x i m u m  M ( r )  d 'une  fonc t ion  enti~re poss6dant  n vuleurs 

asympto t iques  dis t inctes  et finies. 

Pussons  ~ une appl iqua t ion  du Th6or~me I .  Consid6rons une fonc t ion  f ( z )  

ho lomorphe  pour  [z[ < I et poss6dunt  uu moins  presque  pa r t ou t  nne l imite  radia le  

finie ou infinie, 

(27) /(0) = lira f(re~~ 
P ~ I - - O  

1 (~:f. POLYA et SZEG0, Uber den transfiniten Durchmesser, Journ. de Crelle t. I65 (193I) p. 
43, et FROST~IAN 1. C., p. 9 ~ . 

2 Cf. 1. c. l'exemple donn6 '~ la page 39. 
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Lu fonction limite f(O) est encore assez mal connue; elle soulgve des problgmes 

tr~s int6ressants, en premier lieu celui-ci: 6tant donn6e une classe de fonctions 

holomorphes dans le cercle unit6, caract6riser soit l'ensemble E off f(O) n'existe 

pas, soit l'ensemble / ~  off f (O)-= w, ( f ~  w). 

Pour la elasse des fonetions born6es on ~ l e s  th6or~mes suivants: m E =  o, 

mew = o, dus respeetivement s FATOC ~ et aux MM. F. et 3I. RiEsz ~, et 6tendus 

par ~ .  R. N E V A N I ,  I N N A  ~ a u x  fonctions m6romorphes ~ earact6ristique bornde. 

Nous verrons maintenant que les ensembles E et E~ sont extr~mement petits 

pour une foncLion univalente ou multivulente duns le cercle unit& En effet, 

(](E) -~ o e t  C(E,w) -- o. Cel~ r6sulte du th6or~me suivant et de sa d&nonstrution. 

Th6or~me II. Soit f ( z )  une fonction mdromorphe duns le cercle unitd trassforrnant 

celui-ci en use smface de Riemann dont l'aire ~Thdrique 

+ I f l~ )  ~ 
z~+y~<l  

est finie. Dans cette condition la limite radiale f(O) existe sau l  au plus sur un en- 

semble ~E dont la capacitd extgrieure est nulle. 

Pour abr5ger, nous dirons que f ( z )  appartient s la clause (s). Nous d6signerons par 

Sf la surfuce de Riemann, ~talde sur le plan w ~ u + iv, en laquelle f ( z )  trans- 

forme I zl < ~, et par sf sa projection st6rgographique sur la sphgre de Riemann 

Soit de plus n ( w , f )  le nombre des z6ros d e f ( z ) - - w  reposant sur l'origine w = o .  

pour [ z [ <  I, e~ 

(w, f )  = lim sup s (w), 
8=0 8 

off s(w) ddsigne l'aire de la portion de sf qui se trouve au-dessous de l~ calotte 

sph6rique de l'Mre s ayant comme centre le poinf image de w. L'Mre totMe de 

sf d~unt finie, il s'ensui~ d'aprSs un th6orSme de M. LEBESGVE, que ~,;(w,f) est 

presque partout fini. Si f i ( w , f ) < ~ ,  w sera appeld valeur ordinaire de f ;  ob- 

servons qu'on a partout n (w, f )  -- fi (w, f ) ,  et presque partou~ n ( w , f )  = ~ (w , f ) .  

Ceci pos6, prenons deux vMeurs ordinMres quelconques a et b, et posons 

f ( z ) - - a  B(z) 
f (z) -- b" A (z) = ~ (z) 

~ Cf. 1. c. 

2 •ber die Randwerte analytischer Funktionen. C.R.  dt~ 4 ~me Congr. scan& Stockholm, ( i916) .  

8 ~]ber eine Klasse yon meromorphen Funktionen. Math. Ann. 92, ( I924) .  
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off 

Arne Beurling. 

1 1 

z,(w) 6runt les z6ros de f ( z ) - - w .  Lu fonction •(z) uinsi obtenue uppart ient  

lu classe (s), elle est ~ o et ~ pour ]z] < I, et poss~de ces deux vuleurs comme 

vuleurs ordinuires, d'ofi l 'on conclut que 

(28) ; f n(w, qp) dudv < eonst, r ~, o <  r < o o .  
. 1  , ]  

u 2 + v 2 < r 2 

Consid6rons main tenunt  une branche quelconque muis fix6e de log ~ (z), et d6ter- 

minons une vuleur ordinaire c de cet~e fonct ion telle que log !i0 ( z ) -  c ~ o pour 

]z] < I. Ceci est toujours  possible, car duns l 'hypoth6se contraire log q~ (z) 

prendruit  presque route vuleur et ~(z) prendrai t  alors presque route vuleur 

une infinit@ de fois, ce qui est impossible pour une fonct ion de lu clusse (s). 

Posons enfin 
3 o0 

(z) = V l o g  (z) - c = a n  Z" .  

0 

Cette fonction est holomorphe duns le' cercle unit6 et appurt ient  s lu clusse (S). 

En effet, l 'aire de son domuine r iemunnien u pour expression 

o J J  I .Pllog w -  

et cette int6grule converge en vertu de (28) et du choix de c. En no tan t  que 

f - -  a . _  A eC+ ,l~, 
f - - b  B 

on volt que l 'ensemble E off f(O) n'existe pus, coincide uvec l 'ensemble oh ~p (z) 

n 'udmet  pus une limite radiule finie ou infinie, donc C ( E ) - ~  o. Lu somme 

Ea + Eb est visiblement ~gule ~ l 'ensemble off ~p(z) possSde lu limite rudiule 

infinie, doric C ( E a ) =  C ( E b ) ~  o, propri~t6 vuluble, d'uprSs ce qui pr~cSde, pour 

route v~leur ordinuire. Lu d6monstrut ion prdc6dente, un  peu primitive, ne permet  

pus lu conclusion C(E~) ~ o, si f(z) -- w possSde une infinit6 de z@ros. Or, pour 

une fonct ion mult ivulente (n(w,f)  born6) toute vuleur est ordinaire, et nos 

propositions sont donc 6tublies. 



Ensembles exceptionne]s. 13 

Faisons enfin une remarque  sur le probl~me g~n~ral concernan t  les ensembles 

Ew. Consid~rons la classe des fon&ions  holomorphes  pour  I z l  < I e t  y sat isfaisant  

une condi t ion de Lipschi tz  

] f (z j )  --f(z~)] ~ A lzl  - z~ V 

d 'ordre  6 > o. Soit  f ( z )  une fonct ion de cet te  elasse. L 'ensemble  5 o of i f (O)= o 

est alors ferm6, et  son complgmentaire  done form6 par  une  suite d 'arcs  ouverts  

al, u2, . . . ,  dont  la longueur  to ta le  est 2 z ,  ~ moins que f ne soit iden t iquement  

nulle. D6montrons  ma in t enan t  cet te  proposi t ion:  si la sdrie 

(29) 2 a,~ log a,~ 

diverge, f s'annule identiquement. 

Le d&nonst ra t ion  est triviale. En  d6signant  par  d(z) la distance du point  z 

l 'ensemble Eo on aura  If(z)l  <_ Ad(z) ~, d'ofi 

2 z  

f ~ ~ 
limsup  oglf(re'~ + 2 6Z.. og . 

r ~ l - - 0  
0 

D'aprSs le principe de la majoran te  harmonique,  cet te  l imite 5ga.le A --  ~ ,  en t ra ine  

f (z )  ~-o ,  d'ofl la proposi t ion ~nonc~e. 

On reeonnai t  ~is~ment que la sSrie (29) converge si 5 o est un ensemble par- 

fair  form~ par  la m&hode  de CA~TO~, tandis  que, si E 0 est l ' ensemble  dgnombrabte  

i 

e lOgT~, n ~ 2~ 3~ ' " '~ 

elle diverge. Done, un ensemble E~ n'est pas en g~n~ral earaet~risd par ses pro- 

pridtds purement m~triques. C'est 1s une circonstance qui fair  voir la difficult~ 

du problbme. 


