UBER DIE EXISTENZ VON EIGENFUNKTIONEN EINER REELLEN
VARIABELN BEI LINEAREN HOMOGENEN DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG UND RANDBEDINGUNGEN
MIT KOMPLEXEN KOEFFIZIENTEN; ENTWICKELUNG WILLKUR-
LICHER FUNKTIONEN UND ANWENDUNG AUF PARTIELLE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

VoxN

GEORG TAUTZ

in BRESLAU.

Inhaltsverzeichniss.

Seite
Vorwort . . . . . . L L L Lo e e e e e e e 25
Uberblick . . . . . . . . . . . . ... 26
1. Abschmitt. Die Randbedingungen ulo)=u(a); u (o)=u(a)
1. Bemerkungen zum reellen Problem . . . . . . . . . . . . 30
2. Losung des komplexen Randwertproblems und Abschitzung des Kontur
integrals . . . . . . . . . ... .00 000 e e 35
§ 1. Existenz unendlich vieler Eigenwerte . . . . . . . . . . . . . .. 35
§ 2. Asymptotische Darstellung der Eigenwerte . . . . . . . . . . . . . 38
§ 3. Abschitzung des Konturintegrals . . . . . . S 39
§ 4. Veraligemeinerung mit Hilfe des Lebesgueschen Integralbegriffes . . . . 48
§ 5. Verhalten des Konturintegrals in den Randpunkten und gleichmissige
Konvergenz . . . . . . . . . . . . o000 000 50
3. Entwickelungssatz, bilineare Formel und Konvergenzfragen . . . . 53
§ 6. Ein Satz iiber die Pole der Greenschen Funktion . . . . . . . . . . 53
§ 7. Doppelte Nullstellen von o und doppelte Eigenwerte . . . . . . . . 59
§ 8. Bestimmung der Residuen, Entwickelungssatz und bilineare Formel . . 63
§ 9. Nachweis des Gibbsschen Héckers . . . . . . . . « . « « « « . . . 66
§ 10. Absolute Konvergenz fiir den Fall reeller Differentialgleichungen . . . . 69



24

§ 14.

o]
(78]

V7 /Ao
~ NG

N

o «r o UnR uUn R u»
[< N7 T NN

e ur
N

00 ~1

Georg Tautz.

4. Gliedweise Differenzierbarkeit und Anwendung auf partielle Differential-

§ 1.
8§ 12.

gleichungen . .
Zweimalige gliedweise Dlﬁ’erenmerbarkelt . .
Einmalige gliedweise Differenzierbarkeit unter emfacheren Bedmvungen
Entwickelbarkeit spezieller Losungen der partiellen Differentialgleichung

0? o°
) tu Fy z+( {f)+kq(x)) u=0 nach partikuliren Losungen .

Losung derselben partiellen Differentialgleichung bei gewissen Anfangs-
bedingungen

Wirmeleitung im inhomogenen Rmnr

Abschnitt. Die Randbedingungen W, (u)= Wa(u)——o J,e _/31, .{I.u?éo

1. Loésung der Randwertaufgabe und Entwickelungssatz
Existenz unendlich vieler Eigenwerte
Konturintegral und Entwickelungssatz o .
2. Sitze iiber gleichmiissige und absolute Konveroenz sowie gliedweise
Differenzierbarkeit . . . . . .
Verhalten des Konturintegrals an den Randpunkten und o-lexchmasmge
Konvergenz . . . .
Asymptotische Darstelluno der Eloenfunktlonen und bxlmea.ren Relhe
Absolute Konvergenz e e
Sittze iiber gliedweise leferenzwrbdrkelt . .
Die Losung der partiellen Differentialgleichung unter abveanderten Be-
dingungen ..
Abschnitt. Die Randbedlnvunoen PVI( V=W l)==0; d,=uly; dsy=0
1. Charakterisierung der wesentlichen Unterfiille .
2. Losung des Randwertproblems fiir den Fall 4 Ju-l-zl__,.,;éo Enthckelungs-
satz . . .
Diskussion der transzendenten Glelchung
Konturintegral und Entwickelungssatz
3. Sitze tiber gleichm., abs. Konvergenz, Dﬁerenmerbarkelt
Randwerte des Konturintegrals, gleichm. Konvergenz .
Asymptotische Darstellungen . '
Absolute Konvergenz . .
Gliedweise Differenzierbarkeit; part Dlﬁerentxalvlelchuno .
4. Der Fall: b, a,+a,b;==B=o0 .
Die Randbedingung: u(o)=u(a})=o0 C
Die Randbedingung +iu’ (o) +asu(a)+« (a)=o
u(o) tiu(a)=o

Schlussfolgerungen.

1. Verallgemeinerung der Differentialgleichung .
2. Zusammenfassung der Sitze iiber die partielle Dlﬁerenmalglexchung

Seite
72

72
717

8o

87
()2

94
94
917
99

99

. 102
. 105§
. 107

. 109

IT1

. 114
. 114
L 117
. 118
. 118
. 123
. 126
. 127
. 130
. 130

. I33

. 142
. 145



Uber die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen ete. 25

Yorwort.

Die an den verschiedensten Punkten der mathematischen Physik sich dar-
bietenden Randwertprobleme sind naturgemiss schon Gegenstand vieler Bear-
beitungen gewesen. Sturm und Liouville haben die Aufmerksamkeit besonders
auf einen Typ von linearen Differentialgleichungen hingelenkt, niimlich derjenigen,
die einen verfiigharen Parameter 1 linear enthalten. Es wurden dabei folgende
Randbeding'ungen vorzugsweise behandelt:

L. u(o)=u(a)=o0; Il-. %' (0)=u' (a)=0;

IIX. k(o) # (0)—hu(0)=k(a) ¥ (a)+ Hu(a)=o; (Ihi} Zo),

sowie Kombinationen derselben. Die Differentialgleichung legte man in folgender
Form zu Grunde:

(#0122 + @ 11D ulel—o,

wo k{x) und g(x) im Definitionsbereich im allgemeinen als von Null verschieden
angenommen wurden. Wilhrend die klassischen Methoden von Sturm in neuerer
Zeit von M. Bocher weiter ausgebaut wurden, ergab die Aufdeckung des Zu-
sammenhanges mit den Integralgleichungen neue Moglichkeiten fiir die Ent-
wickelung willkiirlicher Funktionen nach Sturm-Liouvilleschen Eigenfunktionen.
Dieser Zusammenhang wurde insbesondere von D. Hilbert und A. Kneser erforscht,
Ein weiteres Hilfsmittel ergab sich in der asymptotischen Darstellungsweise der
Eigenfunktionen.

Randbedingungen von allgemeinerer Form sind wobl zuerst von D. A. West-
fall, M. Mason, G. D. Birkhoff und W. Stekloff behandelt worden. Westfall
fusst wesentlich auf der Theorie von Hilbert, Mason benutzt Methoden der Varia-
tionsrechnung und Stekloff die von ihm fiir eindimensionale Probleme ausgebaute
Schwarz-Poincarésche Methode. Bei allen ist mithin die Reellitéit der eingehenden
Grossen Voraussetzung.

Der Fall nun, dass die Differentialgleichung komplexé Koeffizienten enthiilt,
ist vor allem von Kneser, Hilb und Birkhoff in Angriff genommen worden. Die
hier in verschiedenen Abwandlungen benutzte Methode der Partialbruchent-
wickelung der darzustellenden Funktion geht im wesentlichen auf Cauchy und
Poincaré zuriick. Wihrend Kneser und Hilb die erwihnten speziellen Rand-

430534 Acta mathematica. 56. Imprimé le 8 septembre 1930. '



26 Georg Tautz.

bedingungen behandelten bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, geht Birk-
hoff von allgemeineren Randbedingungen und Differentialgleichungen n** Ordnung
aus. Jedoch sind seine Resultate manchen Einschrinkungen unterworfen. Darauf
wird im nachfolgenden Uberblick noch niher eingegangen werden.

Die vorliegende Arbeit will nun in einer Reihe positiver Siitze einer mog-
lichst abgeschlossene Theorie des Eigenwertproblems und der Darstellung will-
kiirlicher Funktionen fiir die Losungen komplexer Differentialgleichungen zweiter

Ordnung liefern, wenn die Koeffizienten der Randbedingungen

a, % (0)+ a4’ (0) + ag u(a) + a, o’ (a)=o0 '

by u(0) + by’ (0)+ bgu(a)+b,u’ (a)=0
den Parameter A nicht enthalten, der Relation
al bg—az b1=a3 b4_a4 b31

geniigen, im iibrigen aber beliebige komplexe Werte annehmen. In der Diffe-
rentialgleichung werden die Funktionen %(z), g (z) zuniichst gleich 1 gesetzt, wovon
wir uns zum Schluss jedoch wieder — unter gewissen Einschriinkungen —, frei
machen werden.

Uberblick.

Das Randwertproblem ist unter den genannten Bedingungen ohne wesent-
liche Einschrinkung gelost worden. Immer existieren unendlich viele Eigenwerte.
Beim Entwickelungssatz jedoch musste der Fall: % = %2 ==+ 7 ausgeschlossen werden.

£ 4

Fiir den Beweis des Satzes waren die Ausfiihrungen Birkhoffs® von wesentlichem
Nutzen, weniger dagegen fiir die Losung des Eigenwertproblems. Birkhoff be-
handelt in seiner zweiten Arbeit die Differentialgleichungen »'** Ordnung. Bei
seinen Abschitzungen muss er die Koeffizienten der Randbedingungen gewissen

. . b .
Einschrinkungen unterwerfen, die z. B. in dem erwihnten Falle: %=i =+

4 4

nicht erfiillt sind. Durchgefiihrt sind seine Beweise nur fiir ungerade n.

Es ist notwendig, einige Bemerkungen iiber den Fall gerader » zu machen.
Setzt man den Parameter 1 gleich ¢® so braucht man statt der Vollebene nur

! Die Abstreifung von dieser Bedingung sei einer evtl. Ergiinzung dieser Arbeit vorbehalten.
? Vgl. Transact. of the Am. Math, Soc. 1908; S. 219/373.
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einen in gewissen Grenzen willkiirlichen Sektor der ¢-Ebene zu betrachten; in
den anderen Sektoren herrschen dann analoge Verhiltnisse.! ’
So gelangt Birkhoff zur transzendenten Gleichung:

0. A=B+2lni+ %’ (I ganzzahlig),

wobei 1 im Inneren und auf den Rindern des Sektors zwischen endlichen und
von ¢ unabhiingigen Schranken verbleibt. A, das ebenso wie B unabhiingig von
¢ ist, hiingt mit der Wahl des Sektors zusammen, und ist jedenfalls so beschaffen,
dass die durch die Gleichung

o* . A=B+21lnt

definierten Werte von ¢ im Inneren oder auf dem Rande des Sektors liegen.
Letuzteres ist dann der Fall, wenn B gleich o oder =7 ist. Auf diesen Fall ist
die von Birkhoff sonst durchgefiihrte Methode nicht mehr anwendbar. Er ver-
weist hier auf eine Stetigkeitsbetrachtung, die jedenfalls fiir n»=2 nicht durch-

fiihrbar ist, und gerade da ist in der Mehrzahl der Fille: B= {:)”.; d. h. die Eigen-

werte, bzw. ihre Quadratwurzeln niihern sich in den meisten Fiillen asymptotisch
der reellen Achse.

Die Ausfithrungen Birkhoffs gipfeln in dem Resultat, dass jede stiickweise
stetige Funktion mit stiickweise stetiger Ableitung in eine nach den Eigenfunk-
tionen des Randwertproblems fortschreitende Fourierreihe entwickelt werden kann.
Die Reihe ist nach Ausschluss der Unstetigkeits- und Randpunkte im Restinter-
vall gleich der Funktion, in Unstetigkeitsstellen gleich dem arithmetischen Mittel
der beiden Grenzwerte von rechts und links. Der Wert in den Randpunkten wird
nicht niher bestimmt. Dieser letztere Mangel macht eine Aussage iiber gleich-
miissige Konvergenz im abgeschlossenen Intervall, die in mancher Hinsicht sehr
erwiinscht wire, zur Unmoglichkeit. In unseren hier behandelten Fiillen gelingt
es jedoch durchweg, die Randwerte der Reihen zu bestimmen und Bedingungen
fiir gleichiniissige Konvergenz anzugeben. Weiterhin wird in den meisten Fillen

! Der Sektor muss jedenfalls ein ntel der Vollebene sein, wird aber noch in 2 Hilften zer-
spalten derart, dass in jedem Halbsektor die Relationen: Re(gw,)= ... < Re(own), w;:= -1, gelten,
wenn fiir jeden eine besondere, aber feste Numerierung geeignet gewiihlt wird. Hierbei bildet aber

der Fall n=2 eine Ausnahme, insofern die den obigen analoge Relation: Re(pi)= Re(o(—2) in
der ganzen oberen Halbebene gilt, nicht bloss in einem Quadranten.
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auf Grund asymptotischer Darstellungen bei geeigneten Voraussetzungen auch
die absolute Konvergenz der Reihen bewiesen. Diese Sitze ermdoglichen es auch,
die mehrmalige gliedweise Differenzierbarkeit der Reihen zu untersuchen, mit
deren Hilfe dann die Losung der partiellen Differentialgleichung

*u *u

97 ki T (p (Q——kq (@) u=o,

welche gegebenen Anfangshedingungen geniigt', durch eine Fourierreihe darge-
stellt werden kann.

Noch von einer weiteren Einschriinkung des Birkhoffschen Entwickelungs-
satzes werden wir uns frei machen konnen, niimlich von der Forderung einfacher
Bigenwerte. Tatsichlich hat der von ihm aufgestellte Entwickelungssatz, insofern
er behauptet, dass die auftretenden Residuen die Glieder einer Fourierschen Reihe
darstellen, nur hypothetischen Charakter. Einmal deshalb, weil diejenigen Eigen-
werte, die in den asymptotischen Abschitzungen als einfach erkannt werden,
absolut oberhalb einer gewissen Schranke liegen. Uber die darunter liegenden
Bigenwerte kann nichts ausgesagt werden, weil die reellen Methoden nicht
anwendbar sind. Anderseits ist es aber auch bei einfachen Eigenwerten nicht
ohne weiteres evident, dass die Greensche Funktion_an diesen Stellen nur Pole
erster Ordnung besitzt, was anderseits fiir die gewiinschte Form der Reihenglieder
aber durchaus notwendig ist. Diese Schwierigkeiten l6sen sich jedoch mittels
des im ersten Abschnitt (vgl. § 6) allgemein, auch fiir Differentialgleichungen
n** Ordnung bewiesenen Satzes, dass bei beliebigen homogenen Randbedingungen
die Greensche Funktion immer nur Pole erster Ordnung besitzen kann. Wenn
man bedenkt, dass bei Differentialgleichungen héherer Ordnung die Greenschen
Funktionen im allgemeinen nicht symmetrisch sind, so sieht man, dass dieser
allerdings nur fiir eine besondere Klasse von Kernen geltende Satz in zweifacher
Hinsicht eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes darstellt, dass der losende
Kern nur Pole erster Ordnung besitzt, falls der urspriingliche Kern reell und
symmetrisch ist®.

Der Entwickelungssatz wird dann noch in der Weise verallgemeinert, dass
man als darzustellende Funktionen solche zulisst, die durch die Gleichung

Ll 9= Fa; (25D -ew.

* Vgl. A. Kneser: Die Integralgleichungen, 2. Aufl. S. 282.



Uber die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 29

x

flz)= fq;(z)dx+ c,

0

oder eine endliche Summe solcher Integrale definiert sind, wobei ¢ () nur eine
im Sinne von Lebesgue summable Funktion zu sein braucht.

Vermoge der asymptotischen Darstellung, die in gewissen Fillen allerdings
nicht gelang, aber durch eine andere zweckmiissige Darstellung ersetzt werden
konnte, liess sich der Satz beweisen, dass die Fourierentwickelungen aller Funk-
tionen, fiir die der Entwickelungssatz gilt, auch an Unstetigkeitsstellen genau
gleich sind den Entwickelungen derselben Funktionen nach den trigonometrischen.
Damit ist insbesondere das Auftreten des Gibbsschen Hoekers nachgewiesen. Aber
auch andere fiir trigonometrische Reihen geltende Sitze konnte man auf diese
Weise fiir komplexe Sturm-Liouvillesche Reihen fruchtbar machen.

Im ersten Abschnitt wird wegen seiner Bedeutung in den Anwendungen
und seinen besonderen Eigenschaften der Fall

behandelt, bei welchem, abgesehen von einigen verwandten Fillen, allein unend-
lich viele doppelte Eigenwerte auftreten konnen. Am Schluss dieses Abschnittes
gehen wir auf bestimmte partielle Differentialgleichungen ein und zwar auf das
Problem der Entwickelung gewisser durch Anfangs- und Randbedingungen fest-
gelegter Losungen nach partikuliren Losungen. Dies liefert unter anderem einige
Tatsachen iiber die Funktionen des élliptis_chen Zylinders. Ausserdem wird das
bereits erwihnte Problem und die Wirmeleitung im inhomogenen Ring be-
handelt. )

Im zweiten Abschnitt werden die allgemeinen Randbedingungen zu Grunde
gelegt, unter der Voraussetzung, dass die Determinante

as by

a, b,

nicht verschwindet. Diese Liicke wird dann in einem besonderen dritten Abschnitt
ausgefiillt.

! Dieselbe Form des Entwickelungssatzes, aber auf anderem Wege abgeleitet, findet sich auch
bei W. Stekloff: Sur certainés guestions d'analyse...; mémoires de 1'acad. Impér. des sciences de
St. Petersbourg.
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Wiihrend bei all diesen Ausfithrungen immer von der speziellen Differential-
gleichung
W' +(A—L(x)u=o0

ausgegangen wurde, werden zum Schluss noch die gewonnenen Resultate auf die
allgemeine Differentialgleichung

W’ +p, (@) o + (2 p, (@) + 0y () w=0

mit komplexen Koeffizienten tibertragen, allerdings nur mit gewissen Einschriink-
ungen.

Anderseits werden die Sitze iiber die Losung der erwiihnten partiellen
Differentialgleichung so zusammengefasst,, dass sie im Wesentlichen ohne Er-
wilhnung von Randbedingungen ausgesprochen werden konnen Es wird im all-
gemeinen nur verlangt, dass die Relation

F(o) G(o)
I’ (o) & (0)

F(a) G(a)
F () & (a)

erfiillt ist, die ebenso wie die Relation
al 62—02 b1=a3 b4—a4 b3

nur eine hinreichende Bedingung darstellt. Ausserdem miissen in gewissen Sonder-
fillen die Randwerte der zweiten Ableitungen noch gewissen Bedingungen unter-
worfen werden.

Erster Abschnitt. Die Randbedingungen:
u(0)=u(a); « (0)=1'(a).
1. Bemerkungen zum reellen Problem.
Ist in der Differentialgleichung

(1) d*u

x2

+(A—L(x)u=0", (0<z=<a)

&

die wir des weiteren unseren Ausfithrungen zu Grunde legen wollen, die Funk-

1°G. Hoheisel hat den periodischen Fall auch nach der Integralgleichungsmethode behandelt,
doch in anderer Weise als es hier geschieht; vgl. S. Goschen Nr. 920 und auch hierzu M. Bdcher:
Legons sur les méthodes de Sturm.
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tion L(x) reell und stetig, so kann man sich der Methode der Integralgleichungen
bedienen, mittels deren sich das Problem in sehr iibersichtlicher kurzer Weise
erledigen liisst.

Wir behaupten zunichst: Gibt es fiir gewisse Werte von 1 Losungen der
Gleichung (1), welche den Randbedingungen

(2) u(z)

geniigen, so bilden die Parameterwerte i,, die sog. Eigenwerte unseres Problems,
eine diskrete nach unten beschrinkte Wertreihe.

u, (x), uy(x) sei ein Fundamentalsystem von (1) mit den Anfangswerten:

’

(2 a) u (0)=uy'(0)=1; u,(0)=u,(0)=o0.

Ist dann
u{x)=c, u, (2)+ cs us (x)

eine Losung des Randwertproblems, so ergeben sich durch Einsetzen in die Rand-
bedingungen zwei homogene lineare Gleichungen fiir ¢, und c,, fiir deren Los-
barkeit hinreichend und notwendig das Verschwinden der Determinante

w' (@) uy) (@)—1

uy (@) — 1 uy (a) =—2+u,(a)+u, (a)

ist.! Da die Anfangswerte von u, und u, unabhiingig von 1 festgelegt sind, so
ist dieser Ausdruck in der ganzen Ebene eine eindeutige, regulire Funktion von
4, also entweder ganz rational oder transzendent. Sie verschwindet demnach
entweder identisch, oder besitzt discrete Nullstellen.

Ersteres kann aber nicht der Fall sein, da fiir solche Werte von 1, fiir
welche A—L(x) in [0, a] negativ ist, das Problem keine Losung mehr besitzt, wie
folgende Uberlegung zeigt. '

Unter dieser Voraussetzung hat niimlich jede Lésung der Differential-
gleichung auf Grund bekannter Liouvillescher Schliisse im ganzen Intervall hich-
stens eine Nullstelle. Liegt tatsiichlich eine solche vor, so konnen wir den einen
Randwert einer solchen Ldsung positiv annehmen; dann aber ist der andere sicher
negativ oder Null. Hat u(x) aber keine Nullstelle in [0, al, so ist auch «” (x)

! Denn die Wronskische Determinante von U%;, Uy ist gleich der Einheit.
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ebenso wie 1—L(x) iiberall von Null verschieden, »’ () mithin eine monotone

Funktion, und die Gleichung

nur erfiillbar, wenn u’(x) konstant, also «” (x) identisch Null ist. In beiden Fillen
ist also die eine oder andere Randbedingung ohne Widerspruch nicht erfiillbar.
Damit sind aber beide Behauptungen bewiesen.

Unter diesen Umstinden nun lisst sich eine Greensche Funktion bilden.
Diese ist eine Losung der Differentialgleichung, welche folgende Bedingungen
erfiillt

=1 (x); x=s
@ (0)=y(a) @ (s) —w(s) =o
@’ (0)=1'(a) @’ ()= (s)=1.

Wir versuchen den Ansatz
P (@)=a, u, (2) + a; u; (z); ¥ (x)=a5u,(x) + a,u;(2).
Die vier Bedingungen fiihren zu folgendem inhomogenen Gleichungssystem:

a; —agu,(a) —a,u;(a) =0
a, —agu, (e)—ayu,’ (a)=o
ayuy (s) +agus (s) —asu, (s) —ayus(s) =o

ayuy (s)+ as '“2_’ (3)‘—”3 '“1’ (8)—ayu, (s)=1.

Fir die Determinante ./ des Systems erhilt man, wenn man die letzten

beiden Kolonnen zu den ersten addiert:

I—% (a) ) —Uyg (a) y U (a) ) U (a)
| W@ 1w a), —w'(a), —u' (@)} (10, (a) 1y ()
° o, —uls), —us(s)

o , o, —u'(s), —uy (5) +uy (@) uy (@) —u," (a) us (a)). 1
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Von diesem Ausdruck ist aber bereits bewiesen worden, dass er nur fiir eine
diskrete Reihe von A-Werten verschwindet. Es existieren also -Werte in hin-
reichender Anzahl, fiir welche das Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist. TFiir die
Unbekannten erhiilt man die Ausdriicke:

ay= = [t () s (@)= (5) (1~ a))]

4= %[—ul (8) (1—u, (@) +us (5) 4, (a))

p= t[/} {uy () [—10y (5) 2y (68) — s (5) (1 — 4, (@))] + 2y () [0, () (1 —20" (@) + 24 (5) 9, ()]}

Y= :I} Sy () [—, (5) 2y () + 10y (s) (1 —y (@))] + 0t () [—2e () (x —u, (a)) + uy{s)u, ()]}

Vertauscht man in einem dieser Ausdriicke x mit s, so geht er in den
anderen iiber; G (z, s) ist also auch symmetrisch.
Auf Grund des Hauptsatzes iiber symmetrische Kerne muss aber dann die
Integralgleichung
a
v(x)=;¢f(}(ac, s).vis)ds

o

mindestens eine nichttriviale Losung haben fiir irgend einen Wert u,, den wir
gleich 4,—1 setzen. Dann ist

a

=) [ 52 v ds—v(@) )

0

=—A—L(x) v (x)—(An—2A) v (z).

Da nun v(x) ebenso wie G (z, s) die Randbedingungen erfiillt und mit seiner ersten

Ableitung stetig ist, so ist es eine Losung unseres Problems.
5 — 30634. Acta mathematica. 56. Imprimé le 8 septembre 1930.
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Umgekehrt erhilt man, wenn man auf die Gleichungen

d*u -
a—x—g + (ln—'L (ﬁ» w=0

02 G (:z: s -S') | A —_
o +(A—L(z)) G (z, s)=o0
die Greensche Operation anwendet:

a

u(s)=——(l,.——}.)fG(x, s)\u(ac)dx

[

z=8—0

06z, g~ _ 0G(z,s)

W (z) G (@, &) —u(x)—5 o~ 0z

z=8+0

a

u(x)=(l,.—l)f Gz, s)u(s)ds.

0

Die Differentialgleichung liefert also in der Tat das vollstiindige System.
Da nun, wie zu Anfang bewiesen, nur endlich viele negative Eigenwerte
existieren, gilt nach dem Mercerschen Satz die bilineare Formel

Gz, s)= 2 P (2) gn(s) . (@u (x) normiert).

Dass wirklich unendlich viele Eigenfunktionen vorhanden sind, folgert man

wie bei Kneser' aus der Stetigkeit von gn(x) einerseits und der Unstetigkeit von
oG

—0(:*3) anderseits. In der obigen Formel konvergiert nun die Reihe der absolut
genommenen Glieder gleichmissig. Die absolute Konvergenz ist, wie wir sehen
werden, im komplexen Falle nicht beweisbar.

Bezgl. der asymptotischen Darstellung der Eigenfunktionen sei auf § 10
verwiesen.

Aus der gleichmiissigen Konvergenz der bilinearen Entwickelung folgert man
weiter in bekannter Weise die Entwickelbarkeit quellenmissiger Funktionen

a

Fx)= iq)n (x)fF(a) @nle)da.

n=1

' Vgl. Kneser 1. e¢. § 28.
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Uber die Darstellbarkeit nicht quellenmiissiger Funktionen und absolute
Konvergenz vergleiche man weiter Satz 7. S. 65 und Satz 8. S. 72.

2. Lé&sung des komplexen Randwertproblems und Abschiétzung des
Konturintegrals.

§ 1. Existenz unendlich vieler Eigenwerte.

Gehen wir wieder aus von Gleichung (1), wobei wir aber jetzt L(x) als
komplexe Funktion der reellen Variabeln z ansehen. Das Fundamentalsystem
#,(x), uy(x) sei wie frither definiert. Somit erhalten wir auch jetzt zur Bestim-
mung der Eigenwerte die Gleichung:

(3)  d=2—u,(a)—u, (a)=0.

Bei dieser Gelegenheit sei eine Arbeit von O. Volk erwiihnt?, in welcher
unter anderem der periodische Fall fiir die Differentialgleichung des elliptischen
Cylinders behandelt wird. Das dortige Verfahren basiert auf der asymptotischen
Darstellung der (—nicht normierten—) Eigenfunktionen, und liesse sich, wenn es
wirklich einwandfrei wiire, bei einfacher Modifikation ohne weiteres auf den
allgemeinen Sturm-Liouvilleschen ¥all bei komplexer Differentialgleichung anwen-
den und wiirde auch noch speziellere Resultate erzielen.

Volks Aussage iiber die Eigenwerte stellt aber nur eine notwendige Be-
dingung dar. Es bleibt die Vertriiglichkeit der Forderungen 14 a, b (§ 3), welche
die Koinzidenz zweier Randwertprobleme aussagen, unbewiesen, wenn nicht die
Existenz der Heineschen Funktionen vorher schon angenommen wird!.

Auch wir benutzen asymptotische Darstellungen. In #hnlicher Weise wie
bei Kneser®? erhilt man, wenn A==¢® gesetzt wird, und ¢ einen nach unten be-
schrinkten Imaginirteil hat: '

20iT 4 1
Rt U

fr — . —
(4 a') ul(:z:)e? > 9’ 240

@
~

~

8

—
Rl

' O. Volk, Dissertation, Miinchen 1920. Es handelt sich um die Gleichungen (14 a):

2 2 2
cos o =1— 8033 und (14 b): sin g =— 80 : AC, aus denen (15): tg pn=—8a* (/A4 (g— 8 ZB)

folgt. (15) definiert ein System von o-Werten und (14 b) ein anderes. Dass beiden Systemen ge-
wisse Werte gemein sind, wird nicht gezeigt.
1l e § 49
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Dabei werden mit dem Zeichen Y ohne Unterschied alle Grissen belegt, die absolut
unter einer von ¢ unabhiingigen Schranke verbleiben. Ks folgt weiter aus den
leicht zu verifizierenden Formeln:

x
#, (x)= cos gz + (—i fL' u,” sin ¢ (x—2z') dx’
0

(u (=)=

x

41;’7(9") =—g sin px+ fL' u, cos o (x—z')dx’
(4 a) ° |
x
20iT . , gteila—x) ,
eeiT . dul(x) =g|:_e_____1 + lfL'.ul'.egu: e____—+_l . dx]
dx 217 0 ) 2
0
2052
21 0
und #hnlich
gois dus () _ e + v,
dx 2 0
e2eix 4 g geix g

da in jedem Gebiet: I{g)'=—b? die Grossen |e?’*|, unterhalb

b

2

einer von ¢ unabhiingigen Schranke verbleiben. Fiir das Gebiet I{o)<+3* ge-

langt man zu einer #hnlichen Darstellung
e+ Y

(4 b) Uy (@) et = +

, ete.,
2 (Y

wenn man gleichzeitiz bedenkt, dass die Anfangswerte von u,(z), u,(x) unab-
hiingig von ¢, und diese Funktionen selbst also gerade Funktionen von ¢ sind.

Fiir Gleichung (3) erhiilt man also in den beiden Gebieten die Darstel-
lungen

[

~

le-—pia (2_89i“—82(’i“—1+ %), I(Q)Z_bz
A =
lci""‘ (2 geie—g2eie_y + %), Ifo) < + 0%

! I(p)=TImaginarteil von o.
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Aus der ersten dieser Gleichungen erhiilt man

fein—1)'—

ia=1+ l/T—”

e

eta=*2nmi+ l/%g,

auf denselben Ausdruck fiihrt aber auch die zweite Gleichung. Man siebt also,

o

dass etwaige Losungen von (3) von einem hinreichend gross gewihlten n, an in
. . 2nmw .. e . .
einer gewissen Umgebung der Stellen + — liegen miissen, und speziell nicht

mehr aus dem Streifen —b*<I(9)< +}* herausfallen kénnen. Da in diesem beide
asymptotischen Darstellungen gelten, so konnen wir uns des weiteren auf eine
von beiden beschriinken.

Wir zeigen nun, dass zu jeder Zahl n>n, auch wirklich immer ein Paar

von Losungen existiert.
. . z2nm e s . .
Wir schlagen um die Stellen ~—— sich gegenseitig nicht schneidende Kreise
a

von festem Radius. 1Ist #, hinreichend gross, so fallen die etwaigen Lésungen
sicherlich in das Innere der Kreise hinein. Da in unserem Streifen |e—¢/¢| be-
schriinkt ist, so gilt, wenn ¢ die Kreisperipherieen durchliuft, die Darstellung

gie  _eim\?

A 2 2 o
_2({3_3.__) +y=sin'gg([+%),
4 27 [ 2 0

N

denn

bleibt gleichfalls unter einer Schranke. Die Grosse I + Y1 pesitat
sin? gg ¢

bei grossem g keine, sin® eg aber eine doppelte Nullstelle im Inneren jedes Kreises.

Die Grosse  indert also ihr Winkelargument bei einmaliger Umkreisung genau g .
um 47, besitzt also im Inneren jedes Kreises je ein Paar von Nullstellen ol?,

die moglicherweise auch zusammenfallen kénnen. Ihre Quadrate bezeichnen wir

in iblicher Weise als Eigenwerte, Damit ist die Behauptung bewiesen.
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§ 2. Asymptotische Darstellung der Eigenmwerte.
Mit Hilfe der Gleichungen (4 a) lisst sich die Grosse i der Gleichung

e aamto 2L ¥
(5) =—4sin®e -+

leicht niiher bestimmen:
w=f L' (u,” sin ¢ (a—z') + ouy’ cos o(a—=z")) dx’.
0

Setzt man fiir 4, und u, die Ausdriicke

'

u, (2')= cos oz’ + : f L" | sin o (" —2") dz”
90
. , z’ .
() = ﬂgﬁ + ;fL" w, sin o(x'—a") da”

0

so erhilt man bei Zerspaltung der trigonometrischen Funktionen:

’

a a
Y= sin gaj L'd«+ jd:z:' L'M(éa——x)fL" w, sin o (z'—z") dzx”

a 2’

+ fdx' L cos g(a—x’)j L"” u, sin o (&' —2'") dz”
[} 0
=sin éafL' dx’' + .%~

0 .

Dies in (5) eingesetzt ergibt:

n
. a w 1 B A ’ ’ WO
sino~|=fL|=—lsinoa| L'dz’ + |-
4 92| Iel [l "f :
0
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Setzen wir
2nm
0=0n=— +¢,
so ist
G _ [l
2. 0<|e| = + 5%
N1 C=lelfg) * Top
C, C,, ... sind reelle, endliche, nicht negative Grossen. Verschwindet &, dann ist
2nmw
Qn=i P

Verschwindet ¢ nicht, so kann man offenbar setzen:

C,
+
lel*= Iel el Tl

Denn da ¢ auf alle Fille mit wachsendem |¢| gegen die Null strebt, so bleibt

o-sl- (2 50T

oberhalb einer von ¢ unabhiingigen Schranke. Die quadratische Gleichung liefert

schliesslich den Wert
|e|=—0—*—i.l/0: G _ G
2|o| aleF T ol T Tel

91,2=2nﬂ'+ Y1, 2
» a n
2 _2
e 4N
}4 + 1,2-
e e Y

§ 3. Abschitzung des Konturintegrals.

K, (W=x, 2,...) sei eine Folge von Halbkreisen in der oberen ¢-Halbebene
um den Nullpunkt, welche keinen der im Vorangehenden konstruierten Schutz-

. . 2nw . . .
kreise um die Stellen + beriihren oder schneiden. Dann kommt es uns im

Folgenden auf den Wert des Integrals
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(6) lim — 29(19[ (z, s;0). f(s)ds=lim I,

Kp—w® 2

an, falls ein Grenzwert iiberhaupt existiert. G (z, s) ist hierbei die Greensche
Funktion, f(s) eine noch niher zu cha.rakterlslerende Funlktion, deren Fourier-
entwickelung wir im Auge haben.

Wir benutzen hier zweckmiissig die von Birkhoff angewendete Abschitzungs-
methode’, welche wir in diesem § in leicht modifizierter Weise entwickeln wollen.
Es ist dies schon insofern von Interesse, als die Methode sich unter den verein-
fachten Verhilltnissen wesentlich tibersichtlicher gestaltet.

Die Greensche Funktion ist genau wie oben beim reellen Problem definiert.
Den dort entwickelten Beweis fiir ihre Existenz konnen wir ohne weiteres iiber-
nehmen. Auch jetzt gibt es zu vorgegebenem 2 nur eine einzige Greensche Funk-
tion. Wir bendtigen jedoch eine etwas andere Form ihrer Darstellung, die wir
bald etwas allgemeiner anlegen wollen.?

Sei v,(2), vi(z) ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1) und
a., b, seien komplexe von ¢ unabhiingige Konstanten. Wir setzen:

a; 11,2 (0) +a, ”'1, 2 (0) +agvy,2(a) + "/; 2 (@)= W, (v1,)
by 11,2 (0) + by v; ,(0) +bg 1,2 (@) + b, v; , (@) =W, (v,5),
v (@) v, () vl' (s) Uz' (s) +:x=ss

: =7(x,9) .
vy (s) v, (s) v, (8) vy (s) —: x5

Dann besagt ein Satz von Westfall®:

I
2

Wenn 1 kein durch die Bedingungen
W, ()= W, (u)=o0

definierter Eigenwert der Differentialgleichung (1) ist, so existiert eine und nur
eine Greensche Funktion von der Form

v () v 7s; )
Al ’ _G (@, ;D)= | Wy(v,) W,(v)) W, ()
- We(v,)) Wy(vs) Wily)

r

. | W, (v,) W, ()
. W, (v) W (v,)

''1. c. in zwei Aufsitzen S. 219 und 373.
* Vgl. bieriber D. A. Westfall, Diss. Gottingen 19o5; aunsserdem M. Bécher 1. c. cap. V.
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welche ihrer adjungierten gleich ist. Sie ist, wie man sieht, eine Losung von
8—0

(1) und geniigt den Randbedingungen, sowie der Gleichung 60_0(995,_3) =1. Da
s+0

die linke Seite von (1) sich selbst adjungiert ist, so gilt, wenn auch die Rand-

bedingungen sich selbst adjungiert sind', mithin die Symmetriebeziehung:

G (x, s)=G (s, x).
In unserem Falle ist

W, ()= (0)—u'(a); W, (u)=ulo)—ula).

Wesentlich fiir die Birkhoffsche Abschiitzung ist sein besonders definiertes Funda-
mentalsystem, dessen Behandlung in seiner ersten Arbeit enthalten ist. Wir be-
schrinken ¢ auf die obere Halbebene. w,(x), 4;(x) sei das schon frither benutzte
Fundamentalsystem. Dann setzen wir

z
w+otuy=w, ="+ :;fL'w,' sin o (x—2x’) dz’
0

x
. o1 f .
w,—otuy=wy=e0*+ - | L w, sin o(x—z")dz’
0
0
und weiter

vy (T)=10, ()

(8 al) . _ 1 ae_oia
v (2)=w, (x) + cw, (x); c= Qf 7 L(a) v, (e)de,

falls eine solche Funktion v, existiert. Dies ist offenbar dann der Fall, wenn
die Integralgleichung

a
gxa

=1 'I ¢ we ). v \aljda
v, (z)= () + 9[ -y () . L(e) v, (@) d

27
0

losbar ist und zwar fiir beliebig grosse |¢|. Um dies zu beweisen, multiplizieren
wir sie mit ¢?® und setzen fiir den Augenblick

! Dies ist der Fall, wenn a, by—a, b,=a, b,—a, b, ist, vgl. hieriiber den Anfang des zweiten
Abschnittes S. 94.
6 — 30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 8 septembre 1930.
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1w, (x) e¢t* - L(a)

270 =K (z, a).

vy (x) et = ();
Aus (8) folgt:

[0, (@) 0% | <M; |0, () 27| <BL; | Kz, )] < %

fir alle zugelassenen z und ¢. Da die Fredholmschen Sitze auch fiir komplexe
Kerne gelten, so besitzt mithin entweder die inhomogene Integralgleichung

(@) =w, () i+ f K (%, o) (e)de

eine und nur eine Lisung, oder aber die homogene ist 16sbar. Letzteres ist aber
fiir grosse |o| auszuschliessen, denn, bedeuntet @ das Maximum von | (x)] in [a, 8],
dann wiire, falls {(z) eine Losung der homogenen Gleichung wiire,

1
<
fel

le]=N.a

N.Q.a

woraus fiir hinreichend grosse ¢ die Behauptung folgt. Es bleibt noch zu zeigen,
dass v, und v, linear unabhiingig sind. Aus der Definition von ,, w, und ¢
ergibt sich:
z
vy (x)=e0i® 4 ce—eiz + i;fL(a) (w0, + c1w,) sin g (x—a) da
0

3 i{x—a) y
—e0iz éfgéz___L(a)vl(a)da+ -‘I;fL(a)vl(a) sin g (zx—a)da
0 \0

fegi(H) L(a)v,(¢)de.

27

— iz I e—-—gi(x—a)
=T 5 ———z—i——L(a)vI(a)da+
z 0

0 | m

Dies entspricht der Gleichung (53) in der ersten Arbeit von Birkhoff, die dort
auf etwas anderem Wege gefolgert wird. Schreiben wir nun

Uy (x) e_eiz—"—"‘? (.’5) ’
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so 1ist
. _I :"L(a) _I_ {:e——.g[(x—a)
n{x)=1+ 9.,/ > nla)de+ 9] — L(a)n(a)da.
(1] z

Nun ist aber ¢2¢ile~2) heschrinkt auf der Strecke x<e<a, mithin

Max |p(z)|=R<1+ Rlllgl.a

3

wenn
IL(a)I | ISJPI o<ag<
[eeite=2) L(a)]) r=ae<a
ist.
Also gilt
W
x)=1+ =
7() .
(o) v, (x)=e0?® (I + 15)

N Yoo p— 08T Q
v, (2)==¢"¢ (1+e).
Durch diese beiden Ausdriicke wird die Unab-

Letzteres folgt direkt aus (8).
hiingigkeit fiir grosse ¢ in Evidenz gesetzt. Aus ihnen ergeben sich noch die

weiteren Ausdriicke fiir die Ableitungen:
v, (x)=pre?® (I + %J)

vy (x)=--pie0% (I + :’)ﬂ)

Mittels dieser Ausdriicke formen wir nun (7) (p. 40) um. Indem wir zur

Abkiirzung allgemein
4+¥-31
e

schreiben, erhalten wir
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W, (vx)zei(f‘l‘epia (=1)) W, (v))=—0i(1—e0ia, I)
W, (v)=T1—etis T Wy (ve)=1+e0i¢(~T7)
d=207[2—e?? T—e 0 T|=20i(1—e0® 1)(1—e0i* . 1)

1 : — . —
c M= + ——(gof(z—2) ___-—ga(x—a). )
(@5 )=t (et T—epiem. )

Addiert man zur letzten Spalte der Zihlerdeterminante in (7) die mit ——Ui(f—)

4i¢
v, (s)

multiplizierte erste und die mit — 4’—29— multiplizierte zweite Spalte hinzu, so geht

die letzte iiber in

vy @) vy fs)  emeit—d.§
2179 2iQ

—v, (z) vy(s)  —ee?lt—) 7
2¢0 210

(fiir o<s<uz); (x=<s<a).

—5 (0) v, (s) + v, (@) vy ('5‘_)_
219 2t0

= &% (geila—) T 4ot 1)
240

Vs (0) vy (s) + v, (a) _'Us (s) _ _1__ (e(’i(“_’) T—eti ).
249 2140 270

Mit « dividieren wir nun in die Zihlerdeterminante hinein. Der Faktor é bleibt

draussen, ¢¢ kiirzt sich gegen den gleichen Faktor, der in der zweiten Zeile
auftaucht, mit dem niichsten Faktor T—e™¢%*¢.T dividieren wir die Elemente der
ersten, mit T—e?%® .1 die Elemente der zweiten Zeile, welche wir noch mit e¢®
erweitern. Dann ist

oic T ifa—x) 7 ’
LR NS S SR
1—e?te T’ 0t 1 —1 2179

If1—efi® T T—ef®s. 1 1 . _ -
. = =)= _ — _ — eg;(a—s)_ t‘s_
(xo) G (z, 55 2) 2| T—efi® 1’ e0fe T—71’ zzg( Tteets. 1)

T1—e0%% T T1—ef%. 1T 1
T—efie 1’ 0 1—T1’214p

(eotle—a) T—eeit T)|,

oder wenn wir die Nenner der ersten, bzw. zweiten Spalte beziehentlich mit M,
und M, bezeichnen, den Faktor é in die zweite Zeile hineinziehen, und beide

Seiten der Gleichung mit 2 ¢ multiplizieren:
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ez 1 eelle—a) 7

) ) 7. eeitlr—e 7
W, I,
1—e?i® T T—e0ie ] 7, . - -
10a 20G(x, s; 0) = s y — —{goila—a) T 4 pois 7
(r0a) 20G(z,s;0) 2, YA S )
T—efis 1 1—efie T - _ o
, — — e(n(n—s). 1 —e078
M, M, (

Wie ein Vergleich mit (7) lehrt, hat der Minor, welcher durch Streichung
der ersten Zeile, und dritten Spalte entsteht, den Wert

W, (vy) Wi(vy)

1d=1.
W(v;) Wi(ve)
Wir entwickeln (10a) nach der ersten Reihe. Das dritte Glied liefert zum Kon-
turintegral den Beitrag
Zf a
- f do.i [ j @it~ T _fls)ds + f eeile—s) f(s)ds]
Ky 0

E4

x

i {x—s) 0i(s—z) } I eite—s
zm.fdg [fee fls)ds + fc(’ f(s)ds + QJ e RUNE
n [ x 0
a
+ éfe""(*‘“”’.tpgds].

x

Wir machen jetzt die allerdings nicht notwendige Annahme, dass f(z) und f'(z)

in [0, a] stiickweise stetig sind. Dann konnen wir partiell integrieren und er-
halten:

(r1a) =1 f T Vool =eieflo) + L eossla) - ﬂx+o))]

N
Van
wobei unter ¢ und i—/—_ asymptotisch verschwindende Summanden gesammelt sind

wie wir sofort zeigen werden. Mit % sind diejenigen Summanden bezeichnet,
n

welche durch die partielle Integration an etwaigen Unstetigkeitspunkten von f(x)
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entstehen. Diese haben iihnlich wie die entsprechenden Ausdriicke fiir die Rand-
punkte die Form

(12) fdge?"“ % (@>o0).

Kp

Zur Abschitzung teilen wir den

2 Halbkreis K, in drei Abschnitte Kj,
Kn K., K;. Die Linge der iusseren
, Bogen K, und K; sei gleich n%,
g n{\Kq wenn der Halbkreis zwischen den
n
¢ 2ot 2 Punkten 3’;—7—"’ und 2(—1—1_1—)72 die pos.
—a -~ a

reelle Achse schneidet; dann ist

. , i
. z-Vn
Ky X5 £ K2 -

_
Vnr

falls » hinreichend gross gewiihlt ist. Hierbei ist der Radius des Kreises gleich

sin

n.z gesetzt, und y ist gleich ? , also ein positiver echter Bruch, der bei grossem

n beliebig nahe an 1 liegt.* M ist das Maximum von || und M eine von x
und ¢ unabhingige Zahl. Unter den Typus (12} fallen auch noch die mit den
Faktoren ¢¢?%, e¢?(—2) yersehenen Glieder in (11 a), falls

o<ns=r=a—<a (n beliebig Iklein)
ist.

Die e-Summanden haben nun folgende Form:

x a
. d .
(12 a) féffeﬁ”(’_‘).wds oder f%fef’"*_“".wds.
Ky 0 K, ) z

! Diese Ai)schitznng von €€® ergibt sich, wenn man I(p) =z.n.sinp =z.n .y()) bildet,
2
>y
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Hierzu gehoren also die letzten beiden Summanden von (11) und die in der
partiellen Integration abgespaltenen Integrale. Es geniigt, das erste dieser
Integrale zu betrachten. Wir teilen das Integrationsintervall [o, z] auf in

[0, x—n—i] und [x—n_i, z]. Dann gilt fiir das erste Intervall:

a:—-u_il
lo [ . '
el 1
o AW R
4 ‘AT
< 2a]l’[_+ _lil_g "ﬂ.y a MS£
z.Vn lof n

Fiir das zweite Intervall gilt:

x =
jd—()_/ et e s Sﬂ—{-
¢ 7l

I‘-ﬂ !

r—nT 4

. Ahnliches gilt fiir den zweiten Typ. (11) hat also schliesslich die Form:

N lfgl—() [—f{x —0)—f(x+0) + flo)et’* + fla)eril—] + Qfl— :

2w | ! 'l
K

n

Das erste Glied in der Entwickelung von (10a) nach der ersten Zeile hat
nun die Form:

T —poit
T—erte. t e?fla—=a T 4 poisT
( ) - etix 7 M, et 1
I g(s) = ——— = = A
3 .,() 2.21,,/[] I__()(”.” .[ _ _ 22]'11 !
—_— L oila—s)T _ p0is
€ 1 e 1
M,

|34,] und |BI,] bleiben sicherlich iiber einer positiven Schranke, denn ihre ein-
zigen Nullstellen sind ja die Wurzeln aus den Eigenwerten, deren Abstand von
den Schutzkreisen immer positiv bleibt. Also sind die Elemente der ersten
Spalte von .7, unabhingig von ¢ beschrinkt. Die Elemente der zweiten Spalte
ergeben nach Multiplikation mit f(s) und Integration tiber s Griossen von der
Form /¢. Denn es ist z. B., wenn f und y zwei konsekutive Unstetigkeits-
stellen von f{z) sind
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hd

y
fee"(“")f(s).'fds=feﬁ’“‘"")f(S)dS+%U
8 8

7
i{a—y) — geila=p)
-_¢ =1 fly) eiep f18) + _el_ifeei(a—a)f’(s)ds +

IR

v.
0
B

Also liefert das ganze erste Glied zum Konturintegral Beitrige vou der Form

(12), die wir gleich Y setzen konnen. Dasselbe gilt vom zweiten Gliede. Also
n

erhiilt man schliesslich als Wert von I, bis auf asymptotisch verschwindende

Glieder (schlimmstenfa.lls wie —lﬂ):

1
né

> (flz—0) + flw+0)).

Wir fassen also noch einmal zusammen:
Satz 2. Gehért z einem Intervall [e, a—¢&] (¢e>o0) an, und ist f{z) mit seiner Ab-
leitung in [0, a] stiickweise stetig, so ist

(14) lim I = >[flz—0) + flz +o)).*

N~ B

§ 4. Verallgemeinerung des Resultates mit Hzilfe des Lebesgueschen
Integralbegriffes.

Wie bereits bemerkt, ist die stiickweise Stetigkeit der ersten Ableitung
keine notwendige Bedingung, besonders dann, wenn von 0 bis ¢ im Lebesgueschen
Sinne integriert wird. Dann sei f{z) wie folgt definiert:

x

fe)=0+ ]'wx)dx,

0

! Soweit gehen auch die Aussagen Birkhoffs; der Konvergenzbeweis ist bei ihm nur in den
wesentlichen Ziigen angegeben.
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und ¢(z) sei summabel. Dann ist f(x) stetig® und @(z) bis auf eine Nullmenge
die Ableitung von f(x). Es gilt weiter die Formel der partiellen Integration

a a

f U.vdx = Ula) V(a)— Ulo) V(o) — fu. Vdzx,

wo u(x), v(x) summabel und U(x), V() ihre unbestimmten Integrale sind. Ausser-
dem gilt die Abschitzungsformel

| fb fla)dz

@ () und f(z) konnen natiirlich auch komplex gewiihlt werden. Setzen wir jetzt

< M(b—a) (|f(.L)|SM in [a, b}).

ul@)=p(x); Ulr)=[flx); viz)=e'=, ete,

so erkennt man, dass alle aufgestellten Abschitzungen in Geltung bleiben. Offen-
bar darf auch f(x) aus einer Reihe verschiedener Funktionen des obigen Typus
zusammengesetzt sein und wir erhalten so den Satz:

Sind z,, x,, . .. 2 endlich viele Punkte von [0, @], und ist o<z < a, so gilt Satz 3.
fiir jede Funktion f{x) von der Form

x

fla) =0, + f p@)dz; (o<z<uz,)
(15) o

z
= C, + fgo,(x)dx; (x, <z <z, ete.,

1}

wenn @, (x), @,(r) usw. summabel sind, die Gleichung

lim I, = ; [flz—0) + fl+0)].
Zy, Xz, - .. sind im allgemeinen Sprungstellen von f{z).

! Vgl. hierzu und zu den weiteren Behauptungen: H. Lebesgune: Lecons sur Y'intégration,
cap. VIII, Lecons sur les séries trigon. 1906, S. 12 ff.

7—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 8 septembre 1930.
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§ 5. Verhalten des Konturintegrals in den Randpunkten und gleichmdssige
Konvergensz.

Birkhoff bemerkt am Schlusse seiner zweiten Arbeit noch mit Recht, dass
fiir « gleich Null ausser dem letzten Gliede der ersten Reihe noch die anderen
Glieder endliche Beitrige liefern. Diese lassen sich in unserem Falle leicht be-
stimmen. Wihlen wir beispielsweise den Punkt Null. Dann liefert das zweite
Glied in der Entwickelung von (10a) nach der ersten Zeile wieder asymptotisch
verschwindende Beitriige, wegen des Faktors e¢’*. Anders das erste Glied. Es
geht fir z=o0 (vgl. (13) p. 47) iiber in

- 1
y(s)=2'i.M1.dl

und liefert also zum Konturintegral einen Beitrag von der Form

wir bilden zuniichst

f 56).7(5)ds.

0

Lassen wir in g(s) die Querstriche fort, wobei g(s) in g(s) iibergehen moge, so
kdnnen wir schreiben:

f ) S1s) s——f ds+—+£)_[j eei(““).wds+fe9“.wds].’
[} 0

Der letzte Ausdruck fiihrt bei der Integration iiber ¢ zu Integralen von &hn-

licher Form wie (12a), welche also mindestens wie » + verschwinden. Beriick-
sichtigen wir also nur den ersten Summanden auf der rechten Seite, so ist

! Denn offenbar ist T—e?%% T = 1 —ef%® +% und

I 1
L - : = +¥

T—e*. 7 (I_egia)(l_'_%) 1—e?*® o

auf der Kontur.
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1 —1, ¥ et geiles)
o6) = zz‘(l—eo“')l F1, erila—s _geis] | 1— et
a a
- . _ ia
j 9(s)fls)ds = I—zeez'a[ = :ieg £ * —(’l;fegi(a—’)f,(s)ds] .
P ) ) 0
s [0 [ o saas= 2 [0 E0+
I\’ﬂ- 0
(16)* =ji(a_)' EI_Q(I_‘_ al ia)+£1=j—(——a)+£,'-
27t | @ I—ef nt 2 nt

K n

Im dritten Gliede fillt nun das Integral von o bis z fort (vgl. (11)) und ent-

sprechend der Summand f@. Also wird schliesslich

(16) lim I, =‘£(—O—)—+M .
2

Im anderen Randpunkt ergibt sich natiirlich derselbe Wert, wie man bei An-
wendung der Substitution y=a—2x sofort erkennt. Das Konturintegral erfiillt
also auf alle Fille die Randbedingungen, ungeachtet, ob dies auch bei f(x) der
Fall ist oder nicht. Das eben gewonnene Resultat ist bei periodischen Reihen
ein bekanntes.! Man gewinnt es dort so, dass man sich f(x) iiber die Rinder
hinaus periodisch fortgesetzt denkt, und integriert z. B. in dem Intervall

[— Z + ‘2-’] . Dies geht wohl an bei Differentialgleichungen, deren Koeffizien-

ten sich zugleich periodisch und stetig fortsetzen lassen iiber das Grundgebiet
hinaus, wie z. B. bei trigonometrischen Funktionen. Wir bemerken daher aus-
driicklich, dass in unserem Falle von der bei Behandlung des periodischen Falles
gewohnlich angesetzten Bedingung

hier nirgends Gebrauch gemacht worden ist, die Anwendbarkeit der eben er-
wihnten Methode also durchaus keine notwendige Voraussetzung zum Beweis
der Formel (16) darstellt.

! Vgl. Picard: Traité d'analyse, 3. Aunfl.,, Bd. II, S. 187 f.
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Ist nun f(o) ungleich f{a), so kann das Konturintegral, das ja in beliebiger
Niihe der Rinder der Funktion f{x) gleich ist, nicht bis in die Randpunkte hin-

flo)—Sla)

ein gleichmiissig konvergieren, sondern springt vielmehr um e - Ist

aber f(o) gleich f(a), so lisst sich die gleichmiissige Konvergenz beweisen. Zu-
niichst sieht man, dass in diesem Falle das Konturintegral in den Randpunkten
selbst die richtigen Wert f{o)=/f{a) liefert. Es ist noch zu zeigen, dass auch
der Grenzprozess z—0 auf dieselben Werte fiihrt.

Es moge der Punkt 2 bereits in solcher Nachbarschaft von Null liegen,
dass auf der Strecke 0 <z <z, keine Unstetigkeit von f(z) mehr vorhanden sei.
Bs ist jetzt im dritten Gliede der ersten Reihe von (10a) noch das Integral von
0 bis z zu beriicksichtigen. Es liefert also insgesamt den Beitrag (vgl. (11))

. ! 2’_@ iz —_
e RO )
Kﬂ
Das erste Glied der Reihe erhiilt man, wenn man einfach in (16)* unter

dem Integralzeichen noch mit ¢?** multipliziert:

Sla) [de 0z __._f_(g)_ d_geow
27 0 27t e
Ky Ky

Addiert man die beiden so erhaltenen Beitriige zusammen, so ergibt sich

2LD [=re,

27t 0
I;ﬂ
und es gilt mithin folgender Satz:
Erfilllt die Funktion f(x) die Bedingungen des Satzes 3 (p. 49), so konver-
giert das Konturintegral, wenn man die Unstetigkeitsstellen und Randpunkte
durch beliebig kleine Aob_“.ene Intervalle ausschliesst, in den Restgebieten gleich-

HAz—o)+ flz+0)
2

missig gegen f(x). Der Wert an den Sprungstellen ist ,in den

Randpunkten fﬂ_:ﬁa_). Das Integral konvergiert gleichmissig auch bis in die
Randpunkte hinein, falls
fo)=fla)

ist.



Uber die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 53

3. Entwickelungssatz, bilineare Formel und Konvergenzfragen.

§ 6. Ein Satz diber die Pole der Greenschen Funktion.

Gleichung (7) (S. 40) zeigt, dass G(z, s;4) in 1 meromorph ist, da die Funk-
tion an den Eigenwertstellen 1, Pole besitzt. Denn einerseits verschwindet an
diesen Stellen die Determinante

w, (vl) Wi(vs)
d=| (vgl. auch S. 95)
We(

vy) Wy(vs)

anderseits muss G(x, s; 1) auch wirklich unendlich werden, denn andernfalls misste
die nicht identisch verschwindende Losung w#a(z) der Integralgleichung

a

u,.(x)=(L,;—l)fG(x, s; l.)u,L(s)ds

0

mit A,—A absolut unter jede vorgegebene positive Schranke herabgedriickt wer-
den konnen; u,(z) hingt aber gar nicht von 2 ab.

Die Zahlen 1, erscheinen nun in dreifacher Eigenschaft, als Nullstellen von
A, als Pole von G(z, s;A) und als Eigenwerte des Randwertproblems, Begriffe,
die durchaus gegen einander abgegrenzt werden miissen. In dem Falle, dass 4
eine einfache Nullstelle von  ist, ist selbstverstindlich die Ordnung des Poles
und Eigenwertes gleich derjenigen der Nullstelle. Ist aber 1, eine mehrfache
Nullstelle, so folgt daraus zuniichst noch nichts iiber die Ordnung des Eigen-
wertes oder Poles.! Bzgl. des letzteren werden wir sogar zeigen, dass er in
jedem Falle nur einfacher Pol sein kann bei Nullstellen beliebiger Ordnung und
auch fiir Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. Anderseits ist erwiesen,
dass es Nullstellen hoherer Ordnung gibt, da ihre Ordnung mindestens gleich
der Ordnung des Bigenwerts ist?; diese ist aber z. B. schon bei den periodischen
Losungen der Differentialgleichung: #” + (¢*+1.)u=o0 gleich zwei.

Mittels der Satzes iiber die Pole der Greenschen Funktion gelingt es weiter,

zu zeigen, dass man, — im Gegensatz zu dem in Fussnote 1 Gesagten —, spe-

! Es wire denkbar, dass W,(v,) und W,(v,) den Faktor (i—An)® enthielten, v, aber keine
Eigenfunktion wiire; dann wire An doppelte Nullstelle aber nur einfacher Eigenwert.
? Vgl. M. Bocher iiber nombres caractéristiques 1. c.
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ziell bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus einer mehrfachen Nullstelle
mit Bestimmtheit auf einer zweifachen Eigenwert schliessen kann.

Vorliufig ist also zu zeigen, dass die Greensche Funktion nur Pole erster
Ordnung haben kann. Wir beweisen den Satz fiir beliebige lineare Differential-
gleichungen 7% Ordnung, die auf die Form

d*u a2y

——+*+pn—2‘-l'5,;:2‘

du
dwﬂ + et +_pld——i+(po+l)u—o

gebracht sind bei beliebigen homogenen linearen Randbedi;lgungen, insbesondere
auch fiir nicht selbstadjungierte Fille, in denen die Greensche Funktion nicht
mehr symmetrisch ist. Die Greensche Funktion hat dann folgende Gestalt:

vl(x) ’Ug(x) o 'Un(x) y(x, $; l)
Glz, s; 1) = (—1)*| W1 (v) Wilvs)--- Wylva) Wi() W

Walv)) Walv) - Walo) Waly)

wo IV,(u)=o0 die Randbedingungen sind,

wl@) @) | [P ()
(@, 8;4) =1 1[es) - v As) | o) - oA [+ ce s
rmeaT z . —ix=8
o) vl | o) o vale)

und

Wile) - W, (va)

W=|. ... ...
nfﬂ('”])"' IVn('Un)

ist. Bzgl. der Herleitung verweisen wir auf Fussnote 2 8. 40. Ist 4, ein m-facher
Eigenwert, so sind m Spalten von W linear abhingig, und lassen sich durch line-
are Kombinationen zum Verschwinden bringen. Wir konnen also annehmen, dass

y=1,2,...m

Cy,1 W{; (vl) +ee+ Cy,n IV@('U;),)=O
e=1,2,...1m
lewosl 0 6=1,2,...m
ist. v, ... v, sei ein Fundamentalsystem, dessen Anfangswerte von A unabhingig

festgelegt seien. Wir definieren nun ein neues Fundamentalsystem:
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uy(2) = Zc,, +VslZ) (v=1,...m)
() = v, () ('r=m+ I,...n).

Dies ist also so gewiihlt, dass auch seine Anfangswerte nicht von 1 abhiingen,
und dass u,(x) (v=1, ...m) fir A=21, in die m Eigenfunktionen iibergehen. Es
ist dann

Woluy (o, 1) = (A— ). @o,1(4)
Wo(tm(, 1) = (A-—An)*m o, m(2)
wo bei festem » nicht alle @, ,(1) fiir A= 1, verschwinden und die . ganze Zahlen
grosser oder gleich 1 sind. I[m letzteren Falle ist es klar, dass die Greensche
Funktion nur Pole erster Ordnung besitzt, wie man erkennt, wenn man die
Zihlerdeterminante nach der ersten Zeile entwickelt. Wir nehmen also nun an,
dass etwa «,>1 und zwar das grosste der iibrigen sei. In diesem Falle hiitten
wir einen Pol von der Ordnung <e,, wie sich wiederum aus der Entwickelung
und der Unabhiingigkeit der u.(x) ergibt.

Setzen wir o¢;=4%, dann kénnen wir schreiben

— g’{k(xv 3)

G(Jl’,S;l)——— + .-+ Sr“l(xas)

(Ru—A) Au—2

+ P{.—4),

wo PB(z) eine fiir z=o0 konvergente Potenzreihe bedeutet. Dann ist

Relz, s) = }im (An— A Gz, s; 3)

=y

eine . Funktion, die der Differentialgleichung und den Randbedingungen geniigt.
Sie ist ausserdem (n—1)-mal stetig differenzierbar. Es sind nimlich die w.(z, 1),
da ihre Anfangswerte unabhingig von A festgelegt sind, samt ihren Ableitungen
in z und 2 gleichmissig stetig. Wegen der Unabhiingigkeit der w,(x, 1) ist ihre
Wronskische Determinante im Grundgebiet von Null verschieden. Die Funktion
7(x,s; &) ist also mit ihren Ableitungen sicher endlich. Schreiben wir nun
G(z, s; 2) in der Form

(17 a) Glx,s; ) =y(x, s; A) + Z A,u,(x),

»=1
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so existiert
lim 4,(2).(A—A4)f=B, (r=1.2,...n),
i=1,
und es ist mithin
(17b) Ri(z, s) = 2 By (s)
r—=1

(r—1) mal stetig differenzierbar, verschwindet also entweder identisch, oder ist
eine Eigenfunktion. Betrachten wir weiter die Funktion

5 N __ A . S{k(xv S) R
Fla,s; )= Glz,5:1) — =0
Offenbar ist
(18) Lim (2,— A1 F= Ry,

=1,

wo Ri—i(x, s) auf Grund ganz ihnlicher Schliisse dieselben Eigenschaften besitzt
wie Ri(z,s); denn mit G(x,s) und Re(x, s) erfiilllen anch F(x,s) und Ri-(x, s)
die Randbedingungen. Schreiben wir kurz:

£@) + - + py () (@) + (L +po(@))zla) =7 (e),
so ist
(Gl s ) =05 (R —A—1)Re = (B =o,
also
Mo
M — 5 %)
(19) 3 [(Aa—2p I = T = Relz, s).
Unter Benutzung von (18) erhilt man
My 1) = M tim (2. 7]
lﬂl kK
— ).

Aus (18) und (19) folgt:
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" R
(20) 1;{(9{1:—1) = j;;. L (An + Do) Ri—1 = R
Setzen wir
(z09) Y o) =2tz s D=1,

und Gz, s;a) kurz gleich @i, so ist Ri—1 durch yx: quellenmiissig darstellbar,
denn, wie im Anschluss an (18) bemerkt, erfiillt Ri—; die Randbedingungen und
ist mit seinen Ableitungen stetig. Es gilt also die durch Differentiation unter
Benutzung der Gleichung

0" 1G(z, s)lz=s--0
= =1
z rx=s+o0
leicht zu verifizierende Formel:
a
(21) N —— f Gale, B)ale, )da;

1]

wo nun im allgemeinen Fall genau auf die Reihenfolge der Variabelen zu achten
a

ist. (21) gilt zuniichst nur wenn 1 kein Eigenwert ist. Nun ist f Giyade eine

. 0
in 2 meromorphe Funktion. A, ist also im schlimmsten Falle ein Pol, in dessen

f Gida

0
beliebige Nihe von 1,. Es kann also kein Pol vorliegen und es existiert det
endliche Grenzwert

Umgebung also anwachsen miisste. Gleichung (21) gilt aber bis in

a

(22) }11:;1 — | Gipada = Rz, s).

Wir kénnen nun zeigen, dass dies nur dann moglich ist, wenn
Xi, = N

identisch. verschwindet. Es ist ndmlich bei kurzer Schreibweise
8-—-30534. Acta mathematica. 56. Tmprimé le 8 septembre 1930.
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fG1x1=(—i;i—l)kakal+"‘+z"——l_—_ifmlx1+f$.xz.

Da nach (22) aber die linke Seite gegen einen endlichen Grenzwert, nimlich
Re—1, konvergiert, so miissen wir notwendig annehmen, dass

(23) liriln ?Riszf%zano (=1,2,... k)

ist. Mit diesen Gleichungen geraten wir aber in Widerspruch bei der Annahme,
dass y:, nicht identisch verschwindet. Da nimlich y; der Integralgleichung

gehorchen muss, so hitten wir
1

Auf Grund einer eben angewandten Schlussweise muss aber der endliche
Grenzwert existieren:

Lim (An—2) f Gaxa, = Zans

was nur moglich ist, wenn

fmiXIn-:O (f=2,...5%
f?Rlxzn=x1"¢o

ist im Gegensatz zu (23). Daraus und aus (20) folgt

11, (x, 8) = Relw, s) =0

o oder

R , §) =
(@) {Eigenfunktion.

So kann man weiter schliessen bis man zu R, gelangt; es ist also
R =R =-- =Ry, =o,

und R,, das nun nicht mehr identisch verschwinden kann, ist eine Eigenfunk-
tion bzw. ein lineares Aggregat von solchen.
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§ 7. Doppelte Nullstellen von 4 und doppelte Eigenwerte.

Zu Beginn des vorigen § erwihnten wir bereits, dass man bei Differential-
gleichungen zweiter Ordnung bei Vorhandensein einer mehrfachen Nullstelle auf
einen zweifachen Eigenwert schliessen kann, was durchaus nicht so selbstver-
stindlich ist, wie es scheinen mag. Aus dem eben bewiesenen Satze iiber die
Pole darf man niimlich nicht schliessen, dass in (17) S. §5 @, = =ap=1 ist;
in diesem TFalle allerdings wire das eben Behauptete trivial. Auf Grund des
Satzes folgt nur, dass in den Gleichungen (17a, b) z. B.

lim A4,(2).(&—2) = B,

1=1,
endlich sein muss. Nun ist

[ Wi(v) ... I/Vl(vﬂ) Wi (y)
A1=—W e e e e e e e e e .

Walvy) ... Walve) Waly)

Die Nullstellen der Wo(vs), ... Wo(vm) (=1, ... n) heben sich genau fort gegen
die entspr. des Nenners. Im letzteren kann man nun aus der ersten Spalte den
Faktor (1—2.)" herausziehen. Da man fiirs erste nichts Niheres iiber die W,(y)
aussagen kann, so wire es denkbar, dass sich noch ein Faktor (l—l,,)“l“l fort-
hebt, so dass, trotzdem « > 1 ist, doch die Gleichung '

lim 4,(l,—1) = B,
=1,
gilt.

Die Betrachtung der A, fithrt schon bei Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zu etwas weitliufigen Betrachtungen, und liefern das erwiihnte Resultat.
Wir wollen sie nun durchfiihren.

Den Beweis fithren wir indirekt und nehmen an, dass W,(u,) und W,{x,)
fiir A=2, eine mehrfache Nullstelle besitzen, dagegen W, (u,) und Wy(u,) nicht
beide verschwinden, sodass nur ein einfacher Eigenwert vorliegt. Wir entwickeln
G(:r,s; A) nach der ersten Zeile der Zihlerdeterminante, dann bleibt A, fiir A=1,
endlich, da sich der Pol weghebt. Dagegen bleibt in

4, = Ll Wi(us) Wiy) I
W Wylus) Ws(y)
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im Nenner die doppelte Nullstelle besteben, wenn nicht, wie wir es nach dem
letzten Satz fordern miissen, die Determinante

Wi(us) W, ) |
Wlus) We(y)

identisch in s verschwindet. Schreiben wir in leicht verstiindlicherr Bedeutung:

W, (tg) = Wa,o(ug) + Wy, a(2e0)

also
Wv(?’) = Wv,o(}’) + W,,q()
und setzen
7(@, §)= 1 (e1(s)es (@) + e (s) ().
Dann ist

W,(us) Wi(y) =c (s Wx(“z) Wh,o(u,) — Wh,a{u,)
60| | = o] ) W) s
W, (“2) Wl.o(“z)_ Wl.a(“s)
Walus) Wi olts) — Wa,alu)

+ co(s) =o0.

Setzen wir die beiden Determinanten des mittleren Ausdruckes gleich Null, so
ergibt eine Addition der ersten zur Determinante /:

Wi(us) W, o(uy)
W (us) W, o(uy)

(24 a)

In der zweiten Determinante kombinieren wir die Spalten:

Wilug) Wiolus) — W1,a(us)
W(u,) W2, () — Wa,a (‘“z)

_ | Wolus) Waolus) — Wi,a(us)

W2.0(“2) W2.0(“2)._ Wﬂ.a(uz)
Wio(ug) Wi,alus) .
Wa,o(us) Wa,a(ts)

(24b) o=

Nehmen wir nun zunichst an, dass alle Elemente der letzten Determinante un-
gleich Null sind, so kénnen wir setzen

Wi alus) = . Wi,o{us); Wa,alttg) = ¢ . Wa,o(us).

Dies in (24a) eingesetzt, liefert, da gemiss der Annahme ¢ —1 ist:
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o=(1+¢- Wi,0(ts) W1, 0(u,) a,u,(0) + agul:EO)’ a, u,(0) + a,u,’(0)

Wa,o(tg) Wa,o(u,) by u,(0) + byu,"(0), b,u,(0) + byuy (0)
u,’(0) . s’ (0)
by (0) + byu, (0), byus(0) + byuy'(0)

u," (0) u5'(0)
%;(0) %5(0)

falls a, ungleich Null ist. Andernfalls liefert eine entsprechende Betrachtung
mit b, dasselbe Ergebnis, falls b, nicht auch verschwindet. D. h. also, man
stosst mit unserer Annahme auf den Widerspruch, dass die Wronskische Deter-
minante verschwinden miisste.

Verschwinden a, und b, beide, so folgt aus der Orthogonalitiitsrelation, dass

a,by—ab,=ab,—a,b;=o0

sein muss. Da wir annahmen, dass alle Elemente der letzten Determinante von
(24 b) verschieden von Null seien, ist es nicht moglich, dass etwa .

as=a,=0; oder by=05,=0, also

uy(0)=0; ayvy(a) + a,,'(a)=0

ist. Diese Determinante liisst sich also schreiben:

a, ayuy(a) + a,u,’ (a) ’ .
u,(0) - = u,(0) (agus(a) + a,u,’ () - —
© b d(a:x“e(a)“l‘ a,u, (@) ) (as 4 b d
Also ist
a, 1 == Q; b1=da1; d:_ﬁ___éi-
b, d =

Damit haben wir in Wirklichkeit aber nur eine Randbedingung, was wir natiir-
lich ausschliessen.

Nun nehmen wir an, dass in der letzten Determinante von (24b) irgend
ein Klement verschwindet. Dann muss gleichzeitig noch ein zweites Element
entweder aus derselben Spalte oder derselben Zeile verschwinden. Sei etwa

Wi,o(us) = Wo,o(u,) =o.
Da wiederum

albz_a2b1=a3b4'_'a4b3=o

sein muss, sind die Koeffizienten der Randbedingungen darstellbar durch die
Schemata:
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ay Q3 A3 4,
a, a, da, da,/ ,
bzw., wenn a; und a,, oder a; und ag'verschwinden:
a,a, 0 0O
0 0 ayay.
Man sieht aber sofort, dass sich das erste Schema durch lineare Kombination

auf das zweite zuriickfithren liisst. Legen wir also dieses zu Grunde, so kénnen

a, und @, nicht gleichzeitig verschwinden. Nach unserer Voraussetzung ist nun

Wl,o(ug) =0,
ausserdem ist
Wi,0(u,) =0,

da u, Eigenfunktion ist. Dies fithrt aber wieder zur Forderung, dass die
Wronskische Determinante verschwinden muss.

Zu dem gleichen Widerspruch gelangen wir, wenn wir voraussetzen, dass
die Klemente einer Zeile in (24 b) verschwinden. Sei also

Wi, 0(us) = Wi,a(us) =o0.
D. h. es ist
Wl (uz) = 0.
Wegen (24a) muss, da dann W,(u,) ungleich Null ist,
Wl,o(u,) =0
sein; und da W,(x,) verschwindet, so ist auch
Wl,a(ul) = 0. ’

Aus W o(us)= Wi q(u;) = W, o(ug)= Wi,o(u,) folgt aber wieder das Verschwinden
der Wronskischen Determinante, da nicht alle vier Grossen a, verschwinden
diirfen; diese Widerspriiche l6sen sich nur, wenn

Wi(us) = Wi(us) =0
ist. Es gilt also der Satz:
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Ist 2, eine mindestens zweifache Nullstelle der Determinante

Wilu,) Wi(us)
Wolu,) Walus)

1

so ist es auch ein zweifacher Bigenwert der Differentialgleichung (1).

§ 8. Bestimmung der Residuen, Entwickelungssatz und bilineare Formel.

Am Schluss von § 6 bemerkten wir bereits, dass das Residuum R,(z, s) von
G(z, s; 2), als Funktion einer der beiden Variabelen betrachtet, eine lineare Kom-
bination von Eigenfunktionen sein muss. In der Darstellung (7) (S. 40) sind nun
die v,(x) mit den W,(y) linear verkniipft, und die W,(y) ihrerseits enthalten die
Funktionen v,(s) selbst linear. Ralz, s) muss also eine Bilinearform in den Eigen-

funktionen
u(z), ul)(s)

sein; d. h. bei einem einfachen Eigenwert ist

Rulz, 8) = c. un(x) . un(s),
bei einem doppelten
Rulz, s) = 2, Cs, euf.') (x) . ule)(s).
A
Es geniigt die Betrachtung des letzteren Falles zur Bestimmung der Constanten.
Es ist

a

lim [(l,.—l) f G(z,s; z)u;n(s)ds] — W)

1=1‘1L
1]
_ f R, 5)ul(5)ds = o248 () f (W (5)2ds + et (@) f (W (s)2ds,
0 0 0

falls wir %) und 4 als orthogonalisiert annehmen.! Da diese Funktionen un-

! Etwa wie folgt. Sei fulu,ds*o. Ist dann etwa fu}dx=fu§d:r=o, so ist, wenn
¢, .¢;F0 ist, auch fv}dm=f(clul +cau)*dx+0. Sei jetzt v,(x) unabhingig von v,(x) und

d
fv,v,dac#o, dann lisst sich E: so bestimmen, dass, fir w=d,v, + dyv,, fv, .wdx=o0 ist, und

dass 0 und v, linear unabhiingig sind.

Salz 6.
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abhiingig sind, so folgt

€y = O
und #hnlich auch
€1z = O
1 1
)y =4 y Cee ™ 4 —

Da Ra(z,s) und ul)(z) endlich sind, so gilt dies auch von den Normiefungsfa.k-

toren. HEs 1st also
Ralz, 5) = @M () ' (s) + ¢ () PP (s),

wenn @ (z) normierte, orthogonale Bigenfunktionen sind. Bemerkt sei noch,

dass die Normierungsfaktoren zwar nicht unendlich sein diirfen, wohl aber ist
es denkbar, dass sie mit wachsendem 7 iiber alle Grenzen wachsen.
Aus den Residuen der Greenschen Funktion lassen sich nun leicht auch die

Residuen des Konturintegrals bestimmen. Es war

I—hm——— dlf Gz, s; ) A

[\—.mﬂ

(vgl. (6) S. 40). Da @(1)= f G .fds nur einfache Pole besitzt, so ist

0

a

Res O(1) = lim (i—1,) ®(1) — f llim (L—1,) G] . fds
=1, 1=1,

0

_ f Rl 5).f18)ds = — pula) j F)pals)ds
bzw.

= —-q».(x)ff(S) Pn(s)ds — @ai1() fﬂS) Pns1(s)ds
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Nach (14) (S. 48) ist also Satz 7.

a
(25) I=1(fle+o) + fle—o)) = Zl 7ule) [ Slgule)ds,
0
falls f(x) die Bedingungen von Satz 2. oder 3. erfiillt. @a.(x) bedeuten hier, wie
auch des weiteren im 1 Abschnitt die normierten, orthogonalen Eigenfunktionen
des in diesem Abschnitt behandelten Randwertproblems, falls ein besonderer
Hinweis fehlt; Entsprechendes gilt auch in den anderen Abschnitten.
Es ist zu beachten, dass die Partialsummen

21 Pn (x) Ap

nach Gliedern von der Form
’Pn(x)An + ¢n+l(x)An+1

fortschreiten, wobei die Indizes » und n+1 immer je einem Paar der niimlichen

207w . . g s A .
Stelle - benachbarter Eigenwerte zugehoren, weil ja die Konturen nicht

. . . 1 . .
zwischen zwei solchen Eigenwerten, deren Abstand wie - abnimmt, hindurch
n

gelegt werden diirfen.
Wiihlen wir in Einklang mit den Bedingungen iiber f{z) als darzustellende
Funktion G(z,t; ), so erhilt man

(26) G, t; ) = 3, 2nzlpnll)

und diese Reihe konvergiert glelchmassug im ganzen Intervall nach Satz 4. (S. 52),
weil G(x, t; p) |23 verschwindet.

Setzen wir weiter

.0
ﬂx)_ 5} G(x1 ty Au')'
02
Dies darf deshalb geschehen, weil It G(z, t; n) existiert und sogar im ganzen

Intervall stetig ist. Da nidmlich W,(y) in v,(f) und v,(¢) linear ist, so folgt aus (7)
9—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 8 septembre 1930.
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Gz, t; p=1x c(vx(x)vz(t) — v (@), (8)) + d(v, ()w, (2) + vy(x)eny(t),

wo w,(f) und ,(f) lineare Kombinationen von ,(f) und v,(f) sind. v, (2)v, (?)
—v,/(x)v,(t) verschwindet aber fiir x=1¢. Nach (25) ist also

a

0 n n
(27) 0t x t; [J. E ¢1¢ j (S t) Qn llS == n;;?i——i—:——;(—)
0

womit die gliedweise Differenzierbarkeit der bilinearen Formel bewiesen ist. Da

/]
0_t G(x) 5 ["') om0

Halten wir also eine Variabele fest, so konvergiert mithin die Reihe nach Aus-

t=a | z=a

verschwindet, so gilt (27) mit Ausnahme der Stelle x=={.

t=o0,

schluss der Stelle z=1¢ durch ein beliebig kleines offenes Intervall gleichmiissig

im ganzen iibrigén Intervall.!

§ 9. Nachweis des Gibbsschen Hockers.

Wenn es gelinge, fiir die normierten Eigenfunktionen eine geeignete asymp-
totische Darstellung durch trigonometrische Funktionen zu finden, wiire es leicht,
den Gibbsschen Hacker an Unstetigkeitsstellen nachzuweisen. Die Darstellung
gelingt aber nicht. Das hiingt zusammen einmal mit der komplexen Natur der
Eigenfunktionen, anderseits auch mit der Besonderheit des in Frage stehenden
Randwertproblems, speziell mit den paarig angeordneten Eigenwerten. Ist nim-
lich v(x) eine (noch nicht normierte) Eigenfunktion, #(z), us(x) das eingangs
definierte Fundamentalsystem, so lisst sich in der Gleichung

u(x) = euy () + ¢, ()

das Verhiltnis ¢, :c, nicht genau genug abschiitzen. Da ¢; und ¢; komplex sein
konnen, so gelingt es weiterhin nicht den Normierungsfaktor, welcher die Grosse

ﬁ multiplikativ enthilt, abzuschitzen.

Diese Schwierigkeit ist charakteristisch fiir die Randwertprobleme, bei denen
moglicherweise unendlich viele doppelte Eigenwerte auftreten konnen, wihrend
bei den anderen die asymptotische Darstellung immer gelingt.

! In derselben Weise Jdsst sich bei Differentialgleichungen nter Ordnung die (n—1)}malige
Differenzierbarkeit der adjungierten Greenschen Funktion, und damit auch dieser selbst herleiten.
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Wir versuchen darum eine asymtotische Darstellung des Konturintegrals
selbst. Sei K(x,s; 1) die Greensche Funktion, welche der Differentialgleichung

d*w

8
(28) dz®

+ Aw=o0

geniigt. Auch fir diese gilt die Darstellung (10a) (S. 45). Wir diirfen dabei
sogar die Querstriche fortlassen, welche nur durch die Funktion L (z) herein-
gekommen sind. Wir wollen die Elemente dieser ungestrichenen Determinante
kurz mit a,, bezeichnen mit Ausnahme der letzten beiden Glieder der letzten

Spalte; hier wollen wir

egi(a—s) e0is

249

Be

21’9 1

setzen. Sei nun f(x) eine die Forderungen des Entwickelungssatzes erfiillende
Funktion. Dann bilden wir die mit den Greenschen Funktionen G (z, s; 1) bzw.
K (z,s; 1) hergestellten Konturintegrale I, bzw. I;. Wir werden zeigen, dass

I N
I,— I3 unabhiingiz von x wie — gegen Null strebt.
nt

Nach der eingefiihrten

Bezeichnungsweise ist

CITRLIERR ST
2(G(z,s; A—K(z,s5;2) = ;‘my;zz,ﬂx + ﬁz

@31, 853, B — B

Qyp, &pa, Qg3
— oy, @, B + B =

O3y, 39,31 — Bs

ey Y CaWPe, 3P %1y LSER 3
=é ‘;zn ;szy 1§1 +Bz + ‘;‘ @3 Yoty @2 Waa, Bi Py + B +
asx ) &32 ) {§1 —1&2 ;31 ) ‘;32 ’ 1§1 —Ez
@1, Q9 @3
+§ 31, Uaz s B+ 8s

g1 Yoty Ca3 Wao, B1Ws— BoWs

Die in § (3) angewandte Abschiitzungsweise zeigt, dass der Beitrag der
rechten Seite zum Konturintegral in der angegebenen Weise gegen Null kon-

vergiert.

Man hat nach den letzten Spalten der Determinanten zu entwickeln;

in diesen gibt es Glieder von der Form « und 8, oder aber von der Form a1,
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Bvw. Auf die ersten wendet man partielle Integration an, die anderen schiitzt
man nach Art der Ausdriicke (12a) (S. 46) ab. Nach dem Entwickelungssatz
erhiilt man nun fiir K(x, s; 1) leicht die Formel

— a
cosg( Fx t s——;)

Kz, s )= — .
2gﬁng;

2n7 - ;
a (e —s) (xs s: ob. Zeichen)

r=s: unt. Zeichen

. 2nw . 2N

» gin (x—s = sin (x—s)
0 47 a a P
0—ggK(x,s)=—— 3 l—-——.:-——— JEE— + =
a ;= 4nm A T n n

Die Reihe rechts weist aber den Gibbsschen Hicker auf. Dieser schleicht sich
dann mit in die Reihenentwicklungen unstetiger Funktionen nach trigonometri-
schen Funktionen ein. Ist niimlich f(x) eine entwickelbare Funktion, die an
endlich vielen Stellen 7, Spriinge vom Betrage a, macht, dann ist die Funktion

auch entwickelbar, aber stetic mit eventueller Ausnahme der Randpunkte. Die
Entwickelung von f(x) selbst weist somit an den Unstetigkeitsstellen den mit a,
multiplizierten Hocker auf, wie man sieht, wenn man die Zusatzglieder nach
links heriiber bringt. - Ist R(x) die Fourierentwickelung von f(x) nach den Funk-
tionen g@,(x), R*(x) die Entwickelung nach trigonometrischen, so ist

I*—R*(x)=o0;, I—R(@=o

I—I*=o0; R(z)—R*(@)=o0; (0=z=a).

Das heisst also, die Fourierentwickelungen einer Funktion nach trigonometrischen
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und Sturm-Liouvilleschen Eigenfunktionen stimmen genau iiberein, falls f(x) tiber-
haupt entwickelbar ist.

Speziell folgt daraus das Vorhandensein des Gibbsschen Hockers an Un-
stetigkeitsstellen. Aber auch andere Eigenschaften, die man direkt zuniichst nur
fiir trigonometrische Reihen nachweisen kann, gelten dann automatisch fiir die

entsprechenden Sturm-Liouvilleschen Reihen.

§ 10. Absolute K('mvergenz Jfiir den Fall reeller Differentialgleichungen.

Ist die Funktion L(a;) reell, so konnen wir die bisherigen Siitze verschiirfen.
Unter Benutzung des in (2 a) definierten und in (4 a) (S. 36) asymptotisch darge-

2nmw , 2
2nmw | Yo
n

ist, eine Eigen-
a

stellten Fundamentalsystems, konnen wir, da ¢}?=

funktion u(z) in folgender Weise schreiben

es .
u(x) = cyu, () + cyus(x) = ¢, cos oa(x) + g—'sm onlz) + 2;12
n n

207 Cy . 207 Y
==¢ c0s ——-Z + —sIn x+ —-
« [ a n

Der Normierungsfaktor hat dann die Form

1 R S 'l/_. 1

¢ afl. G\, ¥ a l/ o

V} wle) dz Vz("*%f)*n e
0

falls wir etwa ¢;, soweit dies moglich ist, einen festen von Null verschiedenen

(29a)

Wert erteilen; fiir die Eigenfunktionen, fiir welche ¢, verschwindet, setzen wir
einfach ¢, =g., woraus gleichfalls die Giiltigkeit der Abschiitzung (29 a) folgt.

l/cf + c_ bleibt also auf alle Fiille oberhalb einer positiven Schranke, da in

unserem Falle ja Eigenwerte und -funktionen reell sind. Wird nun in (29)

¢
Q—z=c3 bei festem ¢, mit g, gross, so hebt sich dies in der normierten Funk-

n

tion so heraus, dass diese beschriinkt bleibt:
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nrmt
— ¢, 8in ————x sm x
2 Vﬁ
a e 1]
2 + G; V _;
n !

Die normierten Eigenfunktionen sind also beschriinkt.

Ist nun F(x) quellenmiissig darstellbar, also

Fla) = f Gla, o) f(e) da

0
dann ist

I a‘“’ M Y _ P

nx)
I}:p‘_‘lff q)n da

wo M, v, v,, unabhiingig von x und 7 sind.

Die Reihen quellenmiissiger Funktionen konvergieren also absolut und
gleichmiissig. Dies gilt auch dann noch, wenn die Ableitung von F (x) nur
stiickweise stetig ist, die Randbedingungen aber zuniichst noch erfiillt bleiben.
Denn, ist

ra| %=1,
E+o

so konvergiert die Reihe der Funktion

Fla)—bG(e, §=0() = 3 4

n=1

absolut.! Dann ist

lmn(x)fF%da
0

Nun kénnen wir uns noch von der einen Randbedingung befreien. Ist

F'(a)—F'(0)=8,

=|An+b%@|s|‘4n|+|22%§)_gf@l.

! §s ist dies das bei Kneser l.c. § 30 eingeschlagene Verfahren, um sich von der Bedingung
der Stetigkeit zu befreien.
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so schreiben wir die Greensche Funktion in der Form

G(x,g)__|Gl(x» §),.’IJ$§ , ,
| Golzr, ), x=&; G/, 5)—Gy'(E, =1
Offenbar ist nun
Gy (a, o) =lim 6 (a, ) =1lim G,"(0, 2) = G/ (o, o), ( &, (2,5 = 2%%@)

anderseits aber

G.l’(o, 0)— @G, (o, 0)=1.
Daraus folgt:

G, (a, 0)— Gy (0, 0)=1

Ist also F(x) stetig, F'(x) und ¥"(x) stiickweise stetig, und F(0) = F(a), so ist
die Funktion

#(e) = Fla) — 31,6 (z, &) — 8Gs(z, o

(9" Wn » \O)

g absolut konvergiert, so folgt in

quellenmiissig darstellbar. Da Z PniZl9

n=1

iihnlicher Weise wie soeben die absolute Konvergenz der Reihe

Z Pn (x)‘/l"(a)(pn(a) de.!

n=1 0

Es ist dabei unwesentlich, ob F{z) eine reelle oder komplexe Funktion von z
ist. Denn dann ist

a

@n(x) f Fla)pula)da == A+ iBn

0

‘Wir haben also folgendes Ergebnis:

! Fiir die Funktionen, welche die Bedingung FY{0)=JF{(a) nicht erfiillen, liisst sich, wenigstens
nach der ohigen Methode die absolute Konvergenz nicht beweisen, da man dann die Ableitung der
Greenschen Funktion bendtigte, die im allgemeinen nicht absolut konvergiert.
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Satz 8. F(z) sei eine reelle oder komplexe stetige Funktion von x. Aunsserdem
' seien F’(z) und F" (x) stiickweise stetig, und

Dann konvergiert die mit reellen Eigenfunktionen g,(z) gebildete Fourierreihe
von F'(x) absolut und gleichmiissig in [0, af.

Dieser Satz wird uns spiter bei der Behandlung der partiellen Differen-
tialgleichung von Nutzen sein.

4. Gliedweise Differenzierbarkeit der Sturm-Liouvilleschen Reihen und An-
wendung auf partielle Differentialgleichungen.

§ 11. Zweimalige gliedweise Differenzierbarkeit.

Es erweist sich aus bald ersichtlichen Griinden als zweckmissig, sofort
die zweite Ableitung der zu entwickelnden Funktion f(x) ins Auge zu fassen.
Wir werden nun in diesem § folgenden Satz beweisen:
Satz o. Es sei die Funktion L(z) wieder komplex und stetig, ausserdem L'(z)

T
stiickweise stetig, oder von der Form: L(x)= L(o)+ [ @ (x)dx und ¢(zr) sum-
. .

mabel, und

Ist dann die Funktion f(x) zweimal stetig differenzierbar, f(x) stiickweise stetig

(oder: I @)=Ff"()+ f f"(x)dx und f"(x) summabel, also bis auf eine Null-
) 0

menge gleich der Ableitung von f"(x)), und

dann gelten in [0, a] die Gleichungen:
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n=1

= i @a (2) f S (“)99;1(“) da; f’(x)= lpu f Sla)pala

Zur Vereinfachung des Beweises nehmen wir die Greensche Funktion fiir
den Parameterwert A:=0. Ist dies gerade ein Eigenwert, dagegen etwa A* nicht,

80 setzen wir einfach

Nach Satz 4. (S. 52) ist f' in eine gleichmiissig konvergente Fourier-

reihe entwickelbar

thn jf a)pale) ¢ la—ZA,.(pn

n=1

Eine zweimalige partielle Integration ergibt:

f( )9’!: (“

j Ne)pn’ () d

f F (@ pule) da=/" () pula) |*
v e}

fa

- jif‘(a)(L(a) —L)gnla)de.

0

Ist nun |2,| hinreichend gross, so ist L(x)—A. im ganzen Intervall ver-
schieden von Null. Unter Benutzung der Identitiit:.

11 L 1

L=, A A L@)—In

konnen wir schreiben:

3 [ 1 @gutada = 5B [ Fgule)de = — P4 [ et —ngutlie

(30 + g ff"(a) gnle) da

= g."(a) ff(a)wu(a)da fﬂa lpn(e)da+ Lol 5 f CEC

10—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 9 septembre 1930.
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Da nun die bilineare Reihe gleichmiissig konvergiert, so darf man mit
einer stetigen Funktion ®@(¢) multiplizieren und gliedweise integrieren, dann
konvergiert die Reihe

a

(p—’i?)—f@(a)q)n(a) da

0

n=1
ebenfalls gleichmiissig. Dies gilt mithin auch von der Reihe, welche aus den

a
dritten Summanden L(x)i,l'i(_x) f S (@)pn(e)de auf der rechten Seite der letzten
0

Gleichung gebildet ist. Den zweiten Summanden kénnen wir schreiben:

-2 [ fguta) L e = — LI B2 [ 0 Lidpalo) e
on) |

+ pula) j'f(a) L () ga(c) da.

Auf Grund der Voraussetzungen konvergiert die mit der Funktion f(z). L(zx)
gebildete Reihe gleichmiissig. Bringen wir nun in (30) die beiden letzten Sum-
manden der rechten Seite auf die linke, so erkennt man, dass die Reihe

R = 39" [ Fpale) de

n=t

gleichmissig konvergiert. Wir diirfen also gliedweise integrieren:

Ty

f R(@) dz— 2[ga’(5)— g (@) Ba; (B,. ~ ] (@) (@) da)-

2y

Diese Reihe konvergiert in beiden Argumenten gleichmiissic auf der Strecke
O<x=<g. Wir kénunen also iiber %, nochmals integrieren
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]

f‘_i"’ﬁ fR(x) dx = R,(z, 2y, x,) = 2 [Qvu(x) - q’"(ﬂf'o)—(x—xo)‘P"’(xz)] - Ba.

n=l1

Diese Reihe ist nun wieder in z und z, gleichmiissig konvergent; da dies aber

auch von der Entwickelung von f{z) selbst gilt, so kornvergiert somit auch die
Reihe

Ryle, 20 2 —f (@) —flo) = —(o~20) 3¢’ (@s) . B

n=1

gleichmiissig. Daraus folgt sofort die' Gleichung

F@&)= Do @). B

und daraus

£ = 3,9:"(@) . B

Diese letzte Gleichung hiitten wir natiirlich schon aus (30) folgern konnen nach
Erledigung des Konvergenzbeweises unter Benutzung der Gleichung

a

fla) = f G, @) [fla) Lia)— £ ()] de

0

und von (30a), wenn man einmal die Funktionen aufstellt, deren Entwicklungs-
koeffizienten gerade die in (30) auftretenden Summanden sind. Sie reduzieren
sich auf f”(x). '

Ein ihnliches Verfahren liesse sich auch auf die dritte und hohere Ablei-
tungen von f(z) anwenden, wenn man die Voraussetzungen iiber f(z) entsprechend
verschirft. Fir die vierte Ableitung sel der Weg noch kurz skizziert. Aus
(1) folgt durch Differentiation:

q)“(IV) + (ln—L) wn"_z L’?n,‘_‘LHQn =0.

a
Die Reibhe 3 ol (z) - [ F(a)pn(e) dae konvergiert offenbar dann gleichmissig, wenn
0

dies von der Reihe



76 Georg Tautz.
Shnga” () ] Fla)pale) da
0

gilt, und . F(x) die Bedingungen fiir die zweimalige gliedweise Differenzierbar-
keit ihrer Reihendarstellung erfiillt. Es sei nun

F”(z)— L(x) Fla) = —fl{x),

r”

und f(z) erfiille seinerseits wiederum die genannten Bedingungen (f"'(x) summa-
bel, f’(0) = f"(a), ete.). Dann ist

Sgn’ () ff(a) Pala)de

gleichmiissig konvergent. Da offenbar F(x) quellenmiissig darstellbar ist, so gilt
die Gleichung

i;ff(a)rp,.(a) (la=j.F(“)‘Pu(“)‘1“;

mithin ist dann

= pu" () f F(@palc) da = Stupa” (@) f Flo)pala)de

gleichmii.ssi-g konvergent, was wir gerade beweisen wollten. Man braucht also

x
offenbar nur F, ... FV) gtetig anzunehmen, F™ = F(V)(o) + f FVdz (F™ sum-

[
z

mabel) .anzusetzen, und ausserdem zu fordern L”(x) = L”(o) + f L' (z)dx

[\]
(L' summabel),

' la
L L, L' F, F,F' ", FM, =g;
o
d. h. es sind einfach die urspriinglichen Bedingungen um 2 Ableitungen hinaus-

geschoben. Man iiberzeugt sich leicht, dass dies auch fiir die 2z #** Ableitung
gilt.
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§ 12. Einmalige gliedweise Differenzierbarkeit unter einfacheren Bedingungen.

Im vorigen § haben wir aus der zweimaligen gliedweisen Differenzierbar-
“keit die einnia.lige gefolgert. Man kann vermuten, dass, wenn man nur die
letztere allein beweisen will, man der Funktion f{(x) nicht soviel Bedingungen
aufzuerlegen braucht als beim Nachweis der zweimaligen Differenzierbarkeit.
Wir wollen dies fiir reelle Probleme bestiitigen.

Sei die Funktion F(z) zuniichst quellenmiissig darstellbar. Dies ist, wie
man weiss, dann und nur dann der Fall, wenn F(x) und F’'(x) stetig, F" (z)
stiickweise stetig ist, und F(z) den Randbedingungen geniigt.' Differenziert
man die Gleichung

Fla) = ]'G(z, 5) £5) ds

nach x, und setzt fiir 50; G(z, s) die Reihe ein, so erhilt man

(43

I (z) = ] i"’—i—”_——"’l © (s ds.

0 =1

Da die Reihe unter dem Integralzeichen nicht gleichmiissig konvergiert, so dir-

fen wir vor der Hand nicht gliedweise integrieren. Wir zeigen nun, dass die
Reihe

529 [0 06005

@
n:=1 ‘"

0

gleichmiissig konvergiert. Wir betrachten also die Folge der Partialsummen

Sy = 2 %"—’i—a}.}fﬂs)q),.(s) ds.

Sei zuniichst z ein innerer Punkt von [0, a]. Wir schliessen ihn in das ganz
. . & - . . . .
in [0, a] liegende Intervall z — > <z<z+_ ein, wobei wir & noch in geeigne-

ter Weise von N abhiingig machen werden, und betrachten die Folge

' Vgl. Kneser 1. ¢. p. 104/105.
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TNZZ_, %‘—g%).ff(s)qa,.(s)ds.

T— —
2

. 1+ i .
Sei £= Da nach § 10 der Normierungsfaktor VET—FQG:’ sowie die
¢+ Ld ey t+ ¥

(4
Ve + ¢t Vel + el

eine Eigenfunktion u(x) gegeben denken in der Form

Grossen

unabhiingig von ¢ beschriinkt sind, wenn wir uns

) = o) +ecs@) ()= L),
wo u,, #y das schon mehrfach erwihnte Fundamentalsystem ist, so folgt aus der

Abschiitzung von «,'(z), u, (x) (vgl. (42) S. 36; der Faktor e»** ist ja jetzt be-
schriinkt), dass sowohl

als auch

gesetzt werden darf, wo B fiir alle n fest gewihlt und endlich ist. Es sei
weiterhin

M, = Max (|fix)ps(x)]) fiir o<z=<a; n=1,2,....
Offenbar ist fiir 7'v

1
N.n

£ =

N

T;st-Ml-llVZ < M-M,-
n=1

1
n

==
DMe
8|~

3
[

Wiichst also N iiber alle Grenzen, so ergibt sich

lim TN= 0.
N—®»
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Nun ist aber
x+:§
=

weil in den hier benutzten Intervallen die gliedweise Integration gestattet ist.
Da aber

U Gz, s) fl)ds| < e M,

ist, so folgt

<,

Z“”" - Uf(sqv,.(sdwfﬂsqon ds]—l«()

|——l

l..lm

wo 7 unabhiingig von x beliebig klein vorgegeben sein darf (Was die Rand-

&
Qo —
@

punkte betrifft, so fillt fir z=o0 z. B. f einfach fort), wenn nur N hinreichend
. [
gross gewiihlt wird. Also folgt

|Sy— (@) <+ 22

Dies gilt zunichst nur fiir innere Punkte. In den Randpunkten fillt das eine
oder andere der Intervalle [o, x - %] ) [x + %, a] fort, und die letzte Unglei-

chung gilt erst recht. Es ist also

a

jm 50~ N f (5 flsds

_qu,,. fF Puls)ds = I”(a).
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Ist nun F’(x) nur stiickweise stetig, erfiillt aber die iibrigen Forderungen, so
setzen wir, falls etwa
$,—0

F' ()

=a,
|Sv+0

ist, nach der Methode von Kneser (L. ¢, § 30)
—_ 2, a, G(z,s) = O(x).

Dann ist @(z) quellenmiissig darstellbar, und es gilt

a

qun f ) pa(e)da

n=1

_ g%«x)[ [ Fpaie~ Zort]

»

a

Zqon f @) pu(a)da.

0

Satz 10. Hiermit ist unter der Voraussetzung, dass F'(x) stetig, I (x), F"(x) stiick-
weise stetig sind, und dass F(x) die Randbedingungen erfiillt, die einmalige glied-
weise Differenzierbarkeit bewiesen. -

Wir merken noch an, dass man sich auch von.der Bedingung F’ (o)== (a)
frei machen konnte, indem man &§ich der in § 10 benutzten Funktionen (7 (x, a)
oder G,(z,0) in dhnlicher Weise wie dort bedient, denn fiir sie ist die einmalige
Differenzierbarkeit ja nachgewiesen. Allerdings wird dann die abgeleitete Reihe
imallgemeinén in den Randpunkten unstetig sein.

- § 13. Entwickelbarkeit spezieller Lisungen der partiellen Differentialgleichung
02 2 .
TR ED S (ple) + kg@u=o0 (b, p, g Fompler)

nach partikuldren Lisungen.

Es sei % eine komplexe Konstante, und p(¢), g(x) komplexe stetige Funk-
tionen ihres Arguments mit stiickweise stetigen Ableitungen in den Intervallen
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o<z <xy; b <E<H.
Wir wollen annehmen, dass unter den weiteren Voraussetzungen
ro<o<a<z,; qloj=gqle)
die Differentialgleichung

P*u u .
(31) 7 +7f(7);§+ (p(8) + kgq(x))u=o0

eine zweimal stetig differenzierbare Losung mit stiickweise stetigen dritten Ab-
leitungen nach beiden Variabelen besitst, die identisch in ¢ die Gleichungen

r=o0 2le=o0

x=o0 .9U Y

x=a~_ dx

Ult, x =
(t.2) z=a 0% |x=a

erfiillt. Dann wird behauptet, dass U(f, z) darstellbar ist in der Form
Ult, x) = Z,N,L(t, x) = Z Yalt) pnlr),
n=1 n=1

wobei die u,(f, x) anch der Differentialgleichung (31) geniigen, aus welcher durch
den Ansatz

Un(t, ) = Wa(t) . Pa()

fiir Ya und @, die Differentialgleichungen folgen:

(31a) Pn” (@) + (la+ ¢(@)) @u(@) =0; @nl) ‘ Z — g (®)|°

a’
wo 2, alle Eigenwerte durchliuft,
(31b) Wi (8) + (—Edn + p() Yult) =o0.

Nehmen wir die @n(x) als normiert und orthogonal an, so folgt durch Multiplika-
tion von U(t2) mit @a(x) und gliedweise Integration, — was vorliufig natiir-
lich alles nur rein formalen Carakter hat —,

%m=f0@@%@@

11—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 9 septembre 1930.
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a

Y () = fﬁ Ua(i’ o) pn{a)da.

0

Aus den Voraussetzungen folgt zuniichst die Giiltigkeit der Entwickelung:

a

(32) Uit 2) = S gnle) f Ut, o) pala)da.

Diese Reihe ist zweimal nach x gliedweise differenzierbar nach § 11. Ausser-
dem ist auch

PO = Sinle) 3 [ Ul glelae,

n=1
[}

indem wir erlaubterweise Differentiation mit Integration vertanschen. Daraus
folgt Entsprechendes fiir die erste Ableitung nach ¢. Die Reihe (32) geniigt
also auch bei Anwendung gliedweiser Differentiation der Differentialgleichung
(31). Setzen wir also (32) in (31) ein und ordnen nach #, so ist die eine Hiilfte
aller Summanden, welche die Form

% f U(t, o) pala)de . [pa" (2) + g(2) pa()]

hat, gleich

—k f U(t, o) gale)de . tngpnla),

0

weil @a(x) der Gleichung (31a) geniigt. Man erhilt so die Forderung, wenn wir

(329) f U (t, a)pala)da= Pt
setzen 0

2 pala) () + (— i + DT (8)] =o.
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Multipliziert man mit @.(z) (n=1, 2, ...) und integriert von o bis a, so folgt
aus der Orthogonalitit der g.(x)

Pa"' (&) + (—kn + p(&) () =

Damit sind unsere Behauptungen bewiesen.
Nun spezialisieren wir

k=—1, plx)=¢qlx); f,<o<a<t,.

Ausserdem geniige U(t,x) auch in ¢ denselben Randbedingungen wie in z. Uber
die Randwerte der zweiten Ableitung nach ¢ braucht nichts vorausgesetzt zu
werden; sie sind, wie sich zeigt, von selbst gleich.

Es geniigt also jetzt 1.(t) derselben Differentialgleichung wie @a(x). Aus
der Gleichung

(33) w,. f U(t, o) pala

folgt, dass auch die Funktionen ,.(f) den Randbedingungen geniigen miissen,

was man aus der Gleichung
U(t, ) = Spalx)walt)
direkt nicht hiitte folgern konnen. Fiir einfache Eigenwerte 1, sind also bis auf

einen konstanten Faktor die Funktionen @a(x) und n(f) identisch, und geniigen
also wegen (33) der homogenen Integralgleichung

(332) pulz) = Cs / Ulx, @) @a(a)da.

]
C. lisst sich bestimmen, indem entweder mit ¢.(x) multipliztert und inte-
griert, oder erst quadriert und dann integriert wird:

(Ji,n—f]U( 8) pu(a) pn()dadf — l/ fdﬂ U(ﬂ Apula)da]

Diese Integralgleichung ist von E. T. Whittaker® fiir den speziellen Fall der

' Vgl. Proceedings of the 5. Intern. Congress of Math. (1912) 8. 366.
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Funktionen des elliptischen Cylinders abgeleitet worden. Ist also die Funktion
U(t,x) zu allen Eigenfunktionen mit doppeltem Eigenwert orthogonal, so muss
sle symmetr,isgh sein. Andernfalls braucht sie das natiirlich nicht. Denn seien
@n(x) und @u(r) zwei linear unabhingige Losungen von (31a), so geniigt die
Funktion @a(x).p.(f), wie man leicht verifiziert auch der Differentialgleichung
(31), ist aber nicht symmetrisch. In jedem Falle aber ist

I
=a

(09 Ul x))

F  Jimo (w)t

ot

weil wegen q(0)=g(a) auch @.”(0)=g."(a) ist.
Um auf die Formeln von Whittaker zu kommen, haben wir nur

a=2n; ¢(x)=p)=~kcos®z (k komplex)
zu setzen. Der Beweis von Whittaker ist etwas anders gehalten. Er geht von

einer nachher noch zu erwiihnenden elliptischen Differentialgleichung aus, withrend
die jetzt betrachtete von der Form

Ou__ 0w
i ox?

(34) + k*(cos®t — cos*x)u=o0

ist. Fiir unsere Zwecke geeignete Losungen sind z. B. die folgenden symme-

trischen Funktionen

ekcostcos:t’ eiksintsin::’ Io l—k—‘VCOSZt'FCOS?; ,1
Va2 .
Jede dieser Funktionen liefert, als Kern genommen, einen Teil der Funktionen
des elliptischen Cylinders, die ja in die vier Klassen

EP(z), EP(), (), CY ()

nach der Bezeichnungsweise von Heine? zerfallen. Die unteren Indizes, die sich
auf die Ordnung der EBigenfunktion beziehen, sind in den 4 Klassen simtlich
verschieden, da nach Heine keine doppelten Eigenwerte auftreten kénnen. €
und €® sind gerade, ® und €* ungerade Funktionen. G und &% haben

' Wo I,(2) der Besselschen Gleichung 3" + % + y =0 gentigt.

* Vgl. E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, I. § 1o4 Nr. 5, S. 41I.



Uber die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 85

bereits die Periode =, wiihrend € und €® als kleinste Periode 2z~ besitzen.
Man erkennt, dass z. B. ¢f°°®tcoaz pnur Funktionen der ersten beiden Klassen

liefern kann, da

f ekcostcoaaq)"(a)da
0
sicher eine gerade Funktion von f ist. e**ntsinz Lisst sich in cos (£ sin ¢sin z)

und sin (£sin¢sinz) zerlegen. -Man erhiilt so die Funktionen G® und €®. Da
k komplex sein darf, so konnte man auch e~Feoeicos® ip entsprechender Weise

ik
zerlegen und so die Funktionen G™ und €@ erhalten. I, (T/T coszt+ cos 2:v)
2

liefert nur Funktionen der ersten Klasse. Zu den iibrigen §-funktionen, welche
nicht als Losung einer Integralgleichung mit einem der eben behandelten Kerne
auftreten konnen, ist dieser natiirlich orthogonal, wie aus seiner zu Anfang des
Paragraphen bewiesenen Reihendarstellung hervorgeht. Man iiberzeugt sich anch
leicht, dass ein solcher Kern nur die Funktionen @2” als Eigenfunktionen besitzen

kann und keine anderen, denn ist U (¢, ) symmetrisch und
n n(-L
7)) = Z palt) ‘P

so geniigen nach (32) die .(x) den Gleichungen (31 a). Es sei nun ¢({) irgend

eine Losung der Integralgleichung
a

plt)= Cf Ult,o)pla)de;

1]

dann muss C gleich einem der C, sein, da zu verschiedenen C, orthogonale Eigen-

fuuktionen gehéren, f U(t,e)pla)de also verschwinden miisste. Ist also Cetwa

0
gleich Ch,, so ist

P(t) = G, f @n(t) gna(e) da

o

0
[

=¢;.n(t)- f Prola) da.

(1]
w. z. b. w.
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Das Ergebnis der bisherigen Betrachtungen ist, dass die Existenz der Funk-
tionen des elliptischen Cylinders auch fiir komplexe % nachgewiesen wurde, und
dass man bei geeigneter Wahl von Losungen der partiellen Differentialgleichung
(34), die wir kurz als Kernfunktionen bezeichnen wollen, auch die Existenz der
vier Heineschen Klassen nachweisen kann. Weiterhin folgt die Giiltigkeit bi-
linearer Formeln fiir die Kernfunktionen.

Wir wollen nun noch einen anderen Spezialfall der Differentialgleichung
(31) ins Auge fassen:

E=+1; p()=kCoi*(f); al@)=—~K cos’z

Pu

dt’ Lo 35 + k2 (Gof2(t) — cos’x)u=0 (0<z=a).

(35)
Diese folgt offenbar aus (34), wenn dort x durch ¢x und ¢ durch ¢ ersetzt wird.
Vermége dieser Substitution kann man leicht die den fritheren fiir die Kern-
funktionen geltenden Formeln analogen aufstellen, wobei natiirlich jetzt die
Periodizitit in ¢ aufhoért. Diese Formeln haben einige Bedeutung fiir die Auf-
gabe der Beugung elektrischer Wellen an einem Schirm von elliptischen Quer-
schnitt, die von B. Sieger! durchgefiihrt worden ist. Es werden dort Entwik-
kelungen der Funktionen des elliptischen Cylinders nach Besselschen u. a.
Funktionen bendtigt. Diese ergeben sich uns sofort aus der aus (33a) folgen-

den Formel
a

(353) pala) = o [ Uliz, elgulelde,

0

wenn man unter dem Integralzeichen ¢a(a) In eine passende trigonometrische
Reihe entwickelt und gliedweise integriert. Man erhilt auf diese Weise leicht
die Reihen (28) von Sieger, der die Formel (35a) zwar auch erwihnt, aber aus-
driicklich als nicht bewiesen hinstellt (Ende von § 3). Desgleichen sind auch
die Reihen des dritten Kapitels

@

Zp (28 Caly ZAs%s ()

e=04"8 8=0

nicht als konvergent nachgewiesen. Sie sind es aber in der Tat, wie aus den
Darlegungen dieses § hervorgeht.

! Die Bengung einer ebenen elektrischen Welle an einem Schirm ven elliptischen Quer-
schnitt. Ann. d. Phys. 1908, Bd. 27.



Uber die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 87

§ 14. Losung der partiellen Differentialgleichung (31) bei gewrssen
Anfangsbedingungen.

Bisher gingen wir aus von bekannten Lésungen von (31), die wir durch
unendliche Summen von Partikulirlésungen darstellten. Wir behandeln jetzt das
in gewissem Sinne umgekehrte Problem, bei gegebenen Anfangsbedingungen eine
Losung erst aufzusuchen, indem wir sie in Form einer Fourierreihe ansetzen,
und zeigen, dass diese unter geeigneten Bedingungen konvergiert und der Diffe-
rentialgleichung geniigt.

Sei %k eine positive Konstante und ¢(x) reell. p(f) und ¢(x) seien wieder
stetig fiir f{,<¢ baw. o<a<a. ¢'(z) und ¢"”(x) seien ausserdem stiickweise ste-

tig und

Dann laute die Differentialgleichung

0*u kgizg

(36) a7 Ry t (p(t) — kglx))u=o0.

Wir suchen eine Lisung von (36), fiir die

Ot d) =2l (2552)  ~ 6l
9t Ji=,
ist, wobei F'(z) und G(z) stetig differenzierbar sind. Ausserdem sei I’’’ (x) stetig,
F" (z), F™(z), G"(x) stiickweise stetig, und

Um partikuliire Losungen zu erhalten, setzen wir wieder an

ult, ) = T(t). X(x)
und erhalten
T’I X"
T o= 4( + o) =—m

T+ (ki +pT=0; X" +(+9)X=o0; X(l‘){g: X'(x)fg =o.
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Die Differentialgleichung fiir X hat, wie wir wissen, unendlich viele Losungen
fiir bestimmte Parameterwerte A,. Fiir jedes dieser 1, bestimmen wir aus der
Gleichung fiir 7'(f) ein Fundamentalsystem mit den Anfangswerten

Y (t) = Wzl(to) =1; P/ (t)=v:lt)= o.

Dann, behaupten wir, ist die Funktion

(37) U(t, 2) = D [Anypsalt) + Buypun(t)] @al2),

n=

-

in welcher 4, und B, die Fourierkoeffizienten von F(x) bzw. G(z) sind, die
" Losung unserer Aufgabe.

Da unter den angesetzten Voraussetzungen fiir t=1, sowohl bei U(t, z) wie
"bei 53_%%,_:0_) der Darstellungssatz gilt, so geniigt diese Funktion jedenfalls den
Anfangsbedingungen. Ks ist noch zu zeigen, dass U(¢, ) auch fiir ¢ > ¢, konver-
giert und der Differentialgleichung geniigt.

Fiir die Funktionen ., und s, gelten die asymptotischen Ausdriicke (4a)
auch nach Multiplikation mit ¢ 0?2, da ja g. jetzt reell ist. Nach Satz 8. (S. 72)
konvergieren aber SA.@.(x) und IZB,pa(x) absolut, mithin auch bei gliedweiser
Multiplikation mit endlichen Faktoren. Damit ist der erste Teil unserer Be-
hauptung bewiesen. '

Wir beweisen nun, dass U(¢, x) zweimal nach beiden Variabelen gliedweise
differenziert werden darf, woraus dann von selbst folgt, dass U(¢f, x) gemiiss der
Definition von yn(f) und @a(z) der Differentialgleichung geniigt.

Auf Grund der Voraussetzungen konvergieren die Reihen

(38) EAan"r(x)’ EAnwn"(x)

a
gleichmiissic vnd absolut. Denn aus Satz 8. folgt, dass Zgn(x) j F" (o) pnle)de
0

absolut und gleichmiissig konvergiert. Erinnern wir uns nun der Gleichungen

(30) und (30a), so sehen wir, dass' auch

qun” (113) /' F(a) Pr (d) da

0
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absolut und gleichmiissig konvergieren muss; da nimlich wiederum nach Satz 8.
von den Reihen

gt | Fed@gaeae wa g @) S22 j I (@)ga(a)de

0

das Gleiche gilt, so konvergiert auch die Reihe, die aus den Gliedern
q’—"}m(x)quqvnda + Iq(x)q_&j%)] F"%dai
(1} 0

gebildet ist. Aus (30) folgt aber

|@n” . Aa| <|4al.

An=

[
q),.(:z:)fF"(p,.da +
0

~ Wir diirfen also wieder init gleichmissig beschriinkten Faktoren multiplizieren,

womit die gleichmissige Konvergenz der Reihen
E.An q)n” (x) Qpln(t) 3 E-A-n(pn, (x)w'n(t)

bewiesen ist. Daraus aber folgt, dass sie die Ableitungen von IA,p.(x)yYu(t)
darstellen.
Aus der hiermit bewiesenen gliedweisen Differenzierbarkeit nach x, lisst

sich leicht diejenige nach ¢ folgern. Wegen
g (#)=—(ln+ g(a)) pnz
folgt aus der Konvergenz' von IS¢, (x) Anyi(t) leicht diejenige von

Zin ?’n(-'”) An W'n(t)

und hieraus, wegen

P (8) = — (kL + p(8)) Yuu (2),

die Konvergenz von = A, @n(x)yu” (9.
Wir haben jetzt noch den zweiten Summanden von (37)

ZB. qm(x) 1I)‘ﬂ(t)

! Mit 'Konvergenz' ist in diesem Paragraphen immer die gleichmissige gemeinl_:, wenn es
nicht ansdriicklich anders gesagt wird.
12—30634. Acta mathematica. 56. Imprimé le 9 septembre 1930.
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zu betrachten. Setzen wir

B,."=j G () pulc) da,
0

so kdnnen wir leicht beweisen, dass

@

2

n=1

_B""
Via

konvergiert. G”(a) ist ja nach Voraussetzung stiickweise stetig, also quadratisch
integrierbar. Da es sich um ein reelles Problem handelt, so muss nach einem
bekannten Satz = B,”’* konvergieren. Betrachtet man nun das geometrische und

arithmetische Mittel der Grossenpaare B,’? und i;, so ist

M < lB ey I L;
n 27" 2 n®
also konvergiert
5 1B,
n
und da
1 I . a L4
Vi, 2n7m ¢ 2nm  n°
a n
ist, auch
IB”II
(39) 2 Vi

Da die | pa(x)| beschriinkt sind, so konvergiert also auch

Bnll
A (@)].

(392) >

Nun erfillt G'(z) die Randbedingungen; es ist also nach § 11

a

f G (a) pale) da = fa(a)q;,."(a)da
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und es gelten weiterhin die Gleichungen (30) und (30 a) (auch unabhiingig davon,
ob X B,” @.(x) konvergiert). Setzen wir also dort L{z)=—q(x), so gilt

Bap(2) = B,."%(z)———f—) f 6(a) g(e) pal) de + ¢) 222 . B
Bugu” (z) BL”-%'(‘”) @ () : 7 (@) g(e) pu(c) da g'(l_.)(gn(x)BnHI.
vi, || VL Vi f Ga)ale) gale)dar) + (55 m=

Im mittleren Summanden der rechten Seite ersetzen wir @s” (x) durch — (1, +
+ q(@)) gu(z). Da G(e)gq(e) stetig ist, so ist nach (39 a)

5 |22 [ st g i

Vi,
1]

konvergent. Da auch die iibrigen Summanden der rechten Seite konvergente

Reihen erzeugen, so ist erst recht

Bupn” ()
Vi

n=1

konvergent. Von der Funktion 1s,(f) gelten aber die Abschiitzungen (4 a), sodass

wir setzen konnen

Mithin konvergiert
ZBnQn Y )

absolut und gleichmissig fiir o <z <gq; f,=<¢. Daraus folgt leicht das Gleiche fiir
S\ Bu g (@)genl),
n=1

woraus sich wieder die Gleichheit der Ableitungen mit den gliedweise differen-

zierten Reihen ergibt. Das gleiche Resultat folgt fiir die Ableitungen nach ¢in
derselben Weise wie bei = An @a(z) Yul(f).
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Damit ist die gliedweise Differenzierbarkeit fiir beide Variabelen vollstindig
bewiesen und die in (37) definierte Funktion U(f,z) in der Tat als Lésung
unseres Problems erkannt.

§ 15. Wiarmeleitung im inhomogenen Ring.

Betrachten wir nun zum Schluss noch die Differentialgleichung der Wiirme-

leitung!:
ou . [O%u

(40) Frii (d—w‘_ + q(z) u) .
Bei den in diesem Abschnitt zu Grunde gelegten Randbeaingungen wire dies
etwa die mathematische Formulierung des Problems der Wirmeleitung in einem
inhomogenen Ring bei seitlicher Ausstrahlung in ein Medium, das auf der Tem-
peratur » =0 gehalten wird. g(x) ist wieder reell und stetig; sodann

Ist dann F(z) eine stetige Funktion mit stiickweise stetiger Ableitung, oder auch
nur eine stetige Funktion, die den Bedingungen von Satz 3 (8. 49) geniigt, so
wird fir die Intervalle [0, a] und o <t eine Ldsung von (40) gesucht, die fiir
t =0 gleich der gegebenen Funktion F'(x) ist, von welcher wir dem physikalischen
Sinn der Aufgabe entsprechend noch verlangen, dass

ist. Aus dem Ansatz .
u(t,z)= T (). X(x),

folgt leicht fiir 7'(f) der Ausdruck
T (¢) = const. e*a7"t

und fir X(z) die Differentialgleichung (31a). Da in den zusammenhingenden
Stellen o und a des Ringes keine Wiirmequelle liegen soll, so ist zu fordern

! Von A. Kneser bei denselben Randbedingungen fiir den Fall: q(x)==const. behandelt; vgl.
Le§7.
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Sind dann wieder pa(z) die normierten Eigenfunktionen, so wird die Losung des

Problems gegeben durch

Ult,z)= Z @a(T) e 40728, fF(a) gnle) de.

Nach den Siitzen 2, 3, und 4, ist fiir £ =0 in der Tat
Ulo,z) = F(x).
Anderseits ist aber fiir o < & < ¢ U(t,z) wirklich eine Losung von (40). Denn da

l,.——4n *

+

ist, so konvergiert fiir jede feste endliche Zahl % die Reihe

x B

Dlenl 128 et

n=1
wo die [es| unter einer festen Schranke verbleibén. Es konvergieren also die
Reihen

a

()’)" ar? j F q)" )da Zln q;,.(x) e_’-nr:lfl"(a) ¢n(a) da
n=1

n=l1
0

absolut und gleichmissig in # und ¢£. Da
pa” (@) = —(An + ¢(@)) pn ()

ist, -so folgt aus der Konvergenz dieser Reihen leicht die Konvergenz der zweimal
nach irgend einer der Variabelen gliedweise differenzierten Reihe U (¢, z). Daraus
folgt riickwirts die Konvergenz der einmal differenzierten Reihe, und die Gleich-
heit dieser Reihen mit den Ableitungen von U (t, ).

Genau genommen haben wir fiir U(¢,z) nur die Konvergenz in einem Inter-
vall ¢ <t und fiir =0 selbst bewiesen. Dass trotzdem U (¢, z) fir o < ¢ gleich-
missig konvergiert, folgt aus einem bekannten Sa..tz‘, nach welchem g.l_i.lfoU(t’ x)

existiert und gleich U (o, ) ist, falls nimlich U(o,z) konvergiert, was ja hier der

Fall ist. Ausserdem muss fiir die Giiltigkeit des erwihnten Satzes lim % (¢, )
t—+0

! Vgl Kf:opp: Die unendlichen Reihen S. 340, Satz 2.
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existieren, was auch erfiillt ist. Die letzte Bedingung braucht nicht mehr erfiillt
zu sein bei den Ableitungen, wenn man nicht an F(x) schiirfere Forderungen
stellt, etwa die Bedingungen fiir Satz ¢ (S. 72); dann konvergiert

Eq)n"(x)fF(a)q;,.(a)da und El,.gz,.(x)fF(a) @nle)de

also auch ohne den Exponen;cia,lfa,ktor. Die erwiihnten limites existieren und
U (t,z) konvergiert mit seinen Ableitungen gleichmiissig fiir 0 < ¢.

Zweiter Abschnitt. Die Randbedingungen:

) Wl'(u) = a,u(0) + a,u’(0) + asula) + a,u'(@)=o0
W,(-u) = b,u(0) + bsw’ (0) + bgu(a) + by’ (a) = o,

unter der Voraussetzung, dass a,b,—a.b, = asb,—a,b,; a,b,—a,b, # o ist.

1. Ldsung der Randwertaufgabe und Entwickelungssataz.

§ 1. Existenz unendlich vieler Eigenwerte.

Schreiben wir

dyo=|" %, (in dieser Reihenfolge)
By b
8o besagt die Bedingung
(2) dyg = gy,

dass die eventuellen Losungen des Randwertproblems ein Orthogonalsystem
bilden. Wiire (2) nicht erfiillt, so miisste man nach einem von Bocher' angege-
benen Verfahren zwei neue Randbedingungen konstruieren derart, dass die
Losungen dieses neuen Problems zu denen des alten orthogonal sind. Aus der
Forderung, dass diese neuen Randbedingungen lineare Kombinationen der ur-
spriinglichen sind, ergibt sich dann von selbst die Relation (2), welche von

Stekloff direkt als notwendige und hinreichende Bedingung der Orthogonalitit

nachgewiesen worden ist. Wir wollen durchweg in dieser Arbeit die »Orthogo-

! Vgl. Bocher L. c. cap. II, 8, und S. 39/40.
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nalititsrelation» als erfiillt voraussetzen, wie es ja bei dem im ersten Abschnitt
behandelten Problem in der Tat der Fall ist..

Wir stellen die Bedingung fiir das Vorhandensein von Eigenwerten auf.
Es sei v,(z), v(z) ein beliebiges Fundamentalsystem. Dann versuchen wir die
Konstanten ¢, und ¢, so zu bestimmen, dass die Funktion

u(x) = ¢, v,(2) + ¢yv: (2)
die Randbedingungen erfiillt. Es muss also gelten:

e, Wi(v) + ¢, Wi(v,) =0
e Welv) + e, W, (vs) =0,

wofiir als notwendige und hinreichende Bedingung die Gleichung

A = W, (v) Wy (vy)

= =0
We(v)) Wy (vs)

zu fordern ist.
Wir wiihlen jetzt speziell das in (2 a, I)! definierte und (4 a, b, I) asympto-
tisch dargestellte Fundamentalsystem. Es ist

P L ayu,(a) + a,u,’(a) a, + ayus(a) + ayu,’ (a)
b, + byu,(a) -+ byu, {(a) by + byu,(a) + b, u,’ (a)
(3) = 412’*‘434'*'413“2(“)"'414“2’ (a)+.433‘u1(a) + s uy' (@) = o,

uy (@) u, (x)

. =1 benutzt wurde. Bei asymptotischer Dar-
us(z) uy ()

wobei die Relation

stellung erhiilt man also fiir ein Gebiet, wo I(g) =—b* ist,

) . 2¢ia .4 1 A ereie—q s
(3a) 4eic= 246 + (414‘*' Jaz)e—”"__ + (f‘l' 91124) : 2 Z-—‘+4421P1+ %

2
. (d eZeie__ 1 4 w)
=0 21 2 l 0

Die Grosse A,y ist also wesentlich fir den asymptotischen Typus der
transzendenten Gleichung. Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass

! (2 a, I) bedeutet: Gleichung (2 a) im 1. Abschnitt.
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{4) Ay #o0

ist. (3a) ergibt als notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Nullstellen im
Gebiet I(g) = — b%: .

e2eit = | +g
29ia=lg(l +$)i2nni
a. o

Dasselbe folgt analog wie im ersten Abschnitt fiir das Gebiet I(o) < + b*
Nehmen wir also |¢| hinreichend gross, und schlagen um siimtliche Punkte

nr . . v . .
il Py der o¢-Ebene Kreise von festem Radius r (o < 1(<2—a), so liegen etwaige

Nullstellen, deren Betrag eine gewisse Grisse iibersteigt, simtlich im Inneren
dieser Kreise, haben insbesondere also beschrinkte Imaginiirteile. Nehmen wir
nun b*>7% so gilt im Inneren und auf der Peripherie die Darstellung (3 a).
Da e¢—e¢ie im Streifen —b® X I{g)=<< +¥*® fiir beliebige o unter einer festen Schranke
bleibt, so kénnen wir (3 a) mit ¢—¢‘® multiplizieren und erhalten

d=p.dy (sin ga+w)-

0
Auf den Kreisen bleibt |sin ga| iiber einer festen Schranke und-es gilt also

J=gdz4singa.(l+:’£) (e=i’2—”+re"‘"; oSqoSZn)-

Da von den Faktoren der rechten Seite nur sin ga bei ¢ = * %z eine Null-

stelle und zwar eine einfache besitzt, so indert sich bei einmaliger Umkreisung
dieser Stellen das Winkelargument von o/ ebenso wie dasjenige von sin ga um
genau 27 Also besitzt # in der Tat im Inneren jédes Kreises eine einfache
Nullstelle, falls » eine gewisse angebbare Schranke tbersteigt. Nun ist o
wiederum eine ganze transzendente Funktion von ¢, deren Nullstellen sich im
Endlichen npicht hiufen konnen. Es kann also insbesondere nur eine endliche
Anzahl doppelter Nullstellen geben, im Gegensatz zu dem vorher behandelten
Problem.
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Aus (3) folgt weiter fiir eine Nullstelle ¢, von

_ (+ "_ﬂ”n)
a

=_t8n.C,

sin gna=£=
n

S

wo |C| fiir beliebig grosse | ¢| unter einer festen Schranke verbleibt. Also kénnen
wir setzen

nit
+
(5) o=t "+

Bezeichnen wir die Grossen g = 1, wieder als Eigénwerte, so konnen wir Saiz 11.
sagen, das in den Bedingungen (1) mit den Kinschriinkungen (2) und (4) ent-
haltene Randwertproblem hat unendlich viele Losungen. Unter den Eigenwerten,
deren Quadratwurzeln die Form (5) besitzen, gibt-es nur endlich viel zweifach
zihlende.

§ 2. Konturintegral und Entwickelungssate.

Um iihnlich wie im ersten Abschnitt das Konturintegral

I, 5~7;&fzgdgj G (x,s;0) f(s)ds A =0?

abschiitzen zun konnen, stellen wir wieder die Greensche Funktion unter Benut-
zung von (7) (vgl. S. 40ff.) und des in (8) und (9) definierten Fundamental-
systems v,(x), v,(z) asymptotisch dar. Die Ausdriicke W,(v,) nehmen folgende
Form an

Wile) = od(as + e0?® @,) W(v) = 95(52 + e0te 5;)

Wl(vz) =—Q1,'(d2+e—910 d4) WZ(v2) =-—01 (b + e f)tab )

W

wo wieder A statt A+ o geschrieben wurde. Dann ist

+e0i%a, 4+ e eieg,

a=¢|"
by + e070h, by + e—eiap,

=¢*(0 + e—yia224"eéia 1724)

== 92 ﬁ + eeia) (‘424 + eein Z/24)= —'92 Ay G + epia) (Y—‘e—eia)-
13—30534. Acta mathematica. 56. [mprimé le 9 septembre 1930.
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Indem wir (7) derselben Umformung.unterwerfen wie auf S. 44, behilt das
dritte Glied der letzten Spalte die damalige Form bei (11), (11 a), da es ja gar
nicht von den Koeffizienten der Randbedingungen abhingt. Fiir die anderen
Glieder der letzten Spalte erhiilt man

L [pieei e 4, —pjeetr g, (j=1)
T 24
MM4$WVTQW) ¢
- 0 & (c—8) b _— ol f—2).
zzg[ew 0ie?®b]  (j=2)
Da im Nenner der Greenschen Funktion die Grésse o steht, so kiirzt sich aus
der zweiten und dritten Zeile der Ziihlerdeterminante der Faktor ¢ gegen ¢°® im
Nenner, Die anderen Faktoren von o verteilen wir auf die ersten beiden Spal-
ten, deren zweite wir mit €0’ erweitern. Nun konnen wir noch aus den letzten
beiden Zeilen den Faktor ¢ herauszichen, welcher sich gegen das Minuszeichen

im Nenner kompensiert. Dann ist

iz 7 i
__ﬁil._ R .__e_e._(a__iz.).__, geeitla—a) .
1+ ettt 1—eftt 1
1 |G, +etiva,  a,+eeioa,
(6) 20G (x,8;2) = —- -f+eeiﬂ4’ I—e"i"_’z[t etilo—n — g, g0¥s]
24
bz_-i- e?'l'lb,l’ b_.;,'l‘ee'.alfz’ i[iie(’i(a_")——bge?i’]
1+ e0%¢ 1—efif 1

Setzt man diesen Ausdruck in I, ein, so gilt, wenn f(s) und f’ (s) stiickweise
stetig sind, fir das Intervall ¢ < z < a —e offensichtlich dieselbe Abschitzung wie
im ersten Abschnitt, da die asymptotisch verschwindenden Beitrige von damals
jetzt nur mit endlichen Faktoren s, &,. ... multipliziert auftreten. Das dritte
Glied der ersten Zeile ist aber genau das friihere bis auf Summanden der Form

14

L. sein Faktor in der Entwickelung der Determinante ist natiirlich wieder 1.

Das Konturintegral wird also wieder dem Werte

S fle—0) + flz + o))

zustreben. Wie friilher konnen die Bedingungen iiber f(z) durch die in Satz 3
des ersten Abschnittes angegebenen ersetzt werden. Aus der im ersten Abschnitt
allgemein gegebenen Residuenbestimmung folgt dann sofort der Entwickelungssatz.
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2. Satze uber gleichmissige und absolute Konvergenz sowie gliedweise
Differenzierbarkeit.

§ 3. Verhalten des Konturintegrals an den Randpunkten und gleichmdssige
Konvergenz.

Das Verbalten des Konturintegrals in den Randpunkten lisst sich in ganz
analoger Weise wie in § 5 des ersten Abschnittes bestimmen. Wir entwickeln
wieder G (x,s) nach der ersten Zeile. Das mittlere Glied der Entwickelung liefert
wieder wegen des Faktors e¢?(*~% einen asymptotisch verschwindenden Beitrag
zum Konturintegral fiir den Wert im Punkte o. Fiir das erste Glied g(x,s)
findet man leicht

_ ia =

m,d eoila—s) . 7 oois
y p0ix T ia “H 2
2e0% g 1—eftt g

A, (T + €099 |3 ey . _
aul ) ———b:i:m?’,b*eei(ﬂ-a)-——bze(”"

295("”:3) =

Setzen wir

g(x,8) =g(x,5) + g*(z, ),

wo g(z,s) aus g(z,s) durch Fortlassung der Querstriche auf der rechten Seite
entsteht, so besteht 9*(z, s) aus Gliedern derselben Art wie bei der entsprechenden
Zerlegung im ersten Abschnitt (§ 5), die mithin asymptotisch verschwindende
Beitriige zum Konturintegral liefern. Es ist

y 01T . X
209(x,s) =1—E-i_e2<”'“ - [eets 4 eetza—s)

Wir multiplizieren mit f(s) und integrieren partiell nach s; dann liefert der

zweite Summand der Klammer einen Ausdruck von der Form

egia.w
4

(e > o),

also genau von der Form des Integranden in (12, I; S. 46), dessen Beitrag zum
Konturintegral asymptotisch verschwindet. Nun ist
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Foote riggs— 1O, @@ 1 f o
fee f6)as= —L0) 1 wf £ (5) ds.

0

Aunch die letzten beiden Summanden liefern nach (12, 12a; I) asymptotisch Ver-
schwindendes. Wir behalten schliesslich nur noch das Integral

—1 [ —fl)ets 1 | fee-,, f)et=eeie
@) 2nifg(1—e2!"'“) de_znif 0 27m o(1—e2eiq) de

Kn n

Sei zuniichst wieder x =0, so ist

1 [ flo) flo) [de _flo)
oo i | sne e im | ¢ =
Ky—o Rp—o

Der Beitrag des dritten Gliedes der Entwickelung von G (z, s) zum Kon-
turintegral ist durch Gleichung (11; I) gegeben. Fiir x=o0 fiillt das von o bis z
erstreckte Integral fort, und es bleibt nur der Summand

Das Konturintegral hat also von selbst, ohne dass man den Werten f{o) und f{a)
irgendwelche Bedingung aufzuerlegen brauchte, den richtigen Wert

Es Lisst sich aber auch leicht zeigen, dass

lim I(x) = f{o)

z——0

ist. Denn in Gleichung (11 a; I) steht unter anderem der Summand

f egi:z
z.nzf "

dieser hebt sich aber bis auf asymptotisch verschwindende Glieder mit dem Aus-
druck (7). Der Rest von (11;I) aber wird asymptotisch gleich f(x), wenn 2
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kleiner als die kleinste Unstetigkeitsételle von f(xr) angenommen wird. Wir kdn-
nen also sagen:

Erfiillt die Funktion f(x) die Bedingungen von Satz 2 oder 3, so ist sie Saiz 12.
auf die Fouriersche Art nach den Eigenfunktionen unseres Randwertproblems
entwickelbar; die Reihe ist in jedem Falle in den Randpunkten der Funktion
gleich, und konvergiert, wenn man die Unstetigkeitsstellen von f(x) durch be-
liebig kleine offene Intervalle ausschliesst, in den Restintervallen orlexchm‘tss1g

Nun setzen wir wieder

fla) = G(e, t; )

bzw.

f) =7 Gl & w),

und erhalten die Formeln:

x’ t [.L Z Wn Wn
n=1

(8)

O i oy P (@)

bt Cr(l‘,t,[.l.)— Z An_”’

n=1
Die erste Reihe konvergiert gleichmiissig fiir beide Variabelen im ganzen

Intervall, die andere konvergiert in der einen Variabelen gleichmiissig, wenn
man die andere festhiilt und die Stelle =z durch ein offenes Intervall aus-
schliesst. Letzteres eriibrigt sich, wenn die eine Variabele auf einem Randpunkt
festgehalten wird. Dann gilt niimlich, wenn z. B. {=o0 gesetzt wird, fiir
a «

7 (x, t; u), das in den Intervallen o <z < ¢ t<x <a bezichentlich durch

Gz, t; p) Gs(x, t; p) definiert sein moge, dieselbe Entwickelung wie fiir

S:JQ’

' at

iGz(ar;, t; =o' D. h.: die

die im ganzen Intervall [o, a] stetige Funktion 9%

Reihe

a .
! Denn die Entwickelungskoeifizienten von (a—tG(:r, t))t haben die Form
==g

f(at G, (x, t)) - pn(x)dx + fe(ao—t G, (z, t))t=g¢"(m)dw’
0

&

und das zweite Integral strebt mit & gegen Null.
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2., Qn n( )
=1 _['L
konvergiert gleichmissig in [o, a], und es ist insbesondere
o) 2Rl (20,4 )
n=1 Ln"‘[-l- t o t=0

Daraus folgt fiir den umgekehrten Fall: =0 und ¢ variabel, dass die Reihe

Z¢n )

n=1

welche fiir t=i={ gleich der Funktion %d_(t_,")

miissig konvergiert, denn es ist nach Definition von G,, G,

(10 a) <?_(%i-)):=o — (‘9 Gzo (f’ t))t=o 2 q)» (pn(o .,

= F =

ist, wegen x=0<{, nicht gleich-

n=1

und &dhnlich fiir x=¢==a, wie aus der Fussnote Seite 101 folgt

(10b) (‘7 Gd(t )1- 2 gn (@ u_“ @ala) _ (OG;(-:, t))m_ 1.1

Diese eben abgeleiteten Beziehungen benétigt man, wie wir spiter sehen werden,
bei der Aufstellung der Bedingungen fiir die einmalige gliedweise Differenzier-
barkeit.

§ 4. Asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen und bilinearen Reihe.

u, (z), us(x) sei das schon ofter benutzte (2 a, I) Fundamentalsystem speziell
fir einen Eigenwert 1, genommen, %(x) sei die zugehérige Eigenfunktion (1.
mdge bereits im Gebiet der einfachen Eigenwerte liegen). Es sei

! Aus (9), (1ob) sowie der Gleichung

o @en@) _ (0G,@, B 1
F(.’l:) o Zl ln—,u o ( at )t=a_: 2 (°<w<a)

kann man beildufig folgern, dass die Funktion F(x) im Intervall (o, a) stetig ist, dass aber:
- Flo)= lxm Flx) + = 3 F(a) = lim F(x) - 1st
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u(z) = e, u, () + caus (),
dann ist
Wi(w) = c, Wilu,)+ s Wylus) =, Wy +es Wis=0
Walu) =¢;, Wy +e; Wye=0
o__Wu_ _ W

(21 Wis sz;

(bzw. W= Wy=o, falls ¢, =o0).

Unter Benutzung der a.symptotiséhen Darstellung von w,(x) und u,(x) (4a; I)
erhilt man nach Multiplikation mit e—¢s’* (das ja ebenso wie der Imaginiirteil
von @, beschriinkt ist)

W, =a, + a, cos p.a — a,0x sin gpa+y

¥

Qg Sin ona
3_&__!___,

I’V = + n +
12 g+ a,; COS 0nQ . on on

W;, ist also beschriinkt, da sin g,a, wie bewiesen, die Form (’ﬂ hat. Weiter ist

Y 4

We=a,+a, cosgpa+ ~=a,ta,+ +,
On On

weil

€08 gna = COS (n—7f -+ .lp—)a==i 1+ 1!’ ist.
a On on

Wiire nun a,= ¥ a,, so nehmen wir statt W,, und W,, die Grossen W, und
Wss, welche dieselbe Form haben, nur dass die a, mit den b, vertauscht sind;
da 4, 7 Null sein muss, ist dann sicherlich by +b,. Der oben erwithnte Fall,’
dass W,, und W, verschwinden, kann also nicht eintreten; einer der- beiden
Werte muss sogar iiber einer festen Schranke verbleiben. Ist also #, hinreichend
gross, so ist fir alle gn, n=n,,

Cs

<M,
(5]

wo M eine feste endliche Zahl ist. Es ist dann also

u(x) = ¢, cos (o) + Z—’sin (enz) + g}—= ¢; cos (gaz) + ;ﬁ,_
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falls |¢,| und somit auch |c,] unter einer von % unabhiingigen Schranke liegt.

. . nm
Setzen wir ¢,=1, so ist, wegen g»= * 'y + -;’—U—,
n
nicx
u(x) = cos + %,

und die normierte Eigenfunktion schreibt sich

/2 0?2 V.
(11) q)n(x)—-l/_;cos —+

Ahnlich wie bei Kneser! findet man

n? n® 1 a
hh=—r+Y; 7_';=T-2(1+£z)

a nir n
o) al/zg nmz ¥
—A  nm a a n?
Zmu( )(pz()_z(: bt l_écos nnIcos‘_ﬂ_/"at_.?_i_élﬁg
ot et & a n
(112, b)
@ ’ ®
P @ nls) 2L nmz o onrs Y
An—2 7T nz_ln sty Z

wobei rechts in geeigneter Weise Summanden hinzugefiigt und wieder abgezogen
wurden.

Aus dieser asymptotischen Darstellung der Greenschen Funktion und ihrer
Ableitung erschliesst man einerseits die absolute Konvergenz der bilinearen

Reihe, da von einem gewissen 7 an

A1 == ?7’; cos 3

3
T a a n

Pal@)@als) 1 (z_g nmz RS 2)

ist, anderseits ergibt sich das Vorhandensein des Gibbsschen Hockers bei der ab-
geleiteten Reihe, da ja Z%—; gleichmiissig konvergiert, der trigonometrische Teil

der Reihe aber den Hocker aufweist.

' Vgl L¢. §§ 29, 30.
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§ 5. Absolute Konvergenz der allgemeinen Sturm-Liouvilleschen Reihen.

Im Gegensatz zur Annahme in § 10 des vorigen Abschnittes lassen wir
jetzt L(x) komplex. F(x) setzen wir zuniichst wieder als quellenmiissig dar-
gestellt voraus. Dann folgt die absolute Konvergenz der Reihe

n=1

3 90 [ P =35 28 [ ra g ic

genau wie in § 10 (S. 69) aus der asymptotischen Darstellung der normierten
Eigenfunktionen (11, IT). In derselben Weise wie damals kénnen wir auch jetszt
die Forderung der Stetigkeit von F”(z) durch die Bedingung bloss stiickweiser
Stetigkeit ersetzen. . Von dem Erfiilltsein der Randbedingungen konnen wir uns
jedoch jetzt giinzlich frei machen.

Wir schreiben die Greensche Funktion in folgender Form

Gz, ;1) = (1) + ex(usle) = Gylar, ) (@=<s)
(12)

= ¢3(s)u (@) + e (s)us(2) = Gylz, 5) (@=3).

Falls nun die zwei Funktionen G.(z, o) und G,(z, a) fir o<z =a ein Funda-
mentalsystem bilden, so ist

Wl(Gz(x1 0)) Wl(Gl(x: a))

. # 0,
W(G,(z, o)) Wy(G(z, a))

da ja 1 kein Eigenwert ist. Folglich lassen sich bei vorgegebenem A und B

zwei Grossen d, und d, durch die Forderung bestimmen:
W, ld, Gs(, 0)+ds Gy(, a)) = 4
W,ld, Gs(a, o)+ d, G, (w, a)) = B.

Wir zeigen nun, dass Gy(z, @) und G,(z, o) wirklich ein Fundamentalsystem
bilden. Dazn untersuchen wir ihre Wronskische Determinante, miissen aber
vorher noch die ¢ (s) genauer bestimmen. Unter Benutzung des bekannten

Fundamentalsystems u,(x), u,(z) erhilt man
14—30534. Acta mathematice. 56. Imprimé le 9 septembre 1930.
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Wi =a, +ayu,(a) +au(a); W= as+ayus(a)+a,uy(a); ete.

Damit gehen wir in (7; I) (S. 40). Es ist zuniichst

['—“2 (8)(@y—agu,(a) —04“1’ (@) + uy(s)(ag—asus(a) —a,uy’ (a))]; ete.

N

Wi(y)=

Fithren wir dies in G(x, s) ein und addieren zur letzten Spalte die mit u,(s) multi-
plizierte erste und die mit —u,(s) multiplizierte zweite Spalte, indem wir das
obere Vorzeichen von y(z, s) wihlen, so erhalten wir

-

u, () , us(x) , O
ay + azu,(a) + asu)(a), as+asu, (a) + a;.'“z' (@), 2us(s)(azu, (a)+ a,u, " (a)
4.6z, s)= % ) — 2, (s) (s us(a) + a,us (a))
b, + byu,(a)+ byu, (a), be+bsusla) +,b4“2' (@), 2us(s)(byu,(a)+byu, (a))
— 2, (s)(byus(a) + byu, (a))

=—u,(x)u,(s) @ agu(a)+a,0,'(a) + u,y () us (8) (Log 1ty (@) + Aoy (@) — A,,)
fl 1 Be  byuy(a)+byus’(a) 1 3 23l 241 34
MG asyy (@) +a,u'y(a) ,
Uy (x) U (5) B, byua)+ b;u{ (a) + g (:6) uy(s) (413u2 (a) + Ayuy (@) + 434) -

Man erhiilt also z. B. fir G,(z, s)

4 . Gy(x, s) = — u,(x)u(s)(Ss5u,(a) + Aoy (@) —u, () us(s) (54— A55u, (“);424"1’ (a))
(13) — tt () us(s) (15, (@) + 140, (@) + uy (), (s) (Ao, + 3t5(a) + Ay,u5 (a)).

Gylx, s) ergibt sich hieraus einfach durch Vertauschung von z und s.

Wegen ul'(x) 4 (@) = I, ist
Uy (x)u2 ( )
D= | Gy (z, 0) Gy (z, o) _ es(0) ¢, (0) .
G, (CL', a) Gl’ (z, a) (% (a) C; (a) .
Indem wir die Werte von ¢,(a),... gemiiss (13) einsetzen, erhalten wir
— dayuy(a)— dyyuy (), —dyy+ dyguy(a)+ dyyu, (a)
4.D=|—u (a)(dzsuz(a) + dyyus' (a)) — — uy(a)(ysuy(a) + 4w, (a)) + =

— tg(a) (Sgy— Sas 1y (@) —doyu) (@), +u(a)( Lo+ Aigus(a)+ 414u5 (a))
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— dsgtua)— do.uy (@) — Ay + Aoty (a) + Loy u) ()
— oy — g tis(a) 414'*'434“1(“)

= - 4/:44/34_“2(“)(433414’*'434)““2,(“)414—//24" Ay Ayt
+ (@) Aoy Ao+ uy (@) L.
Bilden wir nun

b, —a, .

= - (41234/14'*'4:4))

—dy . dyg=

a, by
as by

ldilllﬁl

by —as Ay s

so erhalten wir also den Faktor von wu,(¢) im vorhergehenden Ausdruck. Ersetzt
man diesen also durch — A, 4,,, so folgt aus (3; II)

—4.D=4.424
— D = 4,540,

was wir beweisen wollten. Man sieht aber gleichzeitig, dass diese Methode nur
auf den eben behandelten Fall zugeschnitten ist.

Somit sind wir in der Lage, eine Funktion, F(z), welche, in die Rand-
gleichungen eingesetzt, diesen beliebige Werte 4 und B erteilt, darzustellen in
der Form

(14) F(x)=0(x)+d, G,(z, 0)+d, Gy(x, a),

wobei ®@(x) die Randbedingungen erfiillt.
Damit ist die absolute und gleichmiissige Konvergenz der Reihen aller ste- Safz 13.
tigen Funktionen mit stiickweise stetiger erster und zweiter Ableitung bewiesen.

§ 6. Sdtee tiber gliedweise Differenzierbarkert.

Da bei unserem vorliegenden Problem die asymptotische Darstellung der
komplexen Eigenfunktionen gelungen ist, so iibertragen sich die Ausfiihrungen
von (§ 12; I. 8. 77) wortlich auf den jetzigen Fall bei komplexem L (). Wir
kénnen jetzt sogar noch mehr aussagen, nimlich von dem Erfiilltsein beider
Randbedingungen absehen. Sind nimlich F(z) und @(x) die der Gleichung (14)
des vorigen § zu Grunde liegenden Funktionen, und @(x) stetig, @'(x) und @ (x)
stiickweise stetig, so sind die Reihen aller drei Funktionen der rechten Seite
gliedweise differenzierbar, also auch die Entwickelung der linken Seite. Aller-
dings wird dann nach den Schlussbemerkungen von § 3 dieses Abschnittes
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S 90@) [ P gale) e

n=1 - 0

in den Randpunkten im allgemeinen nicht gleich F’(o) bzw. F’(a) sein.

Auch die Behandlung der zweiten Ableitung ist dieselbe wie frither (§ 11;
I S. 72); jedoch ergeben sich noch Vereinfachungen. Damit nimlich die Fou-
rierentwickelung von f”'(x) gleichmiissig konvergiert, braucht iiber die Randwerte
von f”(z) nichts vorausgesetzt zu werden. Nur f(x) selbst muss die Randbe-

a
dingungen erfiillen, damit der Greensche Ausdruck f’(a)q.(e)—fla)p. (a)
o)

verschwindet. Weiterhin ist fiir die gleichmiissice Konvergenz der Entwickelung
von f(z).L(z) nicht mehr die Bedingung

erforderlich. Es folgt dann die Gleichung

S (x) = i () j fle)pa(a)da

n=1

aus der Tatsache, dass unter den genannten Bedingungen bereits

f'(x) = Z‘D 9711’ (x)ff(a) ¢,.(C() da

n=1

ist. Die den fritheren entsprechenden Sitze lauten also jetat:
Ist die Funktion f(x) stetig, f'(x) und f”(z) stiickweise stetig, so gilt die
Gleichung

@®

F)= 3,9/ [ Fgn(e) e

n=1

mit Ausnahme der Unstetigkeitsstellen von f'(x) und fiir den Fall, dass f(x) die
Randbedingungen nicht erfiillt, auch der Randpunkte.

 Erfiillt die zweimal stetig differenzierbare Funktion f(x) die Randbedingungen,
und ist f”(x) sowie L(z) in der Form
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x

(@) = p(o)+ f plx) do

0

darstellbar, wo ¢(z) summabel ist, so gilt auch die Gleichung

n=1

£ =3 9@ [ Adgaede  osz=al

§ 7. Die Lisung der partiellen Differentialgleichung (36; I) unter abgeinderten
Bedingungen.

In der partiellen Differentialgleichung (36; I) mogen jetzt p(f) und q(x)
komplexe Funktionen der reellen Variabelen ¢ bzw. z sein. Im iibrigen sollen
die fritheren Bedingungen gelten: p(f) und q(x) stetig, q'(x) und ¢”(x) stiickweise
stetig. Jedoch durchlaufe jetzt ¢ nur ein endliches Intervall {,<{={,. Die
Randwerte von ¢(z) seien beliebig.

Die Funktionen F(x) und G(x) seien einmal stetig differenzierbar, F”(z)
stetig, F""(z), F™(x), G"(x) stiickweise stetig, ausserdem mogen F(z) und G(z)
die Randbedingungen (1; I1) erfiillen. Es wird behauptet, dass dann die Funktion

o«

(15) Ult, x) = 3 [Autpra(t)+ Burpeu(t)] gu()

n=1

eine Losung der Differentialgleichung ist, fiir welche

Ut 2) = Flal; (2502 = 6lo) st

Der Beweis verliuft fast genau wie im ersten Abschnitt. Die Funktionen
v sind beschrinkt, da auch ¢ ?»’® beschrinkt ist, allerdings nur unter der schon
erwihnten Voraussetzung, dass ¢ nicht beliebig grosse Werte annimmt, denn
sonst wiirden die trigonometrischen Funktionen wachsen. Eine weitere Be-

merkung ist nur noch notwendig bezgl. der Konvergenz von
Z IB"”l 2

a
wo B, = f G (e)pn(e) da war. Dies gilt auch fiir komplexe B, . Denn sei etwa
0
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G(x)= ) + 1Gy(x) (G,, G, reell)
und entsprechend

a

f 6. (@) gua)da =B,

1]

was im allgemeinen natiirlich nicht reell sein wird. Unter Benutzung der asymp-
totischen Darstellung von @a(z) ist

a

j G)" () L/—cos—da + - fG,"(a)tp(a) da=Cp + %
0

1B, I <|Cal + %|D,,| (| D»| beschriinkt fiir alle ).

Da G, (o) quadratisch integrierbar ist, so konvergiert X|C,[*; ausserdem kon-
. I . . G, .
vergiert Z,;;,ID,,F. Mit I|Cu[? ist auch Zln—"l konvergent. Also konvergiert

schliesslich auch
" 2
= IB”,,l ,
denn es ist

. 3 2 I ° C .|D l
|Bn,.|~°<—|0nl' + F'Dnl“ + ZI-LI./;;_"_

Also konvergiert auch
2| B, ,l-18,,l,

und somit auch
B P28, I+ | B, ,|* + 2| B, I B, 1.
Es ist also in der Taf (13) die.Lﬁsung unseres Problems.
3. Abschnilt.
Dritter Abschnitt. Die Randbedingungen:

,u(0) + agu’ (0) + agule) + a,u’'(a)=o0,
b, u(0) + byu’ (0) + byu(a) + b,u’(a)=o,

bei den Voraussetzungen A, =0; ;= Ads,.
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1. Charakterisierung der fiir die Abschitzungen wesentlichen Unterfille.

(“1 as ag a4)
by bs by by

das Schema der durch die Randbedingungen gegebenen Koeffizienten. Wir zeigen

Es sei

nun, dass es ausreicht, das etwas speziellere Schema
(1) Oasasa,

b,o b0
zu betrachten. Nehmen wir vorweg den Fall

a4 = b4 = 0.
Damit ist jedenfalls
Ay = 0.

Es sei zuniichst noch b,720 angenommen. Ist a,=o0 so muss auch a, verschwin-
den; das ergiibe das Schema

ooa,,o)_(blbgoo)
b, by by O ooa0’
wobei das '=' Zeichen die Aquivalenz der Schemata ausdriicken soll. Substi-
tuieren wir in der Differentialgleichung z=a—x, so wiirde sich das letzte

00b —b2)
az00 0 )’
hiitte also die gewiinschte Form (1).

Ist nun @, auch ungleich Null, und etwa b,=ca,, so ist auch b,=ca,

a, as az 0 a,a, ay O a,as O o)
— = ]
ca,ca, by 0 0 0 by—ca;0 0 0 by—caz0
also wieder der eben erledigte Fall.
Ist aber a,=b,=o0, so erhalten wir

aloaso)
b, obs0 )

Schema schreiben:
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Dies ist, wenn wir iiberhaupt zwei Randbedingungen haben wollen, also ,,
ungleich Null sein soll, nur denkbar, wenn

ist, ein Fall, der sich durch das Schema

oo1o0

I 00O

darstellen lisst, welches auch unter (1) fillt.
Es mégen um a, und b, nicht beide verschwinden, also etwa a, ungleich Null
sein. Nehmen wir zuniichst an, dass b, und b, noch nicht zugleich Null sind, so

muss bestimmt b, ungleich Null sein, andernfalls miisste wegen a,b, —a,b;=0
auch b, gleich Null sein entgegen der Annahme. Sei also

-a;=¢b, %0, und somit auch: a,=cb,.

a, ay a; a, a, a, a; a, a a, ag a_l)
bl bg b3 b4 Cbl ag Cbs a4 cbl_al (o] cba'—aa (o)

Im letzten Summanden multiplizieren wir die erste Zeile mit ¢b,—a, und

Dann ist

addieren die mit —a, multiplizierte zweite Zeile hinzu. Verschwiinde ¢b,—a,,
S0 miisste wegen
Ady=4d,, und a,#o0

auch ébs—-aa verschwinden, und wir hitten dann in Wirklichkeit nur eine Rand-
bedingung. Man erhiilt also schliesslich

( 0, alch,—a,), aslch—ay)—a,(cbs—ay), a4(cb1—-—a1)).
ch,—a,, o) , ch;—ag , o

Dies besagt aber zunichst nur, dass eine Funktion, welche die aus dem urspriing-
lichen Schema gebildeten Randbedingungen befriedigt, auch die aus dem letzten
Schema gebildeten erfiillt. Jedoch gilt auch die Umkehrung. Da némlich ¢b,—a,
und ¢ nicht verschwinden, also als Divisoren benutzt werden konnen, so kann
man alles wieder riickgiingig machen; das ist auch beim vorweg behandelten Fall
(a;=5,=0) so. Damit sind alle Moglichkeiten erschépft und Schema (1) als fiir
unsere Zwecke ausreichend erkannt.
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Setzen wir nun in Gleichung (3a) des vorigen Abschnittes ,, gleich Null
(S. 95), so erhalten wir

i : e2eit 4 1
(2) det =24 50 + (414'*'432)—2— +1gp_=o

als Bedingung fiir die Bigenwerte der oberen Halbebene und eines Streifens
von endlicher Breite in der unteren Halbebene, der an die reelle Achse grenzt.
Setzen wir

—by=dy=A4; 4, + dy= —-(a4b1+a2b3)=B; it =s,

so folgt, falls B nicht verschwindet, aus (2):

$*B+ 44s+ B=o

(3) s=-—%—i%l’4A’——B“'
: : —24+ V4A'=BY o
Qza=izn1n+lg( B )+z-
_— l/ 3 2
=_-l;2nn:iilg( 24+ B4A B)+-1§.

Um dasselbe Ergebnis fiir die untere Halbebene zu erhalten, hiitten wir
nach fritherem Muster in der ersten "Gleichung (3) fiir s nur ¢¢%¢ zu setzen,
was zu denselben Ausdriicken fiihrt. Wie man aus (3) sofort erkennt, miissen
die Imaginiirteile der evtl. Eigenwerte zwischen von ¢ unabhiingigen Schranken
liegen.
Die eben angewandte Umformung versagt, wenn B verschwindet. Nehmen p— 4—o.
wir zuniichst auch noch an, dass A gleich Null ist, so verfallen wir auf ein be-
kanntes Randwertproblem. Aus

bia, + azhy = bya, =o0
folgt nimlich, da b, oder g, verschwinden muss,
b1a4 = agbs == b1a2 = 0.

Ist b;=o0, a,70, so muss b, verschwinden, und wir hiitten iiberhaupt nur eine

Randbedingung. Dasselbe tritt ein, wenn @,=o0, a,740 ist, denn dann muss
15—30634. Acta mathematica. 56. Imprimé le 10 septembre 1930.
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auch b, und wegen b,a,=b,a, auch b; verschwinden. Es bleibt also nur die
Moglichkeit

a; =a, =o.
Damit erhiilt man das Schema:
(o o ay o)=(o 0 ay o)
b0 b O b,0 0 o/’
also die bekannte Randbedingung u(o)=u(a)=o0.

In allen diesen Fiillen haben die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten im-
mer beschriinkte Imaginirteile. In dem noch iibrig bleibenden Falle

B=o0, A#o0

jedoch werden die Imaginirteile gross etwa wie die Logarithmen der Realteile,
wie wir am Schluss dieses Abschnittes noch zeigen werden. Dieser Typus von
Randbedingungen gehért nicht mehr zu den von Birkhoff als 'regulir’ bezeich-
neten, die er seinen Ausfithrungen zu Grunde legt. Die Forderung der Regu-
laritiit besagt, dass in dem asymptotischen Ausdruck fiir o/ die Faktoren von
e¢’® und ¢—¢%®, — in unserem Falle ist es B—, bei Vernachlissigung der Grossen

I .
% nicht verschwinden diirfen. Die Randbedingungen miissen dabei aber redu-

ziert sein, d. h. es miissen die ersten Ableitungen nach Moéglichkeit eliminiert
sein.! Darum ist auch die Randbedingung: #(0)=wu(a)=0 nur scheinbar 'nicht
regulir’, denn in diesem Falle ergibt eine direkte Abschitzung:

¥ 4

0= ==ginga + - = ef?is —¢—0i .
0 e

2. Losung des Randwertproblems und Entwickelungssatz fiir den Fall, dass
Ay + dyy= —(a,b, + asby) # 0 ist.
§ 1. Diskussion der transzendenten Gleichung.

Fiir unsere Abschitzung benutzen wir Gleichung (2; III), welche wir mit
e—¢* multiplizieren, indem wir uns auf einen geniigend brerten Streifen sym-

' Vgl. Birkhoff 1. ¢. zweite Abhandlung § 4, 8: 382/383.
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wetrisch zur reellen Achse beschrinken. Wir schlagen Kreise, die sich nicht
treffen, von festem Radius um die Stellen

(a) =1 [&L‘ i%lg(—2A+ m)]= + [—2—"—" ieo]-

B L a

Etwaige Eigenwerte konnen dann nach (3; III) bei hinreichend grossem # nur
imr Inneren der Kreise liegen.

Die Konstruktion der Kreise gelingt nur dann nicht, wenn immer zwei der
Stellen ¢, zusammenfallen, was dann und nur dann eintritt, wenn

2A=T%B

ist. Im ersteren Falle (oberes Vorzeichen) schlagen wir die Kreise um die Stellen

2nrn

, im anderen Falle um die Stellen (27+ I)z-: . Setzen wir

A
cosga + 2—§ = cosga — cos g,a = ¢plg),’

so besitzt ¢(g) an den Stellen g, und nur an ihnen fiir den Fall 245 ¥ B ein-
fache, fir den Fall 24 =T B doppelte Nullstellen. Fir 24=— B und g3=0
erhiilt man speziell die im ersten Abschnitt behandelten Randbedingungen. In
der Abschiitzung spielt a,, das ja gar nicht explizit auftritt, keine Rolle.

In der neuen Bezeichnungsweise lautet die transzendente Gleichung

4_ ¥=o.
o+

Auf den betrachteten Kreisen ist ¢(o) ungleich Null; das Winkelargument die-
ser Grisse aber indert sich bei einmaliger Umkreisung durch ¢ um 27, falls
245 T B ist, andernfalls um 4. Das Gleiche gilt mithin auch von der Grosse

4=¢(e)(l+ﬁm)=¢(e)(r+%)-

! Mittels (4; 1I1) bestdtigt man leicht, dass in der Tat

24
cos g a = — 3 ist.
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Salz 15. Damit ist die Existenz unendlich vieler Eigenwerte gesichert. Nur fiir den
Fall, dass 24= T B ist, konnen unendlich viele zweifache darunter auftreten.
Ihre asymptotische Form ist folgende, wie wir gleich noch zeigen werden:

Qn=§n+% (ZA%IB)

; +
=2V o = 2PEDT Y 4T h)
a ”n a n

Da die Grosse ¢o), falls 247 F B ist, an den Stellen g, nur einfache
Nullstellen besitzt, also in der Form

Plo) = (0 —ex) . Wolo) (Wole) %o fiir |oe—en|<7)

geschrieben werden kann, wenn r der Radius der Schutzkreise ist, so ist .

4 Y _
= e == n +——; n— On — —
o=15 @ (en) ol T @=
— v,
(5) en=¢nt

Ist nun 24= ¥ B, also a,= ¥ a,70, und mithin ;= ¥ b, 2 0,-s0 kénnen wir

a¢=b1=l

2

setzen, und erhalten

=—d =27 uy (a) F u(a) + asus{a) = 2(1 T cosgna) + v

On

=~4sin”(2—:—7—r + e) +% (24=—RB)

=4 cos® ((—~——2n 0=, e) + £=4sin’(——2”” + s) +¥ (24=+B).
2 n 2 n

Dies sind dieselben Gleichungen wie (5; I). Erst innerhalb der Grosse 1 tritt
zum Unterschied gegen friither noch ein Summand

0.as.uy(a) = agsingaa + %
n

hinzu, und es ist jetazt
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On

w=sing,.a('+? fL(:I:)dx + ag) + 1_21_;

0
fur den Fall, dass gsa=(2n* 1)7r + ¢ ist, schreiben wir
sin((2nt 1) + &) = — sin(z2nn + ¢).
Es gelten also genau dieselben Schliisse wie damals, d. h. es ist:

+ 1) -
(6) o= Znn + d bzw. on = (___271 __,‘_1)_4: + v.
a n» a . n

§ 2. Konturintegral und Entwickelungssatz.

Wir benutzen zur Darstellung von G(x,s;A) nun wieder das Birkhoffsche
Fundamentalsystem v,(z), v,(z) (vgl. I; (8), (9)). Aus dem Schema

0 ay ag a,
ba,=0b
(b1 o b 0) (1“- 304)

ergeben sich folgende Ausdriicke

Wilv)= Wy =eila, + ,e0'); Wiy= —oi(as + a,e0')

I/V.2].=‘ 5‘I. + Vbaeeia ; W23= bl + 539—9“1
A = | Wi WBI = 07 [4a.b, + €270 (bya, + azby) + €01%(b a, + ayb,)]
W Wee
(7) ] = QI; [4(_2) + egia(__f;) + e"‘("""(—-—_ﬁ)]
= —0i(C, + Cy2*9) (C, + Cyeei0) = — 3. M, . (M, . e7¢%9)

wobei

V24+V44® —B*=C, baw. C,

gesetzt worden ist.

In den Ausdruck fir Glz,s) (7; I) S. 40 nehmen wir wieder die alten Um-
formungen vor, sodass das erste Element der letzten Spalte genau die frithere
Form erhilt (S. 44)

I

eoi X z—2)
279 ’
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weil die Koeffizienten der Randbedingungen gar nicht auftreten. Fiir die an-
deren Elemente der letzten Spalte erhilt man

o . . .
- '9— (Ggeeile—n — g, e0ts]; j=1

27
Wily) — ?T(? Wilv,) — 12—,5? Wilvs) = IQ _ _
—_— i{a—s) i8. s
22.9[b3e9 + b, ef??]; j=2.

Der Faktor ¢z von o kiirzt sich gegen einen Faktor ¢/ in der zweiten
Zeile der Zihlerdeterminante. In die ersten beiden Spalten multiplizieren wir
mit M, und M, hinein, und erweitern die zweite mit e°/%:

iz T egi(a—z)i

T, feeitlz—a’
Ml y .Mg zef
: dy + @, e0t° G, + agee®®s .. _
(8) 20.G(z,s;0)= -2 Mj y — 2 M: v g[ageeta— — gy eete] ]
—61 + deeia’ 53 + blegia, i[zseei(a—a) + zlegia]
578 i,

Bilden wir nun in der friiheren Weise das Konturintegral I, so ergeben sich
fast dieselben Ausdriicke wie frither. Es gelten dieselben Abschitzungen wie in
(§ 2, 1I). Es ist also

lim Ik=I=%(ﬂx —0)+flz+0)), e<zx<a—e

ko

falls f(x) wieder den Bedingungen von Satz 2. oder 3. geniigt; setzen wir weiter
I gleich der Summe der Residuen, die wir in § 8 (I) bestimmt haben, so folgen
die entsprechenden Entwickelungssiitze.

3. BSitze iiber gleichmissige und absolute Konvergenz und gliedweise
Differenzierbarkeit fiir den Fall: B>o0.

§ 3. Randwerte des Konturintegrals und gleichmdssige Konvergenz.

Beschriinken wir uns auf den Randpunkt o; dann miissen wir in der Ent-
wickelung von G(z,s;1) nach der ersten Zeile noch den Beitrag des ersten
Gliedes beachten. Dies lautet
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— (@, + a,e0®®) a,eetv— — Goe0is

by + byeei® byeeila—e) 4 b eels

—efi?,

— 9o s = I I,

Wir konnen wieder die Querstriche fortlassen, ohne asymptotisch etwas am
Konturintegral zu indern. Nun schreiben wir

iz .
—-—fzodgff(s z, s)ds = fg;egM Ss)[—2a,byect@—*) —eeis(q b —a,by)|ds+e.
1442
0

Dabei ist ¢ bis auf einen konstanten Faktor

a
M i(a+s) d et oi (2a—3)
00, f e0tat+4 fls)ds bzw. M1 M,, f(.s-)

'y 0 .

Integriert man iiber s partiell, so ergibt sich

epiaw
d )
f e

K.

was asymptotisch verschwindet. Nun ist

a a

fe@"(“_”)f(s)ds —fla) + flo )e{’m I.A/.e?"(""’).)’v (s)ds

ot ot
o

0

[neas = L= - 8 et

0

Mit Ausnahme der Grissen lefern diese Ausdriicke zum

ot ‘0t

Konturintegral asymptotisch verschwindende Beitriige ¢. Also ist

_fzedgj.ﬂS)g(z,s)ds=—f:;;fm (Zaﬂ)gf( a) + 3ﬂ )

Setzen wir jetzt x=o0, und beriicksichtigen noch den Beitrag des dritten
Gliedes der Entwickelung von G(z,s;4)
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de
—_— . O ,
4 (o)
— das von o bis « erstreckte Integral fillt ja fort —, so erhalten wir
—1.. do
I=-—=lim | ——=—[f(0)(—M M, + asby—a,b;) —2 f(a) a,by].

Aus (7) folgt
M, M,= B + Be*¢it + 4 Aee%e + ;ﬂ;
z;.lso ist
I="21im [ —%¢ (0,5, f(0)—a,byf(a)
. QMlﬂ/Ig 2 Y3 '+ V8

2T Koo

by (a,f(a) — a; f (o)) Km ]}; QM
T K—wo | @ 2

Das auftretende Integral ist leicht zu berechnen. Nach (7) ist

M,=C +Cerior ¥y M=0C + Ceeict+ ¥
e 0

N

in der oberen Halbebene. Also ist

. de de ; deo
ﬁ:l_l.li Q.M o, _Kli%fg(ul + G, egia) (Gz + C egiu) +I¥l.i-;‘ 92 Y.
¥ K

Der zweite Summand rechts ist Null. Da C, C, verschieden von Null ist, kénnen

wir setzen
. , do I . “do
L - — = i —
in | (O + Gee®®) (G + G, %) G xem | o
K K
0ia
» C_lg[; 00(01+069)(02+01e ]
el (C, + Cs ™) (C, + C, 0%
K .
i+, m]
) doe’t T, C ) "7

= — lim

0102 K—x 9 (U + C e(”a)((/' + Cl 69“') 0102 B
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nach unseren fritheren Abschiitzungen. Wir bekommen also schliesslich

(10) [2=0 — by (as.f (0) — a,f(a)

bia, + asbg
Erfiillt nun f(z) die zweite Randbedingung, so ist
bsf(a) = — b, f(0)"
I==° = f(o).

Ahnliches gilt aus Symmetriegriinden fiir den anderen Randpunkt, da ja a, in
(8) nicht explizit auftritt. Setzt man nun

§==a—35,

so vertauschen a, und a, sowie b, und b, ihre Rollen, die Vorzeichen kompen-
sieren sich in passender Weise, und es folgt:

pma D1 (@,f (@) —as f(0))
(102) I = ey + agby
= fla),

falls f(r) die zweite Randbedingung erfiillt. Nun vollziehen wir den Grenz-
prozess x — o unter der Bedingung .

(10 b) b, f(0) + bf(a)=o.

Der Beitrag des Integrales von o bis z im dritten Gliede zum Konturintegral
lautet jetzt

= f 28 ci=f(0) — 2o,
K

Aus (9) folgt unter Beriicksichtigung von (10b)

! Dies ist die Bedingung, welche Steklof zum Nachweis der gleichmissigen Konvergenz
bendtigt (1. ¢. eap. 21 Gleich. 54 und 22); sie wird dort nur als hinreichend nachgewiesen. Aus

den Werten fiir T “fo, I®=% geht hervor, dass sie auch notwendig ist. Denn fiir die gleichmissige
Konvergenz ist offenbar erforderlich, dass 1%=%= f(a); I°="=jf{(a) ist, woraus sofort die Stekloffsche

Bedingang folgt. Man sieht iibrigens, dass die Ausdriicke 17—, I®=% jn J:edem Falle, wie es ja
‘auch sein muss, dje Randbedingungen erfiillen.

16—30534. Aots mathematica. 56. Imprimé le 10 septembre 1930.
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_ S do e (a, b, f(0) + a,b, f(0))
fz"dgff (ws)ds = 22 | Sar,3, Y
k

+ e&.

1 [ doe= B f(o)
T 2m oM, M,

k
Vereinigt man dies mit dem Beitrage des dritten Gliedes, so ergibt sich

s j_:(_) de 1 (doet’* B— M, M,
I—Ali.u.i ) 0 I\h_u,l,zn'z 0 M, M, flo).

Nun ist B—M, M, = — e®'* (et B + 4 4) + :)i’, woraus erhellt, dass der zweite

Summand verschwindet, und das Konturintegral wihrend des Grenzprozesses:
x — 0 stiindig der Funktion f(z) gleich ist.

Damit ist die Bedingung von Stekloff (10b) auch im komplexen Falle fiir
die gleichmiissice Konvergenz als hinreichend erwiesen. Ihre Notwendigkeit geht
ja unmittelbar aus den Ausdriicken (10), (10a) hervor. Der Beweis von Stekloff
setzt wesentlich die Reellitiit der Eigenfunktionen voraus.

Salz 16. Es ist also jede Funktion, die die Bedingungen von Satz 2. oder 3. erfiillt,
nach Fourier entwickelbar. Schliesst man die Unstetigkeitsstellen von f(z) durch
beliebig kleine offene Intervalle aus, so ist die Reihe dann und nur dann in den
abgeschlossenen Restintervallen gleichmiissig konvergent, wenn

b f(0) + bsf(a) =0

ist.

In derselben Weise wie im vorigen Abschnitt folgen noch die Formeln

6ot = 3 22l _,L

n=1

O Gin b g)= S Prl@) o (@
ot G(xr t) ."") - Z l,,—y
n=1
Die bilineare Reihe selbst konvergiert in beiden Variabelen gleichmiissig.
Die zweite Formel gilt nach Ausschluss der Stellen x = ¢, sowie der Ra,ndpunkte

durch offene Intervalle
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§ 4. Asymptlotische Darstellungen.

Wie sich gleich zeigen wird, gelingt die asymptotische Darstellung nur
dann, wenn die Grésse a, * a, nicht verschwindet. Da B ungleich Null sein
soll, so koénnen a, und a, nicht gleichzeitig verschwinden. Sei zunichst g, un-
gleich Null, und setzen wir

a, = Cas;

3

ganz ihnlich wie im voﬁgen Abschnitt (§ 4; S. 102) folgt bei gleicher Bedeutung
der Grossen fiir eine Eigenfunktion

u(z) = e uy(z) + cyuy (x)

falls nicht W, und W,, verschwinden, was, wie sich zeigen wird, sicher dann
nicht der Fall ist, wenn ¢4 + 1 ist. Aus der asymptotischen Darstellung von
u, und u, folgt

; v
Wn=g(— cay sin ga+0).

(12) - .
Wi ag(l +ccosoa +g)
Nun ist
— + v
g,.a-—-znn__g‘,a+g
Y . . Y 24
COS @na=cos gz + —; sing,a=1t singa+ —; cosg, =——T§-
on On

Aus der Relation a4,b, = a, b, folgt, dass, wenn a, nicht verschwindet,

b, =¢by
ist, oder aber es verschwindet mit a, auch ¢ und b;. Daraus folgt
24 2¢ . 1—c% 2
cos Q°a=-—§;=—ﬂ—cg; sin gy 8= + PR

! 8. 8. 115, Fossnote.
* Durch die willkiirliche Wahl des + Zeichens wird die Wurzel in

. (—2A+V4A’-B’>
osa=tlog B

bestimmt. g,a ist dapn eindeutig bes‘timmt, wenn wir noch fordern, dass sein Realteil absolut
genommen héchstens gleich n ist.



124 Georg Tautz.

Ist a; ungleich Null, und ausserdem

2 ¢? 1—¢*

I1+cecosgpa=1———_="—""3
Q 1+¢ 1+t

# 0,

14

- + ca,sin gya + - .
Cs Wi 2 ° o |_ [+ _csinea )
N I+ ccosgoa @

a, (1 +ccos ga)+ lf

Ist aber ¢ =1, d. h. @, = * a,(24 = % B), so ergibt sich ein nicht niiher

bestimmbarer Wert, auch wenn man die zweite Darstellung :,""2 = 3;21
1 22

2

heranzieht,

und die asymptotische Darstellung von u, und u, weiter treibt.
Es bleibt nun noch der Fall zu besprechen, dass a, =0, @, 7 0 ist. Damit
ist auch by =0 und also b, 7 o.

singa Y
G Wa_ e & _w ot _w
6 Wa b1+bacosga+;—’!—} ¢ b,+g—) ¢

Setzen wir also ¢, = ¢, so ist ¢, = L

Wir konnen also zusammenfassend sagen: Die asymptotische Darstellung
der mnormierten Eigenfunktionen, aus welcher folgt, dass diese selbst ihrem Be-
trage nach unter einer von x und % unabhingigen Schranke verbleiben, gelingt

nur fiir den Fall
a, # * a,.
Je nachdem nun

erhdlt man

" 2 ! . 2
(a) gnq(f)(x)}: I/—Z_VI +c? [COS (Zzﬂi Qo) ztc¢sin (%i 90)-73] + :)_p t

; . . a . . .
! Der Nenner ¥V 1+¢* kann nicht verschwinden. Ist ndmlich ¢= ;1—‘ = 4 7, so ergibt sich
2

ot ay t3 .
leicht das Schema ( 3 ), also B =0, A » 0, was wir vorerst ausgeschlossen haben.

I0Fio
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— hierbei sollen fiir p.(x) die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem
Re(p,) negativ oder positiv ist. Dann sind niimlich, da |Re(g,a)| < m ist, die
Eigenwerte nach steigenden Betrigen von g, geordnet —,

®) (@) = V%sin (n— 5) Y
(7) @) = V% cos (n— i—’) 7;_96 + ;ﬁ .

Wir schreiben noch fiir den Fall, dass a, a, nicht verschwindet, die bilineare
Reihe auf, die sich nach elementarer Umformung unter Beriicksichtigung, dass
1 I et _ & Y
on— A (znn + 0, + %)z—l 4 nint A L

a n n

ist, in folgender Form I;rli,sentiert

oul) @uls) ~ cos 3? (x—s)
(13) Z n_ i 2 ﬂz cos @, (z—s) 2 S S +
n= n=1
2nm
o €052 (4 5) ®
+singo(a—x—s)2——~(—‘————— ;f_

n=1

Differenziert man nun gliedweise nach z, so folgt aus der asymptotischen

Darstellung von u(z)uy(z) (vgl. 4 a; 1), dass in der letzten Reihe %’= n.Y,

gesetzt werden darf. Die Reihe bleibt also gleichmiissig konvergent; hilt man
nun eine Variabele im Inneren fest, so konvergieren die Reihen, welche aus der
Differentiation des mittleren Summanden hervorgehen, gleichmissig in [o, a] fiir
die andere Variabele, da 0 < + s < 2a ist, und sing,{a—~2x—s) fir z + s=a

® sinw—n(x-*-s)

verschwindet, also an der einzigen Stelle, wo im obigen Intervall Z -

eine Unstetigkeit hat. Nur die aus dem ersten Summanden von (13) entstehende

! Es sind dies die Eigenfunktionen des Randwertproblems, wo ¢, (x) an einem Ende ver-

schwindet, wihrend am anderen Ende der Ausdruck ¢,’(z) + b ¢,(x) gleich Null ist (A endlichl);
vgl. Kneser 1. c. § 49.
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. 2
« sm%( —)
Reihe Z———n———- hat bei x =3 wo cosg,(z—s) gleich der Einheit wird,

die bekannte Unstetigkeit, insbesondere auch den Gibbsschen Hocker.

Ahnliches gilt fiir die beiden anderen Fille, deren Darstellung ja bekannt
ist. Um fiir den Fall a,= * a;, den Gibbsschen Hocker nachzuweisen, kann
man sich derselben Methode wie im ersten Abschnitt bedienen, die nur fiir den
Fall, dass @, = a, ist, eine unwesentliche Abinderung erfihrt. (§ o9, S. 66).

Natiirlich lisst sich die asymptotische Darstellung der normierten Eigen-
funktionen, auch fiir den Fall a,= t a, durchfiihren, wenn alle eingehenden
Grossen reell sind. Es folgt dies genau wie in § 10 des ersten Abschnittes.

§ 5. Absolute Konvergenz.

Die asympfotische Darstellung hat ergeben, dass die Betriige der normierten
Eigenfunktionen wunter einer von z und % unabhingigen Schranke verbleiben,
fir den Fall, das a, * a, verschwindet, allerdings nur, wenn sie reell sind. In
genau derselben Weise wie in den vorangehenden Abschnitten folgt somit die
absolute Konvergenz der Fourierreihen stetiger Funktionen mit stiickweise stetiger
erster und zweiter Ableitung, wenn sie die Randbedingungen erfiillen. Wir
konnen uns nun so wie im ersten Abschnitt vom Erfiilltsein derjenigen Rand-
bedingung befreien, in welcher auch die Randwerte der Ableitungen auftauchen.
Es sei

G(x,s)= G (z,s) =z=s

= G,(x,s) z=s.
Wir fragen nun nach dem Wert des Ausdruckes
a; Gy (0,a) + a3 G, (a,a) + a, Gy (a,a),

den man erhilt, wenn G,(z,a) in die linke Seite der ersten Randbedingung ein-
gesetzt wird. Fiir die Greensche Funktion selbst ist:

as G (0,5) + ag G(a,8) + a, & (a,8) = az G, (0, 5) + a5 Gy (a,s) + a, Gy (a,5)=0o,
da G,y(a,s)= G,(a,s) ist. Da weiter

G/ (s,8)— G¢ (s;8) =1
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ist, so folgt
ay &'y (0,a) + a3 G4 (a, a) + a;(Gx' (@,a)—1)=o0.

Der fragliche Ausdruck hat also den Wert a,. Ist also a, ungleich Null und
W, (F(xz)) = 4 # o, so ist

W, [F(x) — j—; G, (=, a)] — W, (0@)=o.

Konvergiert also die Reihe von @(x) absolut, so gilt dies ebenso von der
Reihe von F(z).

Ist a, =0, also

a, G’ (O) 8) + as G ((l, S) =0,
so schreiben wir
a, G, (0,0) + a5 Gy (a,0) = ay(1 + G5 (0,0)) + ay G4 (a,0) = o;
d. h. fiir die Funktion G,(x,0) ist
W, (G:(z,0)) = — a..

a, kann aber nicht gleich Null sein, da sonst B verschwindet. G, (x,0) leistet
uns also jetzt dasselbe wie vorher G, (z, a).
Die Beseitigung der zweiten Randbedingung gelingt wiederum nicht nach
dieser Methode, weil dann die absolute Konvergenz der Ableitung von G (z,s)
benutzt werden’miisste, welche nicht bewiesen worden ist.
Es gilt also folgender Satz: Satz 17.

o

a
Ist Flz)=> gu(x) f Fla) pnfe)da, so konvergiert die rechte Seite auch

n=1
0

absolut und gleichmiissig, wenn F(x) stetig, F'(z), F”(x) stiickweise stetig,
b, F(o) + by Fla)=o0
ist, und fiir den Fall, dass a,= t a, ist, die Eigenfunktionen reell sind.
§ 6. Gliedweise Differenzierbarkeit und Weiterbehandelung der partiellen
Differentralgleichung.

Es bleiben im jetzigen Falle fast durchweg die Ausfiihrungen von §§ 6, 7
des vorigen Abschnittes in Geltang. Bzgl. der einmaligen Differenzierbarkeit
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ist zu sagen, dass wir uns ihnlich wie im vorigen § nur von der ersten Rand-
bedingung frei machen kénnen, im iibrigen gelten die alten Bedingungen iiber
F(x). Fir den Fall, dass a, + a, verschwindet, ist natiirlich wieder Reellitit der
Eigenfunktionen zu verlangen.

Bzgl. der zweimaligen Differenzierbarkeit kommen zu den Bedingungen des
vorigen Abschnittes noch die Bedingungen

b f"(0) + bsf" (@) = 0; L{o) = L(a)

hinzu, welche sich aus der Forderung der gleichmiissigen Konvergenz der Reihen
von f”'(x) und f(x).L(x) ergeben. Nur, wenn b, oder b, verschwindet, sind L(0)
und L(a) beliebig. Das Analogon von Satz 14 lautet also jetzt:

Ist die Funktion f(z) stetig, f (z), /" (z) stickweise stetig, und

b, f(0) + by f(a) =o,

so ist die Fourierreihe von f(x) einmal gliedweise differenzierbar, und diese Reihe
konvergiert nach Ausschluss der Randpunkte' und Unstetigkeitsstellen von f(x)
im Restintervall gleichmiissig.

Erfiillt die zweimal stetig differenzierbare Funktion f(z) die Randbedingungen,
und ist f”(x), sowie L(z) in der Form

die Gleichung

n=1

7@ =S @) [famate  e=asa

! Falls f(x) beide Randbedingungen erfiillt, konvergiert die abgeleitete Reihe bis in die
Randpunkte hinein gleichmiissig; ist @ies nicht der Fall, so kommt ein mit der Funktion G, (x,a)
gebildetes Zusatzglied hinzu. Ahnlich wie am Schluss von § 3, II ergibt sich unter Benutzung
von (10, 10a; III), dass dann z. B.

ist.

2<p,,’(o)¢,,(a)_ (6Gl(x,a; ,4)) _ bibs
An—pu - dx z=0 bi+b3

n=1
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Falls b, oder b; verschwindet, sind die Randwerte von L(x) beliebig.

Die bisherigen Sitze dieses Abschnittes sind genau analog denen des ersten
Abschnittes, mit gewissen Korrekturen bzgl. der Reellitit der Eigenfunktionen.
Bs gilt darum auch ein ganz analoger Satz iiber die Losung der partiellen
Differentialgleichung, den wir unter Ubergehung des Beweises wegen der nétigen .
Abiinderungen noch formulieren wollen.

In der Gleichung (36; I) sei k eine positive Konstante, ¢(x) und p(z) stetige
Funktionen in den Intervallen [o, a] bzw. {t, t,], ¢'(x) und ¢”(x) seien stiickweise
stetig, und, falls b, b, verschieden von Null ist,

g(0) = q(a).

Geniigt dann @.(x) der Gleichung

P (@) + (A + q(2)) palz) =0,

sowie den Randbedingungen mit dem Schema

0O a as a
(blc; b: 04); ba, =bsa,; by a; + a, by # 0,

so ist

k)

(14) U(t,z) = D\ [Anma(t) + Bapu(t)] u ()

n=i

eine Losung der partiellen Differentialgleichung, welche den Anfangsbedingungeﬁ

U(t,z) = Fl2); ((% Ult, x)) = G(2)

=ty

geniigt, wo F(x) und G(x) in [o, a] stetig differenzierbar, F"”(z) stetig, F"(x),
F&(z) und G”(x) stiickweise stetig sind, und F(x) und G(x) die obigen Rand-
bedingungen, F"”(x) ausserdem die Bedingung "

b, F"(0) + by F'"{a)=o0

erfiillt. Fir den Fall, dass a,+a, gleich Null ist, miissen p(t), g(x) und der
Koeffizient a, reell sein.
17—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 10 septembre 1930.
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4. Der Fall: ba,+ asby=B=o0.
§ 7. Die Randbedingung
u(0) = u(a) = 0; (4 =0o).
Diese Randbedingung ist fiir komplexe Diﬂ:‘ere_ntialgleichungen schon von

Kneser und Hilb! behandelt worden. Danach existieren unendlich viele Eigen-

werte von der Form

In=nr+y.

Die normierten Eigenfunktionen haben die Form

_1/ 2gn = ¥
¢n(x)—-l/as_m el

Glecsih= 2B

Es gelten die Formeln

(15)

o . @ (@) pals) =
9z 6@ s 1= Z Ta—2

Die bilineare Reihe konvergiert absolut und gleichmiissig. Daraus folgt leicht
die absolute und gleichmissige Konvergenz der Reibhen quellenmissiger Funk-
tionen, wobei man noch die Forderung der Stetigkeit fiir die erste Ableitung
durch die Forderung stiickweiser Stetigkeit ersetzen kann. Was nicht gelingt,
— natiirlich nur bei der Forderung absoluter Konvergenz —, ist die Befreiung
von den Randbedingungen, da hierzu die Ableitung der Greenschen Funktion
benétigt wird. '

Wir wollen nun den Entwickelungssatz auch noch in der bisherigen Form
beweisen.

Unter Benutzung des Fundamentalsystems v,(x), v5(z) erhilt man in der
fritheren Weise?®

! Vgl. Kneser, L. c. § 49; Hilb, Math. Ann. Bd. 71, p. 76.
? Daraus und aus der asymptotischen Darstellung folgt sofort das Vorhandensein des Gibbs-
schen Hockers.

1000
* Indem man etwa das Schema ( ) benutzt.
o010 :
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d =e e T—git ] = (T—eeo 1) (T +e 0" T) = B, M, e0%c

iy ‘ eeile—a) T . —I—eQii(x—S)
M, M, 2179
, I et it 1
(16) Gle, s )= 3, M, 270
ee?e 1 eetla—
M, M, EIT

Erfiillt die Funktion f(x) die Forderungen von Satz 2. oder 3., so gilt im Inter-
vall (0, a) die in derselben Weise wie frither sich ergebende Gleichung

lim —fd}‘f G, s: }. _fle—o)+f(x+0) _

K—o 2

—2 Pn x)ff (o) pa (@)

n=1

Zur Bestimmung des Wertes im Punkte Null berechnen wir wieder den Beitrag
des ersten Gliedes in der Entwickelung der Zihlerdeterminante nach der ersten

Reihe zum Konturintegral. Dieser ist bis auf asymptotisch verschwindende Sum-
manden ‘

27”[ gdgf z,s; Af(s)ds= *-fZQdedsf(s e_(ua)'
Zegzxeeu
27” T—ezeia f{ (s)ds+e.

Setzen wir x=0 und integrieren partiell nach s, so wird dies

1 f@ —f(o) ___[flo)

; +e,=—"—— +¢&,;
27wt | o 1—e20ic 7! 2 2
K

eefa poit l

I egi(a———s)

und entsprechend fiir den anderen Randpunkt

—fla) te
2 8
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Aus dem dritten Gliede der ersten Reibe gewinnt man den Beitrag

fla)

‘i(;i) +¢, bzw. — + ¢,
weil das von o bis 2 erstreckte Integral fortfiillt.

Das Konturintegral, und mithin die Reihe, liefert also in den Randpunkten
den Wert Null. Als notwendige Bedingung fiir die gleichmiissige Xonvergenz
ist also zu fordern, dass die Funktion f(z) beide Randbedingungen erfiillt.
Dass diese Bedingung neben der Stetigkeit im Inneren auch hinreicht, beweist
wieder der Grenzprocess x—0. Ist nimlich f{o)=o, so verschwinden alle Bei-
trige, welche den Faktor e¢Z.f(0) enthalten unter dem Integralzeichen, insbe-
sondere auch der Beitrag des ersten Gliedes, welcher allein die gleichmiissige
Konvergenz hiitte storen konnen.” .

Die absolute Konvergenz und einmalige gliedweise Differenzierbarkeit der
Reihen ergeben sich nach den bisherigen Methoden auf Grund der asympto-
tischen Darstellung der normierten Eigenfunktionen.

Es muss aber

sein, weil jetzt in den Randbedingungen gar keine Ableitung mehr auftaucht.
Bzgl. der zweiten Ableitung indern sich etwas die der Funktion f(x) auf-
zuerlegenden Bedingungen. Genau formuliert, k6nnen wir also sagen:
Erfillt fx) die Bedingungen von Satz 2. oder 3., so hat ihre Fourierent-
wickelﬁng nach den Eigenfunktionen des Randwertproblems

ulo)=ula)=o0

in den Unstetigkeitspunkten den Wert f_(ag—o):—f (zz:+o), in-den Randpunkten

den Wert Null, sonst allenthalben den Wert f(x). Die Reihe konvergiert dann
und nur dann gleichmissig in [0, al, -wenn f(x) stetig ist und beide Randbe-
dingungen erfiillt. Ist ausserdem noch f (x) und f”'(z) stiickweise stetig, so kon-
vergiert die Reihe auch absolut, darf einmal nach x gliedweise differenziert
werden und stellt mit Ausnahme der Unstetigkeitsstellen von f'(x) die Funktion
f(x) bzw. ihre Ableitung dar.



Uber die Existenz von Eigenfunktionen einer reellen Variabeln bei linearen etc. 133

Ist unter den gleichen Bedingungen®' f'(x) und f”(x) stetig, und f”(z),
sowie L{x) in der Form

z

const. + j plx)dx (¢ (x) summabel)

0

darstellbar, ausserdem f’ ’.(o)= f’(a)=o, so ist auch

F@=3 0@ [ fepade o5z,

Bzgl. der Losung der partiellen Differentialgleichung sind im Satz des (§ 6; III)
folgende Abinderungen vorzunehmen. Es sei

F(o)= Fla)=G(o)= G(a)=F"(0) = F"(a) = o,

im iibrigen gelten dieselben Bedingungen. Die Randwerte von g(x) sind beliebig.

§ 8. Die Randbedingung:

+ 24’ (0) + agula)+4'(a) =0 (o)
u(o) + iu(a) = o.

Es bleibt nun nur noch der Fall: B=o0, 4 5 0 zur Besprechung iibrig.
Wegen a,b, = a.b, ist auch a, und b, ungleich Null. Es ist

. _ . .
—B=1b,a,+asb, =b3% +ayby = a2+ a,® = 0;
2
setzt man a, = b, = 1, so ‘erhiilt man den Typ
o *17 a 1)
1 o .iz’ o/.

- s*B+4A4s+B=o - (vgl. 8. 11_3)

Aus der Gleichung

folgt

ia=1£
(17) o et=g

! Die Randwerte von L(x) sind beliebig, da ja f{(0) L(o) = f(a) L{a) = o ist.
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fiir die obere Halbebene. Fiir « erhilt man unter Benutzung des Fundamental-.

systems u,(x), uy(x), fiir welches

U U2 1
uy wy
ist, den Ausdruck
(17a) 4=T 2i—ayus(a)+u,(a)—us (a).

Fiir unsere Zwecke benétigen wir eine genauere Abschitzung von u; und u,.

Es war
z

u,(x) = cos ox + %fL’ul' sin ¢ (x—z") do’
0

z

Uy () = smgez‘ + :; f L'uy sin olx—2) dx’

0

dus o)

z
Qs —Cosext fL'ug' cos o (x—zx')dx'.

0

Wir setzen unter dem Integralzeichen fiir »,” und u,” abermals die Ausdriicke
der rechten Seite. Dann ist

x
1, (x) = cos oz + %fL' cos oz’ sin g(x—x')dx +

0
z z
+ Q—Iz f dx’' L' sin ¢ (x—2') f L"u,” sin o(x’ — z”) dz"
[ 0

x
ug(2) == Eligg—x + éfL' sin oz’ sin o (x—z)dx +
(18) 0

z z'
+ zlg f dx’ L’ sin o(x — ') f L"u” sin o(x" — ") dz"
0 1}

x
%e—a(ax—) = cos oz + %fL’ sin g2’ cos ¢ (x—2') da’ +

0

z [ 4 .
+ é f dx' L' cos o(x—Z) f L"(ouy”) sin o(z’ — z”) dz”.
0 ’ 0 ‘
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Hieraus folgt fiir den Koeffizienten von P in

(19) e (uy (a)—u,'(a),

— das Glied mit (%hebt sich fort —,

a a
208z’ __ p20%(a —2')
) . 3 é
eP”‘fL' sin g(a—22)dz’ =— fL'——-———.———da:'

2t

(20)
=% (Ite) = o),

L{z)
dx

falls man annimmt, dass d stiickweise stetig ist', und mithin partiell inte-

griert werden darf. Auch der Rest von e?¢(u,(a)—u, (a)) hat die Form 2—/},’ denn

z. B. der Restbeitrag von ¢*®u,(a) ist

z

‘291(a—z),_ - 20f(x'—z") ,
(21) —f L't IfL” (u,” i) ¢ L ax”

2z
0

Wir kénnen also schreiben

2pia
A —_ e 40t — 1
(22) Aetit= F 240t — g, ———

A

220

Die Grosse e*¢'"—1 ist fiir etwaige Nullstellen von o von grossem Betrage
. . .. nm _
sicher von Null verschieden, denn fiir ¢ = ”y und hinreichend grosses » kann

der obige Ausdruck nicht verschwinden. Wir schliessen diese Stellen also durch
Halbkreise von der oberen Halbebene aus. Fiir den Rest derselben liegt also
dann [e?¢i®—1| zwischen zwei von Null verschiedenen endlichen und von ¢ un-
abhingigen Schranken. Wir nehmen zunichst an, es sei

a, # 0. as=o,

! Dies geschieht mur der Ubersichtlichkeit halber, notwendig ist diese Annahme natirlich
nicht.
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Setzen wir die rechte Seite von (22) gleich Null, so erhalten wir

und daraus folgt, wegen ee“'=%r und daher e29‘“=£=:

epia=1iﬁ_+}£’___ ¥ ay (I_*_.%)
40 0 e

(23) ota=2nnt + lg(T%) —lgo+ %

—Rer —tig (7B —pii
¢e=R é&?; alg(+4) y+1i4

i . 2N
o= lge—r—id—— = =ufe),
sodass (23) iibergeht in:
(24) Bule) = D) + Lo,

Wir untersuchen zuniichst die Nullstellen von ®@.(¢) in der oberen Halbebene.
Trennt man Real- und Imaginiirteil, so ergeben sich fiir die zwei Unbekannten
R und ¢ die Gleichungen

®_. . 2n%
o Rcosq;-i-a r+ P
(25 a, b)

Rsinq)—l’g—R=d.

Diese besitzen, falls R hinreichend gross ist, sicher reelle Losungen. Wir neh-
men an, es sei R>R,, und R, so gewihlt, dass

o<sin¢=l—f—fR+%<1,

also 0<q’)&7t
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ist. Verlangen wir noch, dass ¢ <7f ist, so ist ¢ zu jedem R eindeutig be-

stimmt: g=¢(R). Dann ist cos ¢ positiv. Die Funktion

Rcosq>+q) Rl/l__. 1"13) +26133+62)+9’(R)

durchliuft von einem bestimmten positiven Werte an mit wachsendem R die
ganze positive reelle Achse; ist also o<, geniigend gross, so haben fiir jedes
n>n, die Gleichungen (25) genaun eine reelle Losung.

Nimmt man statt des ersten Quadranten den zweiten, gibt der Wurzel,

welche gleich cos ¢ ist, also das negative Zeichen (q) >§), so erhilt man auch

fiir die negativen ganzen Zahlen von geniigend grossem Absolutbetrag je eine
Wourzel der Gleichungen (25) und mithin von

@,(0) = o.

Diese werden natiirlich im allgemeinen zu den Wurzeln im ersten Quadranten
nicht symmetrisch liegen.

Wir zeigen nun, dass die Funktionen |®,(o)], falls wir die eben genannten
Stellen ¢,=R, ¢®r mit passend gewiihlten kleinen Konturen umgeben, auf diesen
iiber einer von n unabhiingigen positiven Schranke verbleiben.

Die Konturen C, seien die Begrenzungen der durch die Ungleichungen

R,=R,—h<R<R,+h=R,

Pr=@Pa— AP <Pp<pnt dpo=0p,; Ridp.=k

definierten Flichenstiicke, wo % und % un-
.abhiingig von » und positive endliche Zah-
len sind, welche nur so gewihlt sind, dass
die Konturen sich nicht treffen.

Aus (25b) folgt, dass sin ¢, und so-

mit g bzw. n—g¢ wie l—ngR gegen Null strebt.! /

! Der Imaginirteil von 0, wichst dagegen etwa wie lg R tber alle Grenzen.

18~305634. Acta mathematica. 56. Imprimé lo 10 septembre 1930.
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Setzen wir

nr

Re(@u() =R cos g+ £ —y— 22Z—f(R, )

le B
I(@u(e)=E sin p—EE —5—(R, 9),

so 1st nach dem Mittelwertsatz
f(Bu—h)=0—hf (Ra—0h)=—h cos @
S(Bu—h, p) = —h cos pa+ (p— ¢n)f (‘Pﬂ +6,(p— Pn)) =

= —h cos pn + —IE—(——Rl sin (i)+i)

=

le R, = -
= —h cos pu+ 1P gR , 0<|lp—gl=do, k| <k p=p.+0,(p—p,)
n

2
und dieser Ausdruck bleibt, da cos ga=1—y (lgRR,.) gesetzt werden darf, iiber

einer von » unabhingigen Schranke. Weiterhin ist

k .
9 (Rn, ps)=0+ 4 pn Rn cos (pu+ 0.4 pa) = ER" cos @
v _ + Y
——kcos¢+R k cos ¢n + R, k+R,.
— = 1
Rut iy p) =k + 22 + & [sin gy — ————
R A ey
=k+w,IgRR"; o < |r]<n;
n

auch dieser Ausdruck bleibt iiber einer von 7 unabhiingigen positiven Schranke.
Ahnliches gilt fiir die iibrigen Berandungen.
Wir konnen also schreiben fiir ¢ auf Ca

@a(0)= Dx(0) ( 1+ %)

Mittels der bekannten Schlussweise folgert man, dass im Inneren jeder Kontur
sich mindestens eine Nullstelle von  befinden muss. Aus unserem Beweisver-
fahren geht nicht hervor, ob wir auch alle Nullstellen von einem gewissen Ab-
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solutbetrage an erfasst haben im Gegensatz zu den fritheren Beweisen. Da (o)
eine gerade Funktion ist, so erhiilt man die iibrigen Nullstellen in der unteren
Halbebene durch Spiegelung am Nullpunkt. Die Nullstellen von einem gewissen,
hinreichend grossen Absolutbetrage an sind einfach, falls sie zu den im Innperen
der Konturen liegenden gehoren, denn das Gleiche gilt auch von den Nullstellen

der Grossen @,(p), deren Ableitung @, '(g) = 1— a_zé fiir grosse ¢ nicht mehr ver-

schwinden kann; die hier angewandte Schlussweise ist fiir eventuelle andere
Nullstellen von . nicht anwendbar, da man nicht weiss, ob iiberall @,(g) iiber
einer von # unabhiingigen Schranke verbleibt.

Es sei nun

as == 0. . Qg =0.

Dann zeigt die oben angewandte Methode, dass die Gleichung
d=o0

immer dann unendlich viele Wurzeln hat, wenn sich Gleichung (17) in folgender
Form schreiben Lisst

(26) e?i“=ik+e—1€-, c#0; lim ¢ = o,
4 4 lel—=

wo ¢ eine absolute Konstante ist. Dann ist niimlich

@it =" (1 +¢)

{

eta=Ilgc—klgotznmite,.

Diese Gleichung unterscheidet sich nur durch den Faktor % von (23), und Lisst
sich genau so wie diese behandeln. Wir iibergehen den Beweis und zeigen nur
noch, dass die in der letzten Behauptung geforderte Eigenschaft beispielsweise
dann vorhanden ist, wenn

L{o)  L(a)

ist. Auf der rechten Seite von (26) ist %k sicher mindestens 2, denn sie ist nach
(17a) bis auf einen Faktor gleich dem Ausdruck

B

+ 5

) , A
eQ“’(ula——ug (a)) = ?

i~



140 Georg Tautz.

Aus (20) folgt aber, dass A =% gesetzt werden kann, falls, wie wir auch jetzt

annehmen wollen, i’ix) stiickweise stetig ist. Wir bestimmen A4 genauer. Aus
(z0) folgt '
a
A_L(a)——L(o) + L(a)— L{o) ety L [[AL e + ¢2eilo—a) in
B 40 40 270 | dx 21

]

1
Nun ist nach (17) e?s =%, also e?"7=(%)“. Der zweite Summand hat also

die Form % Fiir den dritten schreiben wir
v\
=a+18, also e 7= |-——-)"=¢;lim e=o, fiir y>0
e (o) =i ’
1 1
o= e (5)

Sodann zerlegen wir iihnlich wie friiher

——1

T

Daraus erkennt man leicht, dass das Integral im letzten Summanden von der
Form ¢ ist. Es ist also

L{a)— L(o) L8

A= ‘.
40 4

Den Faktor B findet man leicht anus den Gleichungen (18)

a 3 : .
eeile—) ¢ N it O
B=fdx’L’-————.—- L7 () ety T T g
21 24
0

z'

. :
2eila—2) 4 g it U
ﬁf 4o/ L -2 2 T f L” . (ouy”et™®") - —— da’.

Multipliziert man die Binome in den Integralen aus, so ergeben sich zum
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Teil Summanden, bei denen unter wenigstens einem der beiden Integralzeichen
ein Faktor 20?7 steht®; diese haben nach dem eben Gesagten die Form ¢. Der
Rest ist

a z’ a z’
:4—‘ f dz’ . L’ j L"(ul"ee""")dx"—-% f dz' L’ f L (ouy” 2% )da” .
0 0 1] 1]

Setzt man hier abermals fiir u,”e?i*’, u,”¢??*" ihre asymptotischen Ausdriicke
(vgl. (4; I)), so erhiilt man nach Ausmultiplikation Grossen, die unter dem zweiten

Integralzeichen entweder einen Faktor e%¢%2" oder —:; haben. Die Summanden,

die gar nicht mehr von ¢ abhiingen, heben sich gerade fort. Wir erhalten also
schliesslich die Gleichung
L{a)— L(o) L L

ia — +
« 84¢* e

was wir beweisen wollten.
Damit ist das Randwertproblem in gewissen Grenzen gelost. Nicht gelungen
ist dagegen, die Darstellung willkiirlicher Funktionen zu beweisen, weder mit
Hilfe des Konturintegrals noch mittels asymptotischer Darstellung, auch nicht
im rein trigonometrischen Falle.
Wir fassen das Resultat noch einmal zusammen.
Das Randwertproblem Satz 20.

+24'(0) + ayula) + w'(a)=

)
u(o) + 7u(a)=o0

ist fir den Fall, dass a@; nicht verschwindet, fiir eine unendliche Anzahl von
A-Werten l6sbar, falls die Funktion L(x) eine stiickweise stetige Ableitung besitzt.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit, falls a; verschwindet, ist
neben der genannten Bedingung das Bestehen der Ungleichung

L{a)— L(o) #o.

Bzgl. der Eigenwerte gilt: In einem gewissen zu beiden Seiten der x-Achse
liegenden Keilgebiet, das sich mit zunehmendem |z| proportional mit lg|z| er-

weitert, liegen keine Eigenwerte.

! Abgesehen natiirlich von den zu u,” und u,” gehorigen Faktoren #¥%" welche ja die Be-
schrinktheit dieser Funktionen erst gewahrleisten.
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Schlussfolgerungen.
1. Verallgemeinerung der Differentialgleichung.
In der Differentialgleichung
(1) ¥’ t o)y’ + (Aps(@) + polally=0 (o=<z=aq)
seien die Funktionen p,(x) in [0, a] stetig und vorliufig beliebig komplex. Durch

Moultiplikation mit /7% pann man (1) auf die Form bringen

(2) L (k). ) + @A —Ualy=o.

Diese Gleichung liesse sich natiirlich auch direkt behandeln. Legt man aber

den Funktionen %, g, ! gewisse Einschriinkungen auf, so kénnen wir mit unseren

bisherigen Siitzen auskommen, indem man (2) mittels einer bekannten Trans-

formation in die bisher zu Grunde liegende Differentialgleichung transformiert.
Die zu (2) gehdrigen Randbedingungen seien

a,y(0) + ayy’(0) + azy(a) + a,y’(a)=o
b,y(0) + byy’(0) + by y(a) + by’ (a) =0

dy=dy (a,, b, beliebig komplex).

(3)

Sind die Funktionen g, %, ! reell und g, sowie k in [0, a] verschieden von Null,
dann geht durch die umkehrbar eindeutige Transformation?!

z

(4) t=——"— | Volkdz; y=z.(k.g)*,

fdex 0
0

falls noch die zweiten Ableitungen von % und g existieren, (2) und (3) iiber in:

t
! Denn Ed; ist im ganzen Intervall endlich und verschieden von Null; tiber die Transforma-

tion vgl. Kneser 1. ¢. p. 101/110.
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z+z ng//cdl' — —(—fV /kdar:) _3_102_~((;Z)) +i(-7;—z>:
(42, b)

[ & aaf (kg \] o gt [ ay _ “_4_“( (kg) ) ]
Z(O) ;_(ky)o 40 (k'l/.‘ 08[4)0_ + 5 (/1 (0) (k g )0+z(a) (kg)a 40 k‘/l galt al +

£5(0) (g Moo

[ b bya{ B\ T L B8y ipo by b (kg) \
2(0) _L-Z%(k(’%fl}/‘)o_ + 22 2(0) (k /‘g/‘)o+z(a)[ s bia (bg) -")) +

o

ag
4

| (£ g)o (k g)a 4C k' g" */a
+ B0 g =,

Dabei wurde %ﬂ= f(t) gesetzt. Man sieht, dass auch die transformierten

Koeffizienten die Orthogonalititsrelation erfiillen, falls k(o) = k(a) ist.
Sind nun g, k, I komplex, so wird im allgemeinen
t=wulx) + 7v(x)

sein. Man ist also gezwungen z als komplexe Variabele anzusehen. Die Funk-
tionen £,9,l, werden dann als regulir vorausgesetzt in einem Bereich B der
z-Ebene, dessen Bild in der {-Ebene B’ sei. Dann lassen sich die gewonnenen
Siitze iiber das Randwertproblem benutzen, wenn man anpimmt, dass das Inter-
vall 0< ¢ =g in B’ enthalten sei. Die Gleichungen (4 a, b) gelten aber nicht
bloss fiir 0 <t <a sondern in ganz B’, im Gegensatz zu den Entwickelungssitzen.
Wir gehen auf diese Moglichkeit jedoch nicht nidher ein, sondern fragen
uns vielmehr nach den Bedingungen iiber g und %, unter welchen die Trans-
formation (4) reell ausfiillt fiir reelle Werte von z.

Offenbar muss dann V—% und mithin g/% bis auf einen konstanten Faktor
selbst reell sein. Ts sei also

g_ohtigs g1kt goks + i(—g1 ks + g5 K1)
kE ki ik, ky+ k&3
_ 0kt goks
B+,

(1+2D).

@
! C=fV§77cd:v.
0
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(5) —g1 ks + g5k, =D<.‘117‘31 + gzk2)§ 7"1(92_‘D!]1)= ky(g, + Dy,),

und D reell. Daraus ergeben sich folgende Moglichkeiten:

Sind g, und ¢, linear abhingig, so sind es auch £ und %, und um-
gekehrt; beide Funktionen miissen dann im ganzen Intervall verschieden von
Null sein.

Sind g, und g, unter sich, und %, und %, unter sich linear unabhingig, so
diirfen hochstens zwei dieser Funktionen an demselben Punkte verschwinden,
und zwar miissen sie dann gleichen unteren Index haben.

Geniigen die Funktionen der Relation (5), so lisst sich leicht zeigen, dass

dann % im ganzen Intervall von Null verschieden und endlich ist.

Aus der Tatsache, dass unter den genannten Bedingungen (Relation (5))
die Transformation wmkehrbar eindeutig und reell ist, folgt sofort die Ldsbar-
keit des Randwertproblems (2), (3) in voller Allgemeinheit, da es ja fiir den Fall
(4a,b) bereits erledigt worden ist. Fiir den Entwickelungssatz miissen wir na-
tiirlich das Schema

4,
© o *1¢ a,,' I)

1 otzo
oder ein diesem #quivalentes ausschliessen. Die Transformation (4) fiihrt nim-
lich zu einem ihnlichen Schema in (4b), in welchem nur a, gefindert ist.

@.(t) seien nun die Eigenfunktionen der Aufgabe (4a,b) und f(¢) entwickel-
bar, dann folgt aus

A= gnl® f SO)ga(t)dt,

n=1

wenn wir

n(t) - Ie(z(®) - 9(=(D)] ™4 = a((8)

setzen, wo also yn(z) den Gleichungen (2), (3) geniigt:

(7) St (=), gl@) = 2 xa(e) f [F(t(e) (k(e), 9(e) ™4 (& . 9 . xa(e) dt(a).

n==1

Fiir die Funktionen y.(z) gelten die Relationen
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a

(7 a) - f 1@ 1) . k(@) g (@)} .V Tk . dz = {° nrEm
- I n=m
f]/g/kda: °
und ’
% | F(e) xale) 9(e) da
fl’g/lc 0

ist der Fourierkoeffizient von F(z). Es ist klar, dass, wenn eine Funktion F(x)
die Bedingungen (3) erfiillt, die Funktion F(z) (k(z).g(x)} als Funktion von ¢
betrachtet die Bedingungen (4b) erfiillt. Es gilt insgesamt also folgender Satz:

Sind in (2) die Funktionen I, g, k stetige komplexe Funktionen von z, g Satz 21.
und % ausserdem zweimal stetig differenzierbar und in [0, a] von Null verschieden,
erfilllen sie ausserdem die Relationen

k(o) = k(a)
klge—Dg,)=k,(9,+ Dys); k=k +iky, y=g,+29s, D bel. reell,

so ist das Randwertproblem (2),(3) losbar, notigenfalls bei gewissen Sonderbe-
dingungen im Falle (6).

Schliessen wir den letzteren Fall aus, so gilt fiir alle Funktionien, welche
die Bedingungen von Satz 2. oder 3. erfiillen, der Entwickelungssatz im Sinne
der Gleichungen (7). Eliminiert mwan aus den Randbedingungen die ersten Ab-
leitungen, soweit es geht, und erfiillt die Funktion F(x) diejenigen Randbe-
dingungen, welche keine Ableitungen mehr enthalten, so konvergiert ihre Ent-
wickelung nach Ausschluss der Unstetigkeitsstellen durch béliebig kleine offene
Intervalle im Restintervall gleichmissig. Auch iiber absolute Konvergenz und
gliedweise Differenzierbarkeit lassen sich leicht die den fritheren analogen Sitze
ableiten.

2. Zusammenfagsung der Satze iiber die Lidsung der partiellen

Differentialgleichung:
9*u *u
(8) 5?;——706—9—:;+(p(t)-—7cq(x))u=o.

19—30534. Acta mathematica. 66. Imprimé le 10 septembre 1930.
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Wir beschriinken uns auf den Fall, dass p(¢) und ¢(x) reell sind. Ausserdem
sel k positiv, p(f) und g(x) stetig, ¢'(x), ¢”'(x) stiickweise stetig fiir o<z <a,
t beliebig und

f pdz, f pdx integrierbar, sowie
0 0

q(0) = ¢(a).

Dann ist folgender Satz beweisbar:

Satz 22. Es existiert eine Losung Uf(f, x) von (8), fiir welche
Ut x) .
Ulty, ) = F(x); e = G(x) ist,
: t ==ty

wo F(z), G(z) in [0, a] stetig differenzierbar sind, aunsserdem F”'(x) stetig, G’ (),
F(z), FU(x) stickweise stetig sind. Die Randwerte dieser Funktionen sind
dabei folgenden Bedingungen unterworfen: Schreiben wir zur Abkiirzung:

F(o), F'(o), Fla), ¥'(a); G(o), G'(0), G(a), G'(a);

= U, YUy , Uy, YU ; = UV, , V3, Vg, U ;
Uy Vy a, b,
. =d’e =d’e’
Up Vp a b,

so ist in jedem Falle

dys = Jsy,
verschwindet d,;, aber nicht simtliche d,,, so sei ausserdem
F"(0)ds5 + F'(a)d,s = 0;
verschwinden aber alle d,, und in d;; simtliche Elemente!, so sei statt dessen

F'(0) F"(0) — F'(a) F"(a) =0,

! Ist dies nicht der Fall, trotzdem alle d»p gleich Null sind, so geniigt allein die Bedingung
012 =04y,
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falls ausserdem w; und u, nicht beide verschwinden. Andernfalls gelte die Be-
dingung

G'(0) F"(0) — G (a) F"'(a) = o.

Die Lésung U{¢, x) bestimmen wir in der Weise, dass wir zwei Koeffizienten-
reihen a,,b, herstellen derart, dass nicht alle 4,, verschwinden und

Sa,u, = by, = Za,vy = Zbyty =0

Ay = Ay

ist. Damit ist das Problem auf eines der bereits behandelten zurtickgefithrt.
Die Bedingung

09 =05,

ist wesentlich hervorgerufen durch die Forderung ,;=,,, an die wir uns vor-
liufig binden miissen; sie ist wie diese wohl hinreichend, aber nicht notwendig.
Der Beweis, dessen Durchfiihrung sehr weitschweifig ist, verliuft so, dass wir
zuniichst 6,,7 0 annehmen. Man bestimmt dann aus den Gleichungen 4,570

Sa,uy = Sa,v, =0, bzw. Zb,u,= Zb,v, =0

a@; und @, und #hnlich b, und b,, wobei die anderen a,, b, zunichst noch frei
withlbar sind. Aus der Forderung A,,=d,, folgt dann leicht d,;=4,,; da A,
(wie man leicht zeigen kann) ungleich Null sein muss, so ist, wie ein Vergleich
mit § 7; IL (S. 109) lehrt, die Differentialgleichung in der Tat unter den an-
gegebenen Bedingungen losbar.
Dann setzen wir d,,=0, d,, 0. Es zeigt sich, dass jetzt 4,,=o0 sein muss; §,,=0; ,,#0.
im iibrigen verliuft der Beweis #hnlich dem vorigen.®
Sodann nehmen wir d,;=4,,=0, aber nicht zugleich d;;=4J5,=0. Auch ¢,,=4,,=o.
hier muss 4, =0 genommen werden.’
Schliesslich seien alle d,,—=o0. Es wird zuniichst der Fall betrachtet

u, oder ug; 7% O,

dann kann 4,50 genommen werden.
Dann folgt die Betrachtung des Falles

! Es kommt auf den Fall III; § 6 hinaus, wo B o ist.
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hier muss 4, wieder verschwinden; jedoch kann die Grosse B des dritten Ab-
schnittes verschieden von Null angenommen werden.

Auch im Falle, dass %, oder wu, verschwindet, kann B0 angenommen
werden. ) )

Sind alle u, gleich Null, dann gelten fiir die v, dhnliche Betrachtungen
wie eben fir die w,, nur sind jetzt (o) und F’(a) durch G'(0) und G'(a) zu
ersetzen.

Damit sind alle méglichen Fiille aufgefiihrt.



