UBER LINEARE FUNKTIONALGLEICHUNGEN.
Vox
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in KonozsvAR.

Die vorliegende Arbeit behandelt das Umkehrproblem fiir eine gewisse Klasse
von linearen Transformationen stetiger Funktionen, nebst Anwendung auf die
FreEDHOLM’sche Integralgleichung. Dabei kommt es uns weniger auf neue Re-
sultate an, als auf die Erprobung einer iusserst elementaren Methode. Zu Grunde
gelegt werden einige in § 1. entwickelte Sitze iiber lineare Funktionalmannigfal-
tigkeiten, die fast unmittelbar aus der Definition der gleichméssigen Konvergenz
fliessen. Die wesentlichsten Beweise sind eine Art von Endlichkeitsbeweisen, in-
dem nimlich gezeigt wird, dass gewisse Prozesse sich nicht ins Unendliche fort-
getzen lassen, sondern notwendig abbrechen. Der wichtigste Begriff, der hiebei
zur Verwendung kommt, ist der von Herrn FricHET in die allgemeine Mengen-
lehre eingefiithrte Begriff der kompakten Menge (hier spezieller kompakte Folge),
der sich in verschiedenen Zweigen der Analysis ganz besonders bewihrt hat.
Dieser Begriff gestattet eine besonders einfache und gliickliche Formulierung der
Definition der vollstetigen Transformation, die im wesentlichen einer &hnlichen
Begriffsbildung von Herrn HiLBeRT fiir Funktionen von unendlich vielen Verin-
derlichen nachgebildet ist.

Die in der Arbeit gemachte Einschrinkung auf stetige Funktionen ist nicht
von Belang. Der in den neueren Untersuchungen iiber diverse Funktionalriume
bewanderte Leser wird die allgemeinere Verwendbarkeit der Methode sofort er-
kennen; er wird auch bemerken, dass gewisse unter diesen, so die Gesamtheit
der quadratisch integrierbaren Funktionen und der HiLBERT'sche Raum von
unendlich vielen Dimensionen noch Vereinfachungen gestatten, wihrend der hier
behandelte scheinbar einfachere Fall als Priifstein fiir die allgemeine Verwend-
barkeit betrachtet werden darf.
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§ 1. Definitionen und Hilfssiitze.

Den folgenden Betrachtungen legen wir die Gesamtheit der auf der Strecke
a <2 <b erklirten, daselbst iiberall stetigen Funktionen f(z) zu Grunde. Die
Verdnderliche « wird also fiir reell vorausgesetzt, dagegen sind als Funktionswerte
auch komplexe gestattet. Doch will ich sofort betonen, dass unsere Entwicke-
lungen auch fiir die engere Gesamtheit der reellen Funktionen ohne Weiteres
gelten.

Die zn Grunde gelegte Gesamtheit werden wir der Kiirze halber als Funk-
tionalraum bezeichnen. Ferner nennen wir Norm von f(z) und bezeichnen mit
If| den Maximalwert von |f(z)]; die Grésse || f]ist danach im Aligemeinen positiv
und verschwindet nur dann, wenn f(z) identisch verschwindet. Ferner bestehen
fiir sie die Beziehungen

vef@i=lellf @ I, + LI+ i1

Unter Distanz der Funktionen f,, f, verstehen wir die Norm |f, —f.|=|f.—1.!
ihrer Differenz. Danach ist die gleichmissige Konvergenz einer Funktionenfolge
{fs} gegen die Grenzfunktion f gleichbedeutend damit, dass die Distanz |[f— fa|
gegen Null konvergiert. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
gleichmissige Konvergenz einer Folge {f.) besteht nach dem sogenannten all-
gemeinen Konvergenzprinzip in der Beziehung |fn—fn]|—o0 flirm —o, n—oo.
Speziell wird also eine Folge {f,}, fiir welche simtliche Distanzen [f, — fn|
(m#n) eine von Null verschiedene, also wesentlich positive untere Schranke be-
sitzen, keinesfalls gleichmissig konvergieren.

Wir werden uns im folgenden mit dem Umkehrproblem fiir lineare Trans-
formationen beschiftigen. Eine Transformation 7', dic jedem Elemente f unseres
Funktionalraumes ein eindeutig bestimmtes Element 7'[f] zuordnet, soll dann
linear heissen, wenn sie distributiv und beschrinkt ist. Die Transformation heisst
distributiv, wenn identisch fiir alle f

Tel=cT[], T +£1=T[H]1+TIf.]

ist. Beschrankt heisst die Transformation dann, wenn es eine Konstante M gibt
derart, dass fiir alle f
ITII<M]|]]
ausfallt.
Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass T jede beschrinkte Funktio-
nenfolge {f,}, d. i. jede Folge, fiir welche simtliche |f,| unter einer Schranke
liegen, wieder in eine solche tiberfiihrt. Ferner folgt aus
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I T —=Tfa)i=ITU—fJIS M| f—fal,
dass jede gleichmissig konvergente Folge wieder in eine solche iiberfiihrt wird,
und dass auch die Grenzfunktionen gegenseitig einander entsprechen, kurz, dass
T stetig ist.

Die Bezeichnungen ¢7,7T,+T,, T, T,, T* sind derart naheliegend, dass sie
nicht besonders erklirt zu werden brauchen. Es leuchtet ferner unmittelbar ein,
dass die aus linearen Transformationen auf diese Weise abgeleiteteten neuen
Transformationen, also Summe, Produkt und Potenzen derselben ebenfalls linear
ausfallen.

Mit E bezeichnen wir die identische Transformation, die jede Funktion sich
selbst zuordnet. Wir werden uns nun mit der Umkehrung der Transformationen
vom Typus B= E— A beschiftigen, wo also E die identische Transformation
bedeutet, 4 aber einem speziellen Typus angehort, niamlich vollstetig ist. Um den
Begriff der Vollstetigkeit einfilhren und auch recht fassen zu kénnen, miissen wir
vorderhand noch einen andern Begriff, jenen der kompakten Folge, besprechen.

Eine Folge {f.} heisse nach FriEcHET kompakt, wenn jede Teilfolge derselben
eine gleichmissig konvergente weitere Teilfolge enthilt. Speziell ist also auch
jede gleichmissig konvergente Folge kompakt, aber nicht umgekehrt, da ja z. B.
durch Ineinanderschieben von zwei gleichmissig konvergenten Folgen mit ver-
schiedenen Grenzfunktionen auch eine kompakte Folge entsteht.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir kompakte Folgen ist schon
vor langem von ARrzZELA! angegeben worden. Wir werden davon vorliufig keinen
Gebrauch machen und begniigen uns hier damit, ein Merkmal anzugeben, an
dessen Fehlen sich dann in gegebenem Falle erkennen lasst, dass eine vorgelegte
Folge nicht kompakt ist. Dieses Merkmal besteht darin, dass fiir jede kompakte
Folge {f,} die untere Schranke der Distanzen |fm— fn! (i n) gleich Null sein muss,
da ja die Folge gleichmissig konvergente Folgen enthilt.

Eine weitere Eigenschaft kompakter Folgen, auf die es uns hier ankommt,
besteht darin, dass jede kompakte Folge zugleich beschrdnkt ist. Denn im entge-
gengesetzten Falle miisste sie ja eine Teilfolge mit monoton ins Unendliche wach-
senden Normen enthalten, deren simtliche weitere Teilfolgen dann dieselbe Ki-
genschaft besissen, und somit keinc derselben gleichmissig konvergent sein kénnte.
Jede kompakte Folge ist somit beschrinkt. Dagegen braucht nicht jede beschrinkte
Folge kompakt zu sein; z. B. ist fiir o<z <1 die Folge f,(z)= 2" beschrinkt,
aber nicht kompakt, da sie und also auch simtliche Teilfolgen gegen eine fiir
x =1 unstetige Funktion konvergieren.

! C. Arzerd, »Sulle funzioni di linee», Memorie d. R. Accad. d. Scienze di Bologna, serie 5,
t. 'V (1895), S. 225—244,

Acta mathematica. 41. Imprimé le 5 décembre 1916, 10
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Auf der soeben hervorgehobenen Tatsache, dass nimlich eine Folge be-
schrinkt sein kann, ohne kompakt zu sein, beruht nun das Spezielle der vollstetigen
linearen Transformation gegeniiber der allgemeinen. Jede lineare Transformation
iiberfiihrt nimlich, wie wir schon gesagt haben, beschrinkte Folgen in beschriinkte,
gleichmissig konvergente Folgen in gleichmiissig konvergente und somit auch
kompakte Folgen in kompakte. Wir erkliren nun: eine lineare Transformation
heisse vollstetig, wenn sie jede beschrinkte Folge in eine kompakte iiberfiihrt.

Einfachste Beispiele von volistetigen Transformationen sind: 7T'[f]= f(a), die
also jede Funktion f(x) in eine iiberall konstante Funktion = f (a) iiberfiihrt;
dann 7' [f]={(a)+ f(b) x oder allgemeiner 7T [f1={f(a,)g,(x)+ - +f (am) gm (X), WO
@,y Am, Gy - > Gm gegebene Stellen des Intervalls (a, b) resp. gegebene stetige Funk-
tionen sind. Weitere Beispiele liefern das Integral

Tif= |{@ds
und allgemeiner das Integral

b
K[f]=jK(x,y)f(y>d1 ,

mit dem wir uns bei der Anwendung der zu gewinnenden allgemeineren Resul-
tate auf die FREDHOLM’sche Integralgleichung niher beschiftigen werden. Das
einfachcte Beispiel einer nichté vollstetigen Transformation bietet die identische
Transformation Z, die ja jede Folge, also auch jede beschrinkte, aber nicht kom-
pakte Folge in sich iiberfiibrt.

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass das Produkt T, T, sicher voll-
slettg wird, wenn wenigstens eine der beiden Faktoren vollstetig ist. Da ferner aus
gleichmiissig konvergenten, also auch aus kompakten Folgen durch Multiplikation
mit einer Konstanten oder durch gliedweise Addition wieder gleichmissig kon-
vergente resp. kompakte Folgen entstehen, so folgt, dass zugleich mit 7,7, T,
auch ¢7 und T, + T, vollstetig sind.

Wir haben noch einen Begriff zu erldutern, der fiir die folgenden Unter-
suchungen grundlegend ist, nimlich den Begriff der linearen Mannigfaltigkeit. Dar-
unter verstehen wir jede Mannigfaltigkeit von Elementen unseres Funktionalrau-
mes, die folgenden Bedingungen geniigt: 1) mit f, f,, f, zugleich sind auch cf, f, +f,
darin enthalten; 2) sind die Elemente einer gleichmissig konvergenten Folge
{fn} darin enthalten, so ist es auch die Grenzfunktion f. Beispiele fiir lineare Man-
nigfaltigkeiten bietet der Funktionalraum selbst, dann, um gleich das andere
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Extrem zu nennen, die aus der einzigen Funktion f= o bestehende Mannigfaltig-
keit. Ferner werden, wie dies unmittelbar aus der Definition folgt, durch jede
beliecbige Funktionenmenge zwei lineare Mannigfaltigkeiten mitbestimmt, ndmlich 1)
die Gesamtheit der linearen Verbindungen und deren Grenzfunktionen (im Sinne
gleichmissiger Konvergenz), z).die Gesamtheit jener stetigen Funktionen, fir
welche das mit jeder beliebigen Funktion der Menge gebildete Produktintegral
gleich Null ist.

Wir wollen nun einige fast unmittelbar aus den Definitionen fliessende Sitze
iiber lineare Mannigfaltigkeiten aufstellen, die uns fiir die folgenden Untersu-
chungen als Hilfssitze dienen werden.

Hilfssatz 1. Ist L eine beliebige lineare Mannigfaltigkeit und g eine Funktion,
die ihr nicht angehort, dann gibt es in L eine Funktion f, derait, dass fiir sémtliche
Funktionen f in L die Ungleichung besteht:

tlg—fl>%g—1 1

Beweis. Da die Funktion g nicht der Mannigfaltigkeit L angehdrt, so ist
die untere Grenze d der Distanzen [g— f| von Null verschieden; denn im entge-
gengesetzten Falle wiirde L eine gegen g gleichmissig konvergierende Folge, also
auch g enthalten. Wir wihlen nun f, so, dass |g— f,| < 2d wird; da andererseits
fiir alle f die Distanz |g—f| > d ist, so folgt unsere Ungleichung.

Hilfssatz 2. Ist von den beiden linearen Mannigfaltigkeiten L,, L, die eine,
L,, echter Teil von L,, d. h. ist L, in L, enthalten, ohne damit identisch zu sein,
so gibt es in L, eine Funktion g, derart, dass einerseits

Iiglh=1’

andererseits fiir alle Elemente | von L,

H g9 — .f i i %‘
ausfdallt.
Beweis. Nach Voraussetzung enthilt L, wenigstens ein Element g, welches
nicht zu L, gehort. Nach Hilfssatz 1. gibt es nun in I, ein Element f,, so dass
fiir alle f in L, die Ungleichung besteht

lg— /i1
lg—1f.1=2
Wir setzen
g'_fz .

"= —1r
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dann ist also |g,|==1, ferner ist g, als lineare Verbindung von ¢ und f, in L,
enthalten und endlich ist

lg.—fl—| gjg__fiFrg—i-z—eig—fziifl?_ g9—1s

lg—11 7 lg—1.1 Cle—1LT

wo die Funktion f,=f, + |g—/f,! f als lineare Verbindung von f, und f in L, ent-
halten ist; also ist auch
g—1Iil 1

igl—fU=Hg—_7;’”ié-

In beiden Hilfssitzen ldsst sich die Zahl —: evidentermassen durch jede be-

liebige positive Zahl < 1 ersetzen. Dagegen kann man sie im allgemeinen nicht
durch 1 selbst ersetzen. Nehmen wir z. B. als L, die Gesamtheit jener Funktio-
nen, fir welche g (a)=o ist, als L, aber jene, fiir welche ausserdem noch das
iiber (a, b) erstreckte Integral verschwindet. Dann sind die Voraussetzungen des
Hilfssatzes 2. erfiillt. Wiirde es nun eine Funktion ¢, in L, geben derart, dass
lg,| = 1 und dass fiir alle f aus L, die Distanz |g, — f| > 1 wiire, alsdann miisste diese
Funktion g, auch noch die weitere Extremaleigenschaft besitzen, unter allen g aus L,,
fir welche |g| <1 ist, das Integral von g dem absoluten Werte nach zu einem
Maximum zu machen, Denn gibe es eine Funktion ¢, in L,, fiir welche |g,|<1
und das Integral grosser als fiir g, ausfiele, dann wiirde sich aus der Gleichung

b b

fgl(x)dx——s [0 (@)dz—o

a a

eine Zahl & ergeben, fiir welche |§|< 1 wire und andererseits die Funktion
f=9,—&g, zu L, gehorte. Dann wire aber ‘g, —fi=1|&g, 1 <|&] < 1, gegen un-
sere Annahme. Also erreicht der absolute Wert des Integrals bei g, sein Maximum.
Nun ist aber wegen der Bedingung ! g! < 1 dieses Maximum sicher < b—a, an-
dererseits kommt man aber an diesen Wert b — a beliebig nahe heran dureh Funk-
tionen ¢, die fast iiberall gleich r sind und nur nahe bei a stetig in o iibergehen.
Also ist das Integral von ¢, dem absoluten Werte nach gleich b —a, d. i. der
Linge des Integrationsintervalls. Das wire aber wegen der Stetigkeit von g, und
wegen |g,| =1 nur so moglich, wenn tiberall |g, | = 1 wire, was jedoch der An-
nahme ¢, (@) = o widerspricht.

Das soeben besprochene Beispiel zeigt also, dass in Hilfssatz 2. die Zahl 2

nicht allgemein durch 1 ersetzt werden darf. Ein entsprechendes Beispiel fiir
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Hilfssatz 1. erhilt man, indem man fiir L die soeben benutzte Mannigfaltigkeit
L, wihlt, fiir ¢ aber z. B. die Funktion x — a oder jede beliebige Funktion aus
L,, die nicht zugleich L, angehért. In einem speziellen Falle ldsst sich jedoch in
beiden Satzen sicher die Zahl 1 verwenden, nimlich dann, wenn L resp. L, von
endlicher Dimensionszahl sind. Hierunter verstehen wir den Fall, wo simtliche
Elemente der Mannigfaltigkeit als lineare Verbindungen aus einer endlichen An-
zahl unter ihnen dargestellt werden konnen. Es geniigt, wenn wir nur den ersten
Hilfssatz entsprechend umformen.

Hilfssatz 3. Ist L eine lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimensionszahl und
g eine Funktion, die ihr nicht angehort, dann gibt es in L eine Funktion ¥ derart,
dass [fir sdmiliche f in L die Ungleichung besteht

lg—11=lg—1*:

Der Beweis dieser Behauptung stiitzt sich auf den

Hilfssatz 4. Wenn eine aus den Elementen einer linearen Mannigfaltigkeit
endlicher Dimensionszahl gebildete Folge beschrankt ist, so ist sie auch kompakt.

Beweis der Hilfssdtze 4. und 3. Nach Voraussetzung lassen sich alle Elemente
der Mannigfaltigkeit in der Form

g=c¢ g, +¢, 9+ +ckgr

darstellen. Wir diirfen voraussetzen, dass die als Basis der Darstellung dienenden
Funktionen g¢,,---, gx linear unabhingig sind; im entgegengesetzten Fall wiirden
wir die iiberfliissigen weglassen. Um 4. zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen,
dass aus der Annahme einer Schranke fiir

;[9”=”0191 + ok cr g

das Vorhandensein ciner entsprechenden Schranke fiir alle |c;| folgt, dass also
fiir eine beschrinkte Folge von Elementen g auch die entsprechenden Punkte
(¢,,---,cx) des k-dimensionalen Raumes eine beschrinkte Folge bilden, woraus
uann Hilfssatz 4. auf Grund des BoLzano-WEIERSTRASS’schen Satzes unmittel-
bar folgt.

Es bleibt somit nur zu zeigen, dass die Beschrinktheit von | g| auch eine
Schranke fiir die |c;| bedingt. Die entgegengesetzte Annahme wiirde die Existenz
einer beschrinkten Folge von Funktionen g nach sich ziehen, fiir welche die ent-
sprechenden Summen |¢, |+ ---+ | ci | itber jede Grenze wachsen. Aus dieser Folge
wiirde, indem man jede Funktion durch die entsprechende Summe |¢,| + -+ + | x|
dividiert, eine neue, gleichmiissig gegen Null konvergierende Folge entsteben,
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fiir deren simtliche Elemente |¢,|+---+|cx|= 1 wire. Auf Grund des BoLzano-
WEIERSTRASS’schen Satzes wiirde es dann eine Teilfolge geben, fiir welche die Koef-
fizienten c¢; gegen entsprechende Grenzwerte ¢} konvergierten; und es wire auch
feil+ - +|ck|=1. Da nun aus ¢, —c?*, -, c;— cf auch

gt tergr—cig +-Ck gk

folgt, wahrend andererseits bereits die ganze Folge, also auch die Teilfolge ge-
gen Null konvergiert, so miisste c¢¥g, +---+ cf g =0, also wegen der vorausge-
setzten Unabhingigkeit der Funktionen g¢,,---,qx auch ¢} =o0,---,cf=o0 ausfal-
len; dem widerspricht aber die Beziehung |c*|+---+]cf|=1.

Damit ist der Beweis fiir 4. erbracht. Nun folgt 3. aus 4. durch folgende
Uberlegung. Es handelt sich darum, zu zeigen, dass | g — f| ihre untere Schranke
wirklich erreicht. Es sei {f,} eine Folge, fiir welche [¢— f,!| gegen die untere
Schranke d von g — f| konvergiert, dann ist die Folge {g — f,.} sicher beschrinkt
und wegen [f,i<{g|+!g—/f,| ist es auch die Folge {f.}. Nach Hilfssatz 4. ist
dann die beschrinkte Folge {f,} anch kompakt. Also gibt es eine gleichmissig
konvergente Teilfolge und die Grenzfunktion f* dieser Teilfolge besitzt wegen
lg—1*1<lg—fal+|fa—f*'—d die gewiinschte Eigenschaft, ein Minimum fiir
lg —f| zu liefern.

Der Hilfssatz 5., den wir nun aufstellen, ist ein Gegenstiick zu Hilfssatz 4.;
er sagt ndmlich aus, dass die Kompaktheit simtlicher beschrinkter Folgen fir
die linearen Mannigfaltigkeiten von endlicher Dimensionszahl charakteristisch ist.

Hilfssatz 5. Wenn jede beschrankte Folge von Elementen einer linearen Man-
nigfaltigkeit kompakt ist, so ist die Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl.

Beweis. Im entgegengesetzten Falle wiirde die Mannigfaltigkeit eine Folge
{g»} enthalten, deren simtliche Elemente von den iibrigen linear unabhiingig sind,
d. i. keines derselben lisst sich als lineare Verbindung der Vorangehenden dar-
stellen. Bezeichnen wir mit L; die Gesamtheit der linearen Verbindungen von
9i, > gr; dann .ist g4, sicher nicht in L; enthalten. Andererseits ist L; eine
lineare Mannigfaltigkeit; denn einerseits enthilt sie simtliche lineare Verbin-
dungen ihrer Elemente, andererseits aber folgt, wie wir dies bei dem Beweise
von Hilfssatz 4. auseinandersetzten, aus ¢, g, + --- + ¢z gx|— 0 auch ¢, —o, -, cx—o0
und somit aus der gleichmassigen Konvergenz einer Folge {g™® = c{ g, + --- + c{gs}
gegen eine Grenzfunktion g* auch die Konvergenz der Koeffizienten c{ gegen ent-
sprechende Grenzwerte ¢}, so dass g* —=clg, +--- + cigr ausfillt, also der Man-
nigfaltigkeit L; angehort. Da ferner L, echter Teil von Ly, ist, so gibt es in
Ly nach Hilfssatz 2. sicher eine Funktion f; derart, dass | fx] = 1 ist, wéhrend
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ihre Distanz von jeder Funktion aus L; wenigstens /s ausmacht.! Die Funktio-
nen fi (k=1,2,...) bilden wegen |fij= 1 eine beschrinkte Folge. Andererseits

aber f; der Mannigfaltigkeit L; angehort. Also ist die untere Schranke der Di-
stanzen [f;—/fil (¢ #k) von Null verschieden und die beschrdnkte Folge If.} ist
somit nicht kompakt.

Hilfssatz 6. Haben die linearen Mannigfaltigkeiten L, und L, ausser f=—o
kein gemeinsames Element, und ist wenigstens eine der beiden Mannigfaltighkeiten
von endlicher Dimensionszahl, dann gibt es eine Konstanie C derart, dass fir jedes
Element | aus L, und jedes Element g aus L, )

ifi+lgi<Clf+gl.

Beweis. Im entgegengesetzten Falle wiirde es je eine Folge {f,} und {g,}
geben derart, dass |[fn] +|gn|>n|fa+ gal, und wir diirfen auch ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit |f.[+ [ga]|= x voraussetzen, da dies durch Division von
f» und g, durch [/, |+ ]gn| stets erreicht werden kann. Nun sei z. B. L, von end-
licher Dimensionszahl, dann ist die beschrinkte Folge {f.} nach Hilfssatz 4. auch
kompakt; es gibt daher eine gleichmissig konvergente Teilfolge f™ — f*. Da fer-
ner [f® 4 g»j < :;—ﬂo, also gleichmissig f® 4 ¢ — o0, so wird auch gleichmaissig
9™ — —1*. Daraus folgt einerseits | [/ —|f*/ 2igm| — ' — f¥ —|f*! und somit
wegen | f™| +gm|—=1 auch z{f*|=1; andererseits miisste f* als Grenzfunktion
von {f®} resp. von {— g} beiden Mannigfaltigkeiten L,, L, angehdren und somit

iiberall verschwinden, was jedoch der soeben bewiesenen Beziehung 2{f*! =1
widerspricht.

§ 2. Die Umkehrung der linearen Transformation.

Wir betrachten die Transformation B—E — A, wo E die identische, A aber
eine wollstetige lineare Transformation unseres Funktionenraumes bedeuten. Die
homogene Funktionalgleichung B[g] = o hat sicher eine Losung, namlich die

! Da Lk von-endlicher Dimensionszahl ist, liesse sich 2 durch 1 ersetzen; doch kommt es
uns hier auf diese tiefer liegende Tatsache nicht an; der entsprechende Hilfssatz 3. gelangt
erst spiter zur Verwendung.

? Die Grenzgleichung | /| —| f*| fiir jede gleichmissig konvergente Folge f(n)— f* er.
hilt man am einfachsten aus den beiden Ungleichungen || f*{| < | f*— fim ! 4+ 170 | fin) | <
L\ f* =S| £ £*] und aus der Grenzgleichung [[f* — f(» | —o.



80 Friedrich Riesz.

Funktion, die iiberall gleich Null ist. Ausser dieser »identisch verschwindenden»
Losung konnen noch weitere auftreten. Die Gesamtheit der Ldsungen bildet eine
lineare Mannigfaltigkeit, da ja wegen Distributivitit und Stetigkeit der linearen
Transformationen jede lineare Verbindung von Lésungen und auch jede Grenz-
funktion im Sinne gleichmissiger Konvergenz ebenfalls Losungen sind. Die spe-
zielle Voraussetzung, dass A4 wvollstetig ist, gestattet nun, die Mannigfaltigkeit der
Losungen ndher zu charakterisieren.
Satz 1. Die Losungen der homogenen Gleichung

Blpl=o0

bilden eine lineare Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl.

Beweis. Wegen E =4+ B ist fiir die Losungen ¢ = A[¢], d. i. simt-
liche Elemente unserer linearen Mannigfaltigkeit werden durch A in sich selbst tiber-
fithrt. Da A vollstetig ist, so iibergeht jede beschrankte Teilfolge in eine kom-
pakte, und da sie andererseits in sich selbst iibergeht, so ist jede beschrinkte
Teilfolge kompakt. Also ist die Mannigfaltigkeit nach Hilfssatz 5. von endlicher
Dimensionszahl.

Satz 1'. Die Losungen der homogenen Gleichung

Brlgl=o

bilden eine lineare Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl.
Beweis. Die Transformation

Br=(E—~Ar<=E—AME—---)=E—C
ist vom selben Typus wie B selbst; die Transformation
C=A4A(nk—---)

ist namlich als Produkt zweier Transformationen, von denen die eine, 4, voll-
stetig ist, ebenfalls vollétetig. Also ist 1'. ein Korollar von 1.

Bevor wir den Satz 2. aussprechen, bemerken wir zunéchst, dass jede Lo-
sung der Gleichung B*[p] = o wegen Bs+! = BB" auch die Gleichung B**'{gp] =0
befriedigt. Also definieren die Gleichungen B"[¢]=o0 fiir n=1,2,... eine Folge
von linearen Mannigfaltigkeiten, deren jede in allen Folgenden enthalten ist. Es
fragt sich nun, ob die einzelnen Mannigfaltigkeiten echte Teile der folgenden sind ?
Vor allem ist klar, dass wenn z. B. die m-te Mannigfaltigkeit kein echter Teil
der m + 1~ten und also mit dieser identisch ist, dies dann auch fiir alle folgenden
der Fall ist. Gibe es niamlich eine erste Mannigfaltigkeit, fiir welche dies nicht
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mehr zutrifft, und bezeichnen wir den entsprechenden Exponent mit » + 1, so
wiirde es also eine Funktion ¢ geben, fiir welche B#+![p] = o, B*[¢] # o wire. Wir
setzen Y= B*—m{g]; dann wird Bm+![¢]= B*+[p]= o und B7[yY]= B"[¢p]= o,
d. i. es wire schon die m + 1-te Mannigfaltigkeit nicht mehr mit der m-ten iden-
tisch, entgegen der Voraussetzung.

Es sind also nur zwei Fille moglich: entweder treten bei jedem Schritte
neue Losungen auf, oder es bricht dies bei einem Exponenten n ab, von wo an
simtliche Mannigfaltigkeiten identisch sind. Der nun zu beweisende Satz 2. wird
den ersten Fall ausschliessen.

Satz 2. Es gibt eine Zahl v derart, dass fiir n>v jede Losung der Gleichung
Brlgl=o0
auch schon die Gleichung
B[} =o
befriedigt, wihrend fiir n <v die Qleichung
Bn+l [(p] =0
auch neue, d. i. solche Losungen besitzt, welche die Gleichung

Byl =o
nicht befriedigen.

Beweis. Im entgegengesetzten Falle miisste es fiir jedes n auf Grund des
Hilfssatzes 2. ecine Funktion ¢, geben, fiir welche B*+1[¢,] = o, |¢n] = 1 ist, wih-

rend fiir jede Funktion ¢, die schon die Gleichung B*[¢] = o befriedigt, |¢n— ¢ ||;:—
ausfillt. Die Funktionen ¢, bilden fiir n =1, 2, ... eine beschrinkte Folge; also
bilden, da A vollstetig ist, die Funktionen g, = 4 [¢,] eine kompakte Folge. Be-
trachten wir die Differenz

In—gm = A[Pn— pm],

wo m<n. Da A= F— B ist, so wird

gn—Ggm = Pn— (Pm + Bpa] — Bpm]) = ¢n—p,
wo wegen m<n
B[] = B*[@n] + B**1[p,] — B [gm] =0

ist. Also ist
Acta mathematica. 41. Imprimé le 3 décombre 1916, 1
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i .1t
G Gmi = 2

und somit ist die Folge {g,} sicher nicht kompakt. Unsere Annahme fiihrt also
zu einem Widerspruch. Definieren wir ncch B°= E, so ist auch der Fall v=o,
d. i. der Fall, wo die homogene Gleichung ausser der identisch verschwindenden
keine Losung zulédsst, in dem Satze mit inbegriffen.

Aus Satz 2. folgt sofort der

Satz 3. Hat die Gleichung

Blpl=g

fiir jede beliebig gegebene stetige Funktion g eine Losung, so ist diese Losung ein-
deutig bestimmi.

Beweis. Mit anderen Worten sagt der Satz aus, dass wenn die inhomogene
Gleichung ohne Ausnahme lésbar ist, die entsprechende homogene Gleichung ausser
der identisch verschwindenden keine weitere Lisung besitzt. Dies zeigen wir wie
folgt. Hitte die Gleichung B[p]=o0 auch eine nicht identisch verschwindende
Losung ¢,, so sei ¢, eine Losung der Gleichung B[¢]=¢,, ¢, eine Losung der
Gleichung B[¢p] =, u. s. f., allgemein ¢, eine Lisung der Gleichung B[¢p]=¢n.
Dann wiire fiir jedes n > 1 die Funktion B*[¢,] =0 und B*—1[¢,] » 0. Dies aber
widerspricht dem Satze 2.

Wir lassen nun die Voraussetzung des Satzes 3. fallen und fragen ganz all-
gemein, wie die Mannigfaltigkeit der Funktionen g, fiic welche die Gleichung las-
bar ist, ausschaut? Die Antwort erteilt der Satz 5.; der Satz 4. bereitet den
Beweis des Satzes 5. vor.

Satz 4. Es gibt eine nur von der Transformation B abhingende Konstante G
derart, dass 1mmer, wenn die Gleichung

Bigl=yg
losbar ist, fiir wenigstens eine der Losungen

lel<@lgl
ausfdllt.
Beweis. Ist ¢ eine Losung, so ist die allgemeine Ldsung ¢ —f, wo f eine
beliebige Losung der homogenen Gleichung B[f] = o bedeutet. Da die Funktionen
f nach Satz 1. eine lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimensionszahl bilden, so

! Auch hier lidsst sich die Zahl Y2 durch 1 ersetzen, da ja alle in Betracht kommenden
Mannigfaltigkeiten von endlicher Dimensionszahl sind.
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gibt es unter ihnen auf Grund von Hilfssatz 3. eine Funktion f* derart, dass
fiir alle f

fp—ri<le—{l

ist. Dann ist aber die Funktion ¢* = ¢ — f* eine Minimalldsung der Gleichung

B[p] =g, so dass also fur alle der homogenen Gleichung B[f] = o gentigenden

f die Ungleichung [¢@*| <|¢* — f| besteht. Der Satz 4. wird bewiesen sein, wenn
It ¥

wir zeigen, dass die Quotienten %T” fiir alle g, fiir welche die Gleichung iiber-
i

haupt l6sbar ist, unterhalb einer gemeinsamen Schranke ¢ liegen. Die entgegen-
gesetzte Annahme wiirde die Existenz einer Folge {g., mit entsprechenden Mini-
mallésungen ¢4 nach sich ziehen, fiir welche

loal _
| gal

> 00,

Da nun ce¢, eine zu cg, gehdrige Minimallgsung ist, so kdnnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit |¢;|=1 und somit |g,;— o annehmen. Nun ist
also die Folge {¢7 } beschrinkt, also die Folge der Funktionen 4 [¢}] kompakt,
sie enthilt daher sicher eine gleichmissig konvergente Teilfolge

Afph]— o™
Da ferner £ = A + B und also

P = A[pn]+ Blgn]= A[pn] + gny
ist, und g,, gleichmissig gegen o konvergiert, so ist ebenfalls gleichmissig
(p:k N (pt$-

Daraus folgt Blpn,]— Blp*™], und da andererseits B[¢s,] = gn, — 0, 8O erhal-
ten wir
Bip*]=o.

Also wire @** auch eine Losung f der homogenen Gleichung und daher |7, —
—@* || > |pn, | =1 fiir alle k, was aber der gleichmissigen Konvergenz ¢z, — ¢**
widerspricht.

Satz 5. Die Transformation B tiberfiihrt den Funktionalraum in eine lineare
Mannigfaltigkeit.

Beweis. Aus der Distributivitit der Transformation B folgt unmittelbar,
dass die Transformierte mit g¢,g,,g, zugleich auch cg and g, + g, enthilt. Es
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bleibt zu zeigen, dass fiir jede gleichmissig konvergente Folge g, — g*, fiir welche
alle g, zu der transformierten Mannigfaltigkeit gehoren, dies auch fiir die Grenz-
funktion g* der Fall ist; mit andern Worten, dass zugleich mit den Gleichungen
B[p]l = g. auch die Gleichung B[¢] = g* wenigstens eine Losung besilzt. Zu die-
sem Zwecke wihlen wir aus der Folge {g.) eine Teilfolge {g™} derart, dass

I

lg* — g™ < i

werde; dann wird auch
| | T I I
[gin¥h — gt | < [lg* — g+l | 4 fg* — g™ | < 2n°

Ferner sei ¢, eine Losung der Gleichung B[¢] =g, ¢, aber fir n=1,2,... je
eine solche Losung der Gleichungen

Blp] = g+t — gt

fiir welche laut Satz 4.

fpnl < GllgtntD — gim| < Z—Cf.

ist. Alsdann konvergiert die unendliche Reibe ¢, + ¢, +--- absolut und gleich-
missig; ferner wird

B[(l)u.{_(pl+...+(/)n]=g(n+l)—.>g"

und somit ist fiir die Summe ¢* der Reihe B[¢*]=g*. Also hat auch die Glei-
chung B[¢] =—g¢* wenigstens eine Losung.

Dem Satze 6. schicken wir folgende Bemerkungen voran: Da die Transfor-
mationen B", wie wir schon gelegentlich des Satzes 1'. bemerkten, von demselben
Typus sind wie B selbst, so darf man den Satz 5. auch auf diese Transformatio-
nen anwenden; danach iiberfithrt jede der Transformationen B» den Funktional-
raum in je eine lineare Mannigfaltigkeit L,. Da der Funktionalraum, den wir
hier mit L, bezeichnen wollen, die Mannigfaltigkeit L, enthalt und da L, und
Lyy1 aus L, und L, durch Anwendung ein und derselben Transformation, nimlich
von Bn, entstehen, so ist auch L,4; in L, enthalten. Wir fragen nun, ob Ly,
echter Teil von L, ist oder aber die beiden identisch sind. Es leuchtet unmittel-
bar ein, dass in dem in Satz 3. behandelten Falle, wo L,= L, ist, d. i. L, simt-
liche Funktionen enthilt, dies auch fiir alle L, zutrifft. Aligemeiner folgt aus
Lyy1= Ly, die Beziehung L, = Ly, fiir alle n >m. Es sind also bienach nur zwei
Fille moglich: entweder es fallen bei jedem Schritte Elemente weg, oder aber ist
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dies nur bis zu einem gewissen n der Fall, von wo an dann simtliche Mannig-
faltigkeiten identisch sind. Wir wollen zeigen, dass immer das Letztere statt-
findet.

Satz 6. Es gibt eine Zahl v derart, dass fiir n > v immer L, = L, wird, wih-
rend fir n < v die Mannigfaltigkeit L, echter Teil von L, ist. Diese und die in
Satz 2. definierte Zahl v sind identisch.

Beweis. Um die Existenz einer Schwelle » von der geforderten Eigenschaft
zu beweisen, haben wir nur noch zu zeigen, dass L,y nicht fir alle n echter Teil
von L, sein kann.

Ist L,y echter Teil von L,, so gibt es nach Hilfssatz 2. eine Funktion g,
in L, derart, dass | gn] =1 ist und dass fiir alle Funktionen ¢ aus L,4; die Un-

gleichung Hg,.—g”ig besteht. Wire dies nun fiir alle n der Fall, so gibe es

eine entsprechende unendliche Folge {g.}. Da 4 =FE— B ist, so wire also
fir m<n

Algm] —Algn]l = gm— (gn+ Blgm] — Blgn)) = 9gm— 9,

wo alle 3 Glieder des unter g zusammengefassten Ausdruckes, somit auch g selbst
in L4 enhalten sind. Daraus aber folgt

| 41gm) — Algnll = gm—g] 2.

Diese Ungleichung widerspricht aber dem Umstande, dass die Folge {4 [ga.]},
die aus der beschrinkten Folge {g.} durch Anwendung einer vollstetigen Trans-
formation entsteht, kompakt sein muss. Damit ist die Existenz einer Schwelle
» bewiesen.

Um nun auch die zweite Behauptung des Satzes zu beweisen, bemerken wir
zuniichst, dass die Gleichung B[¢] =g, wo g eine Funktion aus L, ist, wenigsfens
eine Losung ¢ in L, besitzen muss, da ja L, durch B in sich iibergeht. Wir be-
haupten nun, dass es in L, eine und nur eine Losung gibt, miv anderen Worten,
dass die homogene Gleichung B [pl= o ausser der identisch verschwindenden aus L,
keine Losung zuldsst. Der Beweis lautet dhnlich wie fiir den spezielleren Satz 3.,
der dem Fall v=o entspricht. Gibe es in L, eine nicht identisch verschwin-
dende Losung ¢,, so sei ¢, eine Losung aus L, der Gleichung B[¢]~ ¢,, ¢, eine
Losung aus L, der Gleichung B[p]=¢,, u. s. f. Dann wire fiir jedes n > 1
Br[gp,] =0, B*—1[p,] »# 0, was jedoch dem Satze z. widerspricht.

Aus der soeben bewiesenen Behauptung folgt nun, dass jede Losung der
Gleichung B*+1[p] = o auch die Gleichung B*[¢] = o befriedigt, da ja sonst die Funk-
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tion ¢, = B[¢] eine nicht identisch verschwindende Losung aus L, der Gleichung
By} =0 wire. Andererseits lisst sich fiir jedes » < » eine Lésung von B**l{p}=0
finden, fur velche Br{¢]=o ist. Zu diesem Zwecke wihle man irgend eine Funk-
tion f aus L,_,—1, die aber der nichstfolgenden Mannigfaltigkeit L,_, nicht mehr
angehort und fiir welche B»[f]=o ist. Solche Funktionen gibt es sicher in der
Menge L,—,—1— L,_,, denn sonst miisste die Menge L, _,— L, leer ausfallen, d. h.
es wire L, = L,—,. Die Funktion g = B#**![f] liegt in L, und es gibt somit auch
eine Funktion f, in L,, fir welche Bnt![f]=g ist. Dann befriedigt wegen
Br+1{f] = Br+1[f] die Funktion ¢ =f—f, die Gleichung B"+![¢]=o; dagegen
ist B7[¢p]= B*[f]— B*[f,] %<0, da B"[f,] der Mannigfaltigkeit L, angehort, wih-
rend B%[f] nur in L,_;, aber nicht in L, enthalten ist.

Somit besitzt unsere Zahl » auch die durch Satz 2. geforderten Eigenschaften.

Der folgende Satz 7., der aus den Sétzen 2., 3., 4. und 6. fast unmittelbar
folgt, enthalt als Spezialfall die FREDHOLM sche Alternative bez. Losbarkeit der
homogenen und der inhomogenen Integralgleichung.

Satz 7. Entweder ldsst sich die Transformation B umkehren, d. h. es gibt eine
inverse lineare Transformation B—!, [ir welche BB—'= B~'B-==E ist; oder aber
besitzt die homogene Gleichung B [p] = o ausser der identisch verschwindenden auch
wettere Losungen.

Beweis. Der erste Fall tritt dann ein, wenn die Gleichung B[¢] ==y fiir je-
des g losbar, also » =0 ist. Dann ist namlich nach Satz 3. die Lisung eindeu-
tig bestimmt, es wird also jedem Elemente g des Funktionalraumes ein Element
@ eindeutig zugeordnet. Wir wollen zeigen, dass diese Zuordnung distributiv und
beschrinkt ist, also eine lineare Transformation T darstellt. Die Distributivitdt
folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit, da zu cg, g, + g, die entsprechenden Ele-
mente cq, ¢, + ¢, als Losungen gehoren. Die Beschrinktheit der Transformation
ist aber in Satz 4. als Spezialfall enthalten. Endlich sind die Gleichungen
BT =TB = E eine unmittelbare Folge der Gleichung B[¢p]=g.

Der zweite Fall tritt dann ein, wenn die Gleichung B[gp]= g nicht fiir alle
g losbar ist. Dann ist nimlich L, echter Teil von L,, somit » > 1. Es gibt also
nach den Sitzen 2. und 6. sicher eine Funktion ¢, fiir welche Blgp] =0, ¢ = E[p] =
= B'[¢]»# 0 ist. Um wegen der Wichtigkeit der Behauptung das hiefiir wesent-
liche aus dem Beweise des Satzes 6. zu wiederholen, ensteht eine solche Funk-
tion ¢ aus jedem beliebigen Elemente f der Menge L,_,— L, als Differenz von
f und jener Funktion f, aus L,, fiir welche B[f,]= B[f] wird.

Damit ist Satz 7. bewiesen. Den Fall v =0 wollen wir nun als durch den
Satz erledigt betrachten und wenden uns der niheren Untersuchung des Falles
v>1 zu. Vor allem fiihren wir folgende Benennungen ein. L, heisse die Kern-
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mannigfaltigkeit, ihre Elemente die Kernelemente. Die Losungen der Gleichung
B'[¢]=o0 nennen wir Nullelemente; die lineare Mannigfaltigkeit endlicher Dimen-
sionszahl, die sie nach Satz 1. bilden, heisse Nullmannigfaltigkeit. Unabhingig
von der Zahl » kann man die Kernelemente g auch durch die Eigenschaft cha-
rakterisieren, dass die Gleichung Br[p]—=g fiir jedes n losbar ist, die Nullele-
mente wieder dadurch, dass sie fiir geniigend. grosse n die Gleichung B"[p]=o0
befriedigen.

Es gilt der folgende Zerlegungssalz:

Satz 8. Jede Funktion lasst sich auf eine und nur eine Weise als Summe
eines Kernelementies und eines Nullelementes darstellen.

Beweis. Um die Zerlegung der Funktion f zu bewirken, setzen wir B” [fl1=9,
dann ist g ein Kernelement und die Gleichung Br[q]=g ist fiir jedes n, also
auch fiir n =2v losbar. Sei ¢, eine Losung; wir setzen f, = B"[¢,]. Dann ist
auch f, ein Kernelement; ferner ist B*[f,] = B2*[p,] =g = B*[f], also B"[f—{,]=o,
d. h. f—f, ist ein Nullelement. Also liefert f = f, + (f—f,) die gewiinschte
Zerlegung. V

Um nun die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, sei [ = f, + (f — f,) eben-
falls eine Zerlegung der gewiinschten Art, d. i. f, sei ein Kernelement, f—f, ein
Nullelement. Dann ist f, = f, — f, = (f — f.) — (f — f,) gleichzeitig ein Kernelement

‘und auch ein Nullelement. Als Kernelement lisst f, jedenfalls eine Losung der
Gleichung BY[¢]=f, zu, als Nullelement befriedigt es die Glcichung B* [f;]=o.
Also ist B*'[¢p] — o, und somit nach Satz 2. auch f, = B*[p]=o0,d.i. alsof,=/,.

Satz 9. Es gibl eine und nur eine lineare Transformation B®, welche jedes
Kernelement in sich selbst und jedes Nullelement in 0 dberfihrt.t Jede Funktion
wird durch B in ein Kernelement, durch E — B in ein Nullelement verwandelt und
es ist BO* = B0, 4 BO = B0 4,

Beweis. Nach Satz 8. entspricht jeder Funktion f ein Kernelement f, derart,
dass f—/f, ein Nullelement ist. Wir definieren die Transformation B, indem
wir jeder Funktion f das entsprechende Kernelement f, zuordnen. Das hiedurch
jedes Kernelement sich selbst enspricht und jedes Nullelement in o iibergeht,
folgt unmittelbar aus der in Satz 8. ausgeprochenen Eindeutigkeit der Zerlegung.
Ferner wird laut Definition jede Funktion durch B® resp. E— B©® in ein Kern-
element resp. in ein Nullelement, némlich in die nach Satz 8. entsprechenden
beiden Teile verwandelt. Die Distributivitit der Transformation B® folgt eben-
falls unmittelbar aus der Eindeutigkeit der Zerlegung und aus dem Umstande,

! Die Bezeichnung B(® soll daran erinnern, dass fiir v = o die Transformation B@ mit der
identischen E = B0 zusammenfillt.
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dass die Kernelemente fiir sich und ebenso die Nullelemente fiir sich je eine
lineare Mannigfaltigkeit bilden. Wir haben noch zu zeigen, dass die Transforma-
tion B©® auch beschrinkt und somit eine lineare Transformation ist. Dies folgt
nun durch Anwendung von Hilfssatz 6. auf die Nullmannigfaltigkeit und die
Kernmannigfaltigkeit, deren erstere ja von endlicher Dimensionszahl ist. Nach
Hilfssatz 6. gibt es daher eine Konstante C derart, dass|f, |+ [f—/,1<C]| /| und
und somit a fortiori
1< Cli

wird,

Um 4B©® — B® 4 zu beweisen, geniigt es nach Satz 8., das Ubereinstimmen
fiir Kern- und fiir Nullelemente zu zeigen. Da 4 = E — B jedes Nullelement in
ein Nullelement, B® aber in o verwandelt, so ist fiir ein Nullelement 4 B {f] =
= B9 A[f] =o0. Fiir Kernelemente aber stimmen beide Transformationen mit 4
iiberein, da B® mit E iibereinstimmt und 4 jedes Kernelement in ein ebensol-
ches verwandelt. Endlich folgt die Gleichung B®* = B daraus, dass B® laut
Definition jede Funktion in ein Kernelement und dieses, wie wir gezeigt haben,
in sich selbst iiberfiihrt.

Wir haben. noch zu zeigen, dass es nur eine Transformation von der im
Satze geforderten Eigentiimlichkeit gibt. Die Differenz zweier solcher Trans-
formatiouen miisste sowohl jedes Kernelement, wie auch jedes Nullelement und g
somit auf Grund von Satz 8. iiberhaupt jede Funktion in o iiberfiihren; also
wiren die beiden Transformationen mit einander identisch.

Satz 10. Die Transformation A gestaitet einé und nur eine Zerlegung in line-
are Transformationen A = A, + A, derart, dass A, alle Nullelemente, A, aber alle
Kernelemente in 0 iberfihri.

Die Transformation A, stimmt fiir alle Kernelemente, die Transformation A,
fiir alle Nulleleinente mii A iiberein.

Jede Funktion wird durch A, in cin Kernelement, durch A, in ein Nullele-
ment verwandelt.

Die Transformationen A,, A, sind zueinander orthogonal, d. h. es st A, A, =
=A4,4,=0.

Die Transformationen A, und A, sind vollstetrg.

Beweis. Wir setzen 4, = B4 —= AB®, A, = (F — B9) A = A (E — BO9).
Dann ist 4,4+ A,— A. Da B© jedes Nullelement in o iiberfiibrt, so ist dies auch
fir 4, = AB® der Fall. Andererseits wird jedes Kernelement sowohl durch £
wie durch B® in sich und somit durch £ — B®, also auch durch 4, = A4 (E — B®)
in o iiberfiihrt. ’

Die Aussage, dass A, fiir alle Kernelemente, A4, fiir alle Nullelemente mit 4
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iibereinstimmen, ist nur eine Umformulierung der definierenden Eigenschaft. Die
nichste Aussage des Satzes folgt aus der entsprechenden Aussage des Satzes g.
iber B und F — B® und daraus, dass B und also auch 4 = E— B jedes Kern-
resp. Nullelement wieder in ein solches iiberfiihren.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt unmittelbar aus der definierenden
Eigenschaft und aus Satz 8., da 4, und 4, durch die definierende Eigenschaft
sowohl fiir jedes Kernelement, wie auch fiir jedes Nullelement, also nach Satz 8.
zufolge der Distributivitiit fiir jede Funktion eindeutig bestimmt sind.

Dass A4, 4, =o0 ist, schliessen wir wie folgt. Wenden wir 4, 4, auf eine
Funktion an, so wird dies zunidchst durch A4, in ein Nullelement und dieses
dann durch 4, in o verwandelt. Ahnlich folgt auch 4, 4, = o.

Endlich folgt die Vollstetigkeit der Transformationen 4,, 4, aus ihrer Pro-
duktdarstellung zufolge des vollstetigen Faktors A4.

Der n#chstfolgende Satz 11. gibt solche charakteristische Eigenschaften der
Transformationen 4,, 4, an, welche unabhingig von der Zahl » sind.

Satz 11. Die Transformation B, = E— A, ldsst eine inverse Transformation
B7! zu, fir welche also B, By'= B7'B, = E ist. Die Transformation B,=E — A4,
hat die Etigenschaft, dass die beiden homogenen Qleichungen B*[¢] = o und B?*¢p]=o0
fiir jedes n genau dieselben Lisungen zulassen und die Gleichungen B"[¢p] =g und
Br[gp] =g fir ein und dieselbe Funktion g entweder keine oder beide losbar sind.

Beweis. Die Umkehrbarkeit der Transformation B, folgt aus Satz 7., sobald
wir nur zeigen, dass B,[p] = o keine Losung ausser ¢ = o zuldset. Wiirde es eine
Losung ¢ = f geben, so zerlegen wir f nach Satz 8. in ein Kernelement f, und ein
Nullelement f—f,. Dann wire B,[f,]+ B,[f—f,]1=o0. Ferner ist fiir das Null-
element f—f, nach Satz ro. 4,[f—/},] <o, somit B[f—f]1=/f—}. also B,[f,]=
= f,—f. Andererseits aber stimmt fiir ein Kernelement 4, mit 4, also auch
B, mit B iiberein, somit wire auch B[f,]=f,—/, also B**![f]=B"[f,—f]=o,
d. i. das Kernelement f, wire zugleich ein Nullelement. Also miisste die Losung
f=f +(f—f) als Summe von zwei Nullelementen ebenfalls ein Nullelement sein,
dann wire aber A4,[f] =0 und somit B,[f]=/{; daraus folgt wegen B,[f]=o0
auch f=o.

Die Aussagen des Satzes iiber B, liest man unmittelbar aus den beiden
Identititen B"= B?B?—= B*B" und B? = (B;!)*B" = B*(B{!)* ab, deren erstere
sichaus B=K—A=FE— A4, —A4,+ A,A,—(E—A4,)(E—A,)= B, B, durch Po-
tenzieren nebst Beachtung der Vertauschbarkeit von 4,, 4,, also auch von B,, B,
ergibt, wihrend die zweite aus der ersten durch Multiplizieren mit (B71)»
entsteht.

Je nach der Anzahl der linear unabhingigen Losungen von B[g]=o lisst

Acts mathematica. 41. Tmprimé le 4 décembre 1918, 12
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die Transformation A, eine weitere Spaltung in orthogonale Teile zu, die der
kanonischen Umformung einer linearen Substitution von n Verédnderlichen ent-
spricht und durch eine Parameterdarstellung der Nullmannigfaltigkeit, die ja
von endlicher Dimensionszahl ist, leicht auf jene Umformung zuriickgefiihrt
werden kann, indem man ndmlich 4, als eine Transformation der Nullmannig-
faltigkeit in sich selbst auffasst.

Wir gehen hier auf dieses Problem nicht weiter ein. Der nichste Satz 12.
soll einem Gesichtspunkte Rechnung tragen, der fiir die meisten verwandten Un-
tersuchungen von Anfang an grundlegend ist. Anstatt der einzelnen Transfor-
mation E— 4 wollen wir ndmlich hier die ganze Schar E-—4iA betrachten, wo
A einen beliebig verinderlichen komplexen Parameter bedeutet. Da mit 4 auch
4 A vollstetig ist, so gelten die bisher entwickelten Sitze entsprechend fiir simt-
liche Transformationen £ —21A. Zu jedem Werte von 4 gehort dann eine ganze
Zahl v=y(1), die entweder o oder >o ist. Im ersten Falle sagt man, i sei
in bezug auf A4 ein reguldrer Parameterwert; im zweiten, wo nach den Sitzen 2.
und 6. die Gleickung ¢ =1 A4[p] wenigstens eine nicht identisch verschwindende
Losung zuldsst, heisst 4 ein singuldrer Parameterwert oder auch Eigenwert von A.
Der Satz 12. wird diese Benennungen rechtfertigen, indem namliech nach diesem
Satze v =0 die Regel, v> o die Ausnahme ist.

Satz 12. Die Eigenwerte A besitzen im Endlichen keine Hdufungsstelle.

Beweis. Der Satz wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass es keine be-
schrdnkte unendliche Folge aus simtlich verschiedenen Eigenwerten gibt, d. h.
dass die Annahme der Existenz einer bescbrinkten Folge aus simtlich verschie-
denen Zahlen i,, fiir welche die Gleichungen ¢ = 1,4 [¢] wenigstens je eine nicht
identisch verschwindende Losung ¢, zulassen, auf einen Widerspruch fiihrt.
Zunichst ist klar, dass ¢,, ..., ¢, fir jedes n linear unabhéngig sein miissten, da
ja aus @n=c,p, + -+ + €u—1¢n—1 durch Anwendung der Transformation 1,4 wegen

Algr] = (f—:(l=o ist sicher kein Eigenwert) auch ¢, =1, %% + - +;:—_i(p,._1
. —

und nach Einsetzung von ¢, =c¢,¢, + - + ¢n—1¢n—1 eine linear homogene Bezie-
hung mit nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten schon zwischen ¢,, . .., a1
folgt, woraus sich durch Rekurrenz die behauptete Unabhingigkeit fiir jedes n
ergibt. Es sei nun L™ die aus den linearen Verbindungen von ¢,, ..., ¢. gebil-
dete Mannigfaltigkeit. Dann ist erstens fiir jedes Element g=c,p, + --- + catn

aus L™ die Differenz ¢ — 1, A4[g] =¢, (1—%'—‘) P+ -+ c,.__l(x ——l”—) Pn—1 e€ine
}.1 ]vn—l

lineare Verbindung von ¢,,..., @,—1, also ein Element aus Li»—V. Ferner ist
L#-) ein echter Teil von L™, da ja ¢, nicht in L*~D enthalten ist; also gibt
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es nach Hiffssatz 2. fiir jedes n ein Element g, aus L"), derart dass | ¢.|= 1 und
fiir jedes Element g aus L(»—1) die Distanz llg,,——gl[iéist. Wiire nun die Folge

{%a) beschrénkt, so wire es auch die Funktionenfolge {1,g,} und da 4 vollstetig
ist, wire dann die Folge {1, A[¢.]} kompakt. Andererseits aber ist fiir m <=, da
sowohl 1, 4[gn), wie gn— 4, A[g.] der Mannigfaltigkeit L1 angehoren,

12 Algn) — i Algm]| = | g — (gn — An Alga] + An AlgmD [ 2 >

also kann die Folge {A, A[g.]} nicht kompakt sein. Die Annahme einer be-
schrinkten Folge {1,} stosst damit auf einen Widerspruch.

Bevor wir den Satz 13. aussprechen, miissen wir noch festlegen, wann wir
die Stelle A= o als regulidr resp. singuldr betrachten. Um die fiir endliche 1
geltende Definition entsprechend iibertragen zu konnen, geben wir derselben fol-
gende Fassung: 1 ist in Bezug auf 4 regulir, wenn aus f—1A4[f]=o0auch f=o0
folgt. Entsprechend definieren wir: A = heisse in Bezug auf A regulir, wenn
fiir jede ins Unendiche wachsende Folge 2,—  aus |f,— AnA[fs]|—o0 auch
[fn] — o folgt.

Salz 13. In Bezug auf die in Satz 10. definierte Transformation A, sind alle
von 1 verschiedene Werte A, auch A = oo, reguldr.

Beweis. Ist 1 endlich, so haben wir zu zeigen, dass aus f — 44,[f] = o auch
f=o folgt. Nach Satz 10. ist 4,[f] ein Nullelement in Bezug auf B, also nach
Satz 11. auch in Bezug auf B, Somit ist auch f=214,[f] selbst ein Nullelement
fir B,. Andererseits folgt aus f —AA4,[f]— o0 wegen E—14,=(1—AE + 1E —
—id,=(1—1)E + 1B, dass f =~ B,[f] ist. Also ist auch f= a—_]i_n—I?,B;'[f].
Da nun f ein Nullelement ist, so ist fiir geniigend grosse 7, namlich » > v, sicher
B2[fi=o0. Also ist auch f=o.

Was nun die Stelle 4 = o betrifft, nehmen wir an, sie sei in Bezug auf 4,
singuldr; dann gibt es also eine Folge 1, — « und eine Folge {f.}, fiir welche
| fr — An4,[fr]] — o, |f»| aber nicht gegen Null konvergiert. Wir diirfen ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit |f,|= 1 annehmen, denn es gibt jedenfalls eine un-
endliche Teilfolge von {f,}, fiir welche die Normen |f.| oberbalb einer von o
verschiedenen positiven Schranke liegen; fiir die der Teilfolge entsprechenden

Funktionen ¢, = n_ wird dann | ¢, — 2, 4,[¢s]| — o und | ¢, |=1 ausfallen. Nehmen

I7al

wir also sofort |f.]=1 an. Da alle Funktionen 4,{f] Nullelemente sind, so sind
es auch die Funktionen 1, A4,[f,), ferner bilden diese wegen
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1An A, [l <1 ful + [ fo—AaAalfa|— 1

eine beschrinkte Folge. Da diese beschrinkte Folge in einer Mannigfaltigkeit
endlicher Dimensionszahl, namlich der Nullmannigfaltigkeit enthalten ist, so ist
sie auch kompakt. Also gibt es eine gleichmissig konvergente Teilfolge

A 4,[fo]— f*,

wo auch f* ein Nullelement ist. Nun folgt einerseits aus der soeben erhaltenen
Grenzgleichung und aus |f® —i®™4,[{™]!—o0, dass auch gleichmissig j™— f*
und damit auch |f*|=1. Andererseits folgt nach Division durch 1%, dass gleich-
missig 4,[f"]— o und somit auch 4,[f*]= o; also wird B,[f¥] = f* — 4,[f*]=f*
und somit auch B7[f*]=f* <o fiir jedes n. Dies wiederspricht aber dem oben
gefundenen Ergebnisse, wonach f* ein Nullelement sein muss. Also ist auch
A= o0 regulir.

§ 3. Anwendung auf Integralgleichungen.

Um Anschluss an die Theorie der Integralgleichungen zu gewinnen, betrach-
ten wir die Transformation vam »Integraltypus»

b
K{f] = f Kz, 9){(1)dy,

wo wir, um zunichst nur den wichtigsten Fall vor Augen zu halten, die Funk-
tion K(z, y) fir a <x<b, a<y<b stetig voraussetzen. Um unsere allgemeine
Resultate auf die sogenannte FrEDpHOLM’sche Integralgleichung oder — nach
HiLserT — Integralgleichung zweiter Art:qp— K[p] =g anwenden zu kdnnen, miis-
sen wir vorerst zeigen, dass die Transformation vom Integraltypus K[f] linear
und wollstetig ist. Mit anderen Worten, wir miissen zeigen, dass K distributiv
ist und dass sie jede beschrinkte Folge in eine nicht nur beschrankte, sondern
auch kompakte Folge iiberfithrt. Die Distributivitit von K folgt unmittelbar
aus der Distributivitit der Integration, die Beschrinktheit aus der Abschitzung

b
~

IK[/]I;!/!!] | K (z, )|dy.

a

Wir baben noch zu zeigen, dass fiir jede beschrankte Folge {f.; die entsprechende
Folge {K[fs]} auch kompakt ist. Damit eine beschrinkte Folge {g.} kompakt



Uber lineare Funktionalgleichungen. 93

sei, ist nach ARzZELA notwendig und hinreichend, dass die g, in ihrer Gesamtheit
in gleichem Masse stetig seien. Darunter versteht man, dass es zu jedem posi-
tiven. e ein d gibt derart, dass fir |x— 2’| <d und fiir alle g, zugleich |g,(x)—
—gn(z')|< e ausfillt. Es kommt uns hier nur darauf an, dass die Bedingung
hinreicht. Wir wollen den Beweis hiefiir kurz wiederholen. Nehmen wir irgend
eine Teilfolge von {g,}; diese Teilfolge ist, wie {g.) selbst, beschrinkt, und man
kann also daraus durch das bekannte Diagonalverfahren eine weitere Teilfolge
{g™} aussondern, die an allen rationalen Stellen des Intervalls (a, b) konvergiert.
Wir zeigen, dass {¢™} auf der Strecke (a, b) iiberall und gleichmissig konvergiert.
Wir wiahlen & beliebig klein, dann gibt es dazu nach Voraussetzung ein ent-
sprechendes . Nun zerlegen wir die Strecke (a, b) durch rationale Punkte
Ti,..., T in eine endliche Anzahl von Teilstrecken <d. Dann gibt es unter die-
sen k Punkten zu jedem x wenigstens einen, so dass |[x—r|< ¢ und also fiir alle
n auch |g"™(x) — g™ (r)|<e wird. Andererseits ist, wenn m und n geniigend
gross sind, fiir jeden der £ Punkte |g™(r) — g™ (r)|<e. Also ist auch

|9 (x) — g™ (&) | < [ g™ (x) — g™(r) | 4 | g™ (r) — gt (r) | + | g™ (r) — g (2) | < 3¢5

und zwar gilt diese Abschitzung fiir jeden “unkt z, indem man fiir r den nichst-
liegenden der Punkte r,, .., r, einsetzt. Also ist fiir geniigend grosse m, n die
Distanz |g™ —g" | < 3¢, d. i. beliebig klein, die Folge {g!™} ist somit gleichmissig
konvergent.

Betrachten wir nun die Folge {g, = K[f,]}, wo die f, eine beschrinkte Folge
bilden, also |f,| < G.ist. Dann ist

b b

|90 (@) — gn ()| = /1[K<x, y)— K (&, ) y)dy|< @ {'lK(x, y)— K@, y)|dy.

a a

Da K(z, y) stetig ist, so kann im letzten Integral der Integrand und somit also
auch das Integral beliebig klein gemacht werden, indem man z und &' geniigend
nahe wihlt. D. h. zu jedem positiven ¢ gibt es ein 0 derart, dass fiir [z —2'| <4
das Integral é—sé und somit | g, (x) — ga(2') | < e wird. Also ist die ARZELA’sche Be-
dingung befriedigt und die Folge {g, = K[f,]} ist kompakt. Die Transformation
K ist somit vollstetig.

Betrachten wir nun die Transformation B = E — K; nehmen wir zuerst den
reguliren Fall » =0, also die Existenz einer inversen Transformation B-! an.
Wegen B! —B-'K=B Y E—K)=B-'B=E ist B'=E+ BK=E—H, wo
auch H = — B~1K eine vollstetige Transformation ist, und es liegt die Vermutung
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nahe, dass auch diese vom Integraliypus ist, so dass also die Umkehrung der In-
tegralgleichung

b
f2) — [ K, )iy =g
durch eine Gleichung vom selben Typus
b
/(@) = 9@)— [ Bz, )9(0)dy

geschieht. Es gilt in der Tat allgemein der Satz: Ist T eine beliebige lineare
Transformation, K aber eine solche vom Integraltypus, dann ist auch die Transfor-
mation H=TK vom Integraltypus. Um diese Behauptung zu beweisen, definieren
wir zuerst die entsprechende Funktion H(z, y), indem wir in K(xz, y) die Ver-
dnderliche y fiir einen Augenblick als konstant ansehen und also auf K(z, y),
als Funktion von z allein betrachtet, die Transformation 7' anwenden. Damit ist
H(z, y) fiir jeden Wert y als stetige Funktion von z definiert. Dass H(z, y) auch
als Funktion von =z, y stetig ist, schliesst man aus der Erhaltung gleichmissiger
Konvergenz bei jeder linearen Transformation; danach folgt nimlich aus y, —y*
und damit gleichmissig K (z, y.) — K(z, y*) die ebenfalls gleichmissige Konver-
genz von H(z, y.) gegen H(z, y*). Es muss noch gezeigt werden, dass die der
so definierten Funktion H(z, y) entsprechende Transformation H — T K ist. Dies
folgt aber auf Grund der Definition des bestimmten Integrals durch Grenziiber-
gang aus der Identitit

S, H(w, o) @) ir — 91) = S TR (2, 901 @e) s — ) =

k=1 k=1

= T[ iK(x, Yi) f(Ye)yre1 — yk)],

k=1

die ihrerseits aus der definierenden Formel von H(z, y), nimlich H(x, yi) =
T[K(x, yx)] und aus der Distributivitit von T folgt.

Zwischen K(z, y) und der Funktion H(z, y), die der Transformation
H = — B-1K entspricht, bestehen die Beziehungen

3 b
Kz, y) + H(z, y)=— {K(x, W) H (4, y)du— {H(x, WK (u, y)du,

a
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die unmittelbar aus den Identititen (K — K)(E —H)=(E—H)(E—K)=E, d.i.
K+ H=KH=HK fliessen. Durch diese Identititen, ja sogar schon durch
K+ H=KH, ist die Transformation H und somit auch die Funktion H(x, y)
vollstindig festgelegt, da sie ja aussagt, dass die Funktion f—g— H[g] die
Gleichung f— K[f]=g befriedigt, dass somit diese Gleichung fiir alle g losbar
ist, und da in diesem Falle nach Satz 3. die Losung f, also auch H[g]=g—f
durch Angabe von g eindeutig bestimmt wird. Besteht also zwischen H und K
die Beziehung K + H = KH, so ist die Transformation £ — K umkehrbar, ihre
inverse Transformation ist £ — H, und es besteht daher auch die zweite Be-
ziehung K 4+ H = HK.

Nun sind wir in der Lage, sofort auch die sogenannte transponierie Inte-
gralgleichung zu erledigen. Setzen wir ®(z, y) = K(y, z) und sei & die ent-
sprechende Transformation; dann sagt man, die Gleichung f— &[f]=g sei in
Bezug auf die vorhin behandelte vom transponierten Typus. Umgekehrt ist
f—K[fl=g¢ der zu {— K[f]=g transponierte Typus. Tritt nun fiir den einen
Typus die allgemeine Umkehrbarkeit ein, so ist es auch fir den andern der Fall,
da ndmlich aus den obigen Beziehungen zwischen K(z, y) und H(z, y) die dbn-
lichen Beziehungen zwischen K(z, y) und (z, y) = H(y, z) durch Vertauschung
der Variabeln unmittelbar folgen. Die Lésung der transponierten Inlegralgleichung
wird hienach durch die Formel

b
f(y) = 8ly) — j H(z, y)g(z)d=

geleistet.

Wir wenden uns jetzt dem Falle » > o0 zu; wir verzichten jedoch darauf,
samtliche Resultate in die Sprache der Theorie der Integralgleichungen zu iiber-
setzen und beschrinken uns auf das Wesentlichste. Zun#chst ist klar, dass der
Fall »>o fiir beide Transformationen B=E — K und 8 = E — & zugleich ein-
tritt; denn wir haben soeben gesehen, dass aus der Umkehrbarkeit der einen
Transformation, d. i. aus » = o fiir diese Transformation, auch die Umkehrbar-
keit der anderen, also auch fiir diese » =o folgt. Ziehen wir nun den Satz ;.
heran, so ergibt sich somit die FreDHOLM sche Alternative:

Entweder besitzen die Qleichungen

b b
fla) — j K@ pfy)dy =g(@), fy) — f E(z, y)f@)dz=g()
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fir alle g und g je eine eindeutig bestimmte Losung, oder, wenn dies nicht der Fall
ist, dann haben die enisprechenden homogenen Gleichungen ausser dey identisch ver-
schwindenden noch weilere Liésungen.

Die weiteren FrEDpHOLM’schen Sitze, nimlich das Ubereinstimmen der An-
zahl der linear unabhéngigen Losungen der beiden homogenen Gleichungen und
die durch diese »Nullésungen» ausgedriickte Bedingung fiir die Losbarkeit der
inhomogenen Gleichung bei vorgegebenem g resp. g, erhilt man aus obigem Satze,
wie Herr W. A. Hurwitz vor Kurzem gezeigt hat, durch einen sehr einfachen
Kunstgriff.! Die Sdtze 10., 11. und 13. gestatten es uns, einen andern Weg einzu-
schlagen, der weiter fithrt und tieferen Einblick in das Verhalten simtlicher
Nullelemente gewdhrt. Wir wollen diesen Weg hier kurz andeuten. Wir zer-
legen die Transformation K nach Satz 10. in orthogonale Teile: K= K, + K,
K K,=K,K, =0, K,==BOK, K, —(E— B9 K. Dann sind auch die Transfor-
mationen K,, K, vom Integraltypus, da im definierenden Produkt der zweite Fak-
tor vom Integraltypus ist. Wir haben somit eine Zerlegung K(z, y) = K, (x, y)+
K,(x, y) vor uns. Ich behaupte, dass die entsprechende Zerlegung der transponier-
ten Funktion R(x, y) = K(y, =) durch die Transponierten von K, und K,, also durch
K, und R, geleistet wird. Zunichst iiberfiibrt nimlich K, alle Kernelemente von
B=FE —K in o; diese Tatsache driickt sich durch die Identitit K,B” =0 aus,
die ibr gleichwertig ist, da ja B'[f] die allgemeine Form der Kernelemente ist.
Da nun K, und B vertauschbar sind, so ist auch B*K,=o0. Diese Identitit
lasst sich auch als eine Integralbeziehung zwischen K(z, y) und K,(z, y) hin-
schreiben, die wieder nach Vertauschen der Variablen die Identitit £,8B* =o0 er-
gibt. Da alle Kernelemente der Transformation 8B fiir jedes =, also auch fir
n =v», auf die Form B7f} gebracht werden kénnen, so besagl die soeben gewon-
nene Identitiit, dass R, jedes Kernelement von B in o diberfithrt. Andererseits ist
K, =K, —K,K,=(E—K,)K, = B,K, und somit auch aligemein K, —B7K,,
woraus wegen der Umkehrbarkeit von B, weiter K, = B?B?(B7!)"K, = B*(B71"K,
folgt. Durch Ubergang zur entsprechenden Integralformel und Transposition
ergibt sich hieraus die Identitit &, = & (B71)*B", so dass also fiir jedes Element
f, fir welches B7{f] bei irgendeinem n identisch verschwindet, dies auch fir & [f]
der Fall ist. D. h. die Transformation R, iiberfihrt alle Nullelemente von B in o.
Somit besitzen tatsichlich &, und &, jene Eigenschaften, die nach Satz 10. die
Zerlegung eindeutig charakterisieren.

Was nun die besondere Bedeutung der Zerlegung K=K, + K,, 8 =8, + &,
fiir die Untersuchung der Transformationen B und ¥ anbelangt, so besagt erstens

! W. A. Hurwirz, On the pseudo-resolvent to the kernel of an integial equation, Transactions
of the American Math. Soc., Vol. 13 (1912), S. 405—418.
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Satz 11., dass die Transformationen B und B,, resp. 8 und 8B, dieselben Kern- und
Nullelemente besitzen, und dass auch beziiglich der letzteren der kleinste Expo-
nent =, fiir welche B=[f], B2[f], resp. B{], B7[f) identisch verschwinden, fir
dieselbe Funktion f resp. f bei beiden Transformationen derselbe ist. Der Grund
fiir die letztere Erscheinung ist schon in Satz 10. angegeben; danach stimmen
B und B, resp. B und 9, fiir die entsprechenden Nullmannigfaltigkeiten uiberein.
Demgemiss darf man K(x, y) bei allen diesbeziiglichen Fragen, wie z. B. Los-
barkeit der inhomogenen Gleichung, Anzahl der unabhingigen Lodsungen der
homogenen Gleichung oder allgemeiner kanonische Gruppierung der Nullelemente,
durch die Funktion K,(x, y) erseizen. Diese Funktion ist aber von einer sehr
speziellen Form; es ist ndmlich

K, (x, y) =1, (x)fl(y) + -+ fm(x)fm(y)a

wo f,,..., fm Nullelemente von B, f,...fs Nullelemente von B sind. Denn
zunichst geht die Funktion K,(x, y) aus der Funktion K(z, y) dadurch hervor,
dass man auf diese, als Funktion von z allein betrachtet, die Transformation
E —BY wirken lidsst, also jene Transformation, die jeder Funktion das bei der
in Satz 8. angegebener Zerlegung entsprechende Nullelement zuordnet. Danach
ist also K,(z, y), als Funktion von z betrachtet, ein Nullelement und kann daher
als lineare Verbindung einer endlichen Anzahl von Nullelementen f,, ..., f, dar-
gestellt werden, die wir als linear unabhingig voraussetzen. Die Koeffizienten,
die ja noch von y abhiéngen, sind zufolge der soeben gemachten Voraussetzung
eindeutig bestimmte Funktionen f,,..., fn» von ¥y Wir wollen zeigen, dass diese
Funktionen ihrerseits Nullelemente von B sind. Zu diesem Zwecke erinnern
wir zunichst daran, dass die Transformation &, jede Funktion in ein Null-
element von B liberfithrt; nun aber entsteht z. B. die Funktion f,, wie die In-
tegraldarstellung von R, unmittelbar zeigt, dadurch dass wir die Transformation
R, auf eine Funktion | anwenden, deren Produktintegral mit f, gleich 1, mit den
iibrigen f;, d. i. mit f,, ..., fn aber gleich Null wird. Wegen der linearen Unab-
hingigkeit der Funktionen f,, ..., f, ldsst sich bekanntlich eine solche Funktion
f als lineare Verbindung der konjugierten Funktionen f,, . . ., fn bestimmen. Somit
ist f, tatsdchlich ein Nullelement von 8B und dasselbe gilt aus dhnlichem Grunde
fir f,, ..., fm.

Zufolge der speziellen Struktur von K,(z, y) kann man nun die erwdhnten
Probleme, wie wir dies schon in Anlehnung an den Satz 11. andeuteten, auf die

entsprechende Untersuchung einer quadratischen Matrix mit den m?* Elementen
b

o= j fi(z)ij(x)dx zuriickfiihren; dabei wird man auch mit Nutzen die aus Satz

Acta mathematica. 41. Imprimé le 5 décembre 1916. 13
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13. fliessende Eigenschaft dieser Matrix verwenden, dass ihre charakteristische
Determinante |&; —Aai}(wo &;=r1 fiir i =4 und o fiir 177 ist), den Wert A=1
als einzige, d. ©. als m-fache Wurzel aufweist. Wir begniigen uns damit, beziiglich
der ausfiihrlichen Untersuchung und der Literaturangaben auf das Buch von T.
Lavesco: Introduction & la théorie des équations intégrales, Paris 1912, u. zw.
speziell auf die Seiten 49—59 zu verweisen.

Zum Schlusse bemerke ich, dass die Entwickelungen dieses Paragraphs leicht
auf allgemeinere, nicht ausnahmslos stetige Funktionen K (z, y) ausgedehnt wer-
den konnen, so z. B. auf jenen besonders wichtigen Fall, wo die Funktion fiir
x = y unendlich wird und zwar unendlich von der Ordnung e < 1, d. i. | K (2, )| <
SG|lz—y|™ ist. In der Tat gelten ja auch fiir diesen Fall alle Integralab-
schiatzungen, die wir aus der Annahme der Stetigkeit von K(z, y) folgerten. Ich
erwiahne noch beildufig, dass in gewissem allgemeineren Sinne alle lineare Trans-
formationen von Integraltypus sind, indem nimlich, wie dies aus meinen vor
einigen Jahren angestellten Untersuchungen iiber lineare Funktionaloperationen!
unmittelbar hervorgeht, jede lineare Transformation durch ein STIELTIES’sches
Integral dargestellt werden kann. Die charakteristischen Eigenschaften der dabei
zur Verwendung gelangenden Funktion von zwei Verinderlichen sind sowohl im
allgemeinen, wie auch im vollstetigen Falle unschwer zu ermitteln.

Gyor, den 19 Januar 1916.

Y F. Riesz, Sur les opérations fonctionnelles linéaires, Comptes rendus de I'Acad. d. Sc., Paris,
'29 novembre 1909.



