ORDRE DES POINTS SINGULIERS DE LA SERIE DE TAYLOR.

PAR
EUGENE FABRY

A MONTPELLIER.

1. M. HapaMARD a défini 'ordre d’une série de Taylor f(z) = zanz", sur le
0

cercle de convergence, dont le rayon est supposé égal & 1 (Journal de Math.
pures et appliquées 18g2, p. 165). Si la fonction f(e??) est finie et continue sur
un arc C, c’est & dire entre deux valeurs de 4; on dit qu’elle est & écart fini,

~

si les modules des deux intégrales fn/(e’“) cosnIdI et]nf(e"") ¢in n9 d9 restent

inférieurs & un nombre I déterminé, sur Parc C, et sur tout arc intérieur & C;
quelque soit n, qui peut augmenter indéfiniment.

Si p(z) == ZX%‘TEZ" est & écart fini sur un arc C (ce qui suppose ¢(e??) fini

et continu), pour toute valeur positive de &; @(z) n’étant pas & écart fini lors-
que £¢<o0; w est l'ordre de f(z) sur cet arc. On en déduit P'ordre en un point
du cercle de convergence, en supposant 'arc C infiniment petit. L’ordre sur le
cercle de convergence est le plus grand des ordres en ses points singuliers, il

est égal & la plus grande limite de L—IL%%”—I- Nous supposerons cet ordre w fini.

Dans les cas les plus simples, 'ordre en un point singulier est égal au degré
d’infinitude. Mais M. BOREL a montré, par un exemple, que l'ordre peut &tre
supérieur (Séries & termes positifs, p. 77). J’ai montré (C. R. 6 décembre 1g0g)
qu’il était nécessaire de préciser ces définitions. Je me propose ici de définir,
dans tous les cas, Pordre d’infinitude en un point singulier, et Pordre d’infinitude
dans le cercle de convergence; et de montrer que ces deux définitions doivent
reposer sur des principes différents. J'étudierai ensuite les divers cas qui peuvent
se présenter, et les propriétés qui en résultent.
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I. Ordre d’infinitude aux points singuliers.

@
2. Soit f(z)= Za,.z" une série dont le rayon de convergence est 1, et dont
0
I'ordre, sur le cercle de convergence, est fini; c’est & dire que la plus grande
L|nan|

limite w de ~In n’est égale ni & + o, ni & — .

Soit ¢ un nombre réel, et ¢>o0. Supposons qu’il existe un nombre positif
fixe A, tel que
%

3, %, O
a:+29+3—q+' +nq—Sn

ait un module inférieur & 4, |Sa.|< 4, quelque soit =.

o w0 @®
y . I I (179 Sn““ Sﬂ~—1 .
La série 2 (E— (n F D) 1)9) est convergente. 2n4+9 =8, + 22 pors
1 1
kel
1 I . .
ZS,. *————) est aussi une série convergente.
: n®  (n+ 1)°
§ a
Inversement, si la série an:e est divergente, les sommes S, ne restent pas
1

toutes finies.

Ay
nete

Il existe donc un nombre p, tel que la série 2 soit convergente, pour
1

”
oy a ..
toute valeur positive de &; et que les sommes Zn-p%; ne restent pas finies; de
1

Qan
npP—e

o
sorte que la série 2 est divergente.
1

A toute valeur positive de & correspond un rang & partir du quel on a

cu—l+;§

. a .
2. Donc la série 2—“—— est convergente. D’autre part, il y a une

Ianl<n ncu+€

&
. « sl @—1~—_ P Ay .
infinité de termes tels que |a.|>n 2, Done, la série ZW est divergente.
11 en résulte:

w—1 <pLuw.

3. Supposons encore |S,|< 4, quelque soit n;
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z=ge%, o0<p<1,

—‘9—I<Ic, k>o.
I—e¢

De sorte que le point z peut se rapprocher de z=1, par un contour inté-
rieur, et non tangent, au cercle de convergence, mais formant avec la tangente
au cercle un angle aussi petit que I’on voudra, si le nombre fixe & est choisi
assez grand. Nous allons étudier P'ordre de grandeur du produit (1 —2)2f(2), en
supposant ¢ > 0. On a:

f(z) = Za‘nzn=ao + Z(Sn-‘sn—l)'nqz" =@, + ZS”[nqz”»——(n + 1)227 1]
) 1 1
puisque S,7n2z" tend vers zéro, pour n = o, si ¢<1.
f(z) =a, + (I _eﬂi)zsnnq Qneru‘)i + zsﬂ{nq g"—(n + 1)9 Qn+l]e(n+l)0i
1 1

1@ <la| + 24

.9
sin —
2

2%99” + 4 Zlnqe”—~(n+ 1)2gnt1}.
1 1

nip" augmente d’abord avec n, puis diminue lorsque n > ng, ou g" < e~ Soit

N le nombre entier pour le quel n?¢* a la plus grande valeur

9 _ 9
Lo I<N< LQ+I.
On a:
N—1
Sn + 11— e = Negh—¢
1
Z(ﬂ-99"~(n + 1)2gn+1) = NagV
N
S [ 02 g nel]— g _\¢
len"e —(n +1)%¢ “l~2quN—e<2(_eL9)
et:

N

N-1
ang" <fxqg’dx
1 1

ang” <fxqg"’dx

N+1 N
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e~ *dx

» n2gn < N4 N+jxqudx—N gN+f( Loyiri—

1
SR TR E R [T

()} <]ae| + 419] (%)“[(z)t E_,(_Q_E_}I_)] 42— ZLg)q

e
(1—o)lfz) <la, (1 —o)2 + Ak[(%}q (1—o)+ Iig+ 1)] +2‘4(%)g.

Le produit (x —g)?|f(z)| reste inférieur & un nombre fixe, lorsque |z|=¢ tend

vers I.
I—zl VI +
I—¢

Done, le produit (r —z)2f(z) a aussi un module qui reste fini. Le produit
(1 —=z)2+2f(2) tend vers zéro, si z tend vers 1, par un contour non tangent au

Q1n2 <V1 + ok

cercle de convergence.
4. Supposons g négatif: —A<gqg<1—4, 4 étant un nombre entier positif,
et S, restant fini (n° 2). La série Zn—q—fa,, sera convergente. Nous suppo-

serons:
o a x o
N 2 A=y
a, =0, na, = o, n®a,=o0, - 2N Qap = O.
0 1 1 1

C'est & dire que f(z) est nul, pour z=1, ainsi que ses A— 1 premidres dérivées.
On peut toujours remplir ces conditions en ajoutant & f(z) un polyndme de degré
A—1. On a alors:

=t =R —1)=(2—1) Zan(t + 2+ 28+ - +277).
0 o 1

Posons:

On a:

ibn=~inan=o, SiA>1
0

inb“=—imo_l)an=o, sid>2
o 2
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et ainsi de suite, jusqu’a
an_2bnz_‘2an(1 +2t=2 4 324 . p (m—1) %) =0
0 2

car le coefficient de a, est égal & un polyndme en n de degré A—1; et cette
série est une combinaison linéaire des 4 séries supposées nulles.
D’autre part, on a:

m 3 [cd
[ I 1 I I
2= Denltt ot e (T aa o F pet) 2w
n 2 (n—r1) 2 m
1 n=2 m+1

Et comme a,=n2(8, — Sn_1), |Sa]l< 4

T b, T 1 S
S T RN R
1 2 ! '

_[Sm+1<<m+1)q—(m+z)«>+Sm+2(<m+z>q-(m+3’“)* }2. I-~

La fonction (1 +2)2—1 — gqxr augmente avec x, a partir de x=o0. 8i

X = on a:

1

n’
o<nt—(n+ 1)2<—gne—?

n n—1 n

I I I I
(n-l-I)qzmT—nq2£{A1=%~{n9——(n+ I)q]2'7l—q+1'>0
1

1

Le coefficient de S, étant positif, on a:
m bn
2
1

Sig<—1, on a:

v I 24 (m+ 1\9
<2A(m+ 1)92ﬁﬁ<;a(*"'73l**) < —
1

m+1
dx 1

b < B ~
na+1 29+1 —qg(m + 10
0

Acta mathematica. 36. Tmprimé le 14 février 1912, 10

~ 3
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o I dx 1

anu/ za+i —gqm?

1 ¢
—gni—l>nl—(n+1)2>—gni—l—

qlg—1)
2

On en déduit:

["“‘"““JETH ) <l

n+ I n*\n +1

. AN I I I1—q_ 1, g n \?

[ —(n+1)]2nq+1>fz— ant Tn ot n+1
1

. 9g—1
puisque o> > >q et (n

@(z) est nul, pour z==1, ainsi que ses Z— 2 premiéres dérivées, et les sommes
b

% .
an+l restent finies.

En répétant A fois les mémes transformations, on peut poser:

I-—z Zb 2"

n

b
les sommes 2 d
1

nq+l

restant finies. Et comme g + >0, le produit (1—¢)?f(2)

reste fini, ainsi que (1—2)7f(z), lorsque z tend vers I, par un contour intérieur,
et non tangent, au cercle de convergence. (1—z2+¢f(2) tend vers zéro.
5. ¢ étant positif, et 0 <e<gq, supposons que 'on ait, pour toute valeur de
z telle que |z|=p < 1:
(1—p)2—¢ Za,,z" < A.

0

Il résulte d’un théoréme de Cauchy que l'on a:
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(1—g)*¢"*|an] < 4.

J’ai donné une généralisation de ce théoréme (C. R. 8 novembre 1gog), en mon-
trant que, quels que soient n et 4, on a:

(1—0)1*ane" + ns10"* 1 + - + anyi07t| <24 (I+L(/' 1) <AL(1+I)
=241+ I) A>o0
Lz ’
Posons:
Tl:aneﬂ.*_ a”+leﬂ+l + - +an+i,9"+;'
et
U_a,, An 41 SR Ap+ ) _ To Tl—-—To 3 EL—T;,._L_;
+(n—l~1)q + (n+ 42 nigt (n+1)qg"+1 +(n+,t)qo"“"
_r ( _L_”__Lw) R S S
o an” (n+1)q9n+1 +ooe T L —1 ( +l__1) Qn+/.—1 (n+A)qg”+‘ +
+ Tx——“———(n_)_ Dign+t
-2 .
n4p" augmente avec n, si n > —L—~ Prenons g=¢ "**. Les coefficients de T,
T,,--- T, sont tous positifs, et ont pour somme nqgn'
A A
lTo|=|an|9”<W3, |Tx|< Q)q_eL(l+I)
A LA+ 1)

1Ul<

nlpn(1 —g)7—¢

I—e %

po diminue, si  augmente & partir de zéro. Si n +4>1, on a:

[U]< A'es (n+l)9L(l+1)

(1—e9)2 (r+A4)°

LA+ 1)

i A< nL(A + 1)
StAsm \UI<4" G

ou A" reste fixe. Décomposons U en une suite de
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sommes de termes successifs commencant aux valeurs n,=n, n, =2n, n, = 2%n,
My =2""n, n+ Ai<2*n. On aura:

A" (Ln Ln+ Lz  Ln+2L2 Ln+(1/~I)L2
IU (2n)* -+ 2E + 27279~_‘_+ 2lr—1e )<
" P " 1]
<i Ln L2 a) A (I+ L2 )< 4 (I+17)‘
28—1 (28— 1)® 20— 1 \ee 2t —1] L2 e

U reste fini, quels que soient » et A.
. a a ..
Inversement, si les sommes S, —a, + j + -+ n—'q‘ ne restent pas finies; c’est

4 dire #’il existe des valeurs de n telles que |S,| soit plus grand qu’un nombre

donné quelconque, le produit (1 —g)?—¢ zanz" aura un module qui peut dépas-
0
ser tout nombre donné & lintérieur du cercle de convergence. Le module de

(1—2)1—s 2%2" pourra également dépasser tout nombre donné.
0

6. Supposons que z=1 soit le seul point singulier du cercle de conver-
gence, f(z) reste fini dans la portion du cercle de convergence extérieure & un
cercle de centre 1, de rayon aussi petit que I'on voudra. Supposons, en outre,
p>o(n°2). Le module de (r —z)?—¢f{z) peut dépasser tout nombre donné dans
la partie du cercle de convergence intérieure & un cercle de centre 1, de rayon
aussi petit que 'on voudra. D’autre part (x—z)?+¢f(z) tend vers zéro (n°3)
pour z=1, sur tout contour non tangent au cercle de convergence. Il semble
naturel de considérer p comme 'ordre d’infinitude de f(z) au point singulier z = 1.
Cependant il peut arriver que (1—z)?—¢f{z) ne devienne infini que pour des
contours tangents au cercle de convergence, et tende vers zéro pour tout contour
non tangent au point 1. D’autre part, si on développe f(z) dans un cercle tan-
gent intérieurement au premier, au point 1, il peut arriver que le nombre p di-
minue. Il est donc nécessaire d’examiner les conditions ol cette définition sera
précise.

Pour évaluer ordre d’infinitude au point 1, si on ne prend que des con-
tours non tangents au cercle de convergence, 'ordre sera au plus égal a p.

7. Soit, en général, f(z) = Na,2n
o

o) =1 Zb 2

bn=a,+a,+ - + .
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Soit @ Vordre de f(z), sur le cercle de convergence, c’est & dire la plus grande
limite de L—[g;:—"—l; et 2 lordre de ¢(z), ou la plus grande limite de ~L—ILTL—£"J
On a 0< Q.

En effet, au nombre ¢ correspond un rang & partir du quel on a:
lbn|<n9“1+5
,“nl=lbn—bn_1|<2n9—1+€, ou< z2{n—r)2-1+e,

L(n—1)

suivant le signe de lexposant 2 —1 4 & Comme T

tend vers 1, on a,
dans tous les cas: w<Q.

Siw>o0, on a 2<w+ 1. En effet, au nombre ¢ correspond un rang g
tel que

lan] < 19=1+5, si 0> g
bn==bg+ ag41+ag+st - +an
160 < 1bg| + (g + 1)o=1%e + (g + 2)o—1+% 4 ... 4 po—1+s,
Comme w + ¢ >0, quelque soit le signe de w + ¢e—1, on a:

n+1
|bn|<|bq|+fx‘”‘1+€dx=|bq|+

0

(_n‘_*_ I)w+e
w+e

n+I\etel 1 | bgl )
F1+ .
|nbn] < no ( + ) (w+8+(n+1)m+e

Si, ¢ et g restant fixes, n augmente indéfiniment, on voit que 2 < w + 1 + &, quel-
que_soit &. Donc: 2<w + 1.

Si w<o, & partir d’un rang déterminé |a.| < n*—1+¢. On peut supposer w + ¢ < 0;
on n
donc la série zan est convergente, et b, = 2 a, 2 une limite déterminée, pour
0 0
n=co., Supposons cette limite nulle, ou
€N
f1) = Da.—o.
0
Alors
bn=a,+a +  F = —Opp1—Quya— -

A partir d’'une valeur déterminée de n, on aura:
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«©

hisd no+e
Ib"|<an—l+s<fxw—l+edx=_n .

w+e
n+1

n

On a encore 2 <w + 1. Mais il suffirait de changer la valeur de a,, ou d’ajouter
une constante & f(x), pour avoir 2 =r1.
Ainsi, & condition que f(1)=o, lorsque w <o, on a, dans tous les cas:

w<<w+ 1.

8. On a:
ap="bp—bn_1
o as an 1 I 1 ll'i
Sn-“al + 2_q+ +ﬁ_—b° +b, (I—-Z—q) + - +bn—-l((n__'1)q nq) + pri
Soit g— R +1— Si d : Jbal<no-ree, || < 2
oit g— R+ 1=26>0. Si n est assez grand, on a: |b,|<n el <

b
— tend vers zéro, pour n = .
nt

(L_ 1\ be [ g1 (@g+Dgt+2) )
"\nt  (n+1)7 ne+l 2m 2.3n?
La série En—qb% est convergente, ainsi que la série 2%’;. Si p est le nombre
défini au n°2, on a:

p<R—1.

D’autre part, supposons que ¢ ait une valeur positive; et que |S,.|< 4,
quelque soit ». On aura:

n n—1
b,,=2a,,=ao + n28, + 2 Sn(n? — (n + 1)9)
1

0

n—1

|ba]< A +A4Ans+ 4 2 ((n + 1)2—n2) =24n9.
1
Donc:
2<g+1.
Si p est positif ou nul, 2<p + 1. Par suite:

L=p+1.
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Si p est négatif, nous supposerons Za,.-:—o. Soit p< ¢ <o; on aura:
0

a

b"zi“”:_ i n=2 (Sn—1— 8t = (n + 1)¢8, — i 8u(n?—(n + 1)9)
0

n+1 n+1 n+1

car n?8, tend vers zéro, pour n= o. Il existe un nombre 4, tel que |S,|< 4,
quelque soit n, et |b,|<24(n + 1)9.

On a encore 2<p+ 1, et 2=1p + 1.

Dans tous les cas, & condition que f(1)= o0 lorsque p<o, on a p=80-—1.

Mais, lorsque p <o, il suffirait d’ajouter une constante a f(z) pour avoir
L=1>p+1

1(2)

A la fonction p— correspond un nombre P <. Mais il peut arriver que

Pon ait P < £, ainsi que nous en donnerons un exemple.
9. Soit p le nombre défini au n°z2, qui peut étre positif, négatif, ou nul.

Supposons p > w— g
Soit

g>w—-ete=1"%1+I5,
2 2 4

Soit # un nombre réel, 0 <z <1 et ?:%: y. Formons le développement:

fR)=fx+y(r—2z))= i y”%}—f)—;ﬂ”’(x)=2bny"~
0 0

Si z=1 est un point singulier, le rayon de convergence est encore 1. Soit:

T, — i% Q) (I—x)'"ixv_mavv(a/-—t)~--(m+1)

g me 1.2---(v—m)
m==1 1 v=m
N ., (YI—T v(r—1) I—x)gi v(w—x)---(v—n%—x)(r—x)”i)
vzlxa"(r x 1.2 z | T 1.2-1 z | ne’

Nous allons étudier I'ordre de grandeur de T,, en supprimant des termes dont
la somme restera finie, quelque soit n. A partir d’'une valeur déterminée de n,

1
on a Ian|<nm—l+e___ q'—f—s.
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viy—1)-v—p + 1) (I x) augmentent avec u, tant que
1.2 x

u<(r—uz)(» + 1). Supposons cette condition remplie, et » assez grand. Posons

Les coefficients

alors:
QV(r—1) - (r—u+1)1—2\* 1
t=|av|x”2 I.2- -1 ( x );Tq<
1 [}
1 . 7t
¢—5—¢_ v(v—1)-(¥—pu+ 1) I——:Z)” I
< v I.2---1 ( x E;tq'
I 1 © 1
Sig>r, ;y—q<§}7’ reste fini.
p+1
£t 1—¢q
Si g<r1, -‘i< d_x,z(iil)_
" u? x4 I—¢q
‘l‘L
. o1 dx
Sig=1, 2;<1 + 7=I+L‘u.
1 1
Le rapport _nx_"zhn tend vers 1, pour n = . Il en résulte que
(—e‘) Vann

I.2-9 <A( v )"(a/—y)“]/ v:,
v—u u w(v —u)

I.2 .12 (¥—u)

A restant fixe, quels que soient les nombres entiers » et u, » > u. Et:

=1 — w1 —x\H T
t< A72 s( v )v (v ulI x) 'l/ vfua,
x uly —u)'

Y- u u

ou A4 est un autre nombre fixe; ea=o0 si g>1, e =1—¢g si ¢<1, et a=¢ si

g=1I.

Soit u = »(x —z)—5, % tendant vers zéro, pour v =c. On aura:

A )—vx—h , 3 )h—v(l—x) @i
I S &
( r(1—x)

1
_1_ 1
t<Ar? G(I+—~ u Vo

v : Va

h? (1 —2x)

1 1
A4 =y~ W e Trai—2) 8zl —a)

Vi
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Si k> VEKwvLv, cette expression est de la forme
K
A!,,,q_’_“'a"zz(l—s)

qui sera le terme général d'une série convergente, si K est choisi assez grand.

. K
Il suffit que 2T —a)

g. On peut ainsi supprimer, dans 7, tous les termes tels que u < »(1 —z)—

soit au moins égal au plus grand des deux nombres 1 et

—VEKvLv; la somme de ces termes reste toujours finie.

De méme, soit u=»(1—a)+h, h>VKvLv, % tendant vers zéro. On a:

z —_ 1)y — —p\u
laylx”zv(v 1)--(v ”+I)(I x) —I;<
” I.2- 0t x [ u
1
g—z—¢ mw(w—1)~-(w—,u+I)(I———x)#(}_ 1 i)<
<V r I.2 - z ;¢9+(;c+1)9+ t e
-1_ vy —
< A42E s( a/x)(w 14 x)“l/ 4 va <
v—p poz (v —u)
h—vz —h—v(1—2)
T it O I ey .-
Va(r—z) v (1 -—x)
A A Bl-28)
— g 1—stu g Zvill—z) 6HL(A—a)
V(1 —z)

expression de méme forme, qui est le terme d’une série convergente.
On peut ainsi remplacer 7T, par

N . viv—1)-(v—u+ I)(E~x)“l
T-—- le avE 1.2 x ‘uq
v I

ot u ne prend que les valeurs comprises entre »(1 —z)— VEKvLvet»(1—z) +

+ VKvLv, telles que u <n. De sorte que

v(1—z)—VEvLv<n

n Kn n n
—=tV o= m*m(”’*m)*

v <

Les autres termes de ce développement tendent vers zéro, pour n = .
Siu=wv(x—2z)+h
Acta mathematica, 36. Imprimé le 15 février 1912. 11
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I__ ot (. gk +<1<4+I)h’_...)
‘ugﬁaﬂ(x—x)?(I v(r —x) 29%1—2)?

T | AL

e pe(1— )2 7 v

ou 4 reste fixe.

EV(V—I)"‘(”“.‘L + 1)(1—1‘)- < 2: (1 + I—x) =ET/'
- I.2n x = x x

. 1 1 .y
Si, dans T, on remplace — par ) la différence des deux valeurs
I VT —

a un module plus petit que

< 9—;‘““4 E_Ai—@

v = =
24 v glte
1

augmenté d’un nombre fixe, provenant des premiers termes a,. Comme cette
série est convergente, on peut remplacer 7', par

T = 2 wa, 3L r—1)-(r—u+1) ( L_fx)ﬂ S S
! I.2--u x va(r —x)?
v ,u

A partir d’'un rang » détermingé, chaque terme a un module inférieur &

1 1
la. | g < [
pI(1— )2 S
(1—2x)2p?
. n o, Kn n
Siv> , il ne reste qu'un nombre de termes de 'ordre de L ——,
I—x (1 —=x) I—x

3

dont la somme est inférieure 3
1 l/ TTn

' VKL .
(I_x)q+1——in8 I1I—2x

On peut donc supprimer ces termes, et supposer » <

1—x'
De méme, si

v(t—z)+ VKvLy>n>v(z —2)

on a supposé u<n. Mais, pour les termes tels que i >n, on a:
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vii—ax)<n<u<v(t—x)+VErLvy,

L >y > n _V__én _L,AZ%N_{,#VK__.E(I.*_L_nf:)+...
I—x I—& (1—a)* 1 —2 z{z—a I—2x

Si on ajoute ces termes & 7", & chaque valeur de » correspondent des ter-

mes dont la somme a un module inférieur & ——————- » prend un nombre

(1 —a)e e
Kn n

———3L——— La somme de ces termes est in-
(1—2) 1—2

de valeurs de Vordre de

férieure & une expression qui reste finie, et tend vers zéro pour n= .

. n
On peut ainsi prendre 7" avec tous les termes tels que »< o et u

I

compris entre les deux valeurs »(x —a) + VKrLy.
Mais, si on fait varier u de o & »; on ajoute & T’ les termes ou u varie de

de o & v(1—x)—VEKvLv et de v(1—=a)+ VKvLy 4 ». Le coefficient de

a, .
——"—— est augmenté d’une somme de l'ordre de
v (x —x)¢

. S
y ¢ Ez(1=2)

K

T 72207, La somme de ces ter-

ce qui donne un produit de I'ordre de »
mes reste finie, et I'on peut faire varier u de o & ».

T Yoray— L 3 =1 r—u sty e T
oA Pri(a—a) & 1.2 x (1 — )2 %= p3
He

ol v prend les valeurs entiéres inférieures & ol
1—

I e pae N . .
T,— 7S~ a un module inférieur & un nombre fixe, quelque soit =,

(1—2)

n
—I1<N< .
I—z 1I—2x

si
Si q>p>w—~§, S, reste fini, T, reste aussi fini. Si p>q>w-§, | Sn]ne

. . . a . s
reste pas fini, mais le terme général #q‘ tend vers zéro. Si n augmente d’une

unité, N augmente d’un nombre limité, Sy ne reste pas fini, et T, ne peut pas
rester fini. A la fonction f(x + y (1 —2)) = I b.y" correspond le méme nombre p.
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Si p>w-—52—, ce nombre p reste le méme pour le développement dans tout

cercle tangent intérieurement au premier, au point 2= 1; p peut alors étre con-
sidéré comme l'ordre d’infinitude au point 1.

Si p <o, cette définition suppose que f(z) est nul pour z= 1, ainsi que ses
dérivées d’ordre inférieur & — p (n°4). On peut toujours remplir cette condition
en ajoutant & f{z) un polyndme de degré inférieur & — p.

Si p< w—7, ce nombre ne sera l'ordre d’infinitude, qu’a condition qu’il

reste le méme dans tout cercle tangent intérieurement au premier, au point
2 =1I.

an
+

e"’l’ i
nP

10. Au point z = e®¥ correspond un nombre p, tel que la série
£

. a - .
soit convergente, et Ehp—i;e’“” divergente. On peut ramener ce point 4 z==1

par un changement de variable.

Si p reste le méme pour le développement de f(z) dans tout cercle tangent
intérieurement au premier au point z = ¢??, p sera l'ordre d’infinitude en ce point.
Si p<o cela suppose quon a d’abord ajouté 4 f(z) un polyndme tel que f(z)

soit nul pour z= e%, ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur & — p. Si p<« ———i—,
ce nombre est P'ordre d’infinitude.

A chaque point du cercle de convergence correspond un nombre p>w —1.
Soit P le plus grand de ces nombres, ou leur plus grande limite 8’il y en a une
infinité supérieurs & w—1. On a toujours p< P, et il y a des points tels que

. I . pe_ = .
p>P—¢ Si P>w——;, ce nombre P est lordre d’infinitude maximum aux
points singuliers du cercle de convergence.

. I . R . . .
Si P< =", il faudra considérer, en chaque point singulier, des cercles

tangents intérieurement au premier, pour définir 'ordre d’infinitude.

II. Ordre d’infinitude de la fonetion.

L2y
n@+e

11. Il existe un nombre @ tel que la série 2 soit convergente, et la série
2'—@1 di nte (n° 0 touj :
no—s diverge n° 2). On a toujours:

P<Q<w.
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. , . a ; . .

Si P=@Q, la série 2 ?’i; en?i est uniformément convergente, pour toute va-
leur de 9; cette fonction de 9 a un module qui reste plus petit qu’un nombre déter-
miné fixe.

Mais, si P<@Q, il t arriver la séri EJ’L noi it pas unifor-

is, , il peut arriver que la série 2 .. e*” ne soit p T

mément convergente. Cette série trigonométrique peut étre une fonction discon-
tinue de .9, ayant une valeur déterminée pour chaque valeur de 9. Cette fonc-
tion peut alors augmenter indéfiniment dans le voisinage de 9 = 9,, bien que la

. a — -
série znp'*"s er%? goit convergente, et prenne une valeur finie. Dans ce cas, la

A
nP+E

fonction 2 z® ne reste pas finie sur le cercle de convergence, son module

peut dépasser tout nombre donné. Il faut alors distinguer l'ordre d’infinitude
maximum aux points singuliers du cercle de convergence, et 'ordre d’infinitude
de la fonction dans le cercle de convergence.

o
, . An .. . ,
12. Supposons que la série ZE”M soit uniformément convergente pour
0

0<9<2m; cest & dire que, & toute valeur de ¢ >0, correspond un nombre »’'
N
tel que Z—fe”"‘ <&, pour toute valeur n > n', et quelque soit 3. Ce nombre

n?
n

n' ne dépend que de &, il est indépendant de 4. Il existe alors un nombre 4

Q0
\' @ . .
tel que n—’q‘em” < A quelque soit J.
1
. . a ) .. .
Si @ >0, la série 2 %q’:_a en?i est aussi uniformément convergente; en effet,

ke.2]
. . Qo o
soit 9 une valeur déterminée, et Z ~Lenti— R,
n+1

ane”?* =n2(R, ;— Ry).

- a
La série Y- o

o e"? est convergente (n° 10). Soit:

& a P R, N\ r 1
R.= 2 nq:a =y 2 R"(n"_(n + 1)“)'

n+l n+l1

Si n >/, nombre qui correspond & ¢, on a |R,|<e, et
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et LS I T\ ze
lR”|<(n+1)a+£§l(n“ (n+1)“) (n + 1)’

i
Supposons n >n' et n + 1> 2%, on aura |R',| <e. n est indépendant de 9, la série

est uniformément convergente.

Il existe donc un nombre ¢ tel que la série zﬁ% e"?% soit uniformément

. ,L.oN a Dy . ,
convergente, quelque soit ¢>o0, la série );iq'f_-;e"““ n’étant pas uniformément

convergente. On a:
P<g<@.

p ngg‘e"ﬂ"l < A qelque soit 9.
n

1

Au nombre ¢ correspond un nombre 4 tel que

0.

2 On endi
ne

1

13. 4 étant un nombre fixe, supposons inversement que I'on ait <4

. . - a ;
quelque soit 9, ce qui suppose la série 2 n"; e7?% convergente pour toute valeur de

3. Il en résulte que, pour toutes valeurs de »n et 2> 1, on aura (n° s):

Qg . Any) 93 An 45 —1 —1D 93 T 9
Aonti | o BT ontl)9i .y IRFATl pned—DPi o AR
n? (n+ 1)0 +(n+/v~:c)q
4' étant également fixe.
Donnons & 3 et m des valeurs déterminées, et posons:
m—la
nondi
2 ﬁe" ‘——-Sn
n
|18ma)< A4, |Sa]<d4d'L(m—n).
Soit « <0, et:
1 -1
3 _an i S §£§Lﬂ=&_"§l,g T _x
ni+ao ne ne » (n—I)“ ne
n n n+1
m—] !
n  .0i]l 24
2 ﬁ;—ae" < FL(m—n)

n

Décomposons la somme I en une suite de sommes de termes successifs
commengant aux valeurs n,=n, n,=z2n, - -n, =2"n et m<2**'n. On aura:
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n
2 Xn enth
nitae -

”®

(Ln  L(zn) | L(2"n)
<2A( e T +(2”n')“)

s a+l —_
<2A 2Ln+vL2:A2 (2¢—~1)Ln+ L2

ne 2ve ne (za_.__ I)2
y=0
2 em?t A== Ln
nta ne’

, . Y , Ln
A" étant un nombre fixe, indépendant de n et de 9, lorsque « est donné. s
tend vers zéro, pour n = %; & toute valeur de ¢ > o, on peut faire corrrespondre

e'”’ ' est uniformé-

un nombre », & partir du quel A”L <e&. Dongc la série 2
ment convergente.
Inversement, si ¢ est le plus petit nombre tel que la série 2 . e soit

uniformément convergente (n° 12); quelque soit le nombre A4, il y aura des va-

@
nidi
2 nq-€ — €

1
valeurs de module aussi grand que I'on voudra, bien que, si P<g—¢, la série

leurs de 9 telles que > 4. Cette fonction de 4 peut prendre des

@n
Zn = e soit convergente pour toute valeur de 9.
. - - An i it o .
14. Soit ¢ un nombre positif tel que la série Zﬁe” soit uniformément
convergente. Si n>n/, on aura:

[
Ro= X220, [Ral<ce,

n+1

z= e, 0<p<1,

f(z) = Zanzn + 2 N2(Rp—y — Rp)o"™ =

n'+1
n' o
= Za,,z" + (0" + 1) Rppm+l + 2 R, ((n + 1)29"+1 — nagn).
0 n'+1

'

Sae

0
¥, si p<1. Soit N le nombre entier pour le quel n¢g” a la plus grande valeur

¢ et n' restant fixes, il existe un nombre 4, tel que < A4, quelque soit
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g
(n° 3); supposons I — ¢ assez petit pour que N soit supérieur & n’, ou 1 >¢> el ",

On aura:

q q
1f(2)| < A + 26 NgN < 4 +28(_eLe)

(1—e)e|f(2)|< A(x— )7 + Ze(g)“

expression qui reste finie.
Si g est le nombre défini au n° 2, que nous supposons positif ou nul,
(1 —o)2*f(ge?%) tend vers zéro, pour ¢ =1, quelque soit la facon dont varie J.
D’autre part |(r—g)7¢f(¢e?’)| ne reste pas fini. En effet, s’il existait un
nombre fixe A4 tel que I'on ait, quelque soient 3 et ¢<1,

(1—o)t*|f(ee?)|< 4,

Gn

”
aux nombres 4 et ¢ correspondrait un nombre B (n° 5) tel que 2 —er?|< B
10 2
. L e . LY . .
quelque soit n; 2 —e"?i] resterait fini, et la série 2 — "% serait unifor-
£ g—5
1 nl 3 n 2

mément convergente.
On peut dire que ¢ est ordre d’infinitude de f(z) & l'intérieur du cercle de
convergence.

Sig>P et o<e<g—P, la série 2 en¥ est convergente pour toute va-
1

Qn
ni—¢
leur de 9, mais son module peut dépasser tout nombre donné. Quelque soit
A4, il existe des valeurs de z, intérieures au cercle de convergence, telles que
[(x —o)1—2f(oe?)]| > A. Cependant, quelque soit 9, ce produit tend vers zéro, si
¢ tend vers 1.\ L’ordre d’infinitude en un point quelconque du cercle de con-
vergence est au plus égal & P, qui peut étre inférieur & 'ordre d’infinitude ¢
a lintérieur du cercle de convergence.

15. Supposons ¢ négatif, —A<g<1—24 (n° 4). Soit z,=e%* un point
arbitraire du cercle de convergence, et

P =10+ =z a) + -+ I gy

1.2---{(A—1I

Les coefficients de ce polyndme sont des séries uniformément convergentes.
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f(2) — @(2) s’annule, pour z=z,, ainsi que ses i — 1 premiéres dérivées.

-]
Pour la fonction f’(z)=2na,,z"—1, on a w=w+1. Les deux séries
1

Bn nan Qn 1\t .
2 et z(n )P 77};(1——%) sont convergentes, ou divergentes, pour
les mémes valeurs de p. Les deux séries 2 =2 gni et 2 N3 pn% gont
(n—1)Pt!

uniformément convergentes pour les mémes valeurs de p. A la fonction f'(z) cor-
respondent les nombres p'=p+ 1, PP=P+1 et g'=¢+1 (n° 2, 10 et 12).
A la fonetion f(4(2) correspond le nombre ¢;=g¢ + 4>o0.

Supposons ¢ > P, 0<e<qg—P. La série 2

-en’ est convergente, sans

étre uniformément convergente. On peut former des arcs de plus en plus petits
sur les quels la convergence n’est pas uniforme. II y a un point e’ tel que
cette série puisse prendre une valeur de module supérieur & un nombre donné
quelconque A sur un arc aussi petit que 'on voudra terminé en ce point. Il
y a des valeurs de z telles que

(I _ 9)q+/’.—-£| f(/'.)(e et’)il > A. (no 14)

fi¥)(z) est une fonction continue. A chaque valeur de 9 (entre certaines limites)
correspondent des valeurs de ¢ <1, vérifiant cette inégalité. Lorsque 9 tend
vers J,, ¢ tend vers 1, et l'inégalité cesse d’étre vérifiée & la limite. Pour cette
suite de valeurs de z on a

(2 — 20)q+;'—€ l /().)(z) l >A.

On peut encore dire que g est I’ordre d’infinitude de la fonction f(z) dans le
cercle de convergence, ce qui veut dire que ¢ + 4 est celui de f*(z), ou qu’il
existe des valeurs de z = ge?! et z, = e% telles que le module de

(= 2 () — f(z) — (2 =2 (z) — -+ — E =2 s pumn o)

_puisse dépasser tout nombre donné.
16. Supposons que 3 ne varie que sur un arc déterminé 9,<I9<9,. Il

e'"" soit uniformément con-

existe, de méme, un nombre ¢’ tel que la série 2:
1

-]
a. . , . ’
vergente sur cet arc, %_en® p’étant pas uniformément convergente.
ne—¢
1

Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 tévrier 1912, 12
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a0

' a4 ,
Au nombre ¢ correspond un nombre A4 tel que Zn_q'-:T enti
1

valeurs de 9. Quelque soit A4', il existe des valeurs de 9, sur cet arc, telles que
< COn .
an’-—g 8‘8’3‘!
1

¢ est I'ordre d’infinitude de f(z) sur arc considéré, ¢' + 4 est celui de la
dérivée d’ordre i, f#(z).

Si 9, — 9, tend vers zéro, Parc ayant pour limite un point e%, il peut arri-
ver que ¢ ait une limite plus grande que ordre d’infinitude en ce point. Il
faut alors distinguer deux ordres d’infinitude en ce point. L’un est I'ordre d’in-
finitude au point e* considéré isolément, c’est le nombre p (n° 2) correspondant
4 un cercle tangent intérieurement au premier et de rayon aussi petit que I'on

< A4, pour ces

> A4'.

voudra. Mais, si p> w——z, cet ordre d’infinitude reste égal & p. L’autre ¢'>p

est lordre d’infinitude de f(z) sur un arc infiniment petit comprenant le point
e*. On a toujours

r<¢<w,

ol w est I'ordre au méme point défini par M. HapaMaRD.

III. Exemples.

17. L’ordre en un point peut changer avec le cercle de convergence. Con-

o
sidérons, par exemple, la fonction f(2) = 2 a,2*, oi c, représente une suite de
n=0
nombres entiers tels que ¢4 —c, >aVenLc,, o étant fixe. Pour cette fonction
le cercle de convergence est une coupure. Soit w l’ordre sur le cercle de rayon

L(aqc,) .

1, ¢’est & dire la plus grande limite de
Lec,

Formons le développement:

flx +y(1—2)) =Zbnym, 0<x<I

brn =

AnXn -

I—2\™ ln(Cn—1) - (Ch—m + 1)
x ) 2 1.2:--m

Soit ¢, = m . k; le coefficient de a, peut se mettre sous la forme:
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I—x\¢n I —2x\" n Cn o
a LR I (R VW;@'

4 tend vers 1, si m, ¢, et ¢, —m augmentent indéfiniment.

Si [hl< s cette expression peut s’écrire:

I

e BROa—z)? (-
\/ ¢ Tame T emez (T

— n—,~_—_
2zm{cn —m)

1
1z

1

Si b=+ V2KzmLm, cette expression est de I'ordre de m~X—;- Le rapport

c——’i’—n ¥, de deux coefficients consécutifs de b,,, diminue si ¢ augmente. Mais
. —

COmMme Cnyy —Cn=h' —h >a Ve, Lc,, le rapport de deux coefficients consécutifs

de termes non nuls tend vers zéro si ¢, > [ eb augmente indéfiniment si
— X

y

m . . . . — .
Cnt1 < == A partir d’un rang déterminé |a,| < ¢c,o1+¢. Si K> Lgf a?, & partir

’ < 4w m
d’un rang déterminé il restera un seul terme ¢, entre les rangs ¢ = T +

+ ;j_I—EI/ZmeLm. Il en résulte:
1
lbm'<A/mm—l+e—~K—--2,

3
A4’ restant fixe. Cette expression est au plus de Yordre de m’ 2

D’autre part, considérons une suite de termes tels que |a,| > (¢,)°—17¢, et soit:

(I—2)c, <m<1+(1—2)C,.

On a:
|bm|>——i—: (c”)zo—l—e_A'mm—-l-ﬁ-e—-K—;
V2rnm

L|b

On peut supposer 26 < K; il en résulte que T 3

| o3
& pour plus grande limite w >



92 Eugene Fabry.

Sur le cercle de centre z,f(z) est d’ordre w—g, y=1, z=1 est le seul po-

. . . I
int singulier de ce cercle, il est d’ordre ©0—>.

18. Sur le premier cercle de convergence, de centre z =0, le point z =1 est
d’ordre w. En effet, on a:

— T T/ V«T-;
Veng1—Ven > ]/ Cn + aVeLen— Ve, — — «re LE e
VC,, + l/cn + «a VC,;LC;.

expression qui augmente indéfiniment avec c,, et n. Quelque soit le mombre K,
a partir d’'un rang déterminé, on a:

Vensr1—Ven> K

Venap>Ven + Kp>n+p sip>fibj£;

en supposant n fixe, on voit qu’a partir d’'un rang déterminé on a ¢, 4 p > (n+p)%;
ou ¢, >n? a partir d’un rang n'.

G , I
—1l+e+¢ [
Cn . 0—¢ <Cn n2(1—-£—-€’)'
Sie< —, La série
2 —— e’ est uniformément convergente. La fonction 2 ﬁa—" en® est finie

et continue pour toute valeur de 9. Formons l’expressmn:

g

—m e—"“"'z Qn ecnm—zmz Qn sm(c,.——m)ﬂ.
C W= Cnﬂ)—B c"__m
0 nw=0

e
Soit m =c,, ol »' prend des valeurs telles que

|G} > e =15

An .. . £ . sqap s

Le terme 2m7w1;—£0 a un module supérieur & z $cn%, qui augmente indéfiniment
”l

avec n'.

Les autres termes de z ont une somme finie. En effet, si n <#', on a une
somme de module inférieur a
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n' —1

lanl . 1
2 Cot 2 2 ——— — [ R _)
- ] ¢ m_e(cn"—cn) <2 G 1—6—6(@;'*0») 2 2 on ( Cn'—Cn

Cn

@
la série Zc,f*"—‘ est convergente,
0

Si n dépasse un rang déterminé

cn‘“0n>K(n1_n) (V07'+ VE;)>K(n,"—n)Vch'

n'

=1 .t haut d
P IRAPE P 3 2 1+ L
Cw—Cn K n'—n Kn 1~2e—2¢
n

expression qui reste finie, et tend vers zéro, pour n' = .
Si »>7', on a, dans z, une somme de termes de module inférieur a

hd

lanl 2
2¢ c 2 e <
" n'§1 Cnm—ﬁ(c”_—cn,) < on Cal ¢ (Cn—Cn')

2

_E_e, ZK(n_,n)nl-—Ze—Zs'

<

2“

"'“K(n—n)c 2
2 2 1
< ZK(n.__n')2:2£-2a':fznﬂl-—e—?)'
1

Done, quelque soit 9, = ne reste pas fini, si m augmente indéfiniment. La fonc-

. a . - .

tion 2 ﬁ"_—ez"n n'est pas & écart fini, sur un arc comprenant z=1, qui est un
n

point singulier d’ordre w.
Tout point z==e? est d’ordre w sur le cercle de convergence de centre o.

Mais il est d’ordre @— sur un cercle tangent intéricurement au point e?.

19. Pour déterminer I’ordre d’infinitude de f(z) (n°16), soit ¢ >w—1, et

T”zifn 2(1 Zx%-ma,c"(c"—_l)"'(c”—m+ 1):
1

I.2---m

L n In
coley—1)-(cy—u +1){1—2\"*1
= Soma, Jeloz o Imat L
I.2--u x
Ve fem=]

Nous allons étudier 'ordre de grandeur de 7, en supprimant des termes dont
la somme restera finie, quelque soit ». Les calculs du n°9 montrent qu’on peut
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K

ne donner & p que les valeurs comprises entre (1 —=x)c, + VK¢, Le, ol 25— %)

est au moins égal au plus grand des deux nombres g et ¢ + 2

Et comme on a, en outre, u < n, on aura:

n T Kn n K
I—x T1—2zP 11—z 2(1—2)

n
ey < 2(I+LI_I).

Il ne reste, dans 7T',, qu'un nombre limité de termes a,, tels que ¢, > — chacun

P s a _ . .
donne une somme de module inférieur & 4 Ic—”ql < Aec,»—1—2+¢ expression qui reste

4

finie, ainsi que A4, car on peut supposer 0<¢<¢—w + 1, On peut ainsi sup-

n
poser ¢, < .
I—z

En posant p=(1—=z)c, + %, on a

c cife —) —ptI)1—z\* ARG
T= Exvaz ; u - I(Ixx) I—IL}q( Toli—a) 2641 —a) )

Mais h< VK¢, Lc,, la série

. 0,;(6,,—1) ,—u +1)VLe, 1—z\" I/ch 2 VLc,
2‘”'“ l 2 ¢ 1\ ¢ ZIGvI —o+d—¢
=0 -t Cq+2 * ¢l 2 ¢! 2

est convergente; il en résulte qu’'on peut remplacer 7' par

cv(c,,-—l c,—u+I1)i—zx I
Zxc"“ 2 'M ( z ) (1 — )7

On a supposé u <n lorsque

(1—a)c, + VKo, Loy >n > (1—2)¢,

n Kn n K
=2 "1z (I—x)sLI——-x 2(1—2z)

,(I+L n )
I—ZX

Mais il ne reste qu'un nombre limité de termes a, vérifiant ces conditions, et si on
ajoute les termes tels que ; >n, leur somme reste finie, quelque soit n. Dans

n . ——
T', on a alors c,,<1——~x, et u reste compris entre (1 —x)c, + VKe,Le,.
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Mais, si ¢ varie de o & c,, on ajoute & 7' des termes dont la somme a un
module inférieur & une expression de l'ordre de

K
2 'a‘v __<2 o— 2— 02

+
v g7 "'2:(1-:)

qui est une série convergente. On a alors:

Cy
= Saoa, L 2&(9:?_)4;““)(1—‘”) _ I _ya
(1 —a) 1.2 x (1-— )9 4mc g

=0

. on n 1 . ..
Si P +1>N> - onaurac, <N. 7', — —-—--8ya unmodule gui reste fini.

(1—a)

Donc, si p>w—1, le nombre p reste le méme sur tout cercle tangent au cercle
de convergence au point z=1, p est Pordre d’infinitude en ce point.

20. Soit, par exemple, f(z) = 2 2°n

e}
n*—A<ec, <n*+ 4,
A et o restant finis, a >2. On a:

I I I
e + AP <o < (s = A)°

L I 3 I . . I :
La série 2 0P est convergente si 3 > o’ divergente si < o Aupointz=1
n

correspond le nombre p==, qui est 'ordre d’infinitude en ce point. Sur un

I

o
s . . I I .

cercle tangent intérieurement au point 1, ce point est d’ordre PR bien que

ce point 1 soit le seul point singulier du nouveaun cercle de convergence. Tous

. . . 1
les points du premier cercle de convergence sont d’ordre w = 1, ils sont d’ordre 2

sur tout cercle tangent intérieurement. L’ordre d’infinitude de la fonction dans

11 - est convergente. Mais I'ordre
—~+¢€

Cp®

d’infinitude des divers points singuliers n’est pas le méme. Supposons que I'on

ait la fonction particuliére

‘ . I . ’ e
le premier cercle est -» Puisque la série 2

o

@)= 2=

0



96 Eugeéne Fabry.

s EE3 i
n—- 2n—- 2n——

. g I
Les points z=¢ 4, ,¢ 7,¢ 9, ont ordre d’infinitude 3 comme z=1. Pour

nZt nZt (27;-&-1)?

14
. (PRI § i
lespointsz=¢ 3, e 5, ¢ , € ® on trouve p=o.

Si 'on a c®"—A<e¢,<c"+ A4, ¢>1, la série 25%—9 est convergente si 8> o.
On a p=o0 en tout point du cercle de convergence, I’ordre d’infinitude de chacun
d’eux est égal ou inférieur & zéro.

21. Pour une série quelconque f(z) = Za,,z" d’ordre w, supposons |8,|< 4
44

quelque soit n, S, = Z%‘ - Formons le développement:
1
fle+y(1—2)=Sbny™, o<2<1

(m+ 1)---(m+ ») o4 ]:
I.2%

. m
=(1~——x)’"[a,,.+ am+1-—:—1x+ et A g

(m+1) (m+v)

=@ —am o — (m + ) (St s — Sy vm1) =
ym=(0 '

o . N L, (m+ 1) (m + ) _ (mtvti)eHt )]
= (I—x)m[ qum—l +v§0x “I—E——‘——’—Sm ((m + V)q __—_—_W+I x
Abm| yor M+ 1) (m+v—1) (m+v)2+1
(1—z)m <Amq+Av21x ' r.2---(v—r) (m+y—1)f ===

(m +p)a+t m+v  q q(q—I)__.__)
m+r—1)— — %= (m + »)2 (I—x ” miy T 2(mE )
Si |y — 1% >I—, on a
1—z|” 2
I
m+ v . I 2 2mr+I1-—=x
2 ——— —
I—xm:—y w(x—x)—i—m(l—zx)-—%x 1@ 2mt 1w

expression qui reste finie. Cette condition est remplie sauf pour une valeur de ».
Il en résulte:

3.
Joml<dmi(z —x)™ + A'm’ T+

1—2———

+ A'Z =1 (m +II)2(Z:__{: :)—I)(m + )2 (1 —z)™
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ol 4' reste fini.

T 1 h |h]<
I— I

O (m+ 1) -(m+v—1)
1.2--(¥—1)
reste dans un rapport fini avec

[ e=af (52 Vg

Soit v =

mx
—.x.

m+ v|
I—x——— | ~=
v |

h(I—::))’"“’( I—x)—" 1
(1+ - 1 +h—— |2](x x)l/ma/(m—*-a/)
ik R W SRPRY _pafl=al g (-aPlta)
=u—v-aflj_!(1*hlzm;f palremisaiamnt, ) R
-z 2

inférieur & un nombre fixe ¢; car si po

Dans b, on peut supposer

> &

le rapport de deux termes consécutifs est inférieur & un nombre plus petit que 1,
si & >o0; et supérieur & un nombre plus grand que 1, si h<o. Les termes sont
inférieurs & toute puissance de m. On a done, & partir d’une valeur déterminée
de m:

(1—2)?

3 ———
[bm|< 4"m' "2 D |4} "

ou h=a +», a restant fixe, et » prenant les valeurs entiéres comprises entre
—em et + em. Cette expression est du méme ordre de grandeur que

o«©
L Q—zP _1
m 2fe—h2 Sr hdh _  z -5

m (1—=z)
0

Il en résulte que la fonction Xb,,y™ est au plus de Vordre ¢ + -;—
Si p est le nombre correspondant au point 1 (n° 2), sur un cercle ¢' tangent
intérieurement au premier en ce point, ordre de la fonction est o' <p + i
Soit un cercle ¢’ tangent au point 1, intérieurement an premier et extéri-

I
eurement au cercle ¢'. Sur ce cercle ¢! on aura p' zm’—;

. I .
Par exemple, pour la fonction f(z) du n° 17, on a o' = 0= p'>w—1. S8i

Acta mathematies. 38. Imprimé le 15 février 1912. 13
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en un point z=e¢%, on a p=w—1, le nombre p restera égal & w— 1 sur tout
cercle tangent en ce point, et 'ordre d’infinitude est w —1. '

Par exemple, si |¢*—c¢,]| reste fini, ¢ > 1, tous les points du cercle de con-
vergence ont le méme ordre d’infinitude p =0 —1.

22. Pour une série quelconque, d’ordre w, formons le développement:

fleef®  + (1 —0)y) =Zbmy™, o0<e<1
R m+1)--(m+v ;
m=(I_(’)m2am+v( I.)Z“(“V )Qveve"

ve=Q

Soit By, le maximum du module de b,,, lorsque @ varie de o & 27, ¢ restant
fixe. On sait que (n° 5):
(m + »)

+ .
Bmz(x——g)"‘|am+,.|(m II.)z...v ¢

ot » prend une valeur arbitraire. Cette expression est de l'ordre de

ot o [ el VS

Supposons m + » choisi de fagon que |@m4+.|> (m + v)2—1—¢ et ensuite
m==(m + vJ(1—p¢)+h, 0<h<1. A étant un nombre fixe, on aura:

B> Amo—1—:—}

ILmB,, LA 1
Im >m+ w— ST

I y a donc au moins un point e® pour le quel la fonction est d’ordre
©w>w —-—2 sur le cercle de rayon 1-—p (arbitraire) tangent intérieurement au

premier cercle de convergence. Sur tout cercle tangent au méme point, de rayon
compris entre 1—¢ et o, on a:

I
P'>¢0—">w—1
s

Supposons P=w—1, (n° 10), c'est & dire qu’en tout point du cercle de
convergence p=w—1I. Il y a au moins un point e% pour le quel on aura
P =w—1 sur tout cercle tangent intérieurement; donc P =w—1 est Yordre
d’infinitude maximum aux points singuliers.

23. Considérons la fonction:
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1

f(Z) - 2% enina ",
1

ou « est un nombre entier plus grand que 1. z=1 est le seul point singulier
1

du cercle de convergence (Acta Mathematica T. 22). La série Eij e™ ™ est

1—-
n a

a
divergente; en effet, si » prend les valeurs entiéres comprises entre (zK + ‘I;) ,
1
|nna—an|<§,
4
; (2K + : ¢
>2°°S(m£)>; / LA
nl— .

1
a

1

E ,_I_,, e:rl:i ne
1
n—y

si K augmente indéfiniment, cette somme ne tendant pas vers zéro, la série est
divergente.

Supposons p’>1~—£ et n=0K)+u, o<u<(zK +2)2—(2K)*—1

1
1 i a1
I .. 1 2 (2K)1—u[1+“—-i—+~-]
Eh_ﬁemn“__.xﬁ__%__A_,ea ’ 2 R

(2K)28 (I + (2’;{),1)3

G 2
Mais la somme ﬁ ]TzaT? %=%ﬁ—i) est de 'ordre de j(a%iaz_—‘a qui est le
)

) - u . . .
terme d'une série convergente. Ka=i Teste fini. Si on développe chaque terme

1
. . w . , . I N
suivant les puissances de G?{F’ on raméne la série zr—bpe"'"' a la somme de

séries convergentes, et de la série dont le terme général est

. Tt 1\a
3 I eeeRtTt 1 e?i(‘(it’i) _1),—_1.
(zK)e8 = 2K)* e%i R)i—a
.7 I\°
sm—K[(1+—) —I] _
Le module ——=* ¢ K est de 1'ordre de _z_ale—1)

@EP" sinZ (Ky- (2K)7 (2 KP=e
2a
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Il en résulte que la série est convergente. La fonction f(z) est d’ordre w = 1 — .

. I .
Au point z==1, on a p=1— 83— . Pour les autres points du cercle de conver-
[24
1

gence, qui ne sont pas singuliers, p = — 3. Mais, quoique la série 2;& grint +Oni
: . . I .
soit convergente, quelque soit @, si 8 >1—-, la convergence n’est pas uniforme
[+4

et ¢ >p. Considérons en effet la somme:

1
-nn”'-(-en; — a

o~pu<(@2K + 25— (2K)e—1, p’>1—-;, —2<@<n.

Comme ZKi—ﬂﬁ % = 21;(11(1“-‘{;:1;) reste fini. La somme X reste finie, quel-

que soit @, en méme temps que

S s Seviem+ui[o+ i

2K)*~! - . , .
et comme (2 K) ;— reste fini, on peut supprimer un nombre déterminé de valeurs

de K. Cette série devient:

1 a
2 ¢? ((2K+2)u_.(2x)a)+”fl’“((1 +%r) —1)_1
__,ees(zx)a i

o4 -——t )
e( “(“0‘1_1) 21 sin ~ (@+ A )

(K=
’ i T T L I
L’arc x =~ (O + (zK)“—l) reste compris entre — Z et 21 snz =

x—sinx

pr . reste, en valeur absolue, inférieur & un nombre fixe; et comme la

série 2 KIa—ﬂ est convergente, ¢f >a¢—1>1, X reste fini en méme temps que

o4 — 7 _ 9:(2K+2)a+3{“'((1+1{) ——1)_661(21{)‘1
a(2K)a—1 2e

Ka#®
@+a(zX)““

Si 0 <@ <7 cette expression reste finie. Soit:
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O=——fF—, N<HKN
(2 H ) TIEANSS <NH+71,
ol N est un nombre entier. Nous supposerons que K ne varie quedeza N —3

et de N +3 4 .
Soit N’=§ou N~t~1 On a

%

[« -3

1 2(1—1 I
2Kaﬂ+1(K1—a__H1—a) ZKaHz-a( —2l—q) < ami I;nag’w:.ﬁ

N—3 I Ha—] 2(1«—1 o I
N'+1Ka,5+l(K1-—-a.__H1—a) <2(a_I)Kaﬂ(H_I(—)<a__I ;naﬁ-i-?—a

o o5

I 1 X I
N2+3Kaﬂ+l(Hl—a__K1—a) < z(a_I)Kaﬂ+l-—a(K,_H) <a_1§naﬂ+2—a

Ces expressions restent finies. Il en résulte qu’en négligeant des termes
qui restent toujours finis, on peut remplacer X' par

eBiCK +2)% ___ 08i2K)®

(@ + a(zK)a'")

et X reste fini en méme temps que

eOIZE + 20 __ ,0i(2K)® 2<K<N-—3
zKaﬂ(Hl—a_Kx—a)" N+3<K<w

que I’on peut encore remplacer par

I (eei(2K+2)a ee;(zk)ﬂ)
Hi-a _Ki-e\(K + 1)°F  Kef | =
PYLYH: 2N =90 0 2N +6)2 i
T A ) (N (e (N3 = (WA (H (N2 )
I (@K% 65
+2( I—a__ (K___I)l—a HF—‘E:T(F-T:) Ko8
Mais
e @ Nya-1? a—1I (e—1)(e—2) }_
[N — 4 — NF16 —4n (g)  (r— 235+ 2= =
c—1H—N o—1I

ol 0o<H-—-N<K1.
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(2N + 6)*® donne un développement analogue. On peut ainsi, en supprimant
des termes toujours finis, remplacer les trois premiers termes de I’expression
précédente par

e(?N)Ge’i e I B I /“‘7—‘2-‘) _
Na#p (Hl—a__I + Hl-—a___(N___ 3‘/.1—';1—H1—a___(N + 2)1—0. Hl—«¢ -

2N 8i —1 1 ___)
Naid 2(H1—a__(K,_I)1T-'a+]j1‘—Tf__“K1—a

et X par

Z(e(zN)aei-_e(zK)aei Ki—¢ —(K—1)—¢°
Nes Keas3 (Hl-—a__(K__I>1—a)(Hl—a__Kl—a)'

Mais

2 (*}*‘__71-) Kl——a___(K___I)l—u -
Na3 Ko (HX-—G__(K__I)l—a)(H‘l—a__Kl—a)

reste fini. En effet

& [ 1 I 1 X
2 (W“W} (Hl—a——(K——I)‘““_Hl—“—-Kl-“)::
N+3
L I I
__ Ne? (N +3)°3 +2K"ﬂ (K + 1)°?
T Hi—¢ —(N + 2)i—e A Hi—o__Kl—c

+3

3aB af -
<Naﬂ+]((N + I — (N + 2)1—u) + EKaﬂ-i-l((N X I)l—a__Kl—a.)<

3af (

1\ N\ I
<(a__I)Naﬂ+1--u I+ﬁ) +aﬂl\§3ka3“—a(K—N——I)

expressions qui restent finies, car e+ 1—a>o0
N—3

2(_1_;*)(__*__1 I I )=
Naﬂ Ka,‘) Hl—-a__(K__I)l—-a Hl——a__Kl—u.

2

__(_Iﬁ_i)(__l_*)_‘_l__ r ) L +
= \Wer T 2e8) \BT=a 3]~ \Nep™ (N—3)f| H—oc— (N —3)'—°
§ I I I
+ . S R
; Hl—a_zp—a(xaﬁ (K + I)aﬂ)
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expressions qui restent finies, comme on peut le voir en séparant la somme I
en deux par la valeur N'.
On peut ainsi remplacer X par

1 — B —eM)6i Ki~o— (K —1)i—¢
Naﬂ (Hl—a___(K__I)l—a)(Hl—a_Kl——u)

XV — o@2N)% 64 2

expression dont le module est supérieur &

" (zK)“——(zN)“@

2 -a —_— -1
RZzNaﬁ(Hl“a—(K—I)l—a)(Hl*—a_.Kl—a) (_‘Kl +(K I)l )

2 8

Supposons H=N, K =N + u, ju|< afl on aura

R a2 p )
R>zsm (e« I)ﬂ2N<I+ 3 N+ (I_a(a*2).“(!“—1).+...
(¢ —1)u(u—r1)Nob~o 12 N?
qui est de 'ordre de
I u? B
i(a—i1)7'522N2+n_?—a ou A’a"?“j;ili

et augmente indéfiniment avec N si #<1 — L.

20

Si = 1—5&, on voit de méme, quel que soit @, que les termes de X" tels

que ju]< ]/Ez_N_x donnent une somme qui reste finie; et les autres termes

donnent une somme de module inférieur a

1 VN =R I
ZKaNaﬂ(Hl—a —Ki-a) < Z(K—NP <VN 2 n?
VN
expression qui reste finie.
1
La série 2 %e’”"‘“ +n6i est convergente si f > 1 —(I‘ mais la convergence n’est
uniforme que si 2> 1 _z—Ia' Si « > 2, pour la fonction f(z), l'ordre w =1 —g; les

deux ordres d’infinitude au point z = 1 (n°® 16) sont p =1 — CI; —Betg =1— ;(; —8.
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Aux autres points du cercle de convergence, qui ne sont pas singuliers, on
aurait p=g¢' = —§.
24. Considérons la fonction particuliére

1

f(z) = ine’"’"5 z"
1

d’ordre w =2, l'ordre d’infinitude du point z=1 est p=§. Soit:

w

= 1)
p(z)=(1—2) ine'cnﬁ z"=2(ne7”“-(n )e.-m'(n-—l):1 2n
1

1

. . o
pa— zneﬂlﬂs T Zﬂi_li_ + PR
2 4
2 2 2.3%'n

18 n3 gnd

¢ (2) est d’ordre w=‘;—, Vordre d’infinitude du point z=1 est p=1.

Il semblerait naturel que, Pordre d’infinitude de f(z) au point 1 étant %,

celui de (1 —2z)f(z) soit %—1 = %, tandis qu’il est égal & 1. Cela doit provenir

des points singuliers qui, sans étre sur le cercle de convergence, sont infiniment
voisins de z—1, et ne sont pas modifiés par la multiplication par 1—z.
De méme

1 1 1 1
(1—2)* ine“"‘3 2" = Zz” (m,,,.-n'n?—z(n——I)e““""”3 + (n-—z)e""("—”s) =
1

1 — 2 ) 34
=2znenin3( 7: +47t:+ 27;; +)
gn’  gn’

Pour cette fonction w = ;-, p= L.

3

Montpellier le 1 novembre 1910
E. Fabry.




