UBER FUNDAMENTALSYSTEME FUR SYMMETRISCHE FUNKTIONEN

VON

KARL THEODOR VAHLEN

in KONIGSBERG i. Pr.

L

Es seien x,,2,,..., z, dic Wurzeln der Gleichung
—1 —2
2+ ax " a7+ ... 4 a,=o0,
und s,,8,,8,, ... die natiirlichen Potenzsummen derselben.
172%2)92 %3

Dann ist die Entwicklung bekannt:

Yiga—
1 +a1z+a2z?+.‘. =g(l —x‘_z):_—.e. g (1—xx2) =12,
gleich

z* 28
S Tt

sy )

T — s+ 8 4 s 5.8 8\ 4
(4 8 =1—3_52 _— —-2 S
st —5— 8 F (= H =)t

aus der durch Koéffizientenvergleichung folgt:

4 = —3$p
2
8 , 8
ag P _1,
2 2
a 8, _l_a‘sﬂ s
87T 3 2 6
u. 8w,
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92 Karl Theodor Vahlen.
Da jede rationale symmetrische Funktion von z,, z,, ..., 2, cine ratio-

nale Funktion der a,aq,,...,q, ist, so folgt dasselbe fur s, s,, ..., s, oder:

Die n ersten Potenssummen von %, , %, , ..., %, bilden ein Fundamental-
system fir symmetrische Funktionen von z,,x,, ..., x,.

1L

Wie die vorhergehende Entwicklung auf dem Additionstheorem der
Exponentialfunktion, so beruht die folgende auf dem des hyperbolischen
Tangens:

tgha, + tgha
| g t 2
tgh (a' T 1 + tgh o, . tgha, ’

woraus allgemein:

tgh(al+a2+-“+an)=8tghal+Stghu,.tgha,.tgha3+...

1+ Stgha,-tgha, + ...

’

folgt; hier stchen im Zahler die combinatorischen Summen ungrader Ord-
nung, im Nenner diejenigen grader Ordnung.
Diesem Satz zufolge wird namlickh:

3 W5
az 4+ a2z’ + a2 4 ..

‘= — tgh E;: arc tghz, 2

I+ a2 + a2 + ... (k=1,2,...,n)
3 5
also gleich — tgh <slz + s, % + 55% + .. > Daher muss diese scheinbar
transscendente Funktion von z eine rationale Funktion »'* Ordnung
a,z 4 az® + ...
L4 a2+ ...

sein; woraus folgt, dass ihre Kettenbruchentwicklung:

—igh(os 8D s T =
14—

L4 ...
spitestens mit c,_,2’ abbrechen muss.

Wir wollen zeigen, dass in diese Entwicklung nur die Potenzsummen
8138, 855 ««0y 8y eintreten,
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Es ist namlich:

14— =1 o+ 2P(a),

Cnt1®
1+_"_+1_
I+ ...

wo unter P(x) ganz allgemein eine Potenzreihe a + bz + ¢z’ + ... zu
verstehen ist. Demnach wird auch durch Division in ¢, _,2:

o —t® =14 eaw+ z*P(x),

. Cn®
1+ i

Cu1®

I+...

1+

wo natirlich P(x) eine andere Potenzreihe bezeichnet. Durch Division
in ¢,_,x folgt jetzt:

Cn—o® Cp9® 3
1 —_— = _— X x);
+ L+ Ch1% ! + I +cpz + SB( )’
Cn®
I+
I+4...

und durch Division in ¢,_,z:

Cip—g® Cn—8&
T )
1 + Cp—9& I + Cp_9od
14 Cn—1% 14+ ¢
Cn®
1+
I4+...
U. s. w., schliesslich
1 1 .
— -—0 + "B (2)
C,w . c,a’ _
I+ 1+
¢,z (X
I4 I 4 —
I+ I+
Cp1% )
I _ .
+ Cn® I+ cpa®
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Multiplicirt man mit ¢,z und setzt = == 2% so Kommt:

— =t + #P(e7),

I+ cp_y2?

woraus hervorgeht, dass man die Euntwicklung von
2 2° )
tgh(slz + 83"3—+ 35?+ ...)

nach Potenzen von z nur bis 22! zu verwenden braucht, so dass in den
Cp3» €y« vy Cyy nur die Potenzsummen s ,s,, ..., s,_, vorkommen.
Verwandelt man den Kettenbruch:

_ coz
c,z’
I+
I I
14 cpy2?
. . w . . . Lozt a4
in einen gewodhnlichen und vergleicht ihn mit = : , S0 ergeben
o S I 4+ a2 +
. ...

sich die @, ,a,,...,q, als rationale Funktionen von ¢,, ¢, ..., ¢,s,
also auch als rationale Funktionen von s ,s,,..., 8, . Daher der
Borchardt’sche Satz: !

Die n ersten Potenzsummen mit ungradem Index bilden ein Fundamen-
talsystem fur symmetrische Funktionen.

Wir suchen die explicite Darstellung der @, q,, ..., a, durch die s,
S5+ e Saay-
Die Entwicklung von

c. 2
14,

* I 4 et

.. W. BorcHARDT, Uber ecine Eigenschaft der Potenzsummen ungrader Ordnung.
Monatsberichte der Berliner Akademic, Juni 1857, p. 301, Gesammelte
Werke, herausgegeben von G. Hettner, p. 107—118,
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in eine Potenzreihe hat die Form:

2 — €,0,2" F(c ¢, F o) 8 v (— 1) (cly - e 9i(Cy5 €1y e e ey )

F Gipega €y oeny )P 4L

wo unter g,, g;,, ganze rationale Funktionen verstanden sind. Man be-
weist dies durch den Sehluss von k auf k 4+ 1, indem man

Cy . 2
——— =, — C1Cp 1 & . e
1 + Ck+1z’ f 4 EVk+1 +

far ¢, einsetzt. Durch Vergleichung mit
—-tgh(slz + ssi;--}- sﬁz?—{- . ) = Sz + S;2° + 8,2° + ...,

wo 8y, rational und ganz von s,,s,,...,8y,,; und von S,,, nur li-
near abhingt, ergiebt sich ¢, als rationale Funktionen von s , s, ..., 8y,
deren Zihler s,,, nur linear, deren Nenner s,,, gar nicht und s,_, nur
linear enthalt.

Die Rechnung ergiebt z. B.:

€y = — 8,

18—,

1 3 31

’

C. = _I_S? — 55185 -+ 08,8, — 555
2 15 8, (81— &)

Die Verwandlung von:

(X in + a2+ ...
¢,z I+ a2+ ...
T
14 —2
I+

1+ cp??
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ergiebt:
a, = 6,
by = S (=1,2, ..., 1—1)
b = S €aCes (k=2,3,...,n—1)
a, == SC;,C“ h,k71<’?l::i"—l
a; == COS ChCys h,k=152<‘31:-':1’"—1)

@, == Cy_1Cp_sCn_g+e++

Hier sind unter den S combinatorische Summen mit Ausschluss der
Sequenzen ¢,¢,, ¢,¢,, ..., C,_sC,_; Zu verstehen.

Daraus folgt im Besonderen, dass a, eine rationale Funktion von
1> S5scn s Sy 1st, welche s, ; nur im Zahler und dort linear, und
S3,—s 1m Nenner linear enthilt.

S

Wenn die Kettenbruchentwicklung von tgh(slz + 9333’— + > wirk-

lich erst mit ¢, ; abbricht, so sind die @ ,a,, ..., a, vollkommen be-
stimmte Funktionen von s,,s,,..., 8,1, d. h. das System:

LAt x =S,
L R A
B A =

ist eindeutig, durch ein Wurzelsystem z,, z,, ..., 2, losbar. Jede sym-
metrische Funktion der =z ,#,,...,,, z B. auch s,,,, wird rationale
Funktion von s, s,,..., S;,_;, also:

Qn(sl sy S8g 5000y s?n—l)
’
Pu(sl 3y 8390000, s?n——l)

82n+1 -

wo P, und @, ganze rationale teilerfremde Funktionen von s, s, ..., Sy
sind. Wir wollen die irreduktible ganze Funktion:

32n+1Pn(31 3 S35 000y 321:-—1) - Qn(’gl y Sy 90 32n—1)
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VO 85 Syy ¢« vy Sgpyy Mite

Rn+l(81 ’ sg AR | 82n+1)
bezeichnen.

Dann folgt also aus dem Bestehen der #» 4+ 1 Gleichungen:

s+ ... Fx =3,

R SR x:ﬂ-l = San41

die Gleichung:
Boy1(S15 85 -+ Sanga) = O
Bricht aber der Kettenbruch schon mit ¢,_, ;2% ab, so ist

. ’ 7.8
o2 izt ar ...

2 - )
14 % I 4 as” 4 ...

I+,

I+cpp12°

eine gebrochene Funktion % — &** Grades, also

F = —1

4R

I+
14
1 + Cpp12"

eine Gleichung #n — k" Grades. Um dieselbe in eine Gleichung n'"
Grades zu verwandeln, erweitere man

az 4+ aiz® + ...

I+ ezt + ...

mit dem unbestimmten Faktor:
14 a2’ da2t ...+ a[,c]z ?
) 2.

und fuge fir ungrades % noch das Glied a,z" mit @, = o hinzu. Nun-

mehr ergeben sich a,,a,,...,a, als rationale Funktionen von s,,s,,...,
Acta mathematica. 22. Imprimé le 7 juin 1898, 18
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[ . .
Sy Und den [;] unbestimmten Grdssen a,, ..., a[i]' Bezeichnet man
2

die » Wurzeln der Gleichung:

(@12 + a;2° + . ..)(1 +as ...+ “[5];[;])

+ (1 + a;2® + ---)(1 + a2+ ... +a[,_];[§]) —0

| I .
mit —y .+, 77 80 genfigen also z,,w,, ..., z, den Gleichungen:
1 n

z+...4+2, =3,

--------------

L =

. k .
es sind aber [5] Paare contrargleicher Wurzeln Ty Zyy-nn, xg[k], vor-
3
handen, Wurzeln von:
! 4

x2[2]+...+a[]=0,

k
3
und % — 2[5] Wurzeln Null, namlich eine, z,, oder keine. Daher be-

stehen die Gleichungen:

und es ist:

'Ru—l’-H (31 9835000, SZ(n—t)-H) = 0,

R,,(Sl ’ S; g sy 82'__1) = 0.
For den Fall der Unbestimmtheit ist mindestens % = 2, also mindestens:

R, (s, 859++-384,) =0 und B, (s, , Sy ey Saag) = O.
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Umgekehrt: ist. jetat
B, 28585583 *0

so ist das System:

T A X =8
bestimmt eindeutig losbar. Ist nun

B (8,58 ,c00)8yg) =0
und setzt man

Gt T =8
go ist auch R, ,(s,,8;,..., 83,_3) = 0; also, wegen der Linearitat der
beiden Gleichungen in s}, , und s,,_;

3;,,_3 = S?n——S'

Die Gleichung R, ,(s,, S;, .., S1—s) = O kann namlich nicht identisch
fir jedes s,,_; erfullt sein, da sonst der Fall der Unbestimmtheit fiir das
System

2n—5 2n—5
25 e BT = S
eintreten, also
Rn—-?(si b4 83 3 ooy Sgpg) = o

gein miisste.
Demnach ist auch die Gleichung:

2 A =8,
erfilllt. Ist ferner:

R”(sl ’ 83 g s ey s2u—1) = 0O
80 beweist man ebenso, dass auch die Gleichung

A 2T =8,
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erfullt ist, so dass bei beliebigem z, = —z, das Gleichungssystem besteht:

z 4 ...+ 2 =3,

a7 BT =8
Also: Der Fall der Unbestimmtheit tritt dann und nur dann ein, wenn

R.(s,,8, . .15)=0
und
. 'Rn—l(sl b 82 e 821:—8) = 0
sind.

Wir wollen der spateren Anwendungen wegen noch das Corollar
aussprechen:

Wenn R,(s,, ..., 8, ,) = o ist, so tritt der Fall der Unbestimmt-
heit dann und nur dann ein, wenn noch R, ;(s,, S, ..., Sg) = O 1st.
Es werde jetzt der ordinare Fall

R.(Syy8,.++38,1) %0
betrachtet. Aus den Gleichungen:

ot o+, 0y o, =85 —a,

e e T T =S — BT

folgt:
B (s, — 2,8 — a3, ...,8,,—2 )=o0 fur k=1,2,...,n,

d. h. die Gleichung

R, (s, —x,s :

2n—1
3_‘-x’-..’82._‘——xn )=0

hat die » Wurzeln z,,2,,...,,. Sie hat keine weitere Wurzel; denn
wire etwa &, eine solche, und &,§,,...,4,_; die zugehdrige Losung des
Systems:

S+ +&a =8 —4&,

e‘l‘”-l + s + é?n"——ll = Sp1 ™ n“—17
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so ware das Systems:

auf mehr als eine Art losbar, was der Voraussetzung R,(S,,8s, .., S3u_1) #= O
wiederspricht. Da ferner die Koéffizienten der Gleichung

R.(8y—2z,..., 8, ,—a™ =0

ganze rationale Funktionen von @ ,aq,,..., a, sind, so kann die linke
Seite derselben abgesehen von einem Faktor nur eine Potenz der Gleichung

+ar+...4a,=0

sein.
Diese Potenz kann nur die erste sein, weil R,(s,, 8, ..., $3,—1) ebenso
wie der Zshler von a, die Grosse s,,_, nur linear enthalten. Setzt man:

Bs, —%, ..., 80— =R (S5, San1) FTRP(S,5 -« - » Sany) +

coe F 2RO, 5 -0 0y Spay)

so ist also:

. R,,_(s, N ec g 82"_.1)

a, = 3
" R(n")(sl s oees 8o 1)
1
a . Rﬁz)(sl y e vey 821.-1)
n—1 " R(,,)
n (81 3 2y 32n—1)
u. 8. w.

Wir bewiesen frither, dass der Nenner von @, unabhéngig von s,,_, und
in s,, , linear ist. Nehmen wir jetzt R,(s;,..., 8, 1) = O, so wird a,
unbestimmt dann und nur dann, wenn RM(s,, ..., 8,4 == o0 ist. Durch
Vergleichung mit dem entsprechenden friheren Resultate folgt nunmehr:

BP(syseees Sang) = Roi(815 .+ + ) Saug)

bis auf einen Zahlenfaktor.
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Demnach wird bis auf einen Zahlenfaktor:

R, R

a, = - 3 By = R

n—1

Durch Verbindung mit
G, = Cy 10y _3Cy_5- - -
folgt jetzt:
R,

c”..lc“_ac._b e e = R“__l .
Natarlich ist ebenso allgemein:
B
0;_;6,_,0,_5 o s = Rkil (Emn,n—1,..)
bis zu
R
CyC, = E: ’
R
€6 = F:— ,
R
¢, = ﬁ ’
R
C, = IT‘ s

wo R, =1 zu setzen ist. Durch Division der Gleichungen:

R
16 3Cis- - = By’
R
C,_; C,_E ve e == R:_:
folgt:
B: Ry

Coy = S
17 By Ris

bis auf einen Zahlenfaktor. Zu der Bestimmung desselben gehen wir
nunmehr tber. Ist p, das Gewicht von R,, so liefert a,RB, , = R, die
Bestimmung:

_ n(n + 1) )

B=n+p_,=n+m—1)+p _,=... 2
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Wir nehmen R,, R, ,,... mit solchen Zahlenfaktoren multiplizirt an,
dass darin das hochste vorkommende Glied:
n(n+41) (n—1)n
s P ,s P,
n(n4-1) (r—1n
den Koeffizienten (—1) * ,(—1) * ,... besitzt. Dann sei

By B

15" ’
Rin By

c —1 — Ak_

wo A,_; die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sind. Also wird:

2&5
a2+ a2+ ... ‘R,
I4+az +... diz‘
1+ R,
1—%-&2’
1+ ‘B, B,
l Iil RS 2
ekt
‘R
I+ 3 1
1+
R!l R’l—-’ .
1 — :
+xn IR»—I Rn—-'o‘
Setzen wir jetzt:
I
B =, =..=g,=—"
und gehen zur Grenze #» = co tiber, so wird
a4 =—% —T,—...—L, =1,
nln + 1) 1 I
“?=—_—z—"?’~|—5’
a'-—n(n+l‘)(n+'2) 1 _ 1
L 1.8.3 'n’_|§
u. 8. Ww.
und 8, =—1, §,=0, §, =0, u. 8. W., also

R, =1, R=1, R =1 u s w
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Die obige Entwicklung wird:

23 25

TR e
T
‘3 Iﬁ I+ l’z’_
Azt
14+
14,

Vergleicht man dieselbe mit dem Lambertschen Kettenbruch:'

! Bs sei gestattet bei dieser Gelegenheit eine Herleitung der Lambertschen Formel
zu vertffentlichen, welche mir vor lingerer Zeit mein hochverehrter Lehrer LEoPOLD
KRroNECKER brieflich mitteilte.

» Sei
t=w 2t
R"=Z 7 . I ,
e 1.2.3...2k (2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)...(2k + 2n +1)

wo aber fur & = O, wie gewohnlich, an Stelle von 1.2.3...2%k nur I zu nehmen ist, so
ist offenbar:

I R,1=(0n+ 'R, + 2’Rpy1 fir n=1,2,3, ... in iof.
und fir n = 0 wird: (20 + )R, + 2’Roja = %(e‘ + ¢7%). Bezeichnet man dies mit

F_, so gilt also die Reductionsformel T auch fiir n = O.
Deren successive Anwendung ergiebt:

B_, z? R, 2 R, z*
"R‘o“—["l‘g’ E—-3+§}—: R,—5+&’
Rl Rl R!
also in der That:
R__1 -1 + z’
R, 2*
° 3+ =
5+ p
7+
94 ...
und da B_, = -; (e + 679, R, = ;I-—(e' — ¢~*) ist, so resultirt die Lambertsche Formel:
z
z —z ]
Bii +eiz)= 1 + 2 z:
3F—
5+
74 ...

auf welche auch jener Leibnitzsche Ausspruch: numero Deus impari gaudet Anwendung
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e’-——e"‘_ z _ z
e‘+e“=~— —z!— '—‘l+ 2
1. :
13 34—y
33 54+
I+—.'—7 7+,
Y
I+,

I. 3.5 5.7
also:
R,
az+ a8+ ... Roé
Idas+... R, ,
ITZ
1
R R
2.1z
3+ B, B,
R4 R! L]
=5t
5+'R8 Rl
7+ .

Kiuirzt man diese Gleichung durch 2 und setat 2* =z, so erhalt man
die Entwicklung des Quotienten zweier beliebigen ganzen rationalen oder
ganzen transscendenten Funktionen, und for ¢, =a, =a, =... =0 die
Entwicklung einer beliebigen ganzen rationalen oder ganzen transscen-
denten Funktion in einen Kettenbruch.

Wir konnen der Kettenbruchentwicklung die Gestalt geben:

zl

I+agz’+..._‘__1ﬁ+

o, +a3 +... R, 3 R} + ] .

R,R, 5R§ + ’
EE T

findet, und welche pamentlich dadurch merkwiirdig ist, dass daraus unmittelbar die Irra:
? 4 g7

. . e e an .
tionalitit von ;;j——e: fur jeden rationalen Werth von # hervorgeht.

6. Aug. 87. KRONECKER. »
Acta mathematios. 22. Imprimé le 7 juin 1899, 14
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also dieselbe durch die Rekursionsformel:

a8 = (2k — 1) (6) + Hen(s) (3
mit den Anfangsfunktionen:
f(2)=1 +a2"+...,
f,(2) =a,+ a2* + ...
darstellen, Fur z = o folgt:
1 R R,

fb(o) = 2k—1 R:.—l f;—l(o))
also wegen
f(0) =1,
R
h (O) == RTl’
E,
f,(0) = }L ‘R,’
u, 8. w. allgemein
B
fi(0) = : .

1.3.5...(2k— 1) By
Umgekehrt sind hierdurch die Quotienten ¢, in der Rekursionsformel:
fi1(2) = 0.:/:(2) + 52fk+1(z)

und damit die Kettenbruchentwicklung vollkommen bestimmt.
Mit Bericksichtigung der Zahlenfaktoren wird jetzt:

6 — I Rk+1_Rt—1
P @k —1)2k+ 1) Bi " Ris
und
1
a, = ! R, a,_, = ! B usw.

1.3.5...(2n — 1) R, ’ 1.3...2n—1) Ry

Nun ist s,,, eine ganze Funktion von a,,a,,...,a, also wird 8.,
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eine rationale Funktion von s, s,, ..., s,,_;, deren Nenner eine Rotenz
von R,_, ist. Mithin:

lln+1-Rn+1 = 32n+1R;':'1 — @

WO f,., ein Zahlenfaktor ist. Nun wird:

TaiPro1 + 20 4+ 1 =p, 4,y

woraus
In1=1
also
tasrBoyr = Sy By — @,
folgt.

Die Funktionen R, haben noch eine andere einfache Bedeutung.

Setzen wir in R,(s,, ..., 83,_y) und R, _((s,, ..., Sey) fr s, s,
<+ 83,1 lhre Ausdriicke als ganze Funktionen von @, ,a,,..., a, ein,
so erhalten wir zwei ganze Funktionen von @, a,, ..., a, die wir mit
R.(a,, a,, ..., a,) und R, (a,, a,, ..., a,) bezeichnen wollen und zwischen
denen die Relation besteht:

I
1.3.5...2n—~1

R.(a,,a,,...,0,)=a,R, s(a ,a,...,a,).
)

Geben wir also a,,..., a, solche endlichen Werte, dass
-Rr'l—l(al’ Qyy onny an) = O,

also die Gleichungen

Z, +...+2 =3,

2n—1 m—1 __
m:;l s + xnn - s2n—-l

erfullbar, d. h. ein Wurzelpaar z,, #, mit contrirgleichen Werten vor-
handen; es verschwindet daher die Geminante:

Nz, + ©) = G, (a,, gy ey Q) (A,k:I,<2’,‘...,n)
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Umgekehrt, wenn G, = o ist, so ist ein Wurzelpaar mit verschwinden-
der Summe vorhanden, also die Gleichungen:

ot T =85,

erfallbar, also :
‘Rn—l(sl b ss 9 vy 825—8) = O.

Daraus folgt, dass
knGn(al ’ a2 9y aﬁ) = -R:—l(sl 2 3:-—-8)

ist, wo %, ein Zahlenfaktor und der Exponent a wegen der Gewichts-
gleichheit der beiden Funktionen gleich Eins ist.
Um den Zahlenfaktor zu bestimmen, setzen wir in
ka+1Gs+l = Rs
w,'.',.l == O, also
G1 =0, .07, ...z,

(=" R,
1.3.5.. .(2‘”— I) R“_l

und for 2,7,...2,=(— 1)"a, seinen Wert ein,
so kommt: '

(— 1)"knys R, —

1.3.5...(20 — I)R,.__1G" = R,

Dividirt man durch: k,G, = R,_, so folgt:

(— 1)*kyyy = 1.3...(20 — 1)k,,

also
n(n4-1)

kopr=(—1) * (2n—1)(2n — 3)*(28 — 5)*... 3" '1",

#(n—1)

g{zn — (2h + D} G (ay, ..., a) = (— 1)_"_—12,,_1(3l 855 - +ny Son_s)

Beachtenswert ist, dass die Geminante von s, _, unabhangig und von
8585 -+ 8,y €ine ganze, wenn auch nicht ganzzahlige Funktion ist
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111

Die Entwicklungen in I und IL sind die beiden ersten Falle all-
gemeinerer Entwicklungen, zu denen wir jetzt bergehen.

Wir bezeichnen mit v eine beliebige ganze Zahl und definiren y — 1
dem arctg analoge Funktionen durch die Gleichungen:

v+l 2 +1
7) =2
‘01( ) + v41 ' 2v41
2 e R
¢2(z)—'?+v+2 2y 4 2
1 z?v-—l zsv—l

50,,__1(,2):--”__1 2v—1 ' y—1

Fiir diese Funktionen ist offenbar:

Z

ep,(2) + e%0y(2) + .. + TP (2) = —-lg\y/
I— z“
wenn e, wie auch im Folgenden jede beliebige y* Einheitswurzel bedeutet.
Wir definiren ferner v dem Sinus und Cosinus analoge Funktionen
von p — 1 Variablen durch die Gleichung:

—euy—e2ug—,..—" " tuy, g

= B (s Ugyeeey Uy_y) + F (0, thyy ooy thy) F oo+ 7 F, (1 28y yrnyUy_y)e
Setzt man hierin:

zﬁv+1
2y + I

%, = Esﬁl(ﬁﬂkZ} = §,7 + sy+l + w41 +

z2v+2

Uy =k§1¢z(wkz) = &, + Sv+2u 2 + 2425, 1 2

P | 2v-—1 z!!v-—l

= Z @1 (X22) = S1, 7 + w151 u + w—1 3, 1 —_— ...
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ein, so kommt links:

n
I —ex;2

o Vi— 232"
— ([ + a2 4 aq2¥ + m) + 3(“15 + a'u+xzv+l +) +.4 ev-—l(av—lz”_l + gy 2! +'--)

LY S —
Vi —a2

k=1

und rechts:
F,(2) + eF(2) + ...+ &'F,_(2),

wenn man zur Abkurzung:

F,,(é‘gol(x,‘z) , é;&,(x,z) Yooy égo,_l(x,z)) = F,(2)

fir h=o0,...,v — 1 setzt. Daraus folgt, dass die v ganzen transcendenten
Funktionen:

F(2), F(z),..., F,_,(2)
den y ganzen rationalen Funktionen:

f(&)=1+a2+..., f(2)=az24+a,.27+..., ...,
ﬁ—l('z) = av—lzu_.l + a?v—lz‘zy—l + .o

proportional sind.

Zur Ermittlung der rationalen Verhaltnisse der v transcendenten
Funktionen F,(2), ..., F,_;(¢) wenden wir den verallgemeinerten Ketten-
bruchalgorithmus in einer etwas andern als der tublichen Form an.

Wir setzen allgemein:

Fi(2)

P

o, "
= @,(2), @‘Eg = ¥,(2) (h=0,...,9—1)

und bilden die Entwicklung:
W) = B(5) + oa ¥ (2)9,
U (2)=¥,(2)+¢c ¥.(2)7,

u. s. w.,, wo die Koeffizienten ¢,_,,c,, ... so gewshlt werden, dass stets
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¥(o)=1 ist, fur jeden Index k. Diese Entwicklung bricht spatestens
mit der Gleichung ab:

wn-v(z) = !p.n—v+l(z) + cn—-l w;:(z)zyi

indem namlich ¥, .,,(2) =¥, ,;a=...= ¥,(2) der grosste gemeinsame
Teiler der Funktionen ¥,(z), ¥,(2),..., ¥,_,(#) wird. In der That werden
dann, n=my +r (r<v—1) gesetzt, ¥ (2), ¥(2),..., ¥(2) ganzen ra-
tionalen Funktionen vom Grade m in 2, und ¥, .,(2), ¥ 5(2),..., ¥,_1(2)
ganzen rationalen Funktionen vom Grade m —1 in 2’ proportional; wie
es ja sein muss.

Wir bezeichnen mit

S¥es s -nny )

die Summe aller derartigen Produkte von je % der Elemente c,¢,,...,¢,,
in denen keine zwei der % Indices um weniger als » von einander diffe-
riren; z. B.

SP(ers oy Cay €0y C5) = €164 + €550

Dann erhalt man aus dem Gleichungssysteme:
Via(2) = ¥(2) + cpvs¥rrva(2)2 (®=1,3,...,n—v+1)

die laufende Proportion:

=1 + S(IV)(C“‘I T ) cn—-l)zv + S(ZV)(cv—l g0y cn_l)zm« + e
PSPl by s G+ SP6 s a)
4 SP(Gs Ggas e Car)? + SPC1s e e e Ca1)?” F .

11 S(1V)(c2u—2 9Coy_15 -+ Cn—x) 2 Sg) (c2v—2 yrrey cn—l) &4 ...,
wo die Grossen

SPCes vy Cay)

fur > n—F% gleich Null zu setzen sind. Setzt man noch:
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gso ergiebt sich also:
S(lv)(cy—l youos Camy) = @y
SP(e, ,..vy ) = Gy

¢ S(lv)(cy“ y ooy Cam1) == Oypqy

................

u. 8. w. bis zu
cu—lcn—v—lcn—ﬂv—lcu—lv—-l e = au'

Wir wollen die natiirliche Zahlenreihe nach Entfernung der Vielfachen
von y bezeichnen mit v ,v,,»,,..., so dass

y, =1, y,=2, y;=3, ..., h,=v—1, y=v+1, Va=v+2, ...

Ferner wollen wir jede ganze rationale Funktion von s,,s,,...,s,, die
linear in s, ist, kurz mit {v,} bezeichnen. Dann ist z. B.

= |h} fuar h=1,2,...,y—1.

Dann werden offenbar:

F(z)= Fy(2) =1+ {p—1}e+{av—1)e" 4 ...,

w’l(z)z E,;E_:z =I+{V{+’I} +{2V{;}; 1}22v+...'
¥y(2) = F,:;f;) =1+ ‘”{*2',2} z“+‘2”{j, 2 E
W"—l(z)‘:a{:‘i_lsi_)l +;{2v—l}} +{{3: 1}} o+

Wir behaupten, dass allgemein fir o <7 <y:

{(m + )y + 7} o

{mu )
x z\'+‘ I)v+fr}

— 1y + 7}

?p-(m—l)(v—l)-l-r (3) =1 -+ {( +.

und:

. {m'v + r'}
cm'(v—l)+r'—l - ‘(ml — I)V + rl}
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und beweisen dies durch den Schluss von m'— 1 auf m’. Die Gleichung:

w'(m'—-l)(v—l)—i-r'—l(z) = 'p‘(m'—l)(v-—-l)-i-r' + cm'(v-—-l)+1"—l Wm'(v—l)'l'?"(z)zv

ergiebt in der That:

. {m’u + 'r’}
Coy—lybr'—1 = {—"'_—"“‘—"(m, I+ 'r’}

und

(m' + 1)y + '}

?Fm’(v—-l)+r'(z) =1+ { {m’v -+ 'r’}

24 ...,
wenn das Entsprechende fur

Vow—no—var—1(2) und Ty yy1r(2)

vorauggesetzt wird.
Aus der Gleichung fir ¢, der wir auch die Form geben konnen:

folgt, dass die Grossen ¢ ,¢,,...,c,,, also auch @ ,a,,..., a, ratio-
nale Funktionen von s, ,s,, ..., s, sind, also der Satz:

Von denjenigen Potenzsummen, deren Indices wicht Multipla einer ge-
gebenen ganzen Zohl sind, bilden die n ersten ein Fundamentalsystem.

Far a, erhalt man insbesondere noch:

P .
{V,.._,H}
Im allgemeinen ist, nach dem Vorhergehenden, das Gleichungssystem

gt ar=s,,

e & o * & o s e o e a4 v o

ot ... Far=s,

durch ein einziges Wurzelsystem #,, z,,..., 2, zu erfillen. Jede sym-
Acta mathematica. 23. Imprimé le 20 jnin 1899, 15
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metrische Funktion von #,,2,, ..., r, ist rationale Funktion von s, , ..., s,,,
also speciell
_ Qn(sv, ) 81«-)

s —-_—
Vuit P,,(s,.l EEEE) 8,_)’

wo P, und @, teilerfremde ganze rationale Funktionen sind.

Ergiebt sich dagegen s, ., nicht als bestimmte eindeutige Funktion

von S, ,...,S,, so kann das System

Bt 2=,

o+ ...t 2 =5,

nicht eindeutig losbar sein. Wir wollen die ganze irreduktible Funktion
i Pal(8) 5 vovy 8) — Qu(s,, 5 o+ .y 8,) mit B.,(s,,..., S.,) bezeichnen.
Dann folgt also aus dem Bestehen der Gleichungen:

B bt =,

die Gleichung:
R,,.H(S,,l g o0y SMI) = O.

Der Fall der Unbestimmtheit tritt ein, wenn die Kettenbruchent-
wicklung mit ¢,_,_, abbricht und % > v ist. Die Funktionen

14a24..., az+ a2+ .oy oo, g L
erhalten dann einen willkiirlichen Faktor
; [
I + alz“ + .o + a[i]z [v]
und unter den » Wurzeln z,, ..., z, der Gleichungen:

4.t 2r=s,,
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sind [
(h=1,2,...,v—1), also

.. F =
et ...+ 2 =0,

ooooooooooooo

24+ ...+ z=o0
und k—v[k] Wurzeln Null, so dass fur die tbrigen » — & die Gleich-

k
;:I y-tupel vorhanden, z. B. z,,#,,..., s, fur welche x, = ',

l
ke

v
ungen bestehen:

-------------

Also ist:
R, = o, BR,,=0, ..., B i =0o0.
Da fiir den Fall der Unbestimmtheit % > sein muss, so ist mindestens:

Rn = 07 Rn—l = 0 ] L ] Rn—v+1 = 0.

Umgekehrt beweist man wie unter II. dass, wenn diese v Grossen ver-
schwinden, die Gleichungen:

-------------

erfilllbar sind, also der Fall der Unbestimmtheit eintritt. Also:
Fir das Eintreten des Falles der Unbestimmtheit ist nothwendig
und hinreichend dass die v Grossen R,, R,_,, ..., B,_,,, verschwinden,
Daraus folgt, beilaufig bemerkt, dass das System (R,, R, ,, E, ,,

..., R,_,.,) #quivalent ist dem System der y — 1 symmetrischen Pro-
dukte:

l](x’l‘ + .04 2) (h=1, 0y v—1)

welches hier an die Stelle der Geminanten /I(z, + x,) tritt.
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Wir sprechen noch das Corollar aus:

Wemn R, =o,..., R, ,,, = 0, so tritt der Fall der Unbestimmtheit
dann und nur dann ein, wenn auch noch R, ,,, = o ist.

Die Gleichung:
R,(s,—a",...,s, —a")=o0

ist — man beweist dies wie frither — fur ==, ,,,...,x, erfillt und fir keinen

weiteren Wert von . Die linke Seite derselben kann, wegen a, = {y‘y"} j
n—v+1
und R, = {v,} keine Potenz der Gleichung a, + a, ;2 + ... 4 2" = o sein.

Setzt man also:
R(s,—2",...,8,—2)=R,(s5,,.-->8)+ ...+ B s,,.-5, 52",

go ist:

B R
a,,=E$‘5, a,,_1=R—(”,5, u. 8. w.
Nun muss im Fall der Unbestimmtheit jedenfalls a, unbestimmt, also
R, = o0 und B® = o werden. Also, da R = {v, ,,,} wird, folgt:

Wenn R, = 0,..., R,_,,, = 0O ist, so tritt der Fall der Unbestimmt-
heit dann und nur dann ein, wenn auch R = o ist.

Durch Vergleichung mit dem entsprechenden fritheren Resultat be-
zuglich R, ,.,, und wegen R, ., ={v,_,,,} und BP =y, ...} folgt
jetzt, dass B® = R, _,,, ist, bis auf einen Zahlenfaktor.

Also wird:
R,
Rn—v-H

au - cn—lcn—v—lcn—:v——l RN

und allgemein
By
Ci1Cky1Ct—ap—1+ o = it

woraus
R; . Rk—v

Rivi1 Biava

C1 =

folgt, bis auf einen Zahlenfaktor.
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. . . R
Ferner ergiebt sich s, als ganze Funktion von a, = ,
it " Rn—-v+1
R(l)
n . .
Gy =F v+, also als rationale Funktion von s, ,...,s,, deren
n—y+1

Nenner eine Potenz von R, ,., ist. Daher

— Tn—y+1
Rn+l - Svn_}_ann—vv-i-l - Qn'

Ist p, das Gewicht von R,, so folgt aus
@, R, .1, = R,
dass
D=0+ ppn=n+@—y+1)+m—20—1)+...
+ (0 — (m' — 1) — 1)) + Pumo—n

ist; ist
n=m’(v— I) e (r'<p__ 1)
so 1st
Prwo—yy = 0 — m'(y — 1)
also

po=n4+nm—p—1))+nm—20—1)F ...+ (B—m(—1)).
Nunmehr folgt aus:

Pt = Vuy1 T M1 Paovir

dass
——vn+1+(n+I)+(n+l—(v——1))+...+(n+I¥m’(V~I))
T = m—w—1))F ...+ 0 —m(y—1)
ist; fur
r<y—2 st y,,=mv+ 7 +1
und fur

r=y—2 it y,,=@m + 1)

Demnach betragt die Differenz des Zahlers und Nenners von y,_,,; im
ersten Fall:

—(my+r+1)+m+1)+m=o0
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und im zweiten Fall:

—m 4+ 1)y + (n+ 1)+ m =o.
Also ist y,_,,; = 1 und

-Rn+l = § Rn—v+1 - Qn

Vgl

bis auf einen Zahlenfaktor.
Wir hatten die Kettenbruchentwicklung:

Vi i(2) = ¥u(2) + ZCigra Vg (2),

die an die Funktionen

yfh(z) = :(0) h=0,1,...,v—1)

ankniipfte. Wir wollen derselben eine andere Form geben, indem wir von

F(2)
2h

?,(2) =

(h=0,1,...,v—1)

ausgehen und die Funktionen: @,(z), @,,,(2),... durch die Recursions-
formel definiren:

D (2) = q.0(2) + 2 D, Hv~1)(z)-
Dann giebt die Vergleichung mit:

oo = aror PO
dass
@ 1(0)
%= "0,0)
und
?:(0)

Cog = d)k—v(o) ¢
Setzt man das letztere Resultat in die Form:

Rt—v
Rk»—?v-i‘l

By
?,(0). —'k_R?b‘ﬂ = &, ,(0).
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und beriicksichtigt die Anfangswerte:

C, ==a‘i =R1 -—-——(01(0),

=90, (0)’

¢, =a, =R,

so ergiebt sich allgemein:

119

R
(pk(o) = Rk—fd-}-l
womit auch ¢, =1~Bi_—’: By und damit die Kettenbruchentwicklung be-
Rk—v Rk—v-l—l ©

stimmt ist.

Es bleibt die Bestimmung der Zahlenfaktoren.

Hier ist Ry—=1, R_,=1, B ,=1, u. s Ww. zu setzen,

Nehmen wir die R,

mit einem solchen Zahlenfaktor multiplizirt an dass darin s* den Koeffi-

cienten (— 1)* hat, so werde

wo A, die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sind.
Setzen wir jetzt:

I

L. =L, = -

k2

Z, = &,

und dann % = oo, so werden alle B, = 1, und:

O(2) = 1 + ]z?i -+ % + ...
I 2 z?v
") =ttt

Z‘Zv

1 2
D, 4(2) = ) + [(zv—1) + Bv—1) T

und durch die Formel:

0,1 (2) = 4, 0:(2) + 2 Dy, 1(2)

(*=1,9,..)
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werden sowohl die Zahlen A,, als auch die Funktionen:

0,(2), 0,..(2) , D,45(2), u. 8. w.
vollstandig bestinmt.

Man findet namlich, wegen vy, )40 — v = hv:

1 2 2 23

Py(2) = y +

Vg oo Vi l VWeoiVy 14k Iﬂl Vay—1+eeVoy24k ‘2 V3y—2.+.Vey—38+k

und

A=y

daraus folgt im allgemeinen Falle:

1 Rg
Q) =
@k( ) YWy oo Vi Rg»(y_n ’
wodurch auch
_ Ry R
T =R R

und ¢, bestimmt sind. Aus a, = @,(0) folgt noch
I R,

Vi Wy Rn.—y+1

a, =

Die Aufgabe die Gréssen a,,a,,...,a, als rationale Funktionen
der s,,s,,...,s5, anzugeben, ist durch die vorstechenden Entwicklungen
vollstaindig und in einfacher Weise gelost.

Konigsberg Pr. im Oktober 1898.




