195

UBER EINEN SATZ VON HERRN PHRAGMEN

VON

EDMUND LANDAU
in BERLIN.

Herr PHrAGMEN hat in seiner Arbeit' Swr un théoréme de Dirichlet
einen Satz bewiesen, welchem folgende Voraussetzungen zu Grunde liegen:

Es sei
{

S R A

eine Folge wverschiedener positiver, der Grisse nach geordneter Comstanten,
welche mit n 4iber alle Grenzen wachsen; ferner sei

€y ChyvvnyCoy -

eine Folge beliebiger reeller Grissen, und es werde eine Function f(t) durch
die Gleichung
f(t) = Ze,

definiert, wo die Summation sich auf alle Werte von n bezieht, fiir welche
I.<t ist. Von dieser Function wird angenommen, dass sie sich auf die Form

f)=c+t¢(t) (0<r<i)

bringen ldsst, wo ¢ und y Constanten sind wnd ¢(t) eine fiir alle t inner-
halb endlicher Schranken gelegene Function von t bezeichnet.’

! Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar, Stock-
bolm, Bd. 49, 1892, S. 199-—206.

* Mit einer héiufig angewendeten Abkiirzung lésst sich die obige Annahme schreiben

£(£) = et + O(&).

Aote, mathematics. 30, Imprimé le 21 décembre 1905,
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Diricurer ' hatte unter diesen Voraussetzungen, zu denen er die
weitere hinzunahm, dass alle ¢, positive ganze Zahlen sind, bewiesen:

Die unendliche Reihe

plo) =Y %

nm]

convergiert fiir p> o, und, wenn p 2u O abmimmi, so existiert der Grenzwert

ljgpso(p)
und ist = c.

Herr ParaGMEN hat in der erwihnten Arbeit aus den obigen Vor-

aussetzungen (wobei die ¢, beliebig sind) mehr erschlossen. Er hat be-
wiesen:

Die Differenz

¢(p) _';, = Z llc-:p —:

n=1 "N

>

lasst sich in eine mindestens fiir o <p <§ (1 —y) convergente Potensreihe

(1) ay+ao4+...4+a,0"+ ...
entwickeln.

Er hat dadurch gezeigt, dass die in der Halbebene R(p)> o durch
die Dirichlet’sche Reihe

a
Cn

A

A=l "8

definierte analytische Function ¢(p) iiber ein Stiick der Geraden E(p)=0
fortsetzbar ist. Sein Satz besagt nimlich, dass die Function sich im Kreise

mit dem Mittelpunkt o und dem Radius %(I — 7) regulir verhilt, abgesehen

vom Punkte p=o0, welcher fir cSo ein Pol erster Ordnung mit dem
Residuum ¢ ist.

' Recherches sur diverses applications de Uanalyse infinitésimale & la théorie des
nombres, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 19, 1839,
S. 326--328; Werke, Bd. 1, 1889, 8. 415—417.
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Ich behaupte nun, dass der Convergenzradius der Potenzreihe (1) nicht
nur i-;(l —7) ist, wie der Phragmén’sche Satz aussagt, sonders stets

mindestens doppelt so gross, also > 1 —7." Dies ist in dem allgemeineren
Satze * enthalten:

Die Function ¢(p) ist iber die Gerade R(p)==0 fortsetzbar wnd verhdlt sich
in der Halbebene R(p)> y— 1 regulir, abgesehen fir ¢Z o vom Punkte p =o.

Dieser Satz wird im Folgenden bewiesen werden.

§ 1.
Nach Voraussetzung giebt es eine Constante C, so dass in
(2) F(t) = E c,=ct + ()
fir alle ¢ -
(3) ¢t <C
ist.

! Dieser Werth 1 — y lisst sich nicht mehr vergrossern, wie das einfache Bei-
. 1 . _
spiel I, =mn, ¢, =1 + —_ 0 <y <L 1) zeigt. Hier ist
3

=3 (1+ =) = £+ O

n=1

andererseits ist der Convergenzradius der Potenzreihe (1) genau I —y, da p =y — 1
eine singulire Stelle der fiir E(p) > O durch die Dirichlet’sche Reihe

w 1

Lt
nl+l;_
n=1
definierten Function ¢(p) = {(1 + p) + {(2— 7 + p) ist, also auch von ¢(p) - .

0
? In dem Spezialfalle I, = n habe ich diesen Satz schon auf S. 77—79 der

Arbeit bewiesen: Uber die zu einem algebraischen Zahlkorper gehbrige Zetafunction und die
Ausdehnung der Tschebyschefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verteilung der Prim-
tdeale, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 125, 1903.
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Daraus lésst sich im Falle ¢Z o folgern: fiir jedes positive ¢ ist von
einer gewissen Stelle v =1y(e) an (also fiir alle n>v) die Ungleichheits-
bedingung

(4‘) ln é lﬂ—-l + ll/.tel

erfiillt.
In der That 1st

[t 4 —F(t) = et + t4) + (t + O+V P + t7+) —ct — 17 P(2)
= cfrte + (t _|_ t7+s)7¢(t + t7+5) - ng(t),

also
(5) Ft+ ) —F(8) > et — C{t + ) —
(6) F(t + t7+) —~F(t) < et 4 C(t + t7+5j + Ct'.

Die rechte Seite von (5) bezw. (6) ist im Falle ¢ >0 bezw. c <o fiir

alle hinreichend grossen ¢ positiv bezw. negativ, also nicht Null; daher

muss zwischen ¢ (excl.) und ¢ 4 ¢+° (incl.) mindestens ein ! liegen. Wird

t=1,, genommen, so zeigt dies, dass wirklich von einer gewissen Stelle

an das auf /,_, folgende niichste {, d. h. {,, hochstens gleich /,_, 4 I7*] ist.
Diese Thatsache wird in § 4 angewendet werden.

§ 2.

Es ergiebt sich aus (2), wenn unter /, und ¢ (/) Null verstanden wird,

Cp = f(ln) '-—f(l--l) = Clu + l)r;¢'(ln) _—Cln—l - l.;—lsb(ln-—l))
also fir R(p)>o

o — clu1 Lig(ly) — l,._w(ln_l)
= Zl PR -+ Z [ite
n= n

nw}

(7) — 2:1 (lanPn—l) + Zl/ <Hp l:ﬁ>‘

fn=l
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§ 3.

Es soll zuniichst gezeigt werden, dass die zweite unendliche Reihe in
(7) fir eine gewisse Umgebung jeder Stelle der Halbebene R(p)>y— 1
gleichmiissic convergiert. Da (bei geradlinigem Integrationsweg)

[ 753 ]

l‘*” l_ﬁ?"(l +r")f T

ist, geniigt es fiir diesen Zweck, die gleichmissige Convergenz der un-
endlichen Reihe

®) > () f

n=1

in der Halbebene R(p)>y— 14 ¢ zu beweisen, wo ¢ eine beliebige
positive Grosse bezeichnet.
Der absolute Betrag des allgemeinen Gliedes von (8) ist nach (3)
fiir jene p
g1 a1 Iap1 Int1

du du w du ‘du
éc'lifm <0lifl—““bx+r+s<0fux“m?=0f;;m'

In in In In

Da die Reihe

convergiert, ist die Reihe (8), wie behauptet, fir R(p) >y — 1 + ¢ gleich-
missig convergent. Ihr Produkt mit 14 p, d. h. das zweite Glied der
rechten Seite von (7) stellt also eine fiir B(p) > y — 1 reguldre analytische
Function dar.

§ 4.

Fir ¢ =o0 ist hiermit der auf S. 197 ausgesprochene Satz schon be-
wiesen.
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Fiir ¢Zo reduziert sich die Aufgabe darauf, nachzuweisen, dass die
fur R(p)> o durch den Ausdruck

= C(l,, — l,‘__\) c
R

n=1

definierte Function in der Halbebene R(p)>y-—1 regulir ist. Dies
braucht natiirlich nur fiir ¢ =1 bewiesen zu werden.
Es ist bei Integration auf geradlinigem Wege fiir B(p)> o0

1 I du
o 'I—_‘ +f¢1+r'_ F>+2fu‘*”
! n=2 1.,
folglich
[- ] ,”
l —_ 15_1 I 1 1 l,,—l,,_l du
= Y*+§(7F"fﬁ>

n=% N In-t ’

Die beiden ersten Glieder der rechten Seite - (E——— l) und —l—l; stellen
1 1

ganze transcendente Functionen von p dar; es braucht also nur bewiesen
zu werden, dass die unendliche Reihe auf der rechten Seite eine fiir
R(p)>r—1 regulire analytische Function definiert. Da sich durch par-
tielle Integration

,l ’ﬂ

[ - u—lpq du
— (1 +p) f e du _[_nnTp_],_‘_l_ fu““‘

In-1 lazy

In

— ln - lu—-] du
= _—ZF—_ - %!-l-,o

Ina

ergiebt, ist fiir jenen Nachweis hinreichend, die gleichmissige Convergenz
der Reihe

- in

(9) 2 fgq——‘;-;f%ﬂdu

8=2 o

fir R(p)>r—1 4 2¢ festzustellen, wo ¢ eine beliebige positive Grosse ist.
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Nach (4) ist von einer gewissen Stelle an
ln - ln—] :S__ l;;xiel)

also

In In I In

+e +e
% —lpy ln— Uiy lz:—l u?
f s ol < f e WS | s e < | e d

- Iny In i1

s

du
- wlte’

In-y

hieraus folgt die gleichmiissige Convergenz der Reihe (9) fiir

R(p)>r—1+ 2¢

und damit der auf S. 197 ausgesprochene Satz.

Berlin, den 19" October 1904.
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