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Als Erganzung zu den Theoremen des tlerrn MITTAG-LEFFLER ('lber 
die Darstellung analytischer Funktionen hat der LAURENT'schc Satz neuer- 
dings grosse Bedeutung gewonnen. Es dclrfte daher der folgende Beweis 
desselben yon Interesse sein, welcher lediglich auf den elcmentaren 
Prineipien des Herrn WEIERSTRASS beruht, wi~hrend die fr('lheren Beweise, 
soweit sic uns bekannt sind, si~mmtlich yon RIEMAXX'S partieller Differen- 
tialgleiehung oder CauenY'S Integralsatz Gebrauch machen. 

Wit formuliren den Satz folgendermassen: 

Wenn eine F~odction der complea:en, l~rO:n&rlichen y innerhalb ei~ws 
ri,nqfo'rmigen, yon zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunkte a eb~- 
.qeschlossenen Gebietes eindeutig ist m~d sich i~ der Umgeb~o~9 jedes im Gebiete 
gelegenen Panktes Yo nach positiven Potenzen you y -  Yo e~dwickeln Idsst, so 
wird sie in dem ga,nzen ringformiqen Gebiet dutch eine nach positiven uml 
negativen Potenzen von y -  a fortschreitende Potenzreihe dargestellt. 

Wit beweisen den Satz in w i zunachst fnr einen speciellen Fall. In 
w 2 wird dann gezeigt, wie sich der allgemeinste Fall aufjenen speeiellen 
zurackf('~hren lasst. 

:Lcta mathematica. 4. Imprim~ 3 Mars 1884. 



376 Ludwig Scheeffer. 

. 

Die Funktion f(y) habe innerhalb eines ringfsrmigen, yon zwei con- 
centrischen Kreisen mit den Radien r und r~ und dem Mittelpunkte o 

eingeschlossenen Gebietes G folgende Eigensehaften: sie sei eindeutig, 

ungerade und ~beral l  von dem Charakter einer ganzen Funktion. Ist 

dann rr~ = 1 und r >  I + t:2-, so kann f (y)  innerhalb des Gebietes G auf 
folgende Art in eine nach positiven und negativen Potenzen yon y fort- 

schreitende Reihe entwickelt  werden. 
Die Funktion 

f (g) = f(Y) -Jr- f (Y') ,  

in welcher y und y' die Wurzeln der Gleichung y + i  - = z sind, ist 
y 

offenbar eine eindeutige Funktion yon z innerhalb eines um den Punkt  o 
I 

mit dem-Radius  p = r - - -  besehriebenen Kreises; denn jedem Werthe 
r 

yon z innerhalb dieses Kreises entsprechen nur  Werthe yon y, die im 
Gebiete G liegen. 

Die Funktion F(z) hat ferner in jedem Punkte z0, weleher innerh,qlb 
~, des genannten Kreises liegt, den Charakter einer ganzen t unktlon. Dies 

ist ohne Weiteres klar for alle von -t-2 ~r Werthe yon z0; 

denn in der Umg~bung jedes derartigen Punktes kOnnen Y ~ Y o  und 

Y ' - -Y0 ,  also auch f (y)  und f(?/') nach positiven Potenzen yon z - - z  o ent- 

wickelt werden. Ist dagegen z 0 = + 2, so wird Y0 = Y'0 = -t-_ I ,  und die 

Entwiekelung yon y - - y o  u.nd y ' - -Y'o  naeh Potenzen yon z ~ z o ist un- 
mOglich. Es wird aber in diesem Falle fi'lr jede positive ganze Zahl n 

( ? / _  ,/o)n + (,f _ y'0)" 

eine ganze rationale Funktion yon z - - z  0, und da die Entwickehmgen 

yon f (y)  und yon f(y'} nach Potenzen yon y - - y 0  resp. y ' - - y ' 0  ent- 
sprechend gleiche Coefficienten haben, ist eine Entwickelung yon F(z) 

nach Potenzen von z - - z  0 auch bier nachgewiesen. 
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Die Funktion ~(z) hat also innerhalb des Kreises p t~berall den 
Charakter einer ganzen Funktion und lasst sich dementsprechend durch 
eine nach positiven Potenzen yon z fortschreitende Reihe darstellen, 
welche ftir alle Werthe yon z, deren absoluter Betrag kleiner als p, 

I 
d. h. als r - - - ,  ist, convergirt. Mit anderen Worten: die Funktion 

f(y) + f lasst sich durch eine nach positiven Potenzen von y - ~  

I '1 fortsehreitende Reihe darstellen, so lange y nt-~ kleiner als r--~--  ist. 

Aus dieser Reihe entsteht nun eine naeh positiven und negativen 
i 

Potenzen yon y fort~ehreitende Reihe, wenn alle Potenzen yon y + -  y 
naeh dem binomisehen Lehrsatze entwiekelt und die Coeffieienten gleieher 
Potenzen von y zusammengezogen werden. Die neue Reihe eonvergirt 
jedenfalls N r  alle Werthe y, welehe der Bedingung 

lul+ 
r 

genilgen, d. h. ft~r alle Werthe, welche innerhalb eines yon zwei Kreisen 
I, 

r' und ~; begrenzten Ringes liegen, r' wird dutch die Gleichung 

I I 
r e 4- 

- -  ?2 r 

bestimmt, welche durch einen positiven Werth yon r' erft~llbar ist, da 
r :> i + 1/~ angenommen war. 

~Nachdem hiermit die Existenz einer Doppelreihe nachgewiesen ist, 

(') dureh welehe die Funktlon f ( y ) +  f ~- innerhalb des yon den Kreisen 

i begrenzten Ringe~ dargestellt wird, folgt dureh Anwendung be- t '  und ~ 

kannter S~tze ohne Wei~res, dass diese Darstellung im ganzen G.ebiete 
G gCaltig bleibt. 

Ganz ebenso ist nun zu zeigen, dass die Funktion r = f(y) + f(y'), 
I ~, 

in welcher y und y' die Wurzeln der Gleichung y ~ - - - - - -  sind, eine y 
I 

eindeutige Funktion von z' ist, die in eine gewShnliche, fur I z'l < r - -  
tr 
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convergirende Potenzreihe entwickelt werden kann. Man erh~lt durch 
rLhnliche Betrachtungen, wie die eben angestellten, schliesslich eine Ent- 

I 
wickelung der Funktion f ( y ) +  f ( - - y )  _ nach positiven and negativen 

Potenzen von y innerhalb des Gebietes G. 
Da f(y) ungerade angenommen war, ist 

i[ <t] '[ ( tl f ( Y ) = - ~  f(Y) + f -] -4- 2 f(Y) + f - - - y  " 

Werden far  die beiden Glieder auf der rechten Seite die Doppelreihen 
eingeft~hrt, so erhalten wir eine gleichartige Reihe fllr f(y). W .  z. b. w. 

. 

Wir befreien nun den Satz von den Beschrankungen, welche wir ihm 
in der vorhergehenden Nummer auferlegt haben. 

Dass f(y) ungerade angenommen wurde, beeintrachtigt offenbar die 
Allgemeinheit nicht, da bekanntlich jede Funktion auf die Form 

fl(y) + yf,(y) 

gebracht werden kann, wo f~(y) und f2(Y) ungerade Funktionen sind. 
Auch die Bedingung, dass rr 1 gleich I sein sollte, "enthMt keine wesent- 
liche Beschrttnkung der Allgemeinheit. Denn wenn wir die beiden Radien 
r u n d  rl endlich und yon Null verschieden annehmen, wird jene Be- 
dingung nach Einfilhrung der Substitution y = rV~,. x immer erft~llt sein. 
Ist aber einer der Radien r und r I gleich Null oder unendlich gross, so 
wird man zun~hst  das Gebiet cler Ver~derlichen dadurch beschrttnken, 
dass man beide Radien von Null verschieden und endlich annimmt. Ist 
dann ft~r dieses Gebiet die Reihenentwickelung nachgewiesen, so folgt 
aus bekannten Stttzen unmittelbar die Gt~ltigkeit derselben im ganzen 
ursprt~nglichen Gebiete. 
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Hiermit hat der Beweis bereits denjenigen Grad der Allgemeinheit 
erreicht, dessen er als Erganzung zu den Theoremen des Herrn MITTAG- 
LEFFLER bedarf. Er ist jetzt namlich far alle diejenigen Falle erbracht, 

wo der Quotient der Radien r u n d  r x grSsser als 1/~ + i  ist, speciell also 

auch fiar den Fall, dass der kleinere Radius gleich Null ist. 
Wit  kbnnen abet auch den Fall, wo der Quotient der Radien r und 

I/2+ 
r x einen Werth zwischen V 2 - - i  und x hat, auf den vorhergehenden zu- 

riickffihren. Es existirt namlich in diesem Falle offenbar immer eine 

)~  + ~ ist. Ist ganze positive Potenz des Quotienten, welche grSsser als 

n die Ordnungszahl dieser Potenz, so setzen wir: 

y" ~--- X. 

Bedeutet dann ~ eine primitive Wurzel der Gleichung 

0C n ~ ] ~  

und definiren wir f, folgendermassen 

n--1 

nf~ = ~o (a~Y)'~f(~Y)' 

so sind die n Gr(~ssen fo, f ~ , " ' ,  fn--1 offenbar eindeutige Funktionen von 
x in einem ringfsrmigen Gebiete dieser Variabeln v o n d e r  Besehaffenheit, 

Vh-+ ,  
dass der Quotient der beiden eharakteristischen Radien grSsser als V~------~-~x 

ist. Jene n Funktionen ksnnen in der Umgebung jeder im Gebiete gele- 
genen Stelle x 6 nach positiven Potenzen yon x -  x 0 entwiekelt werden, 
da jeder der n Bestandtheile einer Funktion f~ nach Potenzen yon y --Y0, 
und y -  Y0 wiederum naeh Potenzen yon ~ - - x  0 zu entwickeln ist. 
Demnach lasst sich jede der Funktionen f0, fl, " " ,  f--, dutch eine nach 
positiven und negativen Potenzen yon x fortschreitende Doppelreihe dar- 
stellen. Setzen wir statt x wieder y", so erhalten wir fiir die Funktionen 
f,~ Reihen, die nach positiven und negativen Potenzen von y fortschreiten. 
2 5 -  665006 A c t a  mathemat ica .  4 
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Da nun 

n--1  

f@) = .~o Y-"ft, 

ist, ergiebt sich schliesslich ein Ausdruck fi~r die Funktion f(y) in Form 
einer nach positiven und negativen Potenzen fortschreitenden Reihe, welche 
fiir alle Werthe von y convergirt, deren absoluter Betrag zwischen r 
r~ liegt. 

Hiermit ist der LAURE~T'sche Satz vollstandig bewiesen. 

Berlin, November ] 883. 


