DEMONSTRATION NOUVELLE

DU THEOREME DE LAURENT

PAR

G. MITTAG-LEFFLER

A STOCKHOLM.

Dans son célebre mémoire: Zur Theorie der eindeutigen analytischen
Functionen, WEIERSTRASS a démontré le théoréme suivant:

A. »Soit f(z) une fonction monogéne unifofme de la variable »,
possédant les » points singuliers essentiels ¢, ..., c,.

Il est toujours possible de représcnter cette fonction sous la forme
suivante: ;

On construit une fonction rationnelle du degré » de la variable
z, y = ¢(x), possédant les pdles ¢, ...,c,. On forme ensuite, ce qui
est toujours possible, » fonctions monogénes et uniformes de la variable
¥, Fo(y), Fi(y), ..., F,_,(y), n'ayant pas d’'auntre point singulier essentiel
que y = 0O, constituant en outre des fonctions entiéres rationnelles ou
transcendantes quand f(r) ne posséde pas de poles, et étant enfin telles,
que l'on a partout 1'égalité

n—1
I v
o) =D R (=)
y=0
ou la constante ¢ désigne l'une des n valeurs ¢, ..., ¢,»

Si ¢ = oo, on entend, comme toujours chez WEIERSTRASS, par £ — 00

1, . 1
expression --
x
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Ce théoréme ne parait pas avoir été jusqu’ici l'objet de l'attention
qu'il mérite & tous égards. La raison en est peut-étre qu’il figure chez
WEIERSTRASS principalement comme théoréme auxiliaire, servant a dé-
montrer le théoréme suivant:

B. »Soit f(r) une fonction monogéne uniforme de la variable z,
ayant pour points singuliers ¢, ..., ¢,. Cette fonction peut toujours étre
représentée sous la forme

o) —c+Y a(-=)

v=1

ot C désigne une constante indépendante de z, et ou @, (w ) est une

— ¢y

. oy . 1 ’ .
fonction entiére rationnelle ou transcendante de — s'évanouissant,
r—a,

I
lorsque —— = o.»

X — C,
On voit sans peine que le théoreme B découle immédiatement du
théoréme qui suit, connu sous le nom du théoréme de LAURENT.
»Soit, pour R’ <|z| < R”, ol l'on entend par R’ et R” des quantités
positives données, f(z) une fonction monogéne, uniforme et régulicre de

nt=+w

la variable . Il est toujours possible de constituer une série X A4,2*,

dont les coefficients sont indépendants de z, et qui est telle, en outre,
que D'égalité
p=+o

f(z) = > A,z

pn=—w

a lieu partout pour R'<|z|< R"»

Le théoréme de LAUReNT se laisse facilement dériver de la théorie
des intégrales définies, et il n'est alors qu'un simple corollaire d’un théo-
réme de CAucHY.

Démontré de cette facon, le théorécme de LAURENT ne recoit cepen-
dant pas, dans la théorie des fonctions, la place élémentaire qui semble
devoir lui appartenir.

Il parait que par cette raison et afin de ne pas abandonner l'ordre
d’'idées auxquelles appartiennent les recherches consignées dans le mémoire:
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Zur Theorie der eindeutigen amalytischen Functionen, WEIERSTRASS a déduit
le théoréme A du théoréme A, au lieu de passer par le théoréme de
Lavrent(") Si, comme je I'ai fait dans divers mémoires, on poursuit
la voie ouverte par WEIERSTRASS, on constate cependant bientot qu'il est
impossible de se passer du théoréme de LAURENT. Il n’est toutefois pas
nécessaire d’abandonner pour le reste les considérations élémentaires dont
se sert WEIERSTRASS.

Il y a donc une importance réelle a démontrer le théoréme de
LaureNT sans recourir au calcul intégral, et sans abandonner les élé-
ments de la théorie des fonctions.

On peut obtenir cette démonstration en présentant le théoréme A
sous une autre forme que chez WEigrsTRASs. Si l'on examine de
plus prés la méthode dont le grand géomeétre se sert pour déduire le
théoréme A, on voit sans peine quil a démontré en méme temps le
théoréeme suivant, qu'il n’énonce toutefois pas sous unc forme explicite.

C. »Soit dans un continuum A, composé d'une seule piéce, f(r)
une fonction monogéne uniforme, qui ne posséde en A aucun point
singulier essentie]l. Soit ensuite y = ¢(z) une fonction rationnelle du
degré n de la variable z, qui se comporte d'une facon réguliére en
dedans de A. Les valeurs de y obteriues de l'égalité y = ¢(x), quand
z signifie successivement la totalité des points du continuum A, consti-
tuent, réunies, dans le domaine de la variable y, un continuum B se com-
posant d’une scule piéce. Supposons que A et B correspondent entre
eux de facon que toutes les valeurs de x satisfaisant a l'égalité y = ¢ ()
pour une valeur donnée de y située en dedans de B, soient elles-mémes
situées en dedans de .

Désignons par ¢ un point quelconque, situé sur la limite de ¥ ou
en dehors de A. Il est toujours possible de construire n fonctions
F,(y), F\(y), ..., F,_,(y), qui constituent en B des fonctions monogénes

uniformes de la variable y, ne possédant pas de point singulier essentiel,
n—l1
1

et pouvant étre choisies de facon que 1'égalité f(x) =2F,(y).(‘-c_c)y
y=0

pour 'y = p(z), a lieu partout en dedans de X et de B. Si la fonction

(') Voir la note, page 47 du dit travail.
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f(x) n'a pas de poles dans le domaine A, il en est de méme, dans le
domaine B, de chacune des fonctions F,(y), F\(y), ..., F,,(y)»
De ce théoréme, celui de Laurent peut étre déduit de la maniére

sulvante.
1/ e\, /R
=3+ ()]

Posons
ou R signifiera une quantité positive donnée, et #» un nombre entier
positif donné.

I’équation

G+ G-y =rm—y=0

considérée par rapport & z, n'a de racines égales que dans le cas ou
¢'(r) = o. Or, ce cas se présente toujours et exclusivement, lorsque
4

(i)": + 1, et, par conséquent, lorsque y =+ 1. Quand y= + 1 les

différentes racines de l'équation ¢(z)—y = o, se déduisent de I'expression
2kri

R.eT, en donnant a %k les valeurs successives o, 1, 2, ..., #— I.
Chacune de ces racines est une racine double. Quand y = — 1, lex-
(2k4-1)zi
pression R.e * (k=o0, 1, 2, ..., n— 1) représente les racines diffé-
rentes de l'équation ¢(r) —y = o, et chacune de ces racines est aussi
une racine double.
Donnons maintenant & y une valeur finie y’, qui n'est égale ni & + 1,
nia — 1. Si 2’ est une valeur correspondante de z, telle que ¢(x')—y = o,
I'égalité ¢(z) —y = o a lien pour

2kmi

r=e".7, (*=0,1,2,...,n--1)
et en outre pour
A pa
r=2e".—- ((#=0,1,2,....,n—-1)
x

Ces deux expressions donnent par conséquent les 2m racines de l'égalité
’
p(@) —y = o.
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En faisant donc parcourir a . toutes les valeurs vemplissant la

condition = 1, ou ¢tant situées sur la circonférence d’'un cercle dans

@
R
le plan de @ ayant lorigine pour centre et R pour rayon, on verra y
parcourir simultanément toutes les valeurs réelles a partir de 4 1 jusqu'a
— 1. Toutes les valeurs de z qui répondent a une valeur réelle de y

< 1

zl=r

De méme, si l'on fait parcourir & x toutes les valeurs qui remplissent
y P {

telle que — 1 <y < + 1 appartiennent aussi a la circonférence

la condition

X \ o, .. ’ .
El = 1 + ¢, ou ¢ est unc quantit¢ positive donnée, et qui

constituent par suite les points différents d'une circonférence da‘;gs le plan
de z, dont le centre est a lorigine et dont le rayon est R{1 + 9),
¥ parcourra simultanément dans le plan de y tous les points d’'une courbe
fermée, symétrique par rapport tant & l'axe des ordonnées qu'a l'axe des

abscisses et limitant une surface simplement connexe, laquelle renferme
y =+ 1. La méme courbe est aussi décrite par y quand x parcourt

toutes les valeurs rewmplissant la condition

R .
—|=1 4+ J, et constituant
@€

par suite, dans le plan de r, les différents points d'une circonférence

D’'un autre

dont le centre est & lorigine et dont le rayon est I—% .
17

coté, a chaque point y appartenant & la courbe mentionnée du plan de y
correspondent % points différents x, situés sur la circonférence ayant
R(1 4 &) pour rayon, et n autres points également différents les uns

sy, . . R .
des autres, situés sur la circonférence ayant 5 bour rayon. On voit

hY

1
aussi que la plus grande distance de lorigine & un point de la courbe
indiquée dans le plan de y est

5[(1 T (1 J;o)”]

et que la plus petite distance est I—[(1 + o) — —L—n]
2 (t +9)
Il suit de ce qui précéde que, & I'anneau circulaire dans le plan de
. . , R -
situé cntre les deux circonférences |v| = R(1 + p) et |.r|=l—:—o, st l'on

entend par p une quantité positive donuéde, correspond, dans le plan de



Déwounstration nouvelle du théoréme de Laurent. 85

Y, une surface simplement connexe, symétrique par rapport tant a l'axe
des ordonnées qu'a 'axe des abscisses, surface enfermant le point y=+ 1,
et dont la ligne limite est telle, que la plus grande distance.entre un

point de cette limite et l'origine est %[(1 + o) + et la plus

.-
(1 + p)“J’
petite distance est %[(1 + pt — —I—,J

(r + p)

Désignons maintenant anneau circulaire par A, et par B la surface
correspondante du plan de y. Tous les points du plan de x correspon-
dant a un point du plan de y, situé en dedans de 3B, sont eux-mémes
toujours situés en dedans de A ct tous les points correspondant & un
point situé sur la limite de B sont cux-mémes situés sur la limite de 2A.

[

g,

La fonction

ne posséde aussi que des points réguliers en dedans de A et sur la limite
de A. Cette fonction est par conséquent une fonction y= ¢(x) telle que
nous l'avons supposée dans le théorémme C.

La quantité ,o étant fixée, il est toujours possible de donner a n une
valeur assez grande pour que

-1 > 141,

o
- I+ 7 ) I —
2[( ”) e

en désignant par . une quantité positive quelconque. En admettant
ensuite une quantité ¢ assez petite pour que

I

' ]« L
1+ s)"J +

la surface qui dans le plan de y répond & Vanncau circulaire

R
I 4 =

(1A
A
=
+
i)/

est située en dedans d'un cercle qui a lorigine pour centre et 1 4k
pour rayon.
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Aprés ces remarques préliminaires, jobtiens facilement le théoréme
de Laurent. Soit, pour toutes les valeurs de x qui remplissent la con-
dition B < |z| < R”, f(#) une fonction monogéne, uniforme et régulicre
de la variable z.

Fixons d'une maniére arbitraire une quantité positive B telle que
R < R'< R". Posons ensuite une quantité positive p telle que

R
R R’ et '
(140 < B ot que K> R

Désignons par A 'anneau circulaire

R
i <l < BG +p)

et par b une quantité positive arbitraire. Choisissons le nombre entier
positif # si grand que

4 — >

I
(1 +p)
et indiquons par B le domaine de la variable y qu'on déduit de I'égalité
I / z \n /]“ n-
y=; [\R‘ + (%]

en faisant parcourir 4 z le domaine .
Conformément au théoréme C on obtient alors I'égalité

1) =¥ R ()

/

ot ¢ est un point en dedans ou sur la limite du domaine A et ou les
fonctions F,(z) en dedans du domaine B sont des fonctions monogénes,
uniformes et réguliéres de la variable y. Le domaine B enferme totale-
ment un cercle ayant Yorigine pour centre et 1 + h pour rayon. On a
donc pour ce cercle

F,(y) =47 + APy + 499" + ...,
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ou AP, AY,... sont des constantes indépendantes de y et ZOA,(I’(I + h)*
#:

est une série a convergence absolue. Si e représente une quantité positive
suffisamment petite pour que |

é[(r + &) +<ﬁ—;>n] <14 h,

le module de y sera toujours inférieur & 1+ A, dés que z appartiendra &

. . R
I'anneau circulaire
I

S|e| S B(1 +¢). La série X AP¢(a), ou

& =

I{/=z\" R\"
=3[+ (5]
est par suite uniformément convergente pour toutes les valeurs de z ap-

partenant & l'anneau circulaire qui vient d’étre mentionné. Ainsi par
suite d'un théoréme connu,(*’) on a dans cet anneau circulaire

F) = £ 490y — 6,0 + G, (1)

ou G,(r) est une série procédant d’aprés les puigsances positives de z,

et convergente aussitét que |z] < R(1 + &), et @,(i) est une série pro-

cédant d’aprés les puissances négatives de z, et convergente dés que
R

x| > .

|T| =1 + 3

Vu Pégalité

2n—1

@)=Y F0)- (=)

on aura donc, pour l'anneau circulaire I_R;_ <z]| £ R(1 + ¢), l'égalité
3

r=tw

fr)= % Az

p=—cw

() K. WEIeRsTRASS: Zur Funktionenlehre. Monatsbericht der Konigl. Aka-
demie der Wissenschaften zu Berlin, August 1880, p. 7.
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Or il est évident, d'un coté, que l'égalité ci-dessus aura lieu partout a
Pintérieur de l’anneau circulaire constituant le domaine de convergence

o oo
commun des séries X A_,x" et 2 A, ", et, de l'autre, que ces deux séries
n=1 ’ n=0 '

doivent converger dans I'anneau, en dedans duquel f(z) est une fonction
monogene, uniforme et réguliére de z. I.’égalité

n=+e®

flr)= X A4,

p=—wo
. . R : :
a donc lieu non seulement pour le domaine + <zl £ B(1 + ¢), mais
1 e -
aussi pour le domaine R’ <|z|< R". Le théoréme de LAurENT se trouve
ainsi complétement démontré.




