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Dans son c616bre mSmoire: Zur Theorie der eindeutigen analytiscben 
Functionen, WEIERSTRASS a d6montr6 le th6or6me suivant: 

A .  ~Soit f(x) une fonction monogSne unifol~me de la variable x, 
poss6dant les n points singuliers essentiels c~, . . . ,  c.. 

Il est toujours possible de reprdsenter cette fonction sous la forme 
s uivante: 

On construit une fonction rationnelle du degr5 n de la variable 
x, y = f:(x), possddant les p61es cl, . . . ,  c,,. On forme ensuite, ce ciui 
est toujours possible, n fonctions monog6nes et uniformes de la variable 
y, Fo(y), F I ( y ) , . . . ,  F._~(y), n 'ayant  pas d'autre point singulier essentiel 
que y = cxv, constituant en outre des fonctions enti6res rationnelles ou 
transcendantes quand f(x) ne poss6de pas de p61es, ei~ dtant enfin telles, 
que l'on a partout l'dgalit6 

n- -1  r/,/ -- Z (:,) ( I )  
v=O 

oh la constante c d~signe l 'une des n valeurs c l , . . . ,  c..)) 
Si c = cx~, on entend, comme toujours chez WF.IERSTRASS, par x -  

l 'expression i .  
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C e  thdorSme ne parait pas avoir dt6 jusqu'ici l'objet de l'attention 
qu'il m6rite h, tous 6gards. La raison e n e s t  peut-Stre qu'ii figure chez 
WEIEI~S'rRASS principalement comme thSorSme auxiliaire, servant ~ dS- 
montrer le th6orSme suivant: 

B .  ))Soit f(x) une fonction monog~ne uniforme de la variable x, 
ayant pour points singuliers c~ , . . . ,  c,,. Cette fonction peut toujours ~tre 
repr6sent6e sous la forme 

( ' )  o11 C d&igne une constante ind6pendante de x, et oh G, ~ est une 

fonction enti~re rationnelle ou transcendante de t - - - ,  s'6vanouissant, 
X - -  a v  

I 
lorsque - - - -  ~ o.~ 

- -  Cy 

On volt sans peine que le th6orSme B d6coule immSdiatement du 
th6or6me qui suit, connu sous le nom du th6or6me de LAUrEX'r. 

))Soit, pour R' < I xl  < R", oh l'on entend pa r / / '  et R" des quantit6s 
positives donn6es, f(x) une fonction monog6ne, uniforme et r6guli6re de 

la variable x. I1 est toujours possible de constituer une s6rie ~ A,,x,", 
dont les coefficients sont inddpendants de x, et qui cst telle, en outre, 
que l'dgalit6 

, u = + ~  

f(x)---- Z A ,S  

a lieu partout pour R ' < l x l <  R".)) 
Le th6or~me de LAURENT se laisse facilement d6river de la thdorie 

des int~grales d6finies, et il n'est alors qu'un simple corollaire d'un th6o- 
rSme de CAUCHY. 

D6montr6 de cette fa~on, le th6orSme de LAURENT ne revolt cepen- 
dant pas, dans la th6orie des fonctions, la place 616mentairc qui semble 
devoir lui appartenir. 

I1 paralt que par cette raison et afin de ne pas abandonner l'ordre 
d'id6es auxquelles appartiennent les recherches consign6es dans lc m~moire: 
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Zur Theorie der eindeutigen analytischen Ftowtionen, WEIERSTRASS a d6duit 
le th~ordme B du thdordme .~, au lieu de passer par le th4or6me de 
LAUREST.(~) Si, comme je l'ai fait dans divers m~moires, on  poursuit 
la vole ouverte par WEIERSTaASS, on constate cependant bient6t qu'il est 
impossible de se passer du th~or~me de LxUr~EST. I1 n'est toutefois pas 
n6cessaire d'abandonner pour le reste les consid6rations (il~mentaires dont 
se sert WEIERSTRASS. 

I1 y a donc une importance r~elle h d~montrer le thdorSme de 
LAUREST sans recourir au calcul int6gral, et sans abandonner les 616- 
ments de la th~orie des fonctions. 

On peut obtenir cette d6monstration en pr~sentant le th6or~me A 
sous une autre forme que chez WEtV.RSTRASS. Si l'on examine de 
plus prbs la m6thode dont le grand g6om~tre se sert pour d~duire le 
th~or~me A ,  on volt sans peine qu'il a d6montr6 en mdme temps le 
thdor~me suivant~ qu'il n'6nonce toutefois pas sous une forme explicite. 

C. ))Soit dans un continuum ~, compos6 d'une seule pidce, f(x) 
une fonction monog~ne uniforme, qui ne poss~de en ~ aucun point 
singulier essentiel. Soit ensuite y : ~(x) une fonction rationnelle du 
degr6 n de la variable x, qui se comporte d'une fa~on r~guli(~re en 
dedans de ~ .  Les valeurs de y obter[ues de l'~galit4 y----~(x), quand 
x signifie successivement la totalit6 des points du continuum .7s consti- 
tuent, r~unies, dans le domaine de la variable y, un continuum ~ se eom- 
posant d'une seule piece. Supposons que ~ et .~ correspondent entre 
eux de fa~on que toutes les valeurs de x satisfaisant k l'6galit6 y----fD(x) 
pour une valeur donn6e de y situ6e en dedans de ~ ,  soient elles-mgmes 
situ~es en dedans de ~ .  

Ddsignons par c un point quelconque, situd sur la limite de ~f ou 
en dehors de ~ .  Il est toujours possible de construire n fonctions 
Fo(y), F~(y) , . . . ,  F,,_~(y), qui constituent en .~ des fonctions monogdnes 
uniformes de la variable y, ne possddant pas de point singulier essentiel, 

I 
et pouvant ~tre choisies de fa(;on que l'6galit6 f ( x )=ZF~(y) . ( z~c)~  

pour y = ~(x), a lieu partout en dedans de ~ et de "~. Si la fonction 

(1) Voir la note, page 47 du dit travail. 
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f ( x )  n 'a  pas de pSles dans le domaine ~f, il el| est de m~me, dans le 

domaine "23, de chacune des fonctions F0(y), ~I(Y), . . - ,  F~_~(y).)) 
De ce thdor&ne, celui de LAUREI~T peut dtre d~duit de la mani~re 

suivante. 
Posons 

y - - ~  + , 

oh R signifiera une quantit~ positive donn6e, et n u n  nombre entier 
positif donn6. 

L'dquation 

+ - - y  = = o 

consid~r(~e p a r  rapport  k x ,  n'a de racines ~gales que dans le cas oll 
~'(x) = o. Or, ce cas se prdsente toujours et exclusivement,  lorsque 

/~ /  ---- + I, et, par  cons(iquent, lorsque y ~-- + I. Quand y---~ "~- I les 

diff~rentes racines de l%quation ~ ( x ) - - y  = o, se d~duisent de l'exprcssion 
2k~:i 

R . e  " , en dormant k k les va |eurs  successives o, I, : ,  . . . ,  n - - I .  

Chacune de ces racines est une racine double. Quand y - - - - - -  I, l'ex- 
( 2 k T l ) r i  

pression R . e  " ( k - ~  o, i, 2, . . . ,  f l - - i )  repr~sente les racines diff6- 

rentes de l'dquation ~ (x) - -  y ---- o, et chacune de ces racines eat aussi 

une racine double. 
Donnons maLntenant k y une valeur finie y', qui n'est 6gale ni k + i, 

ni k - -  I. Si x' est une valeur correspondante de x, telle que ~ ' ( x ' ) - - y ' =  o, 
l'6galit6 ~ ( x ) - - y ' =  o a lieu pour 

et en outre pour 

2 k ~  
t 

x = e  n . - -7- .  

(k=O, 1,2,.. . ,u---l) 

" (k=O, l , .2 , . . . , a - - l )  

Ces deux expressions donnent p a r  consequent les 2n racines de l'dgalit~ 

- -  y '  = o .  
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En fa, isant done parcourir h ,~: toutes los valcurs rctmplissant ilt 

lc plan de x ayant l 'origine pour centre et /~ pour rayon, on verra y 
pareourir simultan~ment toutes les valeurs r~elles k partir de + i jusqu'k 
- -  i. Toutes les valeurs de x qui rdpondent ~ unc va!eur r~clle de y 

telle que - - x  < y <  + x appartiennent a u s s i ~ l a  cireonf6rence ]R I I. 

De m~me, si l'on fait parcourir h x routes les valeurs qui remplissent 

[~1 : i + 3, oh ~ est une quantit6 positive don,,~e, et qui la condition 

constituent par suite les points diff6rents d'une eireonf6renee &ins te plan 
de x, dont le centre est k l 'origine et dont le rayon est ~ ( I  + ~): 
y parcourra simultan6ment dans le plan de y t ous l e s  points d'une courbe 
ferm6e, sym6trique par rapport tant h l 'axe des ordonn6es qu'k l 'axe des 
abscisses et l imitant une surface simplement connexe, laquelle renferme 
y = + i .  Lu m4me eourbe est aussi d6erite par y quan<t x parcourt 

toutes les valeurs remplissant la condition [R[ 
m m 

- -  ~- I + 3, et constituant 

par suite, dans le plan de x, les diff6rents points d'une cireonf6rence 

dont le centre est k l'origine et dont le rayon est R D'un autre 
I + 3 "  

c6t6, k chaque point y appartenant k la courbe mentionnOe du plaI~ de y 
correspondent n points diff~rents :.r, situ5s sur la eireonfSrence ayant 
R ( I - k - 3 )  pour rayon, et n autres points dgalement difi'Orents les uns 

des autres, situ6s sur la circonfSrence ayant R pour r'tyon. On volt 
x + 3  

aussi que la plus grande distance de l'origine ~ un point de la courbe 
indiquSe dans le plan de y est 

--2 I + + (I --~- 3)" 

et que la plus petite distance est .~- (i + (t + 3 ) "  " 

I1 suit de ce qui prScSde que, fi, l 'anneau circulairc dqns lc plan de x 

R , si l'on situd entre les deux circonfdrences I : " l :  R(I -k- p) ct I : r ] - - I  + p 

entend par p une quantit6 posit ivc~ dom~de, correspond, dans le plan de 
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y, une surface simplement connexe, symdtrique par rapport tant ~ l 'axc 
des ordonndes qu'g 1'axe des abscisses, surface enfermant le point y~---3- I, 

-et dont la ligne limite est telle, que la plus grande distance, entre un 

point de cette .limite et l 'origine est i [ (  , ] - I 3 - p ) " 3 - - -  , et la plus 2 (I Or- p)n 

petite distance est 71 [(1 3- p ) " - -  (I +' p)" ] " 

Ddsignons maintenant l 'anneau cireulaire par ._3t", et par N la surface 
correspondante du plan de y. Tous Its points du plan de x eorrespon- 
dant k un point du plan de y, situ6 en dedans de N, sont eux-mdmes 
toujours situ6s en dedans de ~f et tous les poinls correspondant k un 
point situ6 sur la limite de N sont eux-mdmes situds sur la limite de ?t'. 
La fonction 

r , �9 \ n 

i ( ! 7  

ne possdde aussi que des points rdguliers en de&ms de N" et sur la limite 
de ?f. Cette fonction est par consdquent une fonction y =  g (x ) t e l l e  que 
nous l'avons suppo.sde dans le thSor6me C. 

La quantit6 p dtant fixde, il est toujours possible de donner i~: n une 
valeur assez grande pour que 

i[< ' I - ~ + / , ) "  > ~ + h ,  
2 ( I + p 1" 

en d6signant par h une quantit6 positive quelconque. 
ensuite une quantit6 s assez petite pour que 

En admettant 

I[< ->. ] - i + ~  - t - ( ~  + e ) "  < i + h  
O 

la surface qui dans le plan de y r6pond "~ l 'anneau circulaire 

<1,1 < R(, 3- I -4- g. = ~--- 

est situde en dedans d'un eercle qui a l'origine pour centre et I q - h  
pour rayon. 
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Apr6s ces remarques pr6liminaires, j'obtiens facilement le th6or&nic 
de LAURi~NT. &)it, pour toutes les valeurs de x qui remplissent la con- 
dition R' < Ix I< R", f(x) une fonction monog6ne, uniforme et rdguli6re 
de la variable x. 

Fixons d'une mani6re arbitraire une quantit6 positive R telle quc 
R ' <  R <  R". Posons ensuite une quantit6 positive p telle que 

Jg 
R(I  A-p) < R" et que 

i + p  

D6signons par ~ l'anneau circulaire 

- - > R ' .  

R 
t + p  - -  < I*1 < R ( ,  + :,) 

et par h une quantitd positive arbitraire. Choisissons le nombre entier 
positif n si grand que 

, ] - ~ + p)" > , + h  
2 (i +p)"  

et indiquons par ~ le domaine de la variable y qu'on ddduit de i'6galit6 

, r :  ~, ,, 'R')" ]  

en faisant parcourir 'g x le domaine ~ .  
Conform6ment au th6or6me (7 on obtient alors l'~galit6 

f(x) = ~_F, (y  

oh c est un point en dedans ou sur la limite du domaine ~ et oh les 
fonctions F,(x) en dedans du domaine B sont des fonctions monog&les, 
uniformes et rdguli6res de la variable y. Le domaine B enferme totale- 
ment un cercle ayant l'origine pour centre et i + h pour rayon. On a 
donc pour ce cercle 

~,(y)  = A(2 + Ai~)y + A7)v ~ + . . . ,  
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o5 At0 ~', Ai~),... sont des constantes ind6pendantes de y e t  ~ A';'(~ + h)" 
p=O 

est une s6rie k convergence absolue. Si e reprdsente une quantitd positive 
suffisamment petite pour que 

i[ <i )] 
(I -Ji- $)" "3 I- ~ < I -Jl- ]/, 

Ie module de y sera toujours infdrieur k I ' -  l- h,  (168 que X appartiendra k 

l'anneau cireulaire I ~'-~$= < ]X'I = < R(x + 6). La s~rie s~o= A~:)~(x) ~, off 

"+ J' 
est par suite uniform~ment convergente pour toutes les valeurs de x ap- 
partenant h l'anneau circulaire qui vient d'gtre mentionn& Ainsi par 
suite d'un th6or6me connu,(~) on a dans cet anneau eirculaire 

F.(;/) =,.o02: A")~ ~-(z~,' = a~(~) + G. 

oh Gv(x) est une sdrie proc6dant d'apr6s les puissances positives de x, 

-(9 et convergente aussit6t que I~1 < i t ( ,  + r et G, ~ est une s~rie pro- 

c6dant d'apr6s les puissances n~gatives de z, et eonvergente dds que 

ix ] > R 
= I + e  

Vu l'6galit~ 

f ( x l  =~__F, (y )  . -~.:-g_ e , 
v = O  

on aura done, pour l'anneau circulaire R < ix I < B(~ + E), l'~galit6 

/ t~ +to 

f(x)-- Z A J ' .  
l l  m - - r  

(~) K. WEIZaSTaAss: ,~tr PuvMione~lehre. M o n a t s b e r i c h t  der  K0nigl .  Aka- 
demie  der  W i s s e n s c h a f t e u  zu Ber l i a~  August 188o, p. 7- 
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Or il est ~vident, d 'un cbt~, que l'6galit6 ci-dessus aura lieu partout 
l 'int6rieur de l 'anneau circulaire constituant le domaine de convergence 

commun des s6ries A , , x  -~' et ~-,A,,x '~, et, de l'autre, que ces deux s6ries 
#=1 /t=O 

doivent eonverger dans l 'anneau, en dedans duquel f(x) est une fonction 
monogene, uniforme et reguhere de x. L egahte 

It.=-{.-@ 

f(x)-- Z 4 / '  

a done lieu non seulement pour le domaine R _< [xl<-_ B(I -I- s), mais 

aussi pour le domaine R' < I xl < R". Le thdor~me de LAUItENT se trouve 
ainsi eompldtement d~montr~. 


